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Abstrakt v statnom jazyku

GOCELJAKOVA, Veronika: Obélkové analyza dat pre hodnotenie udrzatelnosti [Dip-
lomova préacal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a in-
formatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Margaréta
Halické, CSc., Bratislava, 2020, 81 s.

V nasej praci sa zameriavame na analyzu prac zaoberajucich sa udrzatelnostou pro-
strednictvom obélkovej analyzy dat (DEA) a ndvrhom vlastnych modelov venujtcich sa
tejto problematike. V prvej kapitole uvedieme citatela do elementarnej teérie a sym-
boliky DEA, predstavime niektoré zédkladné linedrne modely, rovnako aj nelinearny
Russellov model a Network DEA. V dalsej casti sa zaoberame témou udrzatelnosti vo
vseobecnosti, ako k nej pristupuju svetovi odbornici a najméa odbornici z oblasti DEA.
Pri podrobnejSej analyze sa zameriavame na pracu [27], ktord sa zaoberd problemati-
kou udrzatelnosti miest v Cine. Kazdé z miest predstavuje udrzatelny vyvojovy systém
pozostavajuci z dvoch podsystémov, ktoré sa navzajom ovplyvinuju. Tretia kapitola
obsahuje vybrané modely z prace [27] a zaroven v nej zavedieme aj plne iny pristup
pomocou spojenia Russellovho modelu a Network DEA. Nasledne modely aplikujeme

na realnych datach.

KIicové slova: obalkova analyza dat, udrzatelnost, udrzatelny vyvojovy systém,

Russellov model, parcidlna efektivita, Network DEA



Abstract

GOCELJAKOVA, Veronika: Data envelopment analysis for sustainability evaluation
[Master Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc.

RNDr. Margaréta Halicka, CSc., Bratislava, 2020, 81 p.

In our thesis we focus on the analysis of the works dealing with sustainability by Data
Envelopment Analysis (DEA) and design of our own models dedicated to this issue. In
the first chapter we introduce the reader to elementary theory and symbolism in DEA,
we show some basic linear models as well as nonlinear Russell model and Network
DEA. In the next part we deal with the topic of sustainability in general, how world
experts and especially DEA experts approach to this issue. In more detailed analysis,
we focus on the work [27] that deals with the issue of city sustainability in China.
Every city represents a sustainable development system consisting of two subsystems
that interact with each other. Chapter three contains selected models from the work
[27] and as well as we introduce a completely different approach using a combination of

Russell model and Network DEA. Subsequently, we apply the models on real dataset.

Keywords: Data Envelopment Analysis, sustainability, sustainable development

system, Russell model, partial effectiveness, Network DEA
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UVOD

Uvod

V poslednych rokoch zaziva svetova ekonomika celkovy prudky narast vo vyrobe.
Na to, aby sme mohli produkovat, potrebujeme vstupy, ktoré si tvorené vo vyznamnej
miere prirodnymi zdrojmi, akym je napriklad voda, fosilne paliva, ¢i mnohé iné. Oproti
ich neutichajicemu dopytu si vsSak prirodné zdroje obmedzené, preto ich spotreba
musi byt regulovand. Stic¢asnym sposobom hospodarenia, kde sa vo velkej miere vyraba,
spotrebuiva a hlavne vyhadzuje, trpi najméa oblast environmentalistiky.

Spominana zvysend ekonomicka aktivita ma priamy dopad na zivotné prostredie.
Znecistovanie prostredia, v tomto pripade mame na mysli okrem iného najmé vplyv
na kvalitu ovzdusia, vody ¢i pody, je zretelnym problémom pre celii spolo¢nost. Obme-
dzenost prirodnych zdrojov sa preto este viac prehlbuje, nakolko je tymto spdsobom
znizovana aj ich kvalita.

Dalsim z tizko stvisiacich problémov je enormne rychly narast populacie, ako uva-
dza stranka [26], na zaciatku osemdesiatych rokov minulého storocia svetovi populdciu
predstavovalo vyse 4,4 miliardy, no aktualne na Zemi zije uz vyse 7,7 miliardy obyvate-
lTov a ich pocet sa bude neustale zvysovat. Nasledkom toho vznikaja globalne problémy
spojené s nezamestnanostou, chudobou, vzdelanim, zdravotnou starostlivostou, ale aj
uz spominanym znecistovanim prostredia.

V nasej praci sa najskor zameriame na vysvetlenie zakladov DEA a uvedenie sym-
boliky, ktori budeme pouzivat v dalsich castiach prace. Okrem zakladného multipli-
kativneho modelu uvedieme aj menej zname a netradi¢nejsie modely v DEA oblasti,
akym je Russellov model a Network DEA.

Vidime, ze oblast ekondmie, environmentalistiky a socidlna oblast bezprostredne
navzajom suvisia a ovplyviiuju sa. RieSenie problémov s nimi suvisiacich sa stalo mo-
mentalnou vyzvou vo svete aj pre odbornikov v DEA sfére. S vyuzivanim obmedze-
nych prirodnych zdrojov sa v poslednych rokoch vo svete sklonuje slovo udrzatelnost ¢i
udrzatelny vyvoj. Co vlastne udrzatelnost predstavuje, ako sa fou snazia zmiernit na-
sledky stcasnej ekonomickej aktivity svetovi experti a hlavne ako k tymto problémom
pristupujui DEA odbornici, viac ozrejmi zaciatok druhej kapitoly. V jej pokracovani
sa budeme zaoberat problémom ¢inskych miest, inspirovany ¢lankom [27]. Konkrétne

ide o data obsahujice vstupy do vyrobného procesu, akymi st kapital, pracovna sila



UVOD

a energie. Pri vyrobe sa okrem iného produkuji aj neziaduce vystupy, ktorymi si od-
pady. V praci [27] sa autori snazili vytvorit viacero modelov riesiacich tento problém a
my predstavime niektoré z nich.

Tretia kapitola bude obsahovat najma nase vlastné pristupy a modely. Kazdé mesto
ma dva vlastné podsystémy, ktoré su prepojené a pri produkcii sa navzajom ovplyv-
nuja. Z toho dévodu pristipime k navrhom novych modelov, ktoré beri na zretel aj
tuto skutocnost. Pri prepojenych modeloch najprv pouzijeme multiplikativny pristup.
Okrem neho aplikujeme menej tradicny Russelov model v obalkovom tvare, ktory pri
prepojeni vyuzije Network DEA. V pripade, ak by sme podsystémy povazovali za sa-
mostatne fungujice, neovplyvnujice sa celky, predstavime aj neprepojené modely pri

multiplikativnom, ako aj obalkovom pristupe.
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1 UVOD DO DEA MODELOV

1 Uvod do DEA modelov

V prvej kapitole podrobnejsie priblizime DEA problematiku, ktord bude tvorit zaklad
pre dalsie poznatky. V nadvéznosti na nu uvedieme a definujeme menej zndme DEA
modely, akym je Russellov model, ktory budeme dalej pouzivat v nasej praci. Neskor
predstavime iny pristup k analyze dat oproti tradicnym DEA modelom a tym budu

Network DEA modely.

1.1 Zakladné pojmy a DEA symbolika

Hoci sa na oblast DEA modelov zameriavaji mnohé publikécie, ako napriklad [4],

[5], my sa budeme v tejto podkapitole hlavne opierat o poznatky z prace [9].

V beznom zivote sa kazdodenne stretavame s problémami, ktoré sa snazime ¢o naj-
efektivnejsie riesit. Slovo efektivita sa sklonuje v spojitosti s efektivnou vyrobou, efek-
tivnym vyuzivanim zdrojov, ¢asu a podobne. Prave touto oblastou sa zaobera obalkova
analyza dat, z ang. Data Envelopment Analysis, ktora vyhodnocuje, ako efektivne sa
spravaju subjekty v porovnani s ostatnymi v danej skupine. Ako priklad mozeme uviest
produkcné jednotky, pri ktorych hodnotime mieru efektivity vyroby pri vyuzivani da-
nych vstupov, pripadne opacne, ako efektivne vyuzivaji vstupy pri plneni pozadovanej
velkosti vyroby.

Produkéné jednotky alebo producentov nazyva DEA tzv. rozhodovacimi jednotkami
DMU (z ang. Decision Making Unit). Predpokladdme, Ze mame n rozhodovacich jed-
notiek, ktoré zna¢ime DMU;, j = 1,...,n. Ak sa chceme upriamit na jeden konkrétny
utvar, oznac¢ujeme ho pismenom o, konkrétne DMU,, o = 1,...,n. Pod produkénymi
jednotkami si mozeme predstavit napriklad podniky, banky, ale aj mesta, ¢i jednotlivé
krajiny. Vsetky rozhodovacie jednotky vykonavaja ten isty druh ¢innosti, oznacovany
ako technologia T. To znamend, ze predpokladame homogénnost subjektov v pro-
dukénej ¢i neproducnej ¢innosti, ktorou sa zaoberaji, aby sme ich mohli prostrednic-
tvom DEA modelov porovnavat. Do technologie T' vstupuje m vstupov I, ..., I,,, ktoré
produkuju s vystupov Oy, ..., Os. Hodnotu #teho vstupu, ktory vo vyrobe spotrebu-

vava j-ty subjekt, zapisujeme ako x;;, ¢ = 1, ..., m a mnozZstvo r-teho vyprodukovaného

11



1 UVOD DO DEA MODELOV

vystupu sa oznacuje y,j, ¥ =1,...,s. Standardne sa v DEA predpokladé , Ze hodnoty
vstupov a vystupov su nezaporné a kazda DMU jednotka v technolégii T' vyuziva as-
pon jeden vstup na vyrobu aspon jedného vystupu. Z toho mozeme vektorovo zapisat

vstupy a vystupy j-teho subjektu ako

Ty Yij
Ty = ZTij y  Yi= Yrj s VJ:L,H
Timj Ysj

Niekedy je vyhodnejsie pracovat so sithrnnym, maticovym zapisom, preto potrebu-
jeme zapisat vstupy a vystupy vsetkych DMU jednotiek do takého zapisu, kde j-ty
stipec predstavuje vstup x, resp. vystup y j-teho subjektu DMU;, j =1,...,n. Spo-

minané matice maju nasledovny tvar

11 ... T1; ... Tin Yii - Y3 -+ Yin
X = Tixg . Tiygo .- Tip ) Y = Y1 - Yrj - Yrn
Tmi - Tmj -+ Tmn Ys1 -+ Ysj -+ Ysn

V environmentalnych modeloch mézeme predpokladat, ze okrem ziaducich vystupov
y moze dany subjekt vyprodukovat aj neziaduce vystupy. Velkost t-teho neziaduceho
vystupu produkovaného j-tym subjektom znacime ako by, t =1,...,p a vektorovo ho

mozeme zapisat ako

blj

12



1 UVOD DO DEA MODELOV

Matica
b1 . by bin
B = b . btj ben,
bt .. by .. bpn

predstavuje suhrnny zapis neziaducich vystupov. Podobne ako pri vstupoch a ziaducich
vystupoch predpokladdme, Ze hodnoty neziaducich vystupov st nezaporné a b; # 0,.
Ako uvadza praca [11], k neziaducim vystupom existuje viacero pristupov. V nasej
praci k nim budeme pristupovat ako ku vstupom a budeme sa nimi zaoberat neskor
v dalsich kapitoléach.

Oznac¢me zjednodusene vektor vstupov x € R a vektor vystupov y € R7. Kazdej
dvojici (z,y), pre ktorta plati, Ze mnozstva vystupov y sa daju vyrobit zo vstupov z,
hovorime, ze je pripustnd pre technolégiu 7. Mnozinu vsetkych takych dvojic (z,vy)
nazyvame mnozinou produkcnych moznosti G. Skutoéni mnozinu G presne nepozname,
preto dalej budeme pracovat s aproximaciou M tejto mnoziny. Méze nadobudat rozne
tvary, no my sa zameriame na dva pripady podla toho, ¢i berieme do tivahy konstantné
alebo variabilné vynosy z rozsahu, oznac¢ujic Mcrg, resp. Mygrs. Dvojica (x4,ya)
hovori, ze producent A vyrobi y4 vystupov pri zuzitkovani hladiny vstupov x 4. Mnozina
M bude najmensou mnozinou, ktora bude obsahovat vsetky pre technolégiu T" zname

dvojice (z;,v;), j =1,...,n a zaroven bude spltiat nasledovné axiémy:
(A1) (zj,y;) e M, Vj=1,...,n,

(A2) M je konvexna

(Kazd4a konvexna kombindcia dvoch bodov patriacich do M patri tiez do M, teda
ak (r4,y4), (xp,ys) € M, pre VA € [0, 1] plati: (Aza+(1-A)zp, Aya+(1-A)yp) €
M),

(A3) Ak (x4,ya) € M, potom {(z,y) € R™ | x4 < z,y4 >y} C M.

Tretiu vlastnost pozname aj ako volniu disponovatelnost, anglicky oznacovana free
disposability. Hovori, ze oproti vyrobnej stratégii (z4,y4) mdzeme plytvat vstupmi

(x > x4) alebo vyrobit menej vystupov (y < ya). Tieto 3 axiémy st potrebné na

13



1 UVOD DO DEA MODELOV

aproximéaciu mnoziny G v pripade variabilnych vynosov z rozsahu VRS. Pre konstantné
vynosy este plati, ze s kazdym bodom (x,y) mnozina M obsahuje aj jeho Iubovolny
kladny nasobok, teda zahfnia celd polpriamku c(x,y), ¢ > 0, preto v tomto pripade

vznika dalsia axiéoma, charakteristicka len pre CRS:
(A4) Ak (x4,ya) € M, potom aj c(x4,ya) € M, Ve > 0.
Na zéklade predoslych axiom vieme analyticky zapisat mnozinu Mcgrs ako
Mcgs = {(x,y) e R™* | XA <z, YA>y, A>0} (1)

Pre mnozinu My rg plati analogicky podobny zépis ako pre (1), len este pribudne do
neho podmienka 377 ; A; =1, a teda vyzera nasledovne
n
Mygrs = {(z,y) ER™ | XA <z, YA>y, A >0, Z/\jzl}. (2)
j=1

Takto vytvorené mnoziny Mcrg, resp. Mygrs predstavujua tzv. obdlku dat danych
utvarov DMU, z ¢oho aj vznikol ndzov pre samotnu oblast opera¢ného vyskumu DEA.

Mnozina M je ohrani¢end v smere zmensujucich sa vstupov x a zviacSujicich sa
vystupov y. V silade s definiciou Pareto optimality podla [9, kap. 5.5], bod (x4, y4) €
M je efektivny, ak pren neexistuje ziadne také (x,y) € M, (x,y) # (xa,ya) a zéroven
r4 > x aya < y. To znamend, Ze ziaden iny utvar (x,y) patriaci do mnoziny M
nedokaze vyrobif vacsie alebo rovnaké mnozstvo vystupov pri nezmenenych vstupoch
alebo pri produkcii rovnakého mnozstva vystupov nedokaze spotrebovat menej alebo
to isté mnozstvo vstupov. Je zrejmé, ze Pareto efektivne body lezia na hranici OM
mnoziny M. Tato ¢ast hranice sa nazyva hranica efektivnosti Hg. Zvysnua cast hranice
tvori hranica pseudoefektivnosti Hp.

Pomocou DEA modelov sa snazime zistit, ¢i utvary, ktoré analyzujeme, st efektivne.
Ak ttvar nie je efektivny, nazyvame ho neefektivny. Pre neefektivne utvary chceme
zistif mieru tejto neefektivnosti a budeme ju nazyvat efektivitou E. Ide o bezroz-
mernt veli¢inu z intervalu (0, 1]. Pre efektivneho producenta plati £ = 1. DEA modely
vyhodnocuji tito hodnotu prostrednictvom riesenia optimalizacného problému, ktory
predstavuje dany model. Ako priklad mozeme uviest minimalizaciu vstupov pri nezme-
nenych hodnotach vystupov, tzv. vstupne orientovany model, ¢i opacne maximalizaciu

hodnoty produkcie pri nezmenenych vstupoch, ktora siuvisi s vystupne orientovanym

14



1 UVOD DO DEA MODELOV

modelom. Tieto modely vsak neuvazuji nad neziaducimi vystupmi, ktoré bude zahinat
nas optimalizaény problém, a preto okrem bezne pouzivanych pristupov predstavime v
nasledujucich podkapitolach netradicnejsie DEA modely. Este predtym vsak uvedieme

tzv. zlomkovyj model, na zaklade ktorého boli vytvorené modely aplikované v praci [27].

1.2 Multiplikativhy model zlomkového programovania

Této podkapitola vyuziva poznatky z prace [9]. Ako sme uz uviedli, pre kazda roz-
hodovaciu jednotku chceme zistit, ako efektivne vyraba dané produkty y pri spotrebe
hladiny vstupov .

Pod efektivitou E, utvaru DMU,, kde o € {1,...,n}, pri CRS rozumieme

EOZLIOT7 (3)

pricom vektory u a v predstavuju prislusné vahy vstupov, resp. vystupov. Tieto mul-
tiplikatory vsak nepozname, a preto sa riesi optimalizacna tloha
max F,
u,v

(4)

u > 0p,v 2> 04,

pricom 0,,, 0s predstavuji nulové vektory prislusnej velkosti. Tato tloha je dost kom-
plikovana kvoli tomu, ako je E, definované v (3), preto pridanim dodato¢nej podmienky

sa tento problém da podla [9] zjednodusit na tzv. zlomkovy model:

T

max Y Yo
uv  yT'xy,
T
vty ,
T—%gl,j:l,...,n, (5)
umj

u >0, ,v>04.

Na vahy u a v mame poziadavku ich nezapornosti. Hoci podla [9, kap. 2.4] sa vy-
zaduje ich kladnost, my pozadujeme neostré nerovnosti kvoli existencii optimalneho
riesenia. V praci [8] si uvedené dodatocné predpoklady na data, ktoré ukazuju, ze
tloha (5) je dobre definovana.

Zlomkovy model (5) odpoveda konstantnym vynosom z rozsahu. Zaroven by sme
chceli poznamenaf, zZe nepozname model odpovedajici variabilnym vynosom z rozsahu,

ktory by mal analogicki interpretaciu.
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1 UVOD DO DEA MODELOV

Vstupny multiplikativny model

V 1vode nasej prace sme spominali, ze pri produkcii sa vyuzivaju prirodné zdroje,
ktoré s obmedzené. Kvoli tomu je hlavnym cielom minimalizacia spotreby tychto fak-
torov, preto sa pri zakladnych DEA modeloch zameriame na vstupne orientovany mul-
tiplikativny model. Vychadzajuc zo zlomkového modelu (5), jeho tucelova funkcia sa

upravi normalizaciou vstupov, t.j.

u T, =1

na linedrny tvar v’y,. Aby aj podmienka Z;yj

-~ <1, j=1,...,n bola zjednodusena,
J

prepise sa do linearnej podoby:
vaj—uT:vj <0,7=1,...,n.

Vysledkom tychto tiprav je nasledujuca tloha linedrneho programovania

T
max v Yo
T
ux, =1,
(6)
vaj—uij§0, j=1...,n,

uz>0p,v2>0,,

maticovo zapisana ako

YT — XTu <0,
u>0,,,v>0.
Rovnako ako aj pri zlomkovom modeli (5), aj pri jeho vstupne orientovanej verzii

plati, Ze odpovedd konstantnym vynosom z rozsahu a analogicky model prislichajuici

variabilnym vynosom z rozsahu nepozname.

1.3 Dualny obalkovy model

V predoslej podkapitole sme predstavili multiplikativny pristup k DEA modelom,

ktory pomocou vah vytvoril z vektora vstupov a vektora vystupov jednorozmerny vstup
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1 UVOD DO DEA MODELOV

a vystup, a tak maximalizoval efektivitu. Druhy pristup tvori tzv. obdlkovy model, ktory
je duédlnou tlohou k multiplikativnemu modelu.

Sledujic [9], dudlny model k vstupne orientovanému modelu (7) vyzera nasledovne

min 6

)

X\ <0z, ,

YA>yo,

A>0,,
pricom 6 predstavuje koeficient skracovania vstupov. Pri porovnani podmienok modelu
(8) so zapisom (1) mnoziny Mcgs si mézeme vsimnut isté podobnosti. Na zéklade nich

sa tento obalkovy model da ekvivalentne zapisat ako

IIllIl{ 0 | (on,yo) € MCRS}' (9)

7 tohto zapisu vyplyva, ze cielom obalkového pristupu vstupne orientovaného mo-
delu je pomocou koeficientu # maximalne radidlne skratit vstupy pri nezmenenych
vystupoch. Zaroven ma pritom platit, aby projekcia (6z,,y,) bodu (z,,y,) patrila do
mnoziny Mcrs, teda pri maximéalnom skrateni vstupov sa dostavame na hranicu tejto
mnoziny.

Vyhodou obalkovych modelov v porovnani s multiplikativnymi je to, ze obalkové
modely je mozné modifikovat aj pre potreby modelovania V RS. V tomto pripade by

nastala tprava modelu (8) pridanim ohranic¢enia
efl=1,

kde e predstavuje jednotkovy vektor prislusnej velkosti. V zépise (9) namiesto mnoziny
Mcrs bude v tomto pripade mnozina My gg.

Oba modely, ¢i vstupne alebo vystupne orientované, sa zaoberaju optimalizaciou
len vstupov, resp. len vystupov. Ak je zdmerom ich optimalizovat stucasne, vhodnym

nastrojom je Russellov model, ktory bude naplnou nasledujtucej podkapitoly.

1.4 Obalkovy Russellov model

Matematické pozadie pre DEA modely tvori linearne programovanie, preto z tohto

hladiska vedia pomerne jednoducho riesit linearne formulované ulohy. Avsak nie vSetko
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1 UVOD DO DEA MODELOV

sa da zapisaf linedarne, preto tu nastavaji otazky, ako sa vysporiadat s nelinearnymi
problémami a modelmi opisujicimi dané skutoc¢nosti. Ich charakteristickou vlastnostou
je, ze niektora z neznamych veli¢in vystupuje v modeli v podobe prevratenej hodnoty,
¢o ma za nasledok vznik tazkosti pri vypoctoch, preto bolo ich pouzitie v DEA komunite

dost obmedzené.

Jednym z nelinedrnych modelov je Russellov model. Patri medzi neradidlne mo-
dely, ¢o podla [1] znamend, Ze oproti radidlnym modelom, ktoré pri optimalizacii vstu-
pov zachovavaju pociatocné pomery medzi nimi, Russellov model sa zameriava na ma-
ximalnu redukciu vstupov a predlzovanie vystupov bez ohladu na ich pomery. Podla
¢lanku [10], z ktorého vychadzame pri znacnej ¢asti tejto podkapitoly, Russellov model
v pripade VRS ma v zlozkovom tvare nasledovny zapis

) 1 m S 1
I W (Z it 2 )

i=1 r=1 7T

Z)\jl'ijg(gil'io, 9i§1,i:1,...,m,
(10)
ZAijjZ¢TyTO7 ¢T217T:17"'787

=1

)\j:]_, /\jZO, j:]_,...77l,

n

<
—_

kde plati rovnaké znacenie, ako sme uviedli v podkapitole 1.1. Okrem toho pribudli
symboly 0; a ¢,, ktoré predstavuji koeficienty skracovania #; v pripade vstupov a ko-
eficienty predlzovania ¢, pre vystupy. Kedze tento model zodpoveda V RS, tak sa spaja
s mnozinou produkénych moznosti My s definovanou v (2). V pripade CRS by bola
podmienka > ; A; = 1 vynechana a takto vzniknuty model by sa zase spajal s mno-
zinou Mcogs definovanou v (1). Vstupy skracujeme a vystupy predlzujeme maximélne
do takej miery, aby novovzniknuty tutvar stale patril do mnoziny My gs, resp. Mcgs.
Dolezitou poznamkou je to, ze koeficientami 6 a ¢ skracujeme, resp. predlzujeme in-
dividudlne kazdy vstup alebo vystup, nakolko pre kazdy vstup a kazdy vystup moézu
byt tieto koeficienty odlisné. Je to dosledkom toho, ze zlozky vektorov 6; a ¢, nemusia
byt nutne rovnaké, z ¢oho vyplyva zakladna vlastnost neproporcionality neradidlnych

modelov.
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Vo vektorovo-maticovom zapise modelu pre VRS dostavame

min —— ("0 +e"o") (11)
XA<fox, 0<e, # €R", (12)
YA>doy, ¢ >e, deR, (13)

efd=1, 1A>0 AeR", (14)

kde e predstavuje jednotkovy vektor prislusnej velkosti, znak o Hadamardov sicin
po zlozkach a x,, 1y, vyjadruji vektory vstupov, resp. vystupov o-teho utvaru DMU,,
o=1,...,n, ktorého efektivitu zistujeme.

Oznac¢me 6*, ¢*, \* optimélne vektory tlohy (10). Potom definujeme podla [10]:
(2,9) := (XA, YA%) .

Riesenie (£, 3) je projekciou bodu (z,, y,) na hranicu efektivnosti mnoziny My rs. Podla

[10], pre zlozky optimalnych vektorov plati

Pr = L <1 15
f=ost (15)
1 Yro

—=22<. 16
o5 Yr (16)

Je tomu tak preto, lebo z podmienok (12) a (13) dostavame dolné ohraniCenia pre

zlozky koeficientov 6, ¢:

o > 2=t Aitij
1 — :L'ZO Y
1 Yro

=
Or j=1 AjYrj

Nakolko minimalizujeme ucelovi funkciu (11), premenné 6;, volime ¢o najmen-

1
or
sie, kvoli ¢omu budi mat hodnotu urcent dolnou hranicou a preto pre ich optimélne
zlozky v (15) a (16) nastévaju rovnosti. Tieto zlozky nazyvame parcidlnymi efektivitami
vstupov, resp. vystupov. Potom tilohu Russellovho modelu mozeme chapat ako minima-
lizdciu aritmetického priemeru parcidlnych efektivit, ktory taktiez splita pozadovant
podmienku, Ze je z intervalu (0, 1]. Model identifikuje utvar ako (Pareto) efektivny

vtedy a len vtedy, ak optimalna hodnota tcelovej funkcie je rovna 1, ¢o nastava vtedy

a len vtedy, ked vsetky jeho parcidlne efektivity su rovné 1.
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Pri Russellovom modeli mame poziadavku na kladnost dat. Nulové hodnoty zamie-
tame preto, lebo z matematického hladiska, ak by bol nejaky vstup x;, = 0, tak potom
prislusny koeficient #; by mohol byt Tubovolny, aj zdporny, ¢im by sme pri minimalizacii
ucelovej funkcie mohli dostat hodnotu —oo, preto by sme museli pridat dalsie dolné
ohranicenie. Analogicky pre nejaky nulovy vystup ., by sme mohli zvolit Tubovolne
prislusny koeficient ¢, — oo, ¢im by sme optimdlne rieSenie nedostali, lebo by sme

mohli dosiahnuf iba inf a nikdy nie min tcelovej funkcie.

Reformulacia na uilohu SDP

Hoci sme na zaciatku tejto podkapitoly povedali, Ze nelinedrne modely boli v DEA
pokladané za vypoctovo narocné a klasickymi DEA solvermi zalozenymi na lineArnom
programovani neboli riesitelné, zakladom pre ich riesenie sa stala oblast konvexného
programovania. V roku 2007 bol v ¢lanku [21] sformulovany Russellov model ako tloha
tzv. programovania nad kuzelmi 2. rddu - SOCP (z ang. second-order cone program-
ming). Ak je mozné preformulovat nelinedrnu tilohu na ilohu SOCP alebo tlohu semi-
definitného programovania - SDP, ako moZeme vidiet v ¢lanku [10], v pripade potreby
k nej vieme vytvorit dualnu tlohu a na obe implementovat Standardné softvéry na
rieSenie.

V nasej praci budeme pouzivat pri aplikacii redlnych dat pocas vypoctov reformulé-

ciu na tlohu SDP. Sledujtc [10], v modeli (11) sa zavedie novd premennd 1, spliiajica

Této substiticia sa v icelovej funkeii modelu (11) zavedie spolu s relaxéciou prostred-

nictvom nerovnosti

1
V2 o resp o> 1 (17)
Nerovnost (17) spolu s prirodzenou poziadavkou na nezapornost koeficientu predlzo-

vania vstupov, t.j. ¢ > 0, sa da zapisat do semidefinitnej podmienky

¢ 1
L 9

=0. (18)

V pripade, ak by koeficient ¢ predstavoval vektor, podmienka (18) sa da vo viacroz-
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mernom pripade ekvivalentne zapisat ako

diag(¢) I
I,  diag(v)

=0, (19)

pricom diag(¢), diag(y) predstavuju diagondlne matice, ktorych diagonélne prvky
st tvorené zlozkami prislusnych koeficientov ¢, resp. ¥, a Iy predstavuje s-rozmernu
maticu identity.
Po odvodeni dodato¢nych podmienok, SDP reformuldcia Russelovho modelu (11)
ma nasledovny tvar
%{\1 m+s

X\<flox, #<e, 8 R,

(eTQ + eTz/J)

YA>goy, ¢ >e ¢eR,

(20)
efAd=1, 1>0, AeR",
di I,
iag(¢) -0,
Iy diag(y)

1.5 Network DEA modely

V tejto podkapitole cerpame informdacie najma z ¢lanku [24], ale obsirnejsie a ucelené

informacie obsahuje kniha [13].

Uvod do Network DEA

Tradicné DEA modely povazuju urcity faktor, tym mame na mysli napr. vstupné
materidly, idaje o klientoch banky, ¢i hotové vyrobky, len ako vstup alebo len ako
v¥stup v danej technoldgii. Tento pripad vSak nemusia spliiat vSetky vyrobné procesy.
Ako priklad uvedieme firmu, ktorda ma 3 vyrobné oddelenia, tzv. divizie D. Kazda z
nich moze mat svoje vlastné vstupy a vystupy, ale nastavajua aj také pripady, ze vystup
z jednej divizie tvori vstup do dalsej. Medzi oddeleniami sa takto vytvaraju prepojenia,
ozn. L i — j, kde vystup i-tej divizie je vstupom pre j-tu diviziu a tvori medziprodukt.
Prepojenia st zakladom menej znamej oblasti DEA, a tou si Network DEA modely.

Nasledujuci obrazok lepsie ilustruje prave opisané vztahy:
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D1

D3

Obr. 1: Network DEA schéma, vlastné spracovanie, podla [24]

Ako uvadza [24], prvotnym pristupom este pred vznikom Network DEA bola tzv.
,Ccierna skrinka”, kde do technoldgie vstupovali samostatne len vstupy a vysledkom
boli len samostatné vystupy. Tymto sposobom sa vSak prichadzalo o vzajomné vztahy
medzi diviziami, nedala sa zistit ich efektivita, iba celkova, ktora nemusi zobrazovat
realitu hodnoverne. Dalsim pokusom bola separéacia jednotlivych oddeleni a ich samo-
statné vyhodnocovanie, avsak tu nastavala opat strata prepojenia medzi jednotlivymi
diviziami, ktoré nemohli byt vyhodnotené ako celok spravne. Kvoli tymto dévodom boli
vytvorené Network DEA modely. Ich hlavnym cielom je ohodnotenie celkovej efektivity
a zaroven aj parcialnych efektivit jednotlivych oddeleni. Prvotne sa pri Network DEA
aplikovali radidlne modely, ktoré skracuju vstupy proporcionalne, avsak niektoré z nich
podla [24] nemusia byt substituéné a dat sa skracovat v rovnakom pomere. Uvedieme
priklad pri spominanej firme, ked pracovna sila ako vstup sa nedd nahradif dodato¢nym
materidlom, preto sa zacali pouzivat v oblasti Network DEA neradidlne modely.

Vyuzitie Network DEA modelov si postupne nachadza svoje miesto v ramci ope-
rac¢nej analyzy. Clanok [3] sa zameriava na viacstupiiové Network DEA modely, aj s
ilustrativnym prikladom. Neziaduce vystupy sa vo viacerych pripadoch spajaji prave
s tymito modelmi, ako mézeme vidiet napriklad v praci [16]. Redlnu aplikdciu Ne-
twork DEA predklada praca [6], ktord sa zaoberd modelovanim bankovych procesov v

tureckych bankéach.
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Symbolika

V nasej praci budeme neskér potrebovat DMU jednotky s dvomi diviziami, medzi
ktorymi bude jedno prepojenie, a preto symboliku uvedieme pre tento pripad. Predpo-
kladajme, Zze mame n rozhodovacich jednotiek DMU, pricom kazda pozostava z dvoch
divizii. Do k-tej divizie, k = 1,2, vstupuje m;, vstupov, pricom vyrobi s vystupov.
Vstupy do k-tej divizie preto oznaéime 2% € R} a vistupy st oznacované ako y* € RY.
7 hladiska prehladnosti budeme dalej sihrnne zapisovat vstupy jednej divizie do ma-
tice vstupov X!, resp. X? a matice vystupov budt oznafované Y'! a Y? pre dané
divizie. Okrem samostatnych vstupov a vystupov, Network DEA modely zahinaju aj
spominané prepojenia. Medziprodukt, ktory predstavuje prepojenie z divizie D1 do

divizie D2, sa oznacuje ako z € R}}r. Hodnotu [-tého medziproduktu j-teho subjektu

zapisujeme z;, | =1,... h.
Matica
211 -+ 215 .-+ ZlIn
Z = 2 - Ry .- Zn
Zhl «++ Zhj -+ Zhn

predstavuje maticu medziproduktov, pricom kazdy stipec tvorf medziprodukt 2j, ] =
1,...,n prislichajuici j-tej jednotke DMU.

Vztahy medzi diviziami zobrazuje tento diagram:

" y!
Z
xg r yz

Obr. 2: Network DEA pre dve divizie s jednym prepojenim, vlastné spracovanie
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Pre tento pripad by sme chceli odvodif mnozinu produkénych moznosti pri varia-
bilnych vynosoch z rozsahu. Najprv predpokladajme, ze divizie st neprepojené. Divizia
D1 okrem vystupov y' produkuje aj vystup z, teda jej mnozinu produkénych moznosti
zapiseme ako

Mpps = {(xt, 9" 2) | 2t > XA ¢ <YL 2 <200 AP >0, P\ =1} .

2

Divizia D2 vyrobi vystup y? zo vstupov z? a z, preto moéZeme vyjadrit jej mnozinu

produkénych moznosti nasledovne
Mips ={(x%y%2) | 22 > X?N%, ¢ <Y2N% 2> 22X\ A >0, e’ N =1} .

Koeficienty A', A? € R" sa nazjvaju vektory intenzit prislichajice divizii 1, resp. 2.

Z mnozin M} g a M{ e dostdvame ohranicenie pre medziprodukt z :
ZN <2< Z)\ . (21)

Nech ZA! predstavuje titvar v D1, s ktorym sa porovnava medziprodukt z. Rovnako
sa z porovnava so Z\2, ktory vyjadruje utvar v D2. Ak su divizie prepojené, v tom

pripade musia byt tieto utvary rovnaké, t.j. musi platit
I\ = Z)\%,
preto teda podla ohranicenia (21) pre z plati aj

z=7Z\,
e (22)
z= :

Na zdklade rovnosti v (22) mdézeme mnozinu produkénych moznosti pri variabilnych

vynosoch z rozsahu v tomto pripade analyticky zapisat ako
Mygg ={(',y" 2) (0,97 2) |2t 2 XNyt < YA
22 > X2\, P < Y2 2 =20\ 2= 2\ (23)
A >0, A>0, "\ =1, "N =1} .
V pripade konstantnych vynosov z rozsahu st v (23) podmienky
e\ =1 e'N\ =1
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vynechané.

V ¢lanku [24] autori definovali neradidlny SBM model pouzity v Network DEA,
ktory dokaze vyhodnocovat celkovi efektivitu, ako aj efektivity jednotlivych oddeleni,
ktoré su blizsie definované v clanku [24], a teda na ich zaklade sa d4 vyhodnotit dole-
zitost tychto oddeleni a pripadne z toho vyvodit désledky. My by sme chceli odvodit
Network DEA modely s pouzitim Russellovho modelu a neskor na ne aplikovat redlne

data, ¢o bude dalsou sicastou nasej prace.
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2 Udrzatelnost

V poslednych rokoch rezonuje vo svete téma udrzatelnosti a udrzatelného vyvoja
v roznych sférach. Udrzatelny vyvoj predstavuje riadenie danych oblasti tak, aby sa
v nich zachovavala hranica medzi uspokojovanim lTudskych potrieb, ktoré sa neustéle
vyvijaju a potrebou zachovat prostredie, v ktorom Zijeme, aj pre budice generécie.
Avsak aktualna svetova produkcia a spotreba st neudrzatelné, lebo st na vysokej trovni
a odhaduje sa, ze spotrebtivame asi 0 40 % viac zdrojov oproti tomu, ¢o dokazeme vratit
spéat ([25]). S tym sivisi aj hromadenie a tvorba odpadov majicich neblahy vplyv na
obmedzené prirodné zdroje, ktoré sa stavaju c¢oraz vzacnejsimi.

V roku 2005 boli preto na World Summit on Social Development ustanovené 3 za-
kladné piliere udrzatelnosti, a tym je ekonomicky vyvoj, socialny vyvoj a environmen-
talistika.

Trh ponuky a dopytu si neustale vyzaduje velké mnozstvo zdrojov. Ekonomicky
vivoj predstavuje udrziavanie tejto spotreby tak, aby boli potreby Iudi napliiané a
zaroven bola regulovana s ohladom na zivotné prostredie. Ochrana zdravia ludi pred
znecistovanim a inymi poskodzujicimi vplyvmi sa stala zdkladnou stcastou socidlneho
vyvoja. Okrem toho sem rovnako doélezito patri snaha o skvalitnovanie pristupu vzde-
Tudi, ako sa maju spravat pri ochrane zivotného prostredia a podporovat ich k tomu. Aj
z toho dévodu environmentalna ochrana je asi najddlezitejSim pilierom udrzatelnosti,
ale bez vzajomnej spoluprace vsetkych troch by vSak boli ciele udrzatelnosti len tazko

dosiahnutelné.

2.1 Udrzatelnost v DEA literatire

Udrzatelnost je oblastou, ktorou sa v tychto ¢asoch nezaoberaji len experti v ria-
deni ekonomik. Tato sféra sa stala dolezitou vyzvou aj pre odbornikov z oblasti DEA,
nakolko je pomerne novym problémom, ktory je zlozitejsi a vyzaduje si vytvaranie
novych, vylepsenych modelov na ich riesenie.

Rovnako ako sa zvysuje dopyt po prirodnych zdrojoch, aj klimatické zmeny a znecis-

tovanie maju velky vplyv na ich zasoby. Jednym z prikladov je snaha DEA odbornikov
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v Taliansku riesit problém udrzatelnosti vodného sektora v préci [17] prostrednictvom
zékladnych DEA modelov, akymi st CCR a BCC modely.

Hoci v niektorych pripadoch st dobrymi néstrojmi pri analyze udrzatelnosti aj jed-
noduchsie, vyssie spomenuté modely, problémy sa stévaji komplexnej§imi. Statni pred-
stavitelia a manazéri réznych firiem potrebuju realizovat svoje rozhodnutia pod vply-
vom Sirokej skaly okolnosti, ako st napriklad klimatické zmeny, udrzatelnost zdrojov
vody ¢i vSeobecne manazment vzacnych zdrojov, recykléacia, riadenie odpadov a mnohé
iné okolnosti.

Prikladom redlnej aplikacie je praca [14], v ktorej sa autori zaoberaji udrzatelnym
riadenim zasobovacieho retazca, konkrétne vyrobcami zivice v Irdane. Ide o dvojstup-
novy model medzi dodavatelom a vyrobcom, pricom autori pri tvorbe modelov museli
brat do tvahy viaceré faktory, akymi s z hladiska ekonomickej udrzatelnosti priemerna
cena od dodéavatela a mnozstvo dodavaného tovaru medzi dodavatelom a vyrobcom.
Socidlnu udrzatelnost predstavuji ro¢né osobné obraty a mnozstvo vyskoleného per-
sonalu v praci a bezpecnosti. V neposlednom rade environmentalnu udrzatelnost tvori
mnozstvo vyrobenych ,.zelenych” produktov a taktiez ndklady spojené s environmen-
talnymi dopadmi, nakolko pri vyrobe zZivice vznikd vyrazné mnozstvo chemikélii, ako
uvadzaju v praci [14]. Vo vytvorenych modeloch pristipili k viacerym principom, ako
je SBM model a Russellov pristup.

Int nézorni ukazku predstavuje praca [7], ktord okrem klasickych DEA modelov
pontka aj rozsirené DEA modely, ktoré vlastnym pristupom kalkuluji samostatné
efektivity v danych oblastiach udrzatelnosti, ako je ekonomicka, environmentalna a
socialna oblast. Nové vytvorené modely aplikuji na realnej studii technolégii vytvara-
jucich elektricka energiu.

Témou udrzatelnosti sa v DEA literature zaobera dalsie mnozstvo clankov. Medzi
prace, ktoré by sme chceli spomentit, patria prace [12] a [22], ktoré sa venuji vplyvom
¢inskej politiky a regionalneho rozhodovania na udrzatelny vyvoj tepelnych elektrarni
a s tym spojenej prevencie, ¢i zmierneniu kontaminacie prostredia. Oblast japonského
energetického sektora, s nim spojeného znecistovania a vplyvu vlady je hlavnym do-
vodom na tvorbu radidlnych DEA modelov udrzatelnosti v ¢lanku [19]. Ti isti autori

v nedévnej praci [20] vytvorili rozsirené DEA modely, tvoriace medzistupen medzi ra-
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didlnymi a neradialnymi modelmi, ktoré aplikovali na data tokijskych mestskych stvrti.

Viaceré predoslé prace sa zameriavaju najmé na vplyv vlady, rozhodnutia firiem,
¢i na mieru znecistenia vplyvajicu na udrzatelnost danych systémov. Préca [15] vSak
najma berie na ohlad vplyv verejného environmentalneho postoja na udrzatelnost ¢in-
skych miest. Prostrednictvom rozsirenych DEA modelov prisli k zaveru, Ze aj tento
postoj je dolezitym faktorom udrzatelného vyvoja.

Ako je z predchadzajucej casti tejto podkapitoly zrejmé, existuje vela publikacii za-
meriavajucich sa na vyuzitie DEA modelov pri analyze udrzatelnosti. Hlavnym cielom
[23] je vytvorit prehlad takychto ¢lankov venujicich sa udrzatelnosti v DEA. Zaciatky
v tejto sfére a predpovede budiceho vyvoja v tejto oblasti uvadza praca [28]. V znacnej
Casti nasej prace sme sa inspirovali ¢ldnkom [27], ktory blizsie predstavime v nasledu-

jucej podkapitole.

2.2 Analyza udrzatelnosti v praci [27]

V predoslej casti sme uviedli, Ze pre udrzatelny vyvoj je potrebné zaoberat sa tromi
oblastami: ekonomickou, environmentalnou a socidlnou. Clanok [27], ktory je podkla-
dom pre tuto podkapitolu, rovnako berie na zretel tieto 3 hlavné piliere pri hodnoteni
udrzatelnosti ¢inskych miest. V prvom rade vSak ozrejmime, ako sa dané sféry ovplyv-

nuja a pre sprehladnenie zavedieme znacenie.

2.2.1 Symbolika

Podla [27], v oblasti udrzatelnosti rozhodovaciu jednotku DMU;, j = 1,...,n na-
zyvame udrzatelny vijvojovy systém (z angl. sustainable development system - SDS).

Kazdy z nich tvori dva podsystémy (angl. subsystems):
e ckonomicko-environmentdlny - EES,
e socidalny - SS.

Ekonomicki a environmentélnu sféru sa v clanku [27] rozhodli spojit do jedného
podsystému, lebo pri vyrobe v ekonomike vznikaji okrem ziaducich vyrobkov, kvoli

ktorym produkujeme, aj neziaduce vystupy. Tie v tomto pripade predstavuju odpady
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v roznej forme, ktoré majui priamy dopad na zivotné prostredie, preto je ekonomika
neoddelitelne prepojena so zivotnym prostredim.

Ekonomicko-environmentalny podsystém zo vstupov x produkuje vystupy: ziaduce
y a neziaduce b. Pre ne plati rovnaka symbolika ako je uvedena v podkapitole 1.1.
Kapital, pracovna sila a energia su stucastou vstupov, ktoré produkuji hruby domaci
produkt (HDP) ako ziaduci, ale aj tuhy odpad, odpadovi vodu a plyny ako neziaduce
vystupy.

Vstupy pre socidlny podsystém znacime f. Predstavuju ich fiSkalne naklady na ve-
rejné sluzby. Neskor v nasej praci bude vhodnejsie pouzit maticovy zapis, a teda ma-
ticu fiskalnych nakladov zapisujeme F. Vystupy, oznacované g, tvori stupen spokojnosti
so spominanymi sluzbami, konkrétne so zdravotnictvom, skolstvom, socialnym bezpe-
¢im a zamestnanostou. Stihrnni maticu stupnov spokojnosti znac¢ime G. V niektorych
pripadoch v ¢lanku [27] zahrnuli medzi vstupy aj HDP, ¢o bude blizsie ozrejmené v

nasledujucej casti.

2.2.2 Pristupy k podsystémom

Podla toho, ¢i sa povazuji dané podsystémy za prepojené alebo nie, v praci [27]
navrhli dva pristupy - nezdvislé paralelné nastavenie alebo prepojené paralelné nasta-

venie.

Nezavislé paralelné nastavenie

Ako je uz z ndzvu zrejmé, pri nezavislom paralelnom nastaveni s podsystémy od
seba nezavislé a pracuju bez vzajomného prepojenia. Dosledkom toho je, Ze mozu byt
vyhodnocované samostatne, nakolko sa navzajom neovplyvinuji. Nasledujici diagram

nazorne priblizuje neprepojené podsystémy a ich jednotlivé vstupy, resp. vystupy:
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kapitdl, X — > odpady
prac. sila, ————— EES y
energie HDP
o stupne
fls,kalne f spokojnosti
naklady —————* SS s verejnymi
sluzbami

Obr. 3: Nezévislé paralelné nastavenie, vlastné spracovanie podla [27]

K neziaducim vystupom v pripade podsystému EES sa d& pristupovat réznymi spo-
sobmi. V praci [27] neziaduce vystupy priradili ku ziaducim vystupom so zapornym
znamienkom a aplikovali multiplikativny model zlomkového programovania pre CRS,

ktory sme v zakladnom tvare predstavili ako model (5) v kapitole 1.2:

vy, —wTh,
max ————
UV, W UTZL'O
T T
vy, —w' b ,
S Sy =Lon, 24
j

u >0y, v2>05, w>0,.

Autori [27] sa potom rozhodli normalizaciou vstupov pre vstupne orientovany model,
v ktorom sa radialne skracuju vstupy. Odovodnili to tym, ze z hladiska udrzatelnosti
je potrebné obmedzovat spotrebu prirodnych zdrojov, a teda minimalizovat ich vyuzi-
vanie.

Ich normalizovany model vyzera nasledovne

max vy, — w’b,

u x,=1,
(25)

vaj—waj—uijgo, 7=1...,n,

U 2> 0y v 205, w=>0,.

Analogickym sposobom je v préci [27] vytvoreny optimalizacny model aj pre socidlny
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podsystém, ktorého cielom je minimalizovat fiskalne naklady:
2Tg,
.z 7TTfo

2Ty,
<1, j=1,... (26)
ﬂ'Tf] p— b ] b ’n b

ZZOD,TFZOK.

Po normalizacii vstupov dostali model v tvare

max 2’ g,
T2

Prepojené paralelné nastavenie

Oproti nezavislému paralelnému nastaveniu je v redlnom svete skor obvyklejsie, ze
sa systémy navzajom ovplyviiuji a spolupracuji. Této myslienka sa v praci [27] stala
zakladom pre prepojené paralelné nastavenie, ked vystup jedného podsystému moze
tvorif vstup pre druhy. V tomto pripade takymto medziproduktom je HDP, teda pod-

systém EES tvori zaklad pre SS. Obr. 4 zndzornuje prepojenie medzi podsystémami:

kapital, X b
pruc,glo, — EES ——— odpady
energie
y HDP
o f stupne
fiskalne spokojnosti
naklady ——— SS s verejnymi
sluzbami

Obr. 4: Prepojené paralelné nastavenie, vlastné spracovanie podla [27]
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V préci [27] zahrnuli HDP medzi vstupy socidlneho podsystému a v tomto pripade
model pre SS ma takyto tvar:
2Tg,
max ————————
vmz ol fo +vTy,

2Ty,
— <1 j=1,...,n, (28)
7rTfj+vaj_ J

v>05 22>0p, m>0g .

Ich normalizovany model vyzera nasledovne

max 2’ g,

alf, +uly, =1
Zng_’]rTfj_UTijOa jzla"'7n7

UZOS, ZZODaﬂ—ZOK

Model pre podsystém EES zostava rovnaky ako v pripade nezavislého paralelného
nastavenia, teda plati model (24). Rozdiel oproti nezavislému paralelnému nastaveniu
vsak nastava v prepojeni, ktoré tvori HDP a taktiez v spolo¢nom multiplikatore v
prislichajicemu tomuto prepojeniu.

Autori [27] upozornuju, ze tento pristup je vhodny vtedy, ak podsystémy nemaji
rovnaky podiel spolupréace, ale jeden prevazuje nad druhym, v tomto pripade EES
nad SS podsystémom. Co to podrobnejsie znamens ohladom konkrétneho prikladu,
uvedieme v dalSej casti tejto podkapitoly, konkrétne o realnych datach aplikovanych v

praci [27].

Podla [27] m6zu nastat aj opaéné pripady, ked podsystémy navzdjom rovnocenne
spolupracuju. Vtedy je cielom maximalizovat efektivity oboch podsystémov stcasne,

preto navrhli nasledovny model:

max 6 UTyO _wao ZTgo
U0, W, T2 1 UTZL‘O 27TTfo+UTyo
T T
vy —w'b; ,
Vi
T
4 gj

Y

SR : N
mfi + oy —

U >0y v2>05, w>0, 22>0p, m>0g,
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kde koeficienty 6, a 6, predstavuju vahy prislusnych podsystémov a spliiajt vlastnost
0, + 6, = 1. Tieto vahy navrhuju volif podla subjektivneho postdenia na zaklade
podielu na spolupraci konkrétneho podsystému s druhym podsystémom. Uvadzaju aj
iny sposob volby vah ako pomer vstupov daného podsystému ku vsSetkym vstupom
celého systému.

Vseobecne ku kazdému z uvedenych modelov plati, Zze systém SDS je efektivny prave

vtedy, ked st efektivne oba podsystémy.

2.2.3 Data

Cléanok [27] obsahuje déata 30 ¢inskych miest. Kazdé z nich zahffia podsystémy EES
a SS. Obsah dat je obdobny tomu, ¢o sme charakterizovali v podkapitole 2.2.1. To
znamena, ze pre podsystém EES za vstupy povazujeme kapital x;, pracovnu silu zo a
energie x3; ziaducim vystupom je HDP, oznacované y a neziaducim je odpadova voda
b1, odpadovy plyn by a tuhy odpad bs. Pre podsystém SS st vstupmi fiskalne naklady f
(RPFE) a HDP, zatial ¢o medzi vystupy patria stupne spokojnosti so zdravotnictvom
g1 (SHC), zdkladnym vzdelanim go (SBE), socidlnou bezpetnostou a zamestnanostou
g3 (SSSE). Ako sme spomenuli pri podkapitole o prepojenom paralelnom nastaveni,
model (28) sa pouziva, ak dané podsystémy nespolupracuji rovnocenne, ¢o v tomto
pripade znamend, ze vladne vydavky do oboch podsystémov nie st rovnaké. Cina
sa vSeobecne viac zameriava na ekonomiku oproti fiskalnym investiciam do verejnych
sluzieb, ¢o zdovodnuje fakt, ze v roku 2012 tieto investicie predstavovali len 31,2% z
celkovych nakladov, ako uvidza Statisticka kniha Ciny [2]. Podla autorov [27], ¢inska
vlada planuje v budicnosti tito hladinu harmonizovat s investiciami do ekonomiky,
preto v tomto pripade povazuju za vhodnejsi model (30).

Tabulka 1 obsahuje spominané data o ¢inskych mestach z prace [27], ktoré budeme
aplikovat v nasej praci. V tabulke st mesta oznacené aj ¢islami pre pripadni lepsiu
prehladnost a orientaciu v nazvoch miest pri interpretacii vysledkov modelov. Sii roz-
delené do regionov: vijchodng region predstavuji mesta 1-11, centrdlny region je tvoreny

mestami 12-21 a mesta 22-30 patria do zdpadného regionu.
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Tabulka 1: Déta miest v Cine

Mesto Kapitdl | Préca | Energia | HDP Odpad. | Odpad. | Tuhy | RPFE | SHC | SBE | sssE

x_1 x_2 x_3 y voda | plyn | odpad | f g1 | g2 |g.3

b_1 b_2 b_3

Beijing | 5535.06 | 1069.7 | 6995.4 | 152568 | 35.2 | 145469 | 225119 | 33.91 | 6482 | 4459 | 542
2 Tianjin | 6676.63 | 76316 | 759845 | 10737.27 | 66.57 | 67147 | 3504.43 | 3124 | 62.01 | 37.03 | 40.40
3 Shijiazuang | 2869.18 | 510.66 | 473476 | 380014 | 59.79 | 54230 | 304046 | 3876 | 65.44 | 36.14 | 40.77
Shenyang | 907.75 | 177.3 | 2638 | 105408 | 3773 | 19205 | 6307.08 | 3808 | 59.24 | 38.73 | 35.66
Shanghai | 96621 | 1683 | 2570.56 | 207654 | 3406 | 13754 | 1784.28 | 28.87 | 60.43 | 346 | 4477
6 Nanjing | 427823 | 357.8 | 487407 | 56347 | 3074 | 41055 | 140022 | 372 | 636 | 42.38 | 46.24
Hangzhou | 2234.65 | 384.6 | 2325.83 | 377179 | 36.04 | 26767 | 123379 | 3379 | 6116 | 44.92 | 5157
Fuzhou | 2488.34 | 31547 | 428025 | 4115.63 | 4157 | 41001 | 112803 | 376 | 60.49 | 401 | 40.2
Jinan | a7s55.17 | 110433 | 11270.48 | 1857359 | 7653 | 214155 | 4ssaa | 2055 | 6148 | 4401 | ar.01

K |
| 2 |
K |
| 4 |
K |
K |
| 7 |
| 8 |
K |
| 10 Guangzhou | 3518.02 | 468.34 | 34478 | 5746.33 | 36.98 | s2769 | 35188 | 2868 | 62.82 | 4187 | 43.24 |
| 11 Haikou | 2883.74 | 637.77 | 3s12.82 | 6573.83 | 2607 | 96219 | 152652 | 3491 | 65.41 | 41.33 | 5056 |
| 12 Taiyuan | 2085.04 | 4762 | 200011 | s117.66 | 2066 | 40213 | 213193 | 2873 | 62.01 | 58.05 | 5565 |
| 13 Hohhot | 253491 | 425.50 | 102002 | 3520.45 | 2531 | 36060 | 1387.36 | s7.25 | 60.57 | 3519 | 4770 |
| 14 Changchun | 1847.17 | 303.64 | 1650.07 | 2494.03 | 12.18 | 40402 | 37049 | s7.06 | 65.03 | 38.08 | 5166 |
| 15 Harbin | 181118 | 3027 | 3035.79 | 4325.05 | 3531 | 20704 | 225260 | 35.73 | 641 | 433 | 4673 |
| 16 Hefei | 270271 | 490.85 | 4000.92 | 4508.53 | 3801 | 47307 | 240861 | 31.00 | 62.57 | 49.98 | s0.19 |
| 17 Nanchang | 3051.97 | 498 | 511621 | 6205.23 | 3111 | 76666 | 275034 | s2.77 | 62.3 | 36.78 | 4620 |
| 18 Zhengzhou | 320273 | 438.99 | 3332.00 | 520638 | 9.69 | 42271 | 35519 | 2895 | 62.64 | 379 | 4855 |
| 10 Wuhan | 323431 | 74318 | e621.60 | 11062.84 | 2367 | 141610 | 13187 | 3179 | 617 | 4552 | 4660 |
| 20 Changsha | 1851.34 | 40012 | 1617.35 | 2021.60 | 13.04 | 36355 | 69740 | s7.62 | 62.53 | 40.36 | 405 |
| 21 Namning | 37128 | 11815 | 41134 | 60249 | 138 | 1011 | 9sa | 3777 | 651 | 378 | 4000 |
| 22 Chongaing | 7157.18 | 158516 | 795112 | 9225.38 | 117.05 | 131450 | 659837 | 31.17 | 68.36 | 43.40 | 4601 |
| 23 Chengdu | 4688.83 | 781.28 | 4144.05 | 630513 | 188 | saa67 | 1036.03 | 25.35 | 65.85 | 3843 | 4268 |
| 24 Guiyang | 14886 | 217.92 | 186379 | 1312.53 | 2077 | 14508 | 22801 | 3111 | 6408 | 377 | sss2 |
| 25 Kunming | 1792.20 | 400.66 | 2380.71 | 2417.14 | 2877 | 45335 | 7330.84 | 32.63 | 644 | 433 | 4673 |
| 26 Xvan | 206126 | 495.99 | 225032 | 3689.04 | 24.30 | 0770 | 55504 | 3420 | 59.96 | 3535 | 4543 |
| 27 Lanzhou | 83149 | 17972 | 218205 | 126545 | 2487 | 16102 | 12001 | 4185 | 63.08 | 38.01 | 5080 |
| 28 Xining | 495.78 | 5549 | 172072 | 72257 | 1004 | 10174 | 100238 | 36.76 | 62.64 | 43.33 | s0.01 |
| 20 Yinchuan | 6442 | 10071 | 125702 | ss772 | 2146 | 17703 | 124945 | 26.96 | 61.83 | 43.04 | 5038 |
| 80 Urumai | 61057 | 116.07 | 379655 | 154331 | 3827 | 24105 | 200030 | 30.76 | 60.35 | 37.83 | 4880 |
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2.2.4 Vysledky modelov

V praktickej Casti sme sa rozhodli zreprodukovat niektoré vysledky z prace [27].
Na déta z Tabulky 1 sme aplikovali normalizované modely (25), (27) a (29) prevzaté
z prace [27]. NaSe vypocitané efektivity zobrazuje Tabulka 2, ktora je uvedena v pod-
kapitole 3.1.1. Tuto tabulku sme sa rozhodli dat do dalSej kapitoly z toho dovodu, aby
sme rozlisili vlastnu tvorbu od préace prevzatej z literatury. Nasledujice zhodnotenie
a interpretacia vysledkov pochadza z préce [27] a nasimi vypoctami sa tieto vysledky
potvrdili.

Tabulka je rozdelené na 3 casti podla lokality, a to na vychodny, centralny a zapadny
region, ako bolo spomenuté pri popise dat. Z vyslednych efektivit je zrejmé, ze vychodny
region vedie v pocte efektivnych miest podsystému EES a postupne smerom na zapad
ich pocet klesa, pricom v zapadnom regiéne sa nenachadza ziadne mesto s efektivitou
rovnou 1. Tato skutocnost potvrdzuje aj priemerna efektivita pre tento podsystém,
ktora je najvyssia vo vychodnom regione.

Opacny vyvoj efektivit mozno zaznamenat pri podsystéme SS. Najvyssiu priemernt
uroven efektivity dosahuje zapadna oblast a smerom na vychod sa hodnota tejto efek-
tivity znizuje, pricom vo vychodnom regione sa nenachédza ziadne efektivne mesto zo
socialneho hladiska.

Co sa tyka podsystémov vieobecne, mozno vidiet, Zze modely identifikovali viac efek-
tivnych miest z hladiska podsystému EES, konkrétne tretinu miest, v porovnani s pod-
systémom SS, a to tri, resp. pat miest. Z tohto vysledku sa podla [27] potvrdil fakt, ze
sa Cina vSeobecne viac zameriava na ekonomiku a vyrobu ako na socialnu oblast, kde
investuje menej nakladov ako do produkcie.

Pri porovnani dvoch pristupov k podsystému SS, konkrétne nezavislého paralelného
nastavenia v modeli (27) a jeho upravy pridanim HDP ako vstupu v modeli (29),
si mozno vsimnit, Ze pri modeli (29) sme dostali efektivity vyssie alebo rovnaké v
porovnani s modelom (27). Je to odévodnené tym, zZe sa podla prace [9] uplatnilo
pravidlo, ze pridanim faktora do analyzy sa hodnoty efektivit nezmensia.

Na zéklade vyslednych efektivit mozno rovnako ako v praci [27] vyvodit, ze Cina ma
markantné regionalne rozdiely pri spravovani produkcie, ochrane zivotného prostredia a

socialnom rozvoji. Mesta vychodného a centralneho regiénu preukazuja vyssie hodnoty
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efektivit podsystému EES v porovnani so zapadnym regionom. Na zéklade toho v préaci
[27] vyvodzuju, ze tieto oblasti by sa mali viac zamerat na vyvoj v socidlnej sfére, a
tym zlepsit spokojnost obyvatelstva. Naopak, nizsie hodnoty efektivit miest zapadného
regiénu v podsystéme EES poukazuji na na ich slabsie miesta, teda by mali podla [27]
venovat vacsiu pozornost rozvoju ekonomiky, vyroby a s nimi spojenej environmentalnej

ochrany.
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3 Navrh vlastného pristupu a modelov

Autori sa v praci [27] rozhodli na rieSenie problému vychadzat zo spojenia dvoch
multiplikativnych modelov zlomkového programovania. Ich pristup méa vsak znacné
obmedzenia.

Jeho pouzitie je mozné iba pri technolégiach odpovedajucich konstantnym vyno-
som z rozsahu. Pri tomto type vynosov do mnoziny produkénych moznosti Mcrg patri
Tubovolny kladny nasobok znamych bodov (z,y). To znamend, ze pri vyhodnocovani
efektivity urcitého producenta (z,y) ho nemusime porovnéavat s jemu blizkymi inymi
bodmi (blizkymi v zmysle podobne velkych vstupov, resp. vystupov), ale s takymi,
ktoré nemusia redlne nastat. Mame tym na mysli rozhodovacie jednotky, ktoré pri da-
nych vstupoch vyrobia niekolkonasobne vyssie vystupy alebo dané vystupy vytvoria
pri nizkych vstupoch. Z toho dévodu pokladame za vhodnejsie vykonavat analyzu pri
variabilnych vynosoch z rozsahu, ktoré vyhodnocuja efektivitu primeranejsie vdaka
porovnavaniu s podobnymi producentmi. Na to vsak nie je vhodny model zlomkového
programovania pouzity v praci [27], ktory odpovedd CRS. Pokial by sme chceli analy-
zovat aj pri VRS, vyhodnejsie je pouzivat obalkové modely.

Dalsim nedostatkom je to, ze pristup z prace [27] je zalozeny na orientovanom modeli.
V modeloch (24), (26), (28) slo o vstupne orientované modely, ktoré sa zameriavali len
na minimalizaciu vstupov. V pripade, ak by sme chceli maximalizovat Ziaduce vystupy,
museli by sme sa rozhodnut pre vystupne orientovany model, ¢im vsak prichadzame
o moznost optimalizacie vstupov. Orientované modely st dost obmedzujice v pripade,
ak by sme chceli mininimalizovat vstupy a zaroven maximalizovat vystupy, preto by
bolo vhodnejsie pouzit iné modely umoznujice taktato optimalizaciu.

Treti nedostatok pristupu z prace [27] vidime v moZnostiach technickej realizacie pre-
pojenia jednotlivych podsystémov. V pripade rovnocennej spoluprace podsystémov, v
praci [27] uviedli model (30). Slabou strankou tohto modelu je vsak zavislost na volbe
parametrov 0y a 6. Ich vyber nie je pevne dany, preto nevieme, ¢i prave vybraty sposob
ich zvolenia bude ten najvhodnejsi. Navyse, tento model je zlozitou tlohou zlomkoveho
programovania. Autori sa snazili takuto tlohu previest pomocou Standardnych po-
stupov na tlohu linearneho programovania, ¢o sa im vsak nie celkom podarilo a 1loha

ostala nelinearnou. Ak by podsystémy nespolupracovali rovnocenne, v praci [27] pouzili
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ako nastroj na riesenie tohto problému tzv. bilevel programovanie. V obidvoch tychto
pristupoch vznikaji problémy s preformulovanim problému do spolahlivo riesitelnych
problémov. Vzhladom na vyssie uvedené vyhrady ku pristupu k rieseniu problému au-
tormi v [27], najmi k modelu (30) a bilevel programovaniu, sme sa rozhodli dalej sa
nimi nezaoberaf a radsej sme sa stustredili na vhodnejsie nastroje, ktoré predstavime
v tejto kapitole. Bude clenena na dve podkapitoly, a to na multiplikativne a obalkové
modely. Multiplikativny pristup bude zahftiat vybrané modely z prace [27] a vlastny
model k prepojenym podsystémom. Russellov model bude aplikovany pri analyze dat

obalkovym pristupom, a to taktiez pri prepojenych a neprepojenych podsystémoch.

3.1 Multiplikativne modely
3.1.1 Neprepojené modely

Pri aplikovani dat sme sa na zaciatku rozhodli zreprodukovat niektoré modely z
prace [27]. Islo konkrétne o modely (24), (26) a (28), ktoré sme uviedli v kapitole 2.2.
Model (24) predstavuje optimaliza¢ny problém podsystému EES, pri ktorom sa autori
[27] snazili o minimalizéciu vstupov, a to kapitalu, prace a energie pri produkeii ziadu-
ceho HDP a neziaducich odpadov. Pri vypocétoch sme konkrétne pouzili normalizovany
model (25). Modely (26) a (28) sa vztahuju na podsystém SS. Ich hlavnym cielom
je rovnako ako v predoslom modeli minimalizacia vstupov. V pripade modelu (26) st
nimi fiskdlne nédklady a v modeli (28) je k nim zahrnuty aj hruby domdci produkt. Ich
normalizované modely (27) a (29) sme aplikovali pri zistovani efektivit jednotlivych
miest. Na ich kalkuldciu nam posliazil matematicky softvér Matlab, konkrétne funkcia
linprog. Prislusné programové kédy si uvedené v Prilohe A.

Tabulka 2 zobrazuje vypocitané efektivity danych podsystémov; v pripade modelu
(25) ide o oznacenie E__EES, efektivita modelu (27) je zapisand ako E_SS1 a E_ SS2
prislicha modelu (29). Nézorni ukéazku toho, ako sa daju tieto vysledky interpreto-
vat ekonomicky, sme uviedli na zdklade zaverov autorov [27] v podkapitole 2.2.4. Pri
porovnavani nasich vyslednych efektivit s vysledkami z préce [27] sme zistili pri niekto-
rych mestach isté nezrovnalosti, teda si myslime, Ze ich vysledky st uvedené chybne.
Spravnost nasich vysledkov sme potvrdili aj vyuZitim solvera [18].

Na pripomenutie, ako sme uviedli pri popise dat v podkapitole 2.2.3, vsetky dalsie
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tabulky budt mat jednotlivé vysledky modelov oddelené podla lokality miest v Cine,

a to na vychodny, centralny a zdpadny region.

Tabulka 2: Efektivity multiplikativnych neprepojenych modelov

| Mesto | E_EES | E_SS1 | E_SS2 |

1 Beijing 1 0.847 0.847
2 Tianjin 1 0.7765 | 0.7765
3 Shijiazuang | 0.4522 0.7081 | 0.7082
4 Shenyang 0.7288 0.624 0.6717
5 Shanghai 1 0.8653 | 0.8917
6 Nanjing 1 0.7 0.7037
7 Hangzhou |1 0.8062 | 0.8062
8 Fuzhou 0.7924 0.7014 | 0.7014
9 Jinan 1 0.8853 | 0.8853
10 Guangzhou | 0.8235 0.8836 | 0.8873
11 Haikou 0.8066 0.793 0.793
PRIEMER 0.8730 0.7809 | 0.7884
12 Taiyuan 0.6527 1 1

13 Hohhot 0.8429 0.6962 | 0.6962
14 Changchun | 0.6926 0.7521 | 0.7521

15 Harbin 1 0.7357 | 0.7487
16 Hefei 0.6129 0.8721 | 0.874
17 Nanchang | 0.7409 0.7871 | 0.7871
18 Zhengzhou | 1 0.9171 | 09171
19 Wuhan 1 0.8137 | 0.8137
20 Changsha | 0.5731 0.7129 | 0.7157
21 Nanning 1 0.7195 1

PRIEMER 0.8115 0.8006 | 0.8305

22 Chongqing | 0.532 0.8705 | 0.8705
23 Chengdu 0.7076 1 1

24 Guiyang 0.3829 0.9412 | 0.9559
25 Kunming 0.4759 0.8073 | 0.8397

26 Xi’an 0.7517 0.7318 0.7318
27 Lanzhou 0.4187 0.6535 0.6892
28 Xining 0.7742 0.7419 1
29 Yinchuan 0.5241 1 1

30 Urumgqi 0.7906 0.8527 | 0.8527
PRIEMER 0.5953 0.8443 | 0.8822
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3.1.2 Prepojené modely

Spolo¢nym znakom modelov z predoslej casti bol fakt, Ze podsystémy jednotlivych
miest povazovali autori [27] za samostatne fungujice celky, bez nejakého vzajomného
ovplyviiovania sa. V tejto casti podkapitoly by sme chceli vytvorit multiplikativne
modely, ktoré bert do tvahy skutocnost, ze tieto podsystémy moézu na seba navzajom
vplyvat. Najprv predstavime model, v ktorom ekonomicko-environmentalny podsystém
ovplyvnuje socidlny podsystém. Druhy model bude predstavovat opacni variantu, a to
vplyv podsystému SS na podsystém EES. Programové kédy k prislusnym modelom st

obsiahnuté v Prilohe B.

Model EES — SS

V tomto modeli zoberieme na zretel vplyv podsystému EES na fungovanie pod-
systému SS. V prvom kroku vypocitame efektivity podsystému EES prostrednictvom
modelu (25), ako sme vykonali pri neprepojenych podsystémoch. Efektivity EES jed-
notlivych miest oznac¢ime F,, o =1,...,n. V druhom kroku budeme aplikovat model
(29), v ktorom upravime podmienky v ohrani¢eniach. Priddme ohrani¢enia z modelu
(25) a podmienku, aby tcelova funkcia v (25) bola rovné vypocitanej hodnote v pre-
doslom kroku. Takymto spésobom budeme optimalizovat podsystém SS na mnozine

optimalnych vah modelu (25). Upraveny model vyzera nasledovne:

UTyo_wao - an <31)
zng—ﬂTfj—UTngO, 7=1...,n,
vaj —waj —uij <0,
U > 0y v 205, w=>0,,

WZOK, ZZOD

Vypocitané efektivity budi uvedené spolu s vysledkami druhého prepojeného mo-

delu v dalsej casti nasej prace.
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Model SS — EES

Druhy prepojeny model bude analyzovat vplyv socidlneho podsystému na ekonomicko-
environmentalny podsystém. Postup pri tvorbe modelu je analogicky ako v predos-
lom prepojenom modeli. Prvy krok predstavuje vypocet efektivit podsystému SS pro-
strednictvom neprepojeného multiplikativneho modelu (29). Efektivity SS oznacime
E,, o=1,...,n. V druhom kroku budeme optimalizovat podsystém EES pomocou
upraveného modelu (25). Pribudni do neho ohranicenia z modelu (29) a podmienka
rovnosti tcelovej funkcie v (29) s jej vypocitanou hodnotou v prvom kroku. Nasledujuci
model zahina spominané upravy:

max v’y, —w’b,

UV,W, T, 2

(32)

Vysledky

Tabulka 3 obsahuje vysledné efektivity prepojenych multiplikativnych modelov. Vi-
dime, ze efektivity z druhého kroku si v oboch modeloch vyrazne nizsie oproti nepre-
pojenym modelom, ¢o je sposobené tym, ze sme sprisnili ohranic¢enia. Efektivity EES
v druhom modeli vo viacerych pripadoch st vykazané ako nulové, avsak nakolko mali
dlhsi nulovy desatinny rozvoj, tak vysli nulové az po zaokrihleni. D4 sa vsimnut, Ze v
jednom pripade vysla efektivita zaporna. Vyskyt zapornych hodndt nas v tomto pri-
pade az tak neprekvapuje, pretoze ohranicenost tcelovej funkcie nulou zdola, sme na
rozdiel od predchadzajiceho prepojenia v tomto prepojeni nevedeli dokazaf.

Co sa tyka regiénov, pri porovnavani priemernych efektivit kalkulovanych v druhom

kroku sme zistili, Ze najvyssie efektivity dosahuje zapadny region, smerom na vychod
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klesaji, a to v oboch prepojenych modeloch. Tato skutoc¢nost moze vypovedat to, ze

podsystémy jednotlivych miest zapadného regiénu maji medzi sebou najefektivnejsiu

spolupracu v porovnani s ostatnymi regionmi.

Tabulka 3: Efektivity multiplikativnych prepojenych modelov

| EES — SS

SS — EES

| Mesto |1.E_EES |2. E_SS|1. E_SS | 2. E_EES |
1 Beijing 1 0.0503 0.8470 0
2 Tianjin 1 0.0089 0.7765 0
3 Shijiazuang 0.4522 0.5148 0.7082 0.0572
4 Shenyang 0.7288 0.3404 0.6717 0.0307
5 Shanghai 1 0.0910 0.8917 0.0425
6 Nanjing 1 0.0854 0.7037 0.0499
7 Hangzhou 1 0.0793 0.8062 0
8 Fuzhou 0.7924 0.2493 0.7014 0
9 Jinan 1 0.0395 0.8853 0
10 Guangzhou 0.8235 0.2978 0.8873 0.0649
11 Haikou 0.8066 0.2733 0.7930 0
PRIEMER 0.8730 0.1846 0.7884 0.0223
12 Taiyuan 0.6527 0.6761 1 0.2776
13 Hohhot 0.8429 0.3109 0.6962 0
14 Changchun 0.6926 0.4938 0.7521 0
15 Harbin 1 0.1731 0.7487 0.0403
16 Hefei 0.6129 0.3515 0.8740 0.0488
17 Nanchang 0.7409 0.3216 0.7871 0
18 Zhengzhou 1 0.0200 0.9171 0
19 Wuhan 1 0.0635 0.8137 -0.0059
20 Changsha 0.5731 0.5639 0.7157 0.0321
21 Nanning 1 0.6800 1 0.9787
PRIEMER 0.8115 0.3654 0.8305 0.1372
22 Chongqing 0.532 0.5041 0.8705 0
23 Chengdu 0.7076 0.4358 1 0.1347
24 Guiyang 0.3829 0.8687 0.9559 0.0203
25 Kunming 0.4759 0.6331 0.8397 0.0437
26 Xi'an 0.7517 0.3648 0.7318 0
27 Lanzhou 0.4187 0.6817 0.6892 0.3957
28 Xining 0.7742 1 1 0.7742
29 Yinchuan 0.5241 1 1 0.5241
30 Urumgqi 0.7906 0.5964 0.8527 0
PRIEMER 0.5953 0.6761 0.8822 0.2103
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3.2 Obalkové modely - Russellov model

Ako sme spominali na zaciatku tejto kapitoly pri vyhodnocovani modelov pouzitych
v praci [27], ich modely mali orientovany charakter, a teda sa mohli zamerat len na
optimalizaciu vstupov alebo len vystupov. Ak chceme optimalizovat vstupy a zaroven
aj vystupy, vhodnym néstrojom je Russellov model.

Pre pripomenutie obsahu dat, kazda rozhodovacia jednotka, v tomto pripade mesto,
sa sklada z dvoch podsystémov, a to ekonomicko-environmentélneho a socialneho pod-
systému. Vstupy = € R3 do podsystému EES tvor{ kapitél, pracovnd sila a energia.
Ziaducim vystupom je HDP, v tomto pripade oznacovany y € R, a neziaduce vystupy
b e ]R:j’r tvoria odpady, a to tuhy odpad, odpadova voda a plyny. Do podsystému SS
vstupuje HDP, predstavujici prepojenie, a fiskdlne naklady na verejné sluzby, ozna-
cované ako f € R.. Vystupy predstavuji stupne spokojnosti s verejnymi sluzbami,
konkrétne so zdravotnictvom, skolstvom, socidlnym bezpec¢im a zamestnanostou. Zna-

v/ . 3
¢ime ich g € R7.

3.2.1 Russellov model a neprepojené podsystémy

K multiplikativnym neprepojenym modelom z predoslej podkapitoly sme si zaumie-
nili zostavit ich dudlne modely, ktorych zakladom je obalkovy pristup k datam. Vybrali
sme spominany Russellov model, ktory sme predstavili v kapitole 1.4. V nadchédzajicej
casti nasej prace ho budeme aplikovat samostatne na kazdy z podsystémov, predsta-
vime prislusné modely a aj vypocitané vysledné efektivity. Pri vypoctoch bol pouzity
matematicky softvér Matlab s doplnkom na riesenie konvexnych tiloh CVX. Prislusné

programové kédy st k nahliadnutiu v Prilohe C.
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Russellov model - EES

Po uplatneni Russellovho obalkového modelu na ekonomicko-environmentalny pod-

systém sme dostali nasledovny model:

min E <Zﬁ: 0; + 1)
Moo T\Z " Y
XA <Woux,,
BA<@ob, (33)
YAZ>¢%oy,,
0" <es 0" <es,
¢V > 1, A>0,,
pricom 6% predstavuje trojrozmerny vektor skracovania vstupov podsystému EES, 6°
trojrozmerny vektor skracovania neziaducich vystupov podsystému EES a ¢? je koefi-
cient predlzovania ziaduceho vystupu podsystému EES.

Tento model sa spaja s nasledujicou mnozinou produkénych moznosti pri konstant-

nych vynosoch z rozsahu:
MERS ={(x,b,y) | XA <, BN b, YAy, A>0,} . (34)

Reformulécia modelu (33) na tlohu SDP nam umozni zistit prislusni celkovi, ako
aj parcidlne efektivity jednotlivych miest. Zaoberali sme sa nou v podkapitole 1.4.

Transformovany model (33) vyzera takto:

6
a7 (Sov)

XA<H6*oux,,
BA<60b, .
YAZ @Yoy, , (35)
0" < ez, ngeg,
¢! > 1, A =0, ,

Y 1

L 9

=0.

44



3 NAVRH VLASTNEHO PRISTUPU A MODELOV

Russellov model - SS1

V multiplikativnom pristupe sme sa na zaklade [27] zaoberali dvomi modelmi sociél-
neho podsystému, a to ¢i bolo okrem fiskalnych nékladov zahrnuté HDP do vstupov
podsystému SS. V prvom pripade vstupy tvorili len fiskalne ndklady a tento podsystém

sme oznacili SS1. Jeho prislichajtci Russellov model je nasledovny:

G\ > ¢ 0g,, (36)

9f S 17 ¢g Z €3,
A>0,,
pricom @/ je koeficientom skracovania fiskalnych nakladov ako vstupu do podsystému

SS1 a ¢9 tvori trojrozmerny vektor predlzovania vystupov podsystému SS1.

Nasledujiica mnozina produkénych moznosti pri CRS prislicha modelu (36):

MEXLE={(f,9) | FX< f, GA>g, A>0,} . (37)

Transformovani verziu modelu (36) na tlohu SDP predstavuje tento model:

1
min —
A797¢7'¢} 4

<9f + 23:¢>

=1
Fx<6/of,,
GA = ¢ 0y, ,
0/ <1, ¢ > ey,
A0,
diag(¢¥) I

I3 diag (1)

=0.

Russellov model - SS2

Socidlny podsystém, do ktorého vstupuje okrem fiskalnych nakladov aj HDP, sme

oznacili SS2. Pren dostavame takyto Russellov model:
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1 [ 21
w5 (50025

FAx<6/of,,

YA<#oy,, (39)

GA=¢?og,,

6/ <1, 60 <1,

! > ez, A >0, ,
pricom 6/ predstavuje koeficient skracovania fiskdlnych nakladov ako vstupu do pod-
systému SS2, #Y je koeficientom skracovania HDP ako vstupu do podsystému SS2 a ¢¢
tvori trojrozmerny vektor predlZovania vystupov podsystému SS2.
Model (39) sa spéja s nasledujicou mnozinou produkénych moznosti pri CRS:

MERs ={(f,9,9) | FAS f, YA <y, GA>g, A>0,} . (40)

Po aplikécii reformuldcie modelu (39) na tlohu SDP ziskame nasledujici model:

‘ 1 2 3
min - (Z 0+ lbr)

GA> 70y, (41)
0/ <1, v <1,
¢! >e3, A >0, ,
diag(¢¥) I3
I diag(1)

=0.

Vysledky

Na modely (35), (38) a (41) sme aplikovali data z prace [27] a Tabulka 4 zobrazuje
len celkové vypocitané efektivity danych podsystémov pre prehladnejSie porovnanie s
vysledkami multiplikativnych neprepojenych modelov. Pri ich porovnavani sme dosli k
zaveru, ze mesta, ktoré boli efektivne v multiplikativnom pristupe, zostali taktiez efek-
tivne aj pri dudlnom obalkovom pristupe, ¢im sa potvrdila spravnost nasich vysledkov,

a teda efektivity v préaci [27] nie st vSetky uvedené korektne.
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Tabulka 4: Efektivity neprepojenych Russell modelov

| Mesto E_EES | E_SS1 | E_SS2
1 Beijing 1 0.8404 | 0.7137
2 Tianjin 1 0.7974 | 0.6800
3 Shijiazuang | 0.4793 0.7267 | 0.6661
4 Shenyang 0.5753 0.6775 | 0.6893
5 Shanghai 1 0.8409 | 0.7871
6 Nanjing 1 0.7494 | 0.6654
7 Hangzhou 1 0.8211 | 0.7433
8 Fuzhou 0.6612 0.7530 | 0.6871
9 Jinan 1 0.8845 | 0.7420
10 Guangzhou | 0.6337 0.8804 | 0.7644
11 Haikou 0.7133 0.8004 | 0.6987
PRIEMER 0.8239 0.7974 | 0.7125
12 Taiyuan 0.5420 1 1

13 Hohhot 0.6514 0.7208 | 0.6645
14 Changchun | 0.6554 0.7589 | 0.7253

15 Harbin 1 0.7765 | 0.6995
16 Hefei 0.6107 0.8904 | 0.7901
17 Nanchang | 0.6387 0.7914 | 0.6895
18 Zhengzhou | 1 0.8793 | 0.7654
19 Wuhan 1 0.8415 | 0.7197
20 Changsha | 0.5084 0.7451 | 0.7400
21 Nanning 1 0.7412 |1

PRIEMER 0.7607 0.8145 | 0.7794

22 Chongqing | 0.4950 0.8724 | 0.7458
23 Chengdu 0.7116 1 1

24 Guiyang 0.4521 0.8735 | 0.8790
25 Kunming 0.4470 0.8276 | 0.7771

26 Xi’an 0.6900 0.7511 0.6820
27 Lanzhou 0.4738 0.6939 | 0.7899
28 Xining 0.4894 0.7720 1
29 Yinchuan 0.4378 1 1

30 Urumqi 0.5220 0.8346 | 0.8234
PRIEMER 0.5243 0.8472 | 0.8552
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Nasledujuce tabulky, a to Tabulka 5, Tabulka 6 a Tabulka 7 prezentuju vysledky
Russellovych neprepojenych modelov (35), (38) a (41). Pod oznac¢enim E_x1,...,E_g3
rozumieme parcialne efektivity jednotlivych faktorov v danych modeloch. Tie predsta-
vuju koeficienty skracovania, resp. prevratené hodnoty koeficientov predlzovania da-

nych faktorov v modeli.

Tabulka 5: Russelov neprepojeny model - EES

Mesto Efektivita | E_x1 | E_x2 | E_x3 | E_bl | E_b2 | E_b3 | E_y |
1 Beijing 1 1 1 1 1 1 1 1
2 Tianjin 1 1 1 1 1 1 1 1
3 Shijiazuang 0.4793 | 0.3589 | 0.4554 | 0.4453 | 0.1261 | 0.8315 | 0.1381 1
4 Shenyang 0.5753 | 0.7557 | 0.7615 | 0.3486 | 0.1173 1| 0.0442 1
5 Shanghai 1 1 1 1 1 1 1 1
6 Nanjing 1 1 1 1 1 1 1 1
7 Hangzhou 1 1 1 1 1 1 1 1
8 Fuzhou 0.6612 | 0.5572 | 0.8854 | 0.4665 | 0.2193 1| 0.4997 1
9 Jinan 1 1 1 1 1 1 1 1
10 Guangzhou 0.6337 | 0.4416 | 0.7622 | 0.9225 | 0.3075 | 0.8218 | 0.1800 1
11 Haikou 0.7133 | 0.6163 | 0.6403 | 0.9543 | 0.4989 | 0.8088 | 0.4747 1
PRIEMER 0.8239 | 0.7936 | 0.8641 | 0.8307 | 0.6608 | 0.9511 | 0.6670 1
12 Taiyuan 0.5420 | 0.3789 | 0.4590 | 0.6527 | 0.3482 | 0.7392 | 0.2158 1
13 Hohhot 0.6514 | 0.5052 | 0.5815 | 0.8429 | 0.3217 | 0.9330 | 0.3754 1
14 Changchun 0.6554 | 0.3650 | 0.5103 | 0.8362 | 0.4052 | 0.7291 | 0.7421 1
15 Harbin 1 1 1 1 1 1 1 1
16 Hefei 0.6107 | 0.5659 | 0.6324 | 0.5614 | 0.2661 1] 0.2491 1
17 Nanchang 0.6387 | 0.4245 | 0.7741 | 0.6713 | 0.3947 | 0.9581 | 0.2479 1
18 Zhengzhou 1 1 1 1 1 1 1 1
19 Wuhan 1 1 1 1 1 1 1 1
20 Changsha 0.5084 | 0.2952 | 0.3070 | 0.6919 | 0.2870 | 0.6583 | 0.3195 1
21 Nanning 1 1 1 1 1 1 1 1
PRIEMER 0.7607 | 0.6535 | 0.7264 | 0.8256 | 0.6023 | 0.9018 | 0.6150 1
22 Chongging 0.4950 | 0.4677 | 0.4080 | 0.5320 | 0.1818 | 0.6692 | 0.2063 1
23 Chengdu 0.7116 | 0.3688 | 0.5085 | 0.8542 | 0.6731 | 0.8962 | 0.6804 1
24 Guiyang 0.4521 | 0.3265 | 0.4223 | 0.3229 | 0.1458 | 0.8626 | 0.0849 1
25 Kunming 0.4470 | 0.4894 | 0.4230 | 0.4655 | 0.1938 | 0.5084 | 0.0486 1
26 Xi’an 0.6900 | 0.4276 | 0.4969 | 0.9374 | 0.2955 1] 0.6726 1
27 Lanzhou 0.4738 | 0.4115 | 0.4374 | 0.3210 | 0.1007 | 0.9303 | 0.1154 1
28 Xining 0.4894 | 0.3940 | 0.8090 | 0.2312 | 0.0717 | 0.8407 | 0.0795 1
29 Yinchuan 0.4378 | 0.3726 | 0.5476 | 0.3909 | 0.0818 | 0.5936 | 0.0783 1
30 Urumgi 0.5220 | 0.6834 | 0.8260 | 0.2250 | 0.0798 | 0.7551 | 0.0850 1
PRIEMER 0.5243 | 0.4379 | 0.5421 | 0.4756 | 0.2027 | 0.7840 | 0.2279 1
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Tabulka 6: Russellov neprepojeny model - SS1

Mesto Efektivita ‘ E f ‘ E gl ‘ E g2 ‘ E_ g3
1 Beijing 0.8404 11 0.8856 | 0.6508 | 0.8252
2 Tianjin 0.7974 1] 0.9197 | 0.6009 | 0.6691
3 Shijiazuang 0.7267 110.7822 | 0.4615 | 0.6629
4 Shenyang 0.6775 110.7217 | 0.5040 | 0.4841
5 Shanghai 0.8409 110.9698 | 0.5931 | 0.8006
6 Nanjing 0.7494 110.7921 | 0.5638 | 0.6417
7 Hangzhou 0.8211 11 0.8386 | 0.6579 | 0.7879
8 Fuzhou 0.7530 110.7454 | 0.5911 | 0.6755
9 Jinan 0.8845 11]0.9639 | 0.7371 | 0.8370
10 Guangzhou 0.8804 1 11]0.7359 | 0.7858
11 Haikou 0.8004 11 0.8681 | 0.5859 | 0.7477
PRIEMER 0.7974 110.8625 | 0.6075 | 0.7198
12 Taiyuan 1 1 1 1 1
13 Hohhot 0.7208 110.7534 | 0.4675 | 0.6623
14 Changchun 0.7589 11 0.8108 | 0.5072 | 0.7177
15 Harbin 0.7765 11 0.8312 | 0.5998 | 0.6752
16 Hefei 0.8904 11]0.9324 | 0.7956 | 0.8334
17 Nanchang 0.7914 1] 0.8808 | 0.5555 | 0.7293
18 Zhengzhou 0.8793 1 110.6499 | 0.8672
19 Wuhan 0.8415 110.8992 | 0.7087 | 0.7582
20 Changsha 0.7451 11]0.7701 | 0.5310 | 0.6793
21 Nanning 0.7412 110.7986 | 0.4953 | 0.6710
PRIEMER 0.8145 110.8676 | 0.6310 | 0.7594
22 Chongqing 0.8724 1 110.7045 | 0.7851
23 Chengdu 1 1 1 1 1
24 Guiyang 0.8735 110.9677 | 0.5998 | 0.9263
25 Kunming 0.8276 110.9144 | 0.6568 | 0.7393
26 Xi’an 0.7511 11 0.8102 | 0.5102 | 0.6840
27 Lanzhou 0.6939 11 0.6983 | 0.4495 | 0.6278
28 Xining 0.7720 110.7895 | 0.5834 | 0.7150
29 Yinchuan 1 1 1 1 1
30 Urumgqi 0.8346 1] 0.9090 | 0.6087 | 0.8205
PRIEMER 0.8472 11 0.8988 | 0.6792 | 0.8109
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Tabulka 7: Russellov neprepojeny model - SS2

Mesto Efektivita |E_f |E_y |E_gl |E_g2|E_g3

1 Beijing 0.7137 11]0.0862 | 0.8373 | 0.7921 | 0.8529
2 Tianjin 0.6800 1] 0.0958 | 0.8655 | 0.7450 | 0.6936
3 Shijiazuang 0.6661 11]0.3351 | 0.7362 | 0.5721 | 0.6871
4 Shenyang 0.6893 1] 0.6408 | 0.6792 | 0.6249 | 0.5018
5 Shanghai 0.7871 1104578 | 0.9127 | 0.7353 | 0.8299
6 Nanjing 0.6654 11]0.2174 | 0.7455 | 0.6990 | 0.6652
7 Hangzhou 0.7433 11]0.2950 | 0.7892 | 0.8157 | 0.8167
8 Fuzhou 0.6871 1] 0.3008 | 0.7015 | 0.7328 | 0.7002
9 Jinan 0.7420 1] 0.1573 | 0.9563 | 0.7557 | 0.8408
10 Guangzhou 0.7644 11]0.1643 | 0.9551 | 0.8957 | 0.8068
11 Haikou 0.6987 11]0.1749 | 0.8170 | 0.7264 | 0.7750
PRIEMER 0.7125 11]0.2659 | 0.8178 | 0.7359 | 0.7427
12 Taiyuan 1 1 1 1 1 1
13 Hohhot 0.6645 11]0.3475 | 0.7090 | 0.5796 | 0.6866
14 Changchun 0.7253 11]0.4906 | 0.7631 | 0.6288 | 0.7439
15 Harbin 0.6995 11]0.2720 | 0.7823 | 0.7436 | 0.6999
16 Hefei 0.7901 11]0.2226 | 0.8775 | 0.9864 | 0.8639
17 Nanchang 0.6895 110.1739 | 0.8290 | 0.6886 | 0.7559
18 Zhengzhou 0.7654 11]0.1831 | 0.9435 | 0.8032 | 0.8974
19 Wuhan 0.7197 1] 0.0875 | 0.8463 | 0.8786 | 0.7860
20 Changsha 0.7400 11]0.6127 | 0.7248 | 0.6583 | 0.7041
21 Nanning 1 1 1 1 1 1
PRIEMER 0.7794 11]0.4390 | 0.8475 | 0.7967 | 0.8138
22 Chongqing 0.7458 11]0.1113 | 0.9563 | 0.8561 | 0.8054
23 Chengdu 1 1 1 1 1 1
24 Guiyang 0.8790 1] 0.7805 | 0.9108 | 0.7435 | 0.9602
25 Kunming 0.7771 1] 0.4445 | 0.8606 | 0.8142 | 0.7664
26 Xi’an 0.6820 11]0.3061 | 0.7625 | 0.6325 | 0.7090
27 Lanzhou 0.7899 | 0.9183 11 0.7157 | 0.6068 | 0.7086
28 Xining 1 1 1 1 1 1
29 Yinchuan 1 1 1 1 1 1
30 Urumgqi 0.8234 1] 0.6563 | 0.8555 | 0.7546 | 0.8505
PRIEMER 0.8552 | 0.9909 | 0.6998 | 0.8957 | 0.8231 | 0.8667
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Tabulka 8 zobrazuje kumulativne parcidlne efektivity, to znamend, ze E_X oznacuje
priemernt parcialnu efektivitu vstupov podsystému EES, E_B predstavuje priemernt
parcidlnu efektivitu neziaducich vystupov podsystému EES a E_G je priemernou par-

cidlnou efektivitou vystupov podsystému SS1, resp. SS2.

Tabulka 8: Kumulativne parcidlne efektivity - neprepojeny Russellov model

| | EES | SS1 | SS2 |
| Mesto | EX | EB|EG|EG|
1 Beijing 1 11]0.7872 | 0.8274
2 Tianjin 1 110.7299 | 0.7680
3 Shijiazuang | 0.4199 | 0.3652 | 0.6355 | 0.6651
4 Shenyang 0.6220 | 0.3872 | 0.5699 | 0.6020
5 Shanghai 1 11]0.7878 | 0.8260
6 Nanjing 1 11 0.6659 | 0.7032
7 Hangzhou 1 11]0.7615 | 0.8072
8 Fuzhou 0.6364 | 0.5730 | 0.6707 | 0.7115
9 Jinan 1 11 0.8460 | 0.8509
10 Guangzhou | 0.7088 | 0.4364 | 0.8406 | 0.8859
11 Haikou 0.7370 | 0.5941 | 0.7339 | 0.7728
12 Taiyuan 0.4969 | 0.4344 1 1
13 Hohhot 0.6432 | 0.5434 | 0.6278 | 0.6584
14 Changchun | 0.5705 | 0.6254 | 0.6786 | 0.7119
15 Harbin 1 110.7021 | 0.7419
16 Hefei 0.5866 | 0.5051 | 0.8538 | 0.9093
17 Nanchang | 0.6233 | 0.5336 | 0.7219 | 0.7578
18 Zhengzhou 1 11 0.8390 | 0.8814
19 Wuhan 1 11 0.7887 | 0.8369
20 Changsha | 0.4314 | 0.4216 | 0.6601 | 0.6957
21 Nanning 1 11 0.6550 1
22 Chongqing | 0.4692 | 0.3524 | 0.8298 | 0.8726
23 Chengdu 0.5772 | 0.7499 1 1
24 Guiyang 0.3572 | 0.3644 | 0.8313 | 0.8715
25 Kunming 0.4593 | 0.2503 | 0.7702 | 0.8137
26 Xi’an 0.6206 | 0.6560 | 0.6681 | 0.7013
27 Lanzhou 0.3900 | 0.3821 | 0.5919 | 0.6770
28 Xining 0.4781 | 0.3306 | 0.6960 1
29 Yinchuan | 0.4370 | 0.2513 1 1
30 Urumqi 0.5781 | 0.3066 | 0.7794 | 0.8202

o1



3 NAVRH VLASTNEHO PRISTUPU A MODELOV

Co sa tyka Russellovho modelu (35) pre podsystém EES, z vysledkov v Tabulke 5
sme zistili, ze celkova efektivita miest sa meni v zavislosti od regiénov podobne ako
vyjadruju vysledky multiplikativnych modelov. Najvyssiu efektivitu vykazuji mesta
vychodného regiéonu a smerom na zapad sa ich hodnoty znizuji. Okrem toho model
ponuka pohlad na stav jednotlivych faktorov prostrednictvom ich parcialnych efektivit.
Pre ne plati rovnako ako pri celkovych efektivitach, teda najvyssie hodnoty parcidlnych
efektivit patria mestdm na vychode a v zapadnych mestach st ich hodnoty najnizsie.
Ked sa pozrieme blizsie na parcidlne efektivity vstupov, zistili sme spolo¢ny znak vset-
kych regiénov, a to, ze spomedzi troch vstupov maji najnizsiu efektivitu E_x1, teda
kapital je najmenej efektivne vyuzivanym vstupom. Pri pohlade na efektivity neziadu-
cich vystupov si mézeme vsimnut, ze vo vsetkych regiéonoch dosahuje E_b2 najvyssie
hodnoty, ¢o znamen4, ze pri produkcii odpadovych plynov si mesta veda najlepsie, no
ich slabou strankou je vytvaranie vysokého mnozstva odpadovych véd, o ¢om hovori
prislusna najnizsia efektivita E_bl. Pri produkcii ziaduceho vystupu HDP si vsetky
mesta poc¢inajui dobre, nakolko efektivity E_y st vSetky jednotkové.

Pri analyze vysledkov Russellovho modelu (38) pre SS1, resp. modelu (41) pre SS2
v Tabulkach 6 a 7 sme mohli pozorovat dalsie regiondlne rozdiely. Pre celkové, ako aj
parcidlne efektivity jednotlivych faktorov plati opa¢na skutoc¢nost na rozdiel od pod-
systému EES, teda v mestach vychodného regionu su efektivity najnizsie a smerom
na zapad sa ich hodnoty zvysuji. Pri pohlade na parcidlne efektivity sme zistili, ze
fiskdlne naklady tvoriace vstup do socidlneho podsystému su efektivne vo vSetkych
mestach okrem jedného pripadu. Oba modely taktiez vykazujui, ze vo vSetkych regio-
noch je najvyssia efektivita E_gl spojena so spokojnostou obyvatelstva so zdravotnou
starostlivostou, no spokojnost so zakladnym vzdelanim je najnizsia, ¢o dokazuje su-
visiaca nizka efektivita E_g2. Pri porovnani modelov pre SS1 a SS2 pozorujeme vo
véacsine miest nizsiu celkovu efektivitu v pripade SS2. Moze to byt sposobené pridanim
HDP ako vstupu do socidlneho podsystému, nakolko parcialne efektivity prisliachajice
HDP maji pomerne nizke hodnoty. Napriek tomu, vplyv HDP na vystupy podsystému
SS, teda na spokojnost obyvatelov so sluzbami je pozitivny, ¢o dokazuje Tabulka 8 vys-
simi kumulativnymi parcidlnymi efektivitami E_G pre SS2 v porovnani s E_G pre SS1.

V tejto tabulke sme si eSte mohli vSimnut v pripade podsystému EES, Ze kumulativna
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parcidlna efektivita E_X je vo vacsine miest oproti kumulativnej parcidlnej efektivite
E_B vyssia, ¢o moze znamenaf lepsie hospodarenie so vstupmi EES v porovnani s pro-

dukciou neziaducich odpadov.

3.2.2 Russellov model a Network DEA

V aplikovanych datach je medzi podsystémami vytvorené prepojenie prostrednictvom
HDP, ktoré ako vystup podsystému EES je zaroven vstupom do podsystému SS. Ak
chceme zobrat do ivahy toto prepojenie pri analyze a vytvarani modelov, z toho dévodu
je vhodné do Russelovho modelu zapojit aj Network DEA.

Aplikovany model méa v tomto pripade nasledovny tvar

1 (< 51
i, 1o (50 55)

X\ <60z, ,

B <o, ,

YA =y, ,

YA =y, ,

FX* <60 f, |

GN\* > ¢70g,,

efX=1, A>0,,

e\ =1, N>0,,

0" < es, 0" <ey,

07 <1, ¢* > ey,
pricom 0% predstavuje trojrozmerny vektor skracovania vstupov podsystému EES, 6°
trojrozmerny vektor skracovania neziaducich vystupov podsystému EES, 67 je koefi-
cientom skracovania fiskalnych nakladov ako vstupu do podsystému SS a ¢? tvori troj-

rozmerny vektor predlzovania vystupov podsystému SS.

Tento model sa spaja s nasledujicou mnozinou produkénych moznosti pri variabil-
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nych vynosoch z rozsahu:
MEREPPA = {(2,b,9), (f,9,9) | XA <@, BA' <,
FX <[, GN>g y=YN, y=Y\, (43)
A >0, A2>0,, e\ =1, "\ =1} .
V pripade, ak by sme pracovali s konstantnymi vynosmi z rozsahu, z modelu (42) a
mnoziny (43) by boli podmienky
el =1laelX?=1
vynechané.
Ak chceme zistit efektivity jednotlivych miest, pripadne efektivity ich podsystémov,
model (42) je potrebné pri vypoctoch reformulovat na tlohu SDP. Nasledujtci model

predstavuje transformovant SDP verziu modelu (42):

AR )\29¢ 10 (Z@ +Zi/fr>
XA <0 ox, ,
BN < 6’0, ,
YA =y, ,
YA =y, ,
FN<6/of, |
GA2 > ¢7 0 gy, | “
efAl=1, A>o0,,
ef\2=1, \2>0,,
0" < es, 0" <ey,
0/ <1, ¢? > e3,
diag(¢) I3
I3 diag(y))

0.

Vysledky

Nasledujuce tabulky, konkrétne Tabulka 9 a Tabulka 10, zobrazuju vypocitani celkov,
ako aj parcialne efektivity jednotlivych miest pri konstantnych aj variabilnych vynosoch

z rozsahu. Prislusné programové kédy obsahuje Priloha D.
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Tabulka 11 zobrazuje kumulativne parcidlne efektivity jednotlivych faktorov v pre-
pojenom Russellovom modeli s Network DEA, a to samostatne pre konstantné, ako aj
variabilné vynosy z rozsahu. Znacenie je analogické ako pri neprepojenych Russellovych
modeloch, teda E_X je priemernou parcialnou efektivitou vstupov do podsystému EES,
E_B predstavuje priemernt parcialnu efektivitu neziaducich vystupov podsystému EES

a E_G zobrazuje priemernud parcialnu efektivitu vystupov podsystému SS.

Tabulka 11: Kumulativne parcidlne efektivity - Russell model a Network DEA

| | CRS | VRS |
‘ Mesto ‘ E X ‘ E B ‘ E G ‘ E X ‘ E B ‘ E G ‘
1 Beijing 1 11 0.8726 1 1 1
2 Tianjin 1 110.7798 1 110.8401
3 Shijiazuang | 0.4199 | 0.3652 | 0.6385 | 0.4716 | 0.3765 | 0.9272
4 Shenyang 0.6220 | 0.3872 | 0.5923 | 0.8596 | 0.5452 | 0.7983
5 Shanghai 1 11 0.8034 1 11 0.8300
6 Nanjing 1 110.6736 1 11 0.8835
7 Hangzhou 1 110.7621 1 11 0.9002
8 Fuzhou 0.6364 | 0.5730 | 0.6709 | 0.8208 | 0.5820 | 0.8847
9 Jinan 1 1 1 1 1 1
10 Guangzhou | 0.7088 | 0.4364 | 0.8602 | 0.7494 | 0.4412 | 0.8683
11 Haikou 0.7370 | 0.5941 | 0.7501 | 0.7671 | 0.5934 | 0.9386
12 Taiyuan 0.4969 | 0.4344 11 0.5605 | 0.4561 1
13 Hohhot 0.6432 | 0.5434 | 0.6320 | 0.7693 | 0.5265 | 0.8164
14 Changchun | 0.5705 | 0.6254 | 0.6943 | 0.6724 | 0.6009 | 0.9586
15 Harbin 1 11 0.7043 1 110.9079
16 Hefei 0.5866 | 0.5051 | 0.8635 | 0.6604 | 0.5039 | 0.9340
17 Nanchang | 0.6233 | 0.5336 | 0.7373 | 0.6579 | 0.5377 | 0.8387
18 Zhengzhou 1 1] 0.8548 1 11 0.8642
19 Wuhan 1 11 0.8545 1 11 0.9405
20 Changsha | 0.4314 | 0.4216 | 0.6838 | 0.5197 | 0.4237 | 0.9118
21 Nanning 1 1 1 1 1 1
22 Chongqing | 0.4692 | 0.3524 | 0.8732 | 0.4793 | 0.3558 1
23 Chengdu 0.5772 | 0.7499 11 0.6006 | 0.7466 1
24 Guiyang 0.3572 | 0.3644 | 0.8652 | 0.5806 | 0.5334 1
25 Kunming 0.4593 | 0.2503 | 0.7869 | 0.5191 | 0.2985 | 0.9451
26 Xian 0.6206 | 0.6560 | 0.6684 | 0.7026 | 0.6175 | 0.8008
27 Lanzhou 0.3900 | 0.3821 | 0.6770 | 0.6864 | 0.3845 | 0.9491
28 Xining 0.4781 | 0.3306 1 1 1 1
29 Yinchuan 0.4370 | 0.2513 11 0.8670 | 0.5276 1
30 Urumqi 0.5781 | 0.3066 | 0.8087 1 110.9011
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3 NAVRH VLASTNEHO PRISTUPU A MODELOV

Pri vyhodnocovani Russelovych modelov so zapojenim Network DEA v pripade kon-
stantnych, ako aj variabilnych vynosoch z rozsahu sme prisli na viaceré spolo¢né zavery
tychto modelov. Rovnako, ako pri predoslych modeloch, aj tu plati zavislost hodnoty
efektivit od regiénu, v ktorom sa dané mesto nechadza.

V pripade podsystému EES st najefektivnejsimi mestami mesta vychodného re-
gionu, zatial ¢o na zapade su efektivity najnizsie, ¢o mdzeme vidiet na prislusnych
parcidlnych efektivitach. V oboch pripadoch, CRS aj VRS, vidime, ze najmenej efek-
tivne je vyuzity vstup zi, ktorym je kapital. Najvyssie efektivity dosahovala pracovna
sila x5 v zapadnom a vychodnom regiéne, pricom v centralnej oblasti to boli energie
x3. Pri produkcii neziaducich odpadov si v oboch modeloch vSetky regiony najlepsie
pocinali s odpadovymi plynmi, o ¢om sved¢i najvyssia priemernd efektivita E_b2 spo-
medzi vSetkych prislusnych parcidlnych efektivit. Model s CRS poukazuje na najvacsie
nedostatky pri produkcii odpadovych véd vo vsetkych troch regiénoch, zatial ¢o v mo-
deli pri VRS je nim tvorba tuhého odpadu, ¢o vyjadruje nizka hodnota E_b1 pri CRS,
resp. E_b3 pri VRS.

Pre podsystém SS nastava opacny vyvoj efektivit v ramci regiénov v porovnani s
podsystémom EES. To znamend, Ze vychodny region mé prislusné parcialne efektivity
najnizsie a smerom na zapad sa dané efektivity zvysuju. V pripade CRS aj VRS plati
pre vystupy, ze najvyssia dosahovand efektivita E_gl je spojend so spokojnostou so
zdravotnou starostlivostou a spokojnost so zakladnym vzdelanim vykazuje najnizsie
hodnoty efektivit E_g2 vo vietkych regiénoch. Co sa fiskalnych nakladov tyka, v pripade
CRS boli efektivne takmer vo vSetkych mestach s vynimkou jedného, no pri VRS
dosahovali vo viacerych pripadoch nizsie hodnoty.

Ked sa pozrieme na celkové vysledné efektivity miest, bez ohladu na typ vynosov z
rozsahu, mesta vychodného regiénu dosahuju najvyssie efektivity, centralny region ich
tomu, ze prave zapadné mesta boli zo socidlneho hladiska najefektivnejsie, na celkovii
efektivitu to nemalo aZ taky vplyv. Z tohto vysledku sa opit potvrdil fakt, ze Cina sa
viac zameriava na vyrobu v porovnani so socialnou oblastou, teda aj vplyv podsystému
EES na celkovu efektivitu je vacsi ako vplyv podsystému SS.

Porovnanim Russellovych modelov s Network DEA pocitanych pri variabilnych aj
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3 NAVRH VLASTNEHO PRISTUPU A MODELOV

konstantnych vynosoch z rozsahu sme zistili, Ze efektivity, ¢i celkové, ako aj parcialne,
st pri VRS vo vécsine pripadov vyssie ako pri CRS. Tato skutoc¢nost je celkovo zrejma,
nakolko pri VRS porovnavame dané mesto s inymi jemu blizkymi mestami (blizkostou
tym mame na mysli podobne velké vstupy, resp. vystupy), ¢im efektivity si lepSie vy-
hodnocované a vdaka tomu aj vysledna analyza moze ponikat pri VRS vierohodnejsie

vysledky v porovnani s multiplikativnymi modelmi.
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Zaver

V nasej praci sme sa zaoberali témou udrzatelnosti, postojom DEA odbornikov k
tejto oblasti a hlavne tvorbou a navrhmi novych modelov rieSiacich tento pomerne
nedavny problém vo svete. Nasledne sme na modely aplikovali redlne data.

V prvej kapitole sme strucne uviedli, ¢im sa DEA zaobera a zaviedli sme oznace-
nia, ktoré sme pouzivali nésledne v praci. Pripomenuli sme, ¢o predstavuje zakladny
zlomkovy model v multiplikativnej, ako aj obdlkovej verzii. Okrem zndmych mode-
lov sme vysvetlili menej tradi¢ny Russellov model, patriaci k nelinearnym modelom,
ktoré su skor nezvycajné v DEA a rovnako sme ozrejmili aj jeho reformuléciu na tlohu
konvexného programovania, ¢fm sa rieSenie zna¢ne ulahéilo. Dalsou z menej znamych
oblasti, ktorid sme priblizili, je Network DEA, ktora postupne nachadza svoje miesto
pri analyze celkovych, ako aj parcidlnych efektivit viacstupnovych modelov.

Druhu kapitolu sme venovali téme udrzatelnosti, ¢o predstavuje v dnesnom svete a
hlavne ako sa nou zaoberaju odbornici z oblasti DEA. Na tuto tému existuje znacné
mnozstvo prac z DEA, ako je mozné vidiet v prehladovej casti, v ktorej sme spome-
nuli asporn par z nich. Na podrobnejsiu analyzu sme si vybrali pracu [27], ktord sa
venuje problému udrzatelnosti ¢inskych miest. V dalSej casti tejto kapitoly vysvetlu-
jeme podla [27] ako je kazdé z miest tvorené dvoma podsystémami, a to ekonomicko-
environmentalnym a socidlnym. Predstavili sme niektoré z pristupov a modelov, ktoré
navrhli autori prace [27] na rieSenie tohto problému.

Tretia kapitola bola zamerana na navrh vlastného pristupu a tvorbu novych mode-
lov. Modely sme rozdelili na multiplikativny a obalkovy pristup a kazdy z nich zahinal
prepojené aj neprepojené modely, podla vzajomného vztahu podsystémov. Multiplika-
tivne neprepojené modely predstavovali vybrané modely z prace [27]. Prepojené modely
sme vytvorili na zaklade predoslych neprepojenych verzii pridanim dalsich ohraniceni.
Ich vysledkom je analyza vplyvu jedného podsystému na druhy a zistenie, ako efek-
tivne vzajomne spolupracuji. Multiplikativny pristup bolo mozné pouzif len pri kon-
stantnych vynosoch z rozsahu. Z toho dévodu sme hladali aj iné rieSenia umoznujtce
pouzitie aj pri variabilnych vynosoch z rozsahu, preto sme na tvorbu dalsich modelov
vybrali obalkovii verziu Russellovho modelu. Dalsou vyhodu tohto modelu predstavuje

rozsiahlost vysledkov, ktoré vytvara. Okrem celkovej efektivity kalkuluje aj parcidlne
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efektivity jednotlivych faktorov v danom systéme, ¢im pontka podrobnejsiu analyzu
konkrétneho problému. V pripade prepojenia podsystémov EES a SS sme do Russel-
lovho modelu zapojili Network DEA, ¢im sme vytvorili jeden model, ktory dokazal
analyzovat oba systémy naraz, ¢o tiez prinasa vyhodu v podobe usetreného ¢asu pri
analyze v porovnani s neprepojenymi modelmi. Vsetky uvedené modely sme aplikovali
na realnych datach z Tabulky 1, ktorych zdrojom bol ¢lanok [27]. Jednotlivé modely
sme naprogramovali v prostredi matematického softvéru Matlab a pri Russelovych mo-
deloch sme pouzili aj doplnok CVX na riesenie konvexnych tloh. Vsetky numerické
vysledky z nasich naprogramovanych kédov st uvedené v Tabulkach 2-11. Prislusné
kédy sa zahrnuté v prilohe.

Nasa praca vytvara prinos vo viacerych smeroch. V prvom rade spractuva prehlad
vybranych prac z oblasti DEA zaoberajicich sa udrzatelnostou. Hlavny prinos vsak
spoc¢iva predovSetkym vo vyuziti nelinearneho Russellovho modelu na takéto prepo-
jené systémy, ktoré v nasom pripade predstavuju podsystémy EES a SS. Tento model
prinasa oproti tradi¢nym linearnym modelom viacero vyhod. Chceme poukazat najmé
na jeho schopnost rovnocenne narabat s jednotlivymi faktormi urcitého systému, ¢i uz
su to vstupy, vystupy alebo neziaduce vystupy. Okrem toho dokaze poskytovat cias-
tocné agregované vysledky vypocitané z parcialnych efektivit danych faktorov.

Moznym rozsirenim tejto prace je vyhladanie obdobnych slovenskych, pripadne stre-

doeuropskych dat, ktoré by boli nasledne aplikované na vytvorenych modeloch.
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Prilohy

Zdrojové kody
Prislusné zdrojové kédy boli zostavené v matematickom softvéri Matlab. V Prilohe C

a v Prilohe D bol v Matlabe pouzity doplnok CVX na riesenie konvexnych tloh.

PRILOHA A - Multiplikativne neprepojené modely

e Model EES
Ynacitanie dat

[num, txt] = xlsread(’D:\Diplomovad praca\mestd.xlsx’);

data = num(:,4:14); Ynumerické data

text = txt(2:end,2); %nazvy miest

HEES vstupy - kapitdl, préaca, energia
X1 = data(:,1);

X2 = data(:,2);

X3 = data(:,3);

X = [X1 X2 X3];

HEES Ziaduci vystup - HDP

Y = data(:,4);

% EES neZziaduce vystupy - odpady

Bl = data(:,5); %odpadova voda

B2 = data(:,6); %odpadovy plyn

B3 = data(:,7); %tuhy odpad

B = [B1 B2 B3];

n = length(Y); %pocet DMU

M = zeros(n,8); %inicializacia matice na zapis vysledkov
Jhoptimalizacia

for i=1:n

x0 = X(1,:);

yo = Y(i);
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b0 = B(i,:);
A= [-XY -B];

b = zeros(n,1);

Aeq = [x0 zeros(1,4)];

beq = 1;

1b = zeros(7,1);

f = -[zeros(1,3) y0O -b0];

[x,fval, exitflag] = linprog(f, A, b, Aeq, beq, 1lb, []1);
fval = -fval;

M(i,:)=[fval,x’];

end

Jviysledné efektivity

efektivityEES = [char(text) num2str(M(:,1))]

e Model SS1

[num, txt] = xlsread(’D:\Diplomova pracal\mesta.xlsx’);

data = num(:,4:14);

text = txt(2:end,2);

»SS vstup - fiSkalne naklady

F = data(:,8);

%SS vystupy - stupne spokojnosti
G1

data(:,9);
G2

data(:,10);

G3 = data(:,11);

G

[G1 G2 G3];

n = length(F);

M = zeros(n,5);

Jhoptimalizécia
for i=1:n

fO = F(i);
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g0 = G(1,:);
A = [-F G];

b = zeros(n,1);

Aeq = [f0 zeros(1,3)];

beq = 1;

1b = zeros(4,1);

f = -[zeros(1,1) gO];

[x,fval, exitflag] = linprog(f, A, b, Aeq, beq, 1lb, []1);

fval = -fval;

M(i,:)=[fval,x’];

end

Jviysledné efektivity

ef

ektivitySS1 = [char(text) num2str(M(:,1))]

e Model SS2

[num, txt] = xlsread(’D:\Diplomova pracal\mesta.xlsx’);

data

text

hS
F

hS
Y

hS
G1
G2
G3

b

num(:,4:14);

txt(2:end,2);

S vstup - fiSkalne ndklady

= data(:,8);

S vstup tvoreny EES vystupom - HDP
= data(:,4);

S vystupy - stupne spokojnosti

data(:,9);

data(:,10);

data(:,11);
= [G1 G2 G3];

= length(F);

= zeros(n,6);

optimalizacia
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for i=1:n
yoO = Y(i);
f0 = F(i);
g0 = G(i,:);
A= [-Y -F G];
b = zeros(n,1);

Aeq = [y0 fO zeros(1,3)];

beq = 1;

1b = zeros(5,1);

f = -[zeros(1,2) gO0];

[x,fval, exitflag]l = linprog(f, A, b, Aeq, beq, 1lb, [1);
fval = -fval;

M(i,:)=[fval,x’];

end

hvysledné efektivity

efektivitySS2 = [char(text) num2str(M(:,1))]
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PRILOHA B - Multiplikativne prepojené modely

e Model EES — SS

[num, txt] = xlsread(’D:\Diplomova praca\mesta.xlsx’);

data = num(:,4:14);

text = txt(2:end,2);

HEES vstupy - kapitdl, préaca, energia
X1 = data(:,1);
X2

data(:,2);

X3 = data(:,3);
X = [X1 X2 X3];
#EES Ziaduci v§stup, zaroveii SS vstup - HDP
Y = data(:,4);

#EES neziaduce vystupy - odpady

B1 = data(:,5);
B2 = data(:,6);
B3 = data(:,7);
B = [B1 B2 B3];
n = length(Y);

»SS vstup - fiSkalne naklady
F = data(:,8);

%SS vystupy - stupne spokojnosti

Gl = data(:,9);
G2 = data(:,10);
G3 = data(:,11);

G = [Gl G2 G3];

%1.krok: EES

hinicializdcia matice na vkladanie vysledkov z linprog pre EES
M1 = zeros(n,8);

hoptimalizacia EES

for i=1:n
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x0 = X(1,:);

yoO = Y(i);

b0 = B(i,:);
A=[-XY -B];
b = zeros(n,1);

Aeq = [x0 zeros(1,4)];

beq = 1;

1b = zeros(7,1);

f = -[zeros(1,3) yO -b0];

[x,fval, exitflag] = linprog(f, A, b, Aeq, beq, 1lb, []);
fval = -fval;

M1(i,:)=[fval,x’];

end

hvysledné efektivity
El = M1(:,1);

efektivityEES _prepojene = [char(text) num2str(M1(:,1))]

%2.krok: SS
hinicializacia matice na vkladanie vysledkov z linprog pre SS

M2 = zeros(n,12);

hoptimalizacia
for i=1:n
x00 = X(i,:);
yo0o = Y(i);
b00 = B(i,:);
f00 = F(i);
goo = G(i,:);
EO = E1(i);
AA = [zeros(n,3) -Y zeros(n,3) -F G;

-X Y -B zeros(n,1) zeros(n,3)];

bb = zeros(2*n,1);
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AAeq = [zeros(1,3) y00 zeros(1,3) f00 zeros(1,3);
x00 zeros(1,8);
zeros(1,3) y00 -b00 zeros(1,4)];

bbeq = [1 1 EO];

11b = zeros(11,1);

ff = -[zeros(1,8) g00];

[xx,ffval, exitflag] = linprog(ff, AA, bb, AAeq, bbeq, 1llb, []);
ffval = -ffval;

M2(i,:)=[ffval,xx’];

end

hvysledné efektivity
E2 = M2(:,1);

efektivitySS_prepojene = [char(text) num2str(M2(:,1))]

e Model SS — EES

[num, txt] = xlsread(’D:\Diplomova pracal\mesta.xlsx’);

data = num(:,4:14);

text = txt(2:end,2);

%EES vstupy - kapitdl, préaca, energia

X1 = data(:,1);

X2 = data(:,2);

X3 = data(:,3);

X = [X1 X2 X3];

HEES Ziaduci vystup, zaroveii SS vstup - HDP
Y = data(:,4);

%EES neziaduce vystupy - odpady

B1 = data(:,5);
B2 = data(:,6);
B3 = data(:,7);
B = [B1 B2 B3];
n = length(Y);
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»SS vstup - fiSkalne naklady
F = data(:,8);

%SS vystupy - stupne spokojnosti

Gl = data(:,9);
G2 = data(:,10);
G3 = data(:,11);

G = [Gl G2 G3];

%1.krok: SS
hinicializadcia matice na vkladanie visledkov z linprog pre SS

M1 = zeros(n,6);

Jhoptimalizacia

for i=1:n
yo = Y(i);
£0 = F(i);
go = G(i,:);
A= [-Y -F G];
b = zeros(n,1);

Aeq = [y0 fO zeros(1,3)];

beq = 1;

1b = zeros(5,1);

f = -[zeros(1,2) g0];

[x,fval, exitflag] = linprog(f, A, b, Aeq, beq, 1lb, [1);
fval = -fval;

M1(i,:)=[fval,x’];

end

Jvisledné efektivity
El = M1(:,1);

efektivitySS_prepojene = [char(text) num2str(M1(:,1))]

%2 .krok: EES

%hinicializdcia matice na vkladanie vysledkov z linprog pre EES
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M2 = zeros(n,12);

hoptimalizacia
for i=1:n
x00 = X(i,:);
y00 = Y(i);
b00 = B(i,:);
00 = F(i);
g00 = G(i,:);
EO = E1(i);
AA = [-X Y -B zeros(n,1) zeros(n,3);

zeros(n,3) -Y zeros(n,3) -F G];
bb

zeros(2*n,1);
Adeq = [x00 zeros(1,8);
zeros(1,3) y00 zeros(1,3) f00 zeros(1,3);
zeros(1,8) g00];
bbeq = [1 1 EO];
11b = zeros(11,1);
ff = -[zeros(1,3) y00 -b00 zeros(1,4)];
[xx,ffval, exitflag] = linprog(ff, AA, bb, AAeq, bbeq, 1llb, []);
ffval = -ffval;
M2(i,:)=[ffval,xx’];

end

%vysledné efektivity
E2 = M2(:,1);

efektivityEES_prepojene = [char(text) num2str(M2(:,1))]
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PRILOHA C - Russellove modely a neprepojené podsystémy

e Russellov model - EES

[num, txt] = xlsread(’D:\Diplomova praca\mesta.xlsx’);

data = num(:,4:14);

text = txt(2:end,2);

HEES vstupy - kapitdl, préaca, energia (normalizované)
X1 = data(:,1)/max(data(:,1));

X2 = data(:,2)/max(data(:,2));

X3 = data(:,3)/max(data(:,3));

X = [X1 X2 X3]7;

HEES Ziaduci vistup - HDP (normalizované)

Y = (data(:,4)/max(data(:,4)))’;

HEES neziaduce vistupy - odpady (normalizované)

Bl = data(:,5)/max(data(:,5));
B2 = data(:,6)/max(data(:,6));
B3 = data(:,7)/max(data(:,7));

B = [B1 B2 B3]’;

hrozmer vektora vstupov EES

x = size(X,1);

JipoCet DMU jednotiek

n = size(X,2);

hrozmer vektora neziaducich vystupov EES
b = size(B,1);

hrozmer vektora Ziaducich v§stupov EES
y = size(Y,1);

hinicializdcia neznamych pre efektivity
riesenieRUSSELL = zeros(n,1);

thetaX

zeros(n,x) ;

thetaB

zeros(n,b);

phiY = zeros(n,y);

% RUSSELLQOV MODEL
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for i = 1:n
cvx_begin sdp
variable theta x(x)
variable theta b(b)
variable phi(y)
variable psii(y)
variable lambda(n)
minimize 1/(x+b+y)*(ones(1l,x)*theta_x+ones(1l,b)*theta_b+ones(l,y)*psii)
subject to
X*lambda <= theta x.*X(:,i);
Bxlambda <= theta b.*B(:,i);
Y*lambda >= phi.*Y(:,i);
theta_x <= ones(x,1);
theta_b <= ones(b,1);
lambda >= O;
phi >= ones(y,1);
[diag(phi), eye(y); eye(y), diag(psii)]l >= 0;
cvx_end

riesenieRUSSELL(i) = cvx_optval;

thetaX(i,:) = theta_x;
thetaB(i,:) = theta_b;
phiY(i,:) = phi;

end

hvysledné efektivity

efektivityRUSSELL_EES = [char(text) num2str(riesenieRUSSELL)];

e Russellov model - SS1

[num, txt] = xlsread(’D:\Diplomovad praca\mestd.xlsx’);

data = num(:,4:14);

text txt(2:end,2);

%3S vstup - fisSkdlne nadklady (normalizované)
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F = (data(:,8)/max(data(:,8)))’;

%SS vistupy - stupne spokojnosti (normalizované)

G1 = data(:,9)/max(data(:,9));
G2 = data(:,10)/max(data(:,10));
G3 = data(:,11)/max(data(:,11));

G = [Gl G2 G3]’;

hpoCet DMU jednotiek

n = size(F,2);

hrozmer vektora vstupov SS

f = size(F,1);

hrozmer vektora vystupov SS

g = size(G,1);

%hinicializdcia neznamych pre efektivity
riesenieRUSSELL = zeros(n,1);

thetaF = zeros(n,f);

phiG = zeros(n,g);

’% RUSSELLOV MODEL
for i = 1:n
cvx_begin sdp
variable theta f(f)
variable phi(g)
variable psii(g)
variable lambda(n)
minimize 1/(f+g)*(ones(1,f)*theta_f+ones(1l,g)*psii)
subject to
Fxlambda <= theta_f.*F(:,1);
Gxlambda >= phi.*G(:,1i);
theta f <= ones(f,1);
lambda >= 0;
phi >= ones(g,1);
[diag(phi), eye(g); eye(g), diag(psii)] >= 0;
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cvx_end

riesenieRUSSELL(i) = cvx_optval;
thetaF(i,:) = theta f;

phiG(i,:) = phi;

end

hivysledné efektivity
efektivityRUSSELL_SS1 = [char(text) num2str(riesenieRUSSELL)];

e Russellov model - SS2

[num, txt] = xlsread(’D:\Diplomovad praca\mestd.xlsx’);

data = num(:,4:14);

txt(2:end,2);

text
%SS vstup - fiSkdlne ndklady (normalizované)
F = (data(:,8)/max(data(:,8)))’;
%SS vstup - HDP (normalizované)
Y = (data(:,4)/max(data(:,4)))’;

%SS vystupy - stupne spokojnosti (normalizované)

Gl = data(:,9)/max(data(:,9));
G2 = data(:,10)/max(data(:,10));
G3 = data(:,11)/max(data(:,11));

G = [G1 G2 G3]’;

%poCet DMU jednotiek

n = size(F,2);

hrozmer vektora vstupov SS

f = size(F,1);

Jirozmer vektora vstupov SS

y = size(Y,1);

hrozmer vektora vystupov SS

g = size(G,1);

hinicializdcia nezndmych pre efektivity

riesenieRUSSELL = zeros(n,1);
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thetaF = zeros(n,f);

thetaY = zeros(n,y);

phiG = zeros(n,g);

% RUSSELLOV MODEL
for i = 1:n
cvx_begin sdp
variable theta f(f)
variable theta_y(y)
variable phi(g)
variable psii(g)
variable lambda(n)
minimize 1/(f+y+g)*(ones(1l,f)*theta_f+ones(1l,y)*theta_y+ones(l,g)*psii)
subject to
Fxlambda <= theta f.*F(:,1i);
Y+xlambda <= theta_y.*Y(:,i);
Gxlambda >= phi.*G(:,i);
theta f <= ones(f,1);
theta_y <= ones(y,1);
lambda >= O;
phi >= ones(g,1);
[diag(phi), eye(g); eye(g), diag(psii)] >= 0;
cvx_end
riesenieRUSSELL(i) = cvx_optval;
thetaF(i,:) = theta_ f;
phiG(i,:) = phi;

end

hvysledné efektivity

efektivityRUSSELL_SS2 = [char(text) num2str(riesenieRUSSELL)];
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PRILOHA D - Russellove modely a Network DEA

e Russellov model a Network DEA - CRS/VRS

[num, txt] = xlsread(’D:\Diplomova praca\mesta.xlsx’);

data = num(:,4:14);

text = txt(2:end,2);

HEES vstupy - kapitdl, préaca, energia (normalizované)
X1 = data(:,1)/max(data(:,1));

X2 = data(:,2)/max(data(:,2));

X3 = data(:,3)/max(data(:,3));

X = [X1 X2 X3]7;

Jprepojenie - HDP (normalizované)

Y = (data(:,4)/max(data(:,4)))’;

HEES neziaduce vystupy - odpady (normalizované)

Bl = data(:,5)/max(data(:,5));
B2 = data(:,6)/max(data(:,6));
B3 = data(:,7)/max(data(:,7));

B = [B1 B2 B3]’;
%SS vstup - fiskalne ndklady (normalizované)
F = (data(:,8)/max(data(:,8)))’;

%SS vistupy - stupne spokojnosti (normalizované)

G1 = data(:,9)/max(data(:,9));
G2 = data(:,10)/max(data(:,10));
G3 = data(:,11)/max(data(:,11));

G = [Gl G2 G3]’;

hrozmer vektora vstupov EES

x = size(X,1);

JipoCet DMU jednotiek

n = size(X,2);

hrozmer vektora neZiaducich vystupov EES
b = size(B,1);

hrozmer vektora vstupov SS
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f = size(F,1);

hrozmer vektora vystupov SS

g = size(G,1);

hinicializdcia nezndmych pre efektivity
riesenieRUSSELL = zeros(n,1);

thetaX

zeros(n,x) ;

thetaB = zeros(n,b);

thetaF = zeros(n,f);

phiG = zeros(n,g);

’» RUSSELLOV MODEL
for i = 1:n
cvx_begin sdp

variable theta x(x)

variable theta b(b)

variable theta_ f(f)

variable phi(g)

variable psii(g)

variable lambda 1(n)

variable lambda 2(n)

minimize 1/(x+b+f+g)*(ones(l,x)*theta_x+ones(1l,b)*theta_ b + ...

. +ones(1,f)*theta_f+ones(1l,g)*psii)

subject to
X*lambda 1 <= theta_x.*X(:,1i);
Bxlambda 1 <= theta b.*B(:,i);
Y*lambda 1 == Y(:,1i);
Y*lambda 2 == Y(:,i);
Fxlambda 2 <= theta f.xF(:,i);
Gxlambda_2 >= phi.*G(:,1i);
theta x <= omnes(x,1);
theta b <= ones(b,1);

theta_f <= ones(f,1);
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lambda 1 >= 0;
lambda_ 2 >= 0;
%»v pripade VRS treba vypnit komentar na nasledujice 2 riadky:
%ones(1,n)*lambda 1 == 1;
%hones(1,n)*lambda 2 == 1;
phi >= ones(g,1);
[diag(phi), eye(g); eye(g), diag(psii)]l >= 0;
cvx_end

riesenieRUSSELL(i) = cvx_optval;

thetaX(i,:) = theta_x;
thetaB(i,:) = theta_b;
thetaF(i,:) = theta f;
phiG(i,:) = phi;

end

hvysledné efektivity
efektivityRUSSELL_NDEA = [char(text) num2str(riesenieRUSSELL)];
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