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Abstrakt v statnom jazyku

HANUS, Juraj: Cyklicky konvergenény model tirokovych mier [Diplomové praca], Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Mgr. Bedta Stehlikovd, PhD.,
Bratislava 2020,78 s.

V tejto diplomovej préci je zhotoveny model, ktory popisuje priebeh trokovej miery
v case. Dany model ma dve charakteristické vlastnosti - je cyklicky a zaroven kon-
vergencny. V préci sa po dostatotne uvedenom teoretickom zaklade postupne odvodi
pravdepodobnostné rozdelenie modelu a vypocitaju sa ceny dlhopisov. Nasledne sa vy-
kona kalibracia modelu ukoncena odhadnutim trhovej ceny rizika - parametrom, ktory

do priebehu kratkodobej irokovej miery nevstupuje.

KIiéové slova: stochasticky proces, irokové miera, Vasickov model, cyklicky model,
dvojfaktorovy model, konvergenény model, cena dlhopisov, kalibracia, metoda

maximalnej vierohodnosti



Abstract

HANUS, Juraj: Cyclical-convergence model of interest rates [Diploma thesis], Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of applied mathematics and statistics; supervisor: doc. RNDr. Mgr. Bedta Stehlikov4,
PhD., Bratislava 2020,78 p.

In this diploma thesis the interest-rate model, which describes the evolution of in-
terest rates in a time, is made. The model has two characteristic attributes - it is both
cyclical and convergence. In the thesis, after sufficiently quoted theoretical background,
the probability distribution of the model is deduced and prices of bonds are calculated.
This is followed by a calibration of the model ended by the estimation of a market

price of risk - the parameter, which is not present in the short rate process.

Keywords: stochastic process, interest rate, Vasicek model, cyclical model,
multi-factor model, convergence model, price of bonds, calibration, maximal

likelihood estimation
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Uvod

Kazdy defi moze clovek pozorovat vo svojom Zivote isti ndhodnost. Nie je tomu inak
ani vo svete bankovnictva a financii, kde vieme v si¢asnosti popisovat aj (Eiastocne)
ndhodny vyvoj finanénych ukazovatelov, ako si napriklad cena akcie, ¢i tirokova miera.
Prave vyvoju urokovej miery je venovana tato diplomova préca.

Je vSeobecne zname, ze v sicasnosti zazivame dobu zapornych trokovych mier, kedy
sa napriklad mesacny EURIBOR (Euro Interbank Offered Rate) pohybuje okolo -0,4%.
Je to dosledok nestandardnej menovej operdcie ECB (Eurépskej centrélnej banky)
motivovanej cielom stimulovat ekonomicky rast.

Model drokovych mier, ktory je navrhnuty v tejto praci, ma privlastky cyklicky a
konvergencny. Dovodom cyklickosti je zahrnutie cyklov v limitnej hodnote turokove;j
miery a vo volatilite, zatial ¢o konvergenény charakter je sposobeny tym, Ze tirokovii
mieru ovplyvinuju dva faktory, pricom jeden k druhému konverguje. D4 sa napriklad
pozorovat, Ze urokova miera krajiny, ktord sa chystd vstipif do menovej tnie - v
nasom konkrétnom pripade Eurozény - je dlhodobo pritahovand k trokovej sadzbe
danej menovej unie.

Urokové miery su dané ako riesenia systému stochastickych diferencialnych rovnic.
V nasom pripade je hodnota uz spominanej EURIBOR sadzby prvou zlozkou tohto
systému (d'alej eurépska zlozka) a hodnota irokovej miery v Bulharsku druhou zlozkou
(dalej doméca zlozka). Bulharsko sme zvolili kvoli tomu, Ze je to §tét, ktory uz je clenom
Eurépskej tinie (od roku 2007) a ktory sa zaviazal prijat euro, ked splni potrebné
podmienky - konvergencné kritéria. Tieto kritéria sa nazyvaju Maastrichské kritéria a
Bulharsko ich ma splnené uz vsetky okrem ERM-II, ¢o je dvojro¢né obdobie, pocas
ktorého sa pozoruje stabilita vimennych kurzov. Statu konéf toto obdobie v juli 2020
a teda posledna prekazka pred vstupom do Eurozény bude upravenie ich legislativy.
Prijatie eura je zatial napldnované na rok 2023.

K zostaveniu modelu sme potrebovali silny financno-matematicky zaklad a stochas-
ticky kalkulus sa ukédzal ako nevyhnutny ndstroj pre pracu. Preto sme sa rozhodli,
ze prvu kapitolu venujeme teoretickym zakladom, obsahujicim aj potrebné vedomosti
tykajuce sa financnych derivatov. V pripade, Ze na nejakom mieste v diplomovej praci

budeme potrebovat definovat iné pojmy, definicie uvedieme v prislusnej kapitole.



V druhej kapitole zhotovime model a vysvetlime vyznam jeho jednotlivych para-
metrov. Nasledovnd kapitola sa bude venovat odvodeniu pravdepodobnostného rozde-
lenia urokovych mier, ktoré modelujeme. V predposlednej kapitole sa ocenia dlhopisy,
ktorych cena je dand ako riesenie parcidlnej diferencidlnej rovnice (dalej PDR). Précu
ukon¢ime odhadnutim hodnot parametrov (kalibrécia modelu) vyuzijuc redlne déta.
Odhadovanie parametrov bude prevedené metédou maximalnej vierohodnosti a bude

ukoncené odhadnutim trhovych cien rizika z redlnych vynosovych kriviek.



1 Teoreticky zaklad

Pre pochopenie problematiky, ktorou sa zaobera tato diplomova praca, je nutna zna-
lost tedrie miery a integralu. Na tejto tedrii je postaveny stochasticky kalkulus, ktorého
zakladné definicie, vety a tvrdenia uvadzame v prvej podkapitole. Aplikacie stochas-
tického kalkulu vo finan¢nych derivatoch si uvedené v druhej podkapitole, pricom

nasim primarnym zameranim budu turokové miery.

1.1 Stochasticky kalkulus

Majme pravdepodobnostny priestor (2, F, P), kde € je dand mnozina, P pravde-
podobnostnd miera na tejto mnozine a F je o—algebra meratelnych mnozin na Q a

P.

Definicia 1.1. (Stochasticky proces) [1]
Stochasticky proces je siubor ndhodnijch premennijch X = {X;;0 <t < oo} na pravde-

podobnostnom priestore (Q, F, P) s hodnotami v R, Pre kazdé t je
w— Xi(w);weQ
nahodnd premennd. Ak fizujeme w € Q, dostavame funkciu
t— Xi(w);0 <t < oo,
ktord sa nazyva trajektoria X priradend w.

Definicia 1.2. (Brownov pohyb) [2]

Brownov pohyb {X;,t > 0} je t-parametricky systém ndhodnych velic¢in, pricom

i) vsetky prirastky X, a — Xy maji normdlne rozdelenie so strednou hodnotou pA a

disperziou (alebo aj varianciou) o?A

ii) pre kazdé delenie tg = 0 < t; < to < ... < t, su prirastky Xy, — X4y, Xoy —
Xy ooy Xy, — Xy, nezdvislé ndhodné premenné s parametrami podla

predchddzajiceho bodu

iii) Xo=0.
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Definicia 1.3. (Wienerov proces) [2]

Brownov pohyb s parametrami p = 0,02 = 1 nazjvame Wienerov proces.
Pozndmka: V praci budeme dalej oznacovat Wienerov proces ako W, pripadne w.

Definicia 1.4. (N;-adaptovanost) [1]
Nech { N, }i>0 je rastici systém o-algebier na ) (t.5. Ny, D Ny, prets > tq). Stochasticksy

proces
g(t,w) :[0,00) x Q2 — R
je Ni-adaptovanyj, ak pre kazdé t > 0 je funkcia
w— g(t,w)
N;-meratelnd.

Definicia 1.5. (Mnozina funkcii pre kt. je definovany Itéov integral) [1]
Nech Wi(w) je Brownov pohyb na (Q,F, P). Symbolom T = Y(S,T) oznaéme triedu

funkcit
flt,w):[0,00) x 2 — R
takych, Ze

i) funkcia (t,w) — f(t,w) je B x F - meratelnd, kde B oznacuje borelovské mnoZiny

na [0, 00)
i) stochasticky proces f(t,w) je F}¥-adaptovans
i) E [fSTfZ(t,w)dt] < .
Pre f(t,w) € v bude definovany Itéov integral
T
/ £ (b, w)dWi(w).
s

Poznamka: Kijosi Ité bol japonsky matematik, priekopnik tedrie stochastického kal-
kulu a stochastického diferencného poctu. Zaklad tejto tedrie polozil vo svojom ¢lanku

»Stochastic integral® [9] z roku 1944. Zomrel v roku 2008 vo veku 93 rokov.
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Definicia 1.6. (Itéov integral pre elementérne funkcie) [1]
Funkcia ® € Y(S,T) sa nazyva elementdrna, ak

n—1

O(t,w) = = ei(w)x[tutwﬂ'
=0

Pre elementdrne funkcie definujeme Itéov integrdl ako
T
/ Dt w)dWi(w) = 3 e5(w) (Wi, — W) ().
5 320
Definicia 1.7. (Itéov integral) [1]
Majme priestor L*(Q2, P). Nech f(t,w) € Y(S,T) a nech ¢,(t,w) je postupnost ele-

mentdrnych ohranicenych funkcii takd, Ze

lim B (/; (F(tw) — gon(t,w))Zdt) 0.

n—oo

Potom pre kaZdi elementdrnu funkciu mozino spoéitat Itéov integrdl

Lo(w) = /S o () AW ().

Plati, ze postupnost {I,(w)}, > 0 je Cauchyovskd a vzhladom k tplnosti priestoru
L*(Q, P) emistuje prdve jedna limita. Pre funkciv f(t,w) € Y(S,T) teraz definujeme
Itoov integral

/S ft,w)dWy(w) := lim on(t, w)dW(w),

n—o0 S

pricom limita sa mysli v zmysle priestoru L*(), P) a nezdvisi od zvolenej postupnosti

elementarnych funkcii ¢, (t,w).

Lema 1.8. (Rozdelenie Itéovho integrélu a Itéova izometria) [2]
Nech f(t,w) € Y(S,T). Potom existuje Itdov integral fg f(t,w)dWy, ktory predsta-
vuje mnormdlne rozdelentd ndhodni premenni s rozdelenim N(0,0%(t)), kde o*(t) =

E UST f%t,w)dt} To znamend, Ze platia identity:

E( /ST f(t,w)th> ~ 0,
(/ Tf(t,mdwt(m)z] - 5| ' Pt

Poslednd identita sa nazyva Itéova izometria.

E
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Veta 1.9. (Vlastnosti Itéovho integralu) [1]
Nech f,g € Y(0,7),0< S <U < T a zdroven c € R. Potom plat{

i) fs f(t,w)dWy(w fs f(t,w)dWy(w) + fU f(t,w)dWy(w) pre skoro vsetky w € Q
i) fs cf(t,w)+g(t,w))dW(w) = cfs ft,w)dW(w +fS (t,w)dW; pre skoro vsetky
w e

iii) E( fS ft,w)dWy(w)) =0
iv) Ndhodnd premennd fST f(t,w)dW,(w) je F -meratelnd.

Poznamka: Pripomenme, Ze pojem ,skoro vSetky* znamend, ze pre niektoré w € €
dané rovnost nemusi platit, ale pravdepodobnost tych w, pre ktoré rovnost neplati, je

nulova.

Definicia 1.10. (Itéov proces) [1]
Nech Wy (w) je Brownov pohyb na (2, F, P). Jednorozmerny Itéov proces je stochasticksj

proces tvaru
Xo(w) = Xo + /Otu(s,w)ds + /Otv(s,w)dWs(w), (1)
kde u,v € Y(S,T) a
P [/t lu(s,w)| ds < oo, Vt > 01 = 1.
0
Stochasticky proces v (1) sa ¢asto zapisuje v diferencidlnom tvare
dXi(w) = u(t,w)dt + v(t, w)dW,
kde funkcia u predstavuje tzv. ,drift“, alebo trend a funkcia v predstavuje volatilitu.

Lema 1.11. (Itéova lema) [1]

Nech Xi(w) je Itéov proces
dXi(w) = u(t,w)dt + v(t, w)dW;.
Nech g(t,z) € C*(|0,00] X R). Potom
Yi(w) = g(t, Xi(w))
je tiez Itoov proces a plati

2

at (t, X,)dt + g (X%, + 29 x

a¥: = 0 2 0z
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Lema 1.12. (Viacrozmerna Itéova lema) [2]
Majme C? hladki funkciv f = f()z,t) : R" x R — R wvektorového argumentu X =
(X1, Xo, ..., X,)T. O premenngch X;,i = 1,....,n budeme predpokladat, Ze vyhovuji
sustave stochastickiyjch diferencidlnych rovnic
dX; = (X, t)dt + zn:aik()?,t)dwk,
k=1
kde W = (Wi, Wa, ... W)T je vektor Wienerovijch procesov, ktoré maji navzdjom

nezavislé prirastky, t.7.
E(dW;,dWi) =0 pre i#j, E((dW;)?) = dt.
Potom rozvoj diferencidlu df podla prirastkov dt, dX sa dd napisat v tvare

df = (a—f+2K V2 fK) dt + Vx fdX,

kde
dX = (X, t)dt + K(X,t)dW,

K jen x n matica

— —

K(X,t) = (0:5(X,1))ij=1,.n,

a vyraz K : V4 fK definujeme ako
2 —~ f
K V5 fK = E GXGX g O k0 k-

1.2 Financné derivaty

Definicia 1.13. (Derivét) [§]
Derivat je financnd sekurita s hodnotou, ktord je zdvisld alebo odvodend od podkladového
aktiva, ¢i skupiny aktiv. Samotny derivat je zmluvou medzi dvoms alebo viacerymi stra-

nami a odvodzuje svoju cenu z kolisania podkladového aktiva.

Definicia 1.14. (Jednofaktorové modely trokovej miery) [2]
Jednofaktorové modely siu také, v ktorych je okamzitd irokovda miera r charakterizovand
pomocou riesenia stochastickej diferencidlne; rovnice, ktord moze mat vo vseobecnosti

tvar
dr = u(t,r)dt + o(t,r)dW;. (2)
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Definicia 1.15. (Mean-reversion proces) [2]
Ak je driftovd funkcia v (2) zvolend ako u(t,r) = k(0 —r), kde k,0 si konstanty, tak

hovorime o mean-reversion procese.

Pozndmka: Parameter 0 nazyvame limitnou trokovou mierou a s rychlostou reverzie
alebo aj rychlostou ndvratu k limitnej tirokovej miere. Inymi slovami, strednd hodnota
tirokovej miery je pritahovand k rovnovaznej hodnote 6, pri¢om sila tohto pritahovania

je dand parametrom r. [2]

Definicia 1.16. (Vasickov model) [2]
Nech je volatilita v mean-reversion procese konstantnd, t.j. o(t,r) = o. Potom dostdvame

tzv. Vasickov model:
dr = k(0 — r)dt + odW,. (3)

Poznamka: Vasickov model je jeden z najstarsich modelov vyvoja okamzitej trokovej
miery. Co bolo doneddvna povazované za jeho nevyhodu - pripuistanie zdpornych
urokovych mier - je v dnesnych ¢asoch nestandardnych menovych operécii jeho vyhodou.
Meno nesie po svojom zhotovitelovi Oldfichovi Vasickovi, ktory model publikoval vo

svojom ¢lanku v roku 1977. [10]

Existuju aj dvoj- a viac faktorové modely. V takomto pripade je okamzita irokova
miera funkciou dvoch (alebo viac) faktorov, ktoré od seba mozu navzdjom zédvisiet,
ale mozu napriklad zévisiet aj od inych veliéin na trhu. Prikladom dvojfaktorového
modelu je konvergenény model uvedeny v [3], kde moézeme pozorovat, Ze vivoj domécej

urokovej miery zavisi od eurépskej tirokovej miery.

Definicia 1.17. (Dvojfaktorovy model) [2]
Nech trokovd miera je funkcia faktorov x,y t.j. r = r(x,y). Vo vseobecnom pripade
dvojfaktorového modelu budeme predpokladat, Ze faktory x,y vyhovuji nasledovnym

stochastickym diferencidlnym rovniciam:

dr = pa(z,y)dt + oy(z,y)dWh, (4)

dy = py(z,y)dt +oy(x,y)dWs, (5)

pricom koreldcia prirastkov dWy, a dWy Wienerovych procesov Wy a Wy je konstanta
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Tvrdenie 1.18. (Ocenovanie dlhopisov v jednofaktorovych modeloch) [2]

Majme dlhopis B so splatnostou v éase T. Oznacme cenu dlhopisu ako P(r,t,T), drift
ceny dlhopisu ako pp(r,t) a volatilitu ceny dlhopisu ako op(r,t). Pre definované veliciny
existuje takd funkcia A(r,t), Ze je splnend identita

)\( t) _ /J“B(Tv l T) — TP<T7 2 T)
nh = O'B(T, t, T)

(6)

pre lubovolni maturitu T. Tdto funkcia X sa nazjva trhovd cena rizika, lebo vyjadruge
ocakdvany ndrast vynosu dlhopisu na jednotku rizika. Dosadenim funkcii ug a og do

(6) nakoniec dostdvame parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P(r,t,T):

oP oP  o*(r,t) O*P B
E + (/L(?", t) - )\(7‘, t)) W + TW —rP =0. (7)

V' okamihu splatnosti je hodnota dlhopisu rovnd jednej, a to bez ohladu na aktudlnu
hodnotu okamZzitej drokovej miery. Teda funkcia P(r,T,T) musi spl/ﬁat’ termindalovi

podmienku
P(r,T,T)=1 prekazdé r > 0.

Tvrdenie 1.19. (Ocenovanie dlhopisov v dvojfaktorovych modeloch) [2]
Oznacéme P = P(x,y,t) cenu dlhopisu zdvisli od faktorov x,y a ¢asu t. PouZitim

viacrozmernej Itoovej lemy dostaneme
dP = udt + O'1dW1 + O'QdWQ,

kde p = p(z,y,t) a o; = oi(x,y,t) si dané vztahmi

opP oP orP o2 0* o, P

MO e T ey T e T o gy TP gy
)
T T
. op
09 = O'ya—y.

Existuju také funkcie A1, \o, Ze plati
w(Ti) — rP(T;) = Moy (T;) + Aaoo(Th), pret=1,2,3.

Kedze doby splatnosti (maturity) T; si lubovolné, tak funkcie A1, \a nemozu zdvisiet

od maturity dlhopisov. Teda
>\1 :/\1(%3/,75)7 )‘2 :>\2('r7y7t)'
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Dosadenim p, o0, a o9 napokon dostavame parcialnu diferencidlnu rovnicu pre cenu

dlhopisu:
oP oP oP
5 T (b — )\1%)% + (ky — )\2%)8_3/ +
o2 9 o, 5 0?pP
9 9 | %y O g P—0
+ 5 52 + 2 07 + pogoy 900y r(z,y) 0

Poznamenajme, Ze funkcie A, Ao nazyvame trhovymi cenami rizika jednotlivych fakto-

Tov.
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2 Zostavenie modelu

Vo vela finan¢nych aplikdciach matematiky je predpokladané, Ze tirokovd miera je
konstantna. V skutocnosti sa vSak hodnota urokovej miery neustdle meni a dokonca
existuji urokové miery s roznymi splatnostami.

V tejto diplomovej praci modelujeme tzv. okamziti (kratkodobt) trokovd mieru
(short-term interest rate). Je to irokova miera na nekonecne kratky cas. Treba pozna-
menat, Ze pri takejto definicii je to iba teoretickd veli¢ina, ktord sa prakticky nahradza
urokovou mierou na kratky cas, napriklad jeden mesiac, tri mesiace, ¢i pol roka.

Nasim cielom je zostavit model, ktory vznikne ako kombindcia cyklického modelu
uvedeného v [4] a konvergencného modelu z ¢lanku [3]. Z poévodného jednofaktorového
modelu teda vznikne dvojfaktorovy. To znamend, Zze budeme predpokladat, Ze okamzitd
urokova miera konverguje ku hodnote inej trokovej miery, ktorou je ovplyviovana.
Inymi slovami, v nasom pripade budeme modelovat vyvoj dvoch trokovych mier,
pricom jedna je zaroven aj dlhodobo rovnovazna hodnota pre druhi. Ako bolo spome-
nuté v uvode, tak jedna z trokovych mier je domaca, t.j. pre krajinu, ktora sa chysta
vstiipit do menovej tnie (Bulharsko) a druhd je eurépska, ¢ize priznacnd pre dant
menovu uniu.

Cyklickost modelu znamend, Ze v sebe zahifia cykly vo volatilite a v dlhodobo
rovnovaznej hodnote (niekedy nazyvanej aj limitna drokové miera [2]). Zabezpeéime ju
harmonickym oscildtorom, danym ako f(¢) = A-sin(¢p—wt), kde A oznacuje amplitidu,
¢ predstavuje fdzovy posun a parameter w je ¢asovd frekvencia. Vd'aka tejto funkcii je
jednoducho zabezpecené cyklické spravanie modelu.

Publikovany model v [4] garantoval nezédpornost tirokovych mier, pretoze autori mo-
delovali volatilitu ako oy4/7;. V stiCasnosti vsak dlhodobo zazivame obdobie zapornych
tirokovych mier, preto pri zostavovani modelu budeme vychadzat z Vasickovho modelu,
ktory zaporné tirokové miery pripusta.

Vo vseobecnosti budeme mat dve stochastické diferencidlne rovnice:

drg = pa(t,r)dt + oq(t,r)dW, (8)
dre = pe(t,r)dt + o.(t,r)dWs. (9)

Stochasticka diferencidlna rovnica pre okamziti doméacu trokovi mieru zavisi od
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celoeurdpskej trokovej miery. Preto konstantu 6; z mean reversion procesu nahradime
aktudlnou hodnotou eurépskej irokovej miery. Limitni trokovi mieru pre eurépsku
zlozku ozna¢me ako 0,. KedZe vychddzame z Vasickovho modelu, tak pri modelo-
vani oboch zloziek (domécej aj eurdpskej) sa vyskytuje rychlost konvergencie, alebo aj
rychlost ndvratu k limitnej irokovej miere, ktorti oznaéime ako b pre domécu mieru
a ¢ pre eurdopsku. Volatilita v domacom, respektive eurépskom modeli je o4, resp. .
Uvedomme si, ze prirastky Wienerovych procesov W, (pre eurépsku zlozku) a Wy (pre
domécu zlozku) si korelované s konstantnou koreldciou p, t.j. E(dW.dW,) = pdt.

Vychadzajic z [3] vyzerd nads model vo vSeobecnosti nasledovne:

dre = (0. —re)dt + o.dW, (10)
de = b(?”e —’I"d) dt+0’dde. (11)

Dalej postupujme podla [4] a vyssie spomenutého harmonického oscilatora, pomocou
ktorého budeme modelovat limitné trokové miery aj volatility. Budeme predpokladat,

ze su nahradené funkciami ¢asu, respektive ndhodnou premennou:

0., — Aesin(p — wt) (12)
04, — e (13)
0, — Besin®(p — wt) (14)
04, — Basin®(p — wt). (15)

Na zéklade poznatkov uvedenych vyssie vieme zostavit dvojfaktorovy model, ktory
bude konvergenény. Zarovein vieme zabezpecit cyklické spravanie vd'aka tomu, zZe li-
mitné drokové miery a volatility modelujeme cez harmonicky oscilator.

Vychéadzajic z poznatkov a predpokladov uvedenych v tejto kapitole vieme zostavit
stustavu stochastickych diferencidlnych rovnic pre vyvoj eurépskej a domécej tirokovej

miery. Této sustava je zdklad pre nds model a vyzerd nasledovne:

dre = c(Agsin (¢ —wt) —r.)dt + B, sin? (¢ — wt)dW, (16)
drg = b(re —rg)dt + Bgsin® (¢ — wt)dW,, (17)

pricom koreldcia p je konstanta a plati pre nu, ze E(dW.dW,) = pdt.
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Co sa tyka parametrov, tak vieme, ze rychlosti konvergencif (¢ize parametre c, b)
musia byt kladné, aby zabezpecili stabilitu modelu v dlhodobom horizonte. Parametre
vystupujice vo volatilite (Be, By) st, prirodzene, kladné. Limitnd hodnota eurdpskej
tirokovej miery (¢ize hodnota, ku ktorej je EURIBOR dlhodobo pritahovany) moze
byt z pragmatickych dovodov Iubovolného znamienka, preto A, € R. Rovnako sa na
parametre ¢, w nevzfahuji ziadne obmedzenia. Uvedomme si vsak, Ze volbou w = 0
dostavame klasicky Vasickov model, ¢o bude neskor vyuzité v kalibracii.

To, Ze model priptista zdporné trokové miery, ukdzeme v d'alsej kapitole.
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3 Odvodenie strednej hodnoty a disperzie tiirokovych
mier

Na efektivne nardbanie s modelom potrebujeme poznat pravdepodobnostné rozde-
lenie urokovych mier. Predpokladame, ze priebeh strednej hodnoty a disperzie bude
cyklicky, vzhladom k sposobu ich priradenia v (12) az (15). Majme systém stochas-
tickych diferencidalnych rovnic odvodenych v predoslej kapitole

dre = c(Aesin(¢ — wt) — r.)dt + Besin®(¢ — wt)dW, (18)
drg = b(re —rq)dt + Bgsin®(¢ — wt)dW, (19)

ktory si mozeme prepisat ako

—c 0 cAesin(¢p — wt)
dr = rdt + dt +
b —b 0
B.sin?(¢ — wt 0
+ (6= wh) aw, — (20)
0 Bgsin?(¢ — wt)
kde
Te dre W, dw,
r= ,dr = W = AW, = (21)
Td drd Wd de
Oznacme
—c 0
M = (22)
b —b
cA.sin(¢p — wt
F(t) - = (23)
0)
B.sin?(¢ — wt 0
Blt) - 0= (21)
0 Bgsin?(¢ — wt)

Na zdklade vyssie uvedeného vieme formulovat model v maticovom tvare:
dr = Mrdt + F(t)dt + B(t)dW,. (25)

Pri rieSen{ diferencidlnych rovnic vie byt uzitoénd maticovd exponenciéla [11]. Po vy-

tvoreni maticovej exponencidly pre maticu M mame

Mt = : (26)



Maticovii exponencidlu e~ vyuzijeme ako tzv. integralny faktor, ktorym prendsobime
rovnicu (25).

Dostavame
e Midr = Me ™Mirdt + e ™M F(t)dt + e ™ B(t)dW,. (27)

. o v ) ’ . e . . LY ~ ’ —
Potrebujeme vyriesit tuto diferencidlnu rovnicu, teda zistit, comu sa rovna d [e M tr}.

Vieme, ze
et 0 Te er,
e Mty = = . (28)
ﬁ(ebt . ect) bt rq chb(ebt . ect) + bty
Oznacéme teda
g1 (t7 Te, Td) - €Ct/re (29)
b
go(t,re,rq) = - b(ebt — ) 4 elry. (30)
Zrejme
t,re,T d
g(t,re,rq) = 91 ) — dg = & ) (31)
Ga(t,re,Ta) dgs

Na zéklade viacrozmernej Itéovej lemy uvedenej v prvej kapitole vieme vypoéitat, ze

dg, = ceredt + edr., (32)
respektive
b
dgy = (—b(bebt —ceMre + bebtrd> dt + b(ebt — edr, + "dry. (33)
c— c—
Spojenim oboch zloziek mame
e 0 dr,
dg = -+
c%b(ebt . 6ct) 6bt d?”d
c 0 et 0 Te
+ dt = (34)
b b %(ebt _ ect) ebt ry
= e Mar — Me Mirdt,
¢im sme sa dopracovali k
d e Mr] = e Mdr — Me Mirdt. (35)
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Z (27) vieme, ze
deMr] = eMF@)dt + e M B(t)dW, (36)
e Mir(t) —r(0) = /t e M F(s)ds + /t e M5B (s)dWs, (37)
0 0
z ¢oho vyplyva rieSenie pre r(t)
r(t) = eMir(0) + /Ot eM(t_s)F(s)ds + /Ot e M=) qy,. (38)

Pozndmka: V predchadzajucich rovnostiach sa vyskytuje zapis, ktory obsahuje integral

z vektora. Rozumieme pod tym integrovanie po zlozkach.

Pozndmka: Z rovnice (38) na zaklade vlastnosti Itéovho integralu uvedenej v leme (1.8)

vyplyva, ze irokova miera je normalne rozdelena.

Po rozpisani (38) po zlozkdch méme:

/ o ")
r(t) = b (eb ety b r(0) +
e~ 0 t e’ 0 cAsin(od — ws
+ : / (@ ) ds +
C%bb(e_bt _ G_Ct) €_bt 0 %(ebs GCS> ebs 0
et 0
+ : (39)
b (e — gmct) g b
t e’ 0 B.sin?(¢ — ws 0
/ (¢ —ws) aw.
0\ L(eh —e) el 0 Bgsin?(¢ — ws)
Pre lepsiu prehladnost si oznac¢ime r(t) ako
r(t) = Prvé cast (PC) + Druh4 ¢ast (DC) + Stochasticka cast (SC), (40)

pricom prvé dve casti su deterministické. S tymito oznaceniami budeme v tejto kapitole

pracovat.
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3.1 Deterministicka ¢ast

V tejto podkapitole vypocitame deterministicku zlozku trokovej miery, ¢im ziskame

stredné hodnoty eurépskeho a doméceho submodelu. Pre prvi cast (PC) plati:

. e 0 e 0 7.(0)
PC - b —bt —ct —bt T(O) - b —bt —ct —bt -
e —e™) e e —e™) e r4(0)
e “r. (0
= ©) . (41)
L (e — e=)r(0) + ePhry(0)
Pre druht ¢ast (DC) plati, ze
3 e 0 ¢ ecs 0 cAsin(¢ — ws)
DC = / ds. (42)
cﬁb (efbt efct) efbt 0 ﬁ(ebs _ 603) ebs 0
Oznacme
t
Ini(c) = / e® sin(¢p — ws)ds = (43)
0
1 ct .: ct .
= m(ee sin(¢ — wt) + we” cos(¢p — wt)) — m(e sin(¢) + w cos(9)),
potom
t ecs 0 cA.sin(¢p — ws cAcdy(c
/ (¢ ) s — 0.(c) (44
0 ﬁ(ebs —e) ebs 0 % [Lo.4(b) — Ip+(c)]
Celd druh4 cast je teda rovna
3 e~ 0 cA.dy(c
DO — 0.(c) _
aple™ —em ) e |\ %5 [To4(b) — Tou(c)]
cAce Iy 4(c)
% (e7t 15,4 (b) — e~ In4(c)) + %e‘bt (Io(b) — Io.(c))
cA.e Iy (c
= 0:(¢) . (45)

% (e*bt]()’t(b) — e*CtIO,t(c))

Uvedomme si, zZe na zistenie strednej hodnoty procesu nés zaujima iba stredna hod-
nota deterministickej ¢asti (sicet prvej a druhej ¢asti), pretoze strednd hodnota sto-
chastickej ¢asti je nula. Navyse, stredna hodnota deterministickej casti je rovna samot-

nej deterministickej casti. A teda deterministickd cast, ¢ize stredné hodnota tirokovych
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mier je:

E.[riro] = e “r.(0) + cAce " Iy4(c), (46)
b
Eqlriro] = m(‘f*bt — e )re(0) + e rg(0) +
bcA. , _ e
+ m ( bt]o t(b) — € t]()’t(C)) s (47)
kde

t
Ini(c) = / e“sin(¢ — ws)ds. (48)

0

3.2 Stochasticka ¢ast

Méme stochasticky ¢len

. e 0 ¢ ecs 0
SC = /
ﬁ(e—bt _ e—ct) e—bt 0 C%bb(ebs _ ecs) ebs
Bsin?(¢ — ws) 0 dW,
0 Bgsin?(¢ — ws) dWy
¢ ects=t) 0
_ / . (49)
0 ﬁ(eb(s—t) _ ec(s—t)) eb(s—t)
Besin®(¢p — ws) 0 dWe
0 Bgsin?(¢ — ws) dW,
/t e~ Bsin?(¢ — ws)dW, 0
0\ L (e — e Bosin® (¢ — ws) e’ Bysin®(¢ — ws)dWy

/t e~ Bsin? (¢ — ws)dW,
0\ 2 (e7D — o) B sin® (¢ — ws)dW, + e?=) Bysin®(¢ — ws)dW,

Uvedomme si, ze na zistenie disperzie stochastického ¢lena nas zaujima iba dis-
perzia stochastickej casti, pretoze disperzia prvej a druhej casti je nula (kvoli ich
nendhodnosti). Pripomenime, Ze pre disperziu ndhodnej premennej X plati D(X) =

E(X?) — (E(X))2 Z vlastnosti Itéovho integralu uvedenych v prvej kapitole vieme, ze

t 0
E { / M9 B(5)dW, | = : (50)
0 0
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z ¢oho vyplyva, ze

(E [/OteM(t_s)B(s)dWs])Q: 2 . (51)

E
A teda v nasom pripade D(X) = F(X?). Potrebujeme zistif, comu sa rovna ! :
Esy

respektive
¢ e<5=t) B sin?(¢p — ws)dW,
E / (¢ ) (52)
0\ (b7 — efls) Bosin® (¢ — ws)dW, + €7D Bysin®(¢ — ws)dWy

-
Na zistenie strednej hodnoty prvej zlozky F; vyuzijeme Itéovu izometriu, uvedend v

prvej kapitole.

t 2 t
(/ e B.sin?(¢p — ws)dWe) ] = B {/ (e“*~) B,sin®(¢ — ws))2 ds| =
0 0

— /t (e B,sin®(¢ — ws))2 ds. (53)
0

E

Druh4 zloZka je o nieto komplikovanejsia, pretoZe by sme chceli vypoécitat disperziu
suctu. Vieme, ze pre disperziu suc¢tu plati D(X +Y) = D(X) + D(Y) + 2cov(X,Y) a
zaroven cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Uvedomme si, ze v naSom pripade plati,
ze cov(X,Y) = E(XY), z rovnakého dovodu ako (50).

Oznacme:

t
Y(t) = / Lb(eb(s_t) — 7)) B sin?(¢ — ws)dW, (54)
0o ¢~

Z(t) = /0 t "= Bysin? (¢ — ws)dWy. (55)

Na zaklade Itéovej izometrie plati, ze D(Y (t)) = E(Y?(t)), respektive

D(Y(t)) = /Ot <c f b(eb(s_t) — ") B sin®(¢ — ws)) 2 ds. (56)

Analogicky

D(Z(t)) = /0 (eb(s_t)BdsinQ(gb - ws))2 ds. (57)

Teraz uz len zostava zistit, comu sa rovna E(Y () - Z(t)), ¢o je vlastne

t b t
E (/ m(eb(s_t) — e Bsin®(¢ — ws)dWe/ "¢~V Bysin®(¢ — ws)de) . (58)
0o €~ 0
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Na tomto mieste vyuzijeme tzv. ortogondlny rozklad Brownovych pohybov (podla
[12]). Pripomenme, Ze na zdklade formuldcie modelu W,(s) a Wy(s) nie si nezavislé.
Nech U(s) je tiez Brownov pohyb definovany na rovnakom filtrovanom pravdepodob-
nom priestore, ktory je nezavisly s W.(s). Potom mozeme W,(s) ortogonalne rozlozit

a plati:

dWy(s) = pdWe(s) + /1 — p2dU(s). (59)

V nasledujticom vypocte (podla [13]) vyuzijeme fakt, Ze pri postupnom zjemmovan{
delenia ¢asového intervalu sa sucet druhych mocnin prirastkov Brownového pohybu
prestava spraval ndhodne. D4 sa ukdzaf, Ze potom konverguje k dizke ¢asového kroku
na ktorom prirastky s¢itujeme, ¢ize (dW;)? — dt (podla [1]). Inymi slovami, druhd
mocnina prirastku Brownovho pohybu sa pri integracii sprava ako ¢asovy prirastok.
V dalsej casti zuzitkujeme fakt, Ze sticin dvoch integrélov s nezdvislymi Wienerovymi
procesmi, teda sucin dvoch nezavislych integralov, ¢ize v nasom pripade sucin dvoch
nezavislych strednych hodnot, je nula.

A teda E(Y(t) - Z(t)) je rovné

t b t
E [(/ b(eb(s’t) — ec(s’t))Besin2(¢ — ws)dWe/ eb(s’t)BdsiHQ(qﬁ — ws)de>]
o C— 0

top
— K / - b(e“st)—ec(st>)Besin2(¢—ws)dW6dWe>. (60)
L o—

t t
: (/ e’ Bysin?(¢ — ws)pdW, + / e’V Bysin?(¢ — ws) /1 — p%lU)}
0 0

b
=FE <,0/ c b(eb(s’t) — e Besin?(¢ — ws) e Bysin?(¢p — ws)ds + O> :
, Cc—

¢ize

b
EYZ)=E (p/ - b(eb(s_t) — ") B sin®(¢ — ws)e?* ™Y Bysin? (¢ — ws)ds) ,(61)
y C—

z ¢oho vyplyva, ze

t
b
cov(Y,Z) = p/ = b(eb(s_t) — =) B sin®(¢ — ws)e? ™ Bysin®(¢ — ws)ds.  (62)
0
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Celkovo teda vieme povedat, Ze eurépska aj doméca zlozka maji norméalne rozdelenie

s nasledovnymi parametrami rozdelenia:

Ee [ri|ro]
D, [Tt|7"0]

Eaq[rifro]

De [ri|ro]

kde

e r.(0) + cAce "Iy 4(c),

ngg,t(c)7

b —bt
c— b(e B
bcA,

(C > b)QBs (73.0) = B3.(0)) + B3 (12,0)) +

QPBeBd

c—b

t
Ini(c) = /ecssin(qb—ws)ds,
0

f%yt(c) = /t (ec(s_t)sinz(gb — ws))2 ds.
0

(67)

(68)

Pozndmka: Horny index v druhom integréli by mohol u ¢itatela neskor vyvolaf mylny

dojem, Ze ide o druhi mocninu nejakého vyrazu. Motivaciou tohto znacenia bolo

umochovanie integrovanej funkcie. Preto ¢islo dva v hornom indexe v I3 ,(c) nezna-

menda umocnenie integralu, ide vylucne o sposob znacenia.

Na obréazkoch uvedenych na dalsej strane moZno vidief priebeh strednej hodnoty

a disperzie eurdpskej, ako aj domacej zlozky v case t. VSimnime si vplyv zaciatocnej

podmienky, respektive to, ako tento vplyv ¢asom klesa a ostava iba sinusovy priebeh.

Toto sme oc¢akévali vzhladom k tomu, ako sme model formulovali - je to cyklicky model,

ktory v sebe zahina cykly vo volatilite a v limitnej hodnote irokovej miery.
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Stredna hodnota eurdpskej

Disperzia eurépskej

0.02 0.03 0.04 0.05

0.00 0.01

AN

— r0=3 — r0=1.00 — r0=0.50 r0=-0.3

0 5 10 15 20

Casovy krok dt

Obr. 1: Strednd hodnota eurépskej zlozky modelu

Pouzité parametre: ¢ = 0.5, 4. =3.2,w=12,9= %

0 5 10 15 20

Casovy krok dt

Obr. 2: Disperzia eurdpskej zlozky modelu

Pouzité parametre: ¢ = 0.5, B, = 0.3,w =1.2,¢ = %
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Obr. 3: Strednd hodnota domécej zlozky modelu
Pouzité parametre: b = 0.12,c=0.5,A. =32,w =129 =%

Na Obr.3 je viditelnd aj konvergenénd vlastnost modelu - irokova miera v ¢ase kon-
verguje k jednej hodnote, kde sa opit prejavi cyklicky charakter a sinusoidy sa zlicia

do jednej. Zobrazme este disperziu domacej zlozky.
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Casowvy krok dt

Obr. 4: Disperzia domécej zlozky modelu

Pouzité parametre: p = 0.8, B3 = 0.42,w =1.2,¢0 = %
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Vieme, ze zlozky trokovych mier v nasom modeli sa riadia normalnym rozdelenim.Na
demonstraciu normélnosti priddvame jeden obrazok, ktory ukazuje graf hustoty normélneho

rozdelenia eurépskej urokovej miery o tyzden, mesiac, polrok a rok.

40

dnorm(r,E,D)
20
|

— TyZden —— Mesiac Polrok — Rok
| | T T |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Urokové miery

Obr. 5: Hustota eurépskeho modelu pre rézne casy

Pouzité parametre: ¢ = 0.7, B, = 0.7,w =1.4,¢ = 3, A, = 0.3

V dalsich kapitoldch budeme potrebovat poznat tvar strednych hodnot a disperzif
pre nejaky casovy krok, oznac¢me ho At. Postup je analogicky ako na zaciatku tejto
kapitoly, preto ho nie je nutné opitovne uvddzat. Co sa ndm vsak zmeni, je tvar

integralov, z ktorych vychadzame. Cize pre ,posunuti“ irokovi mieru bude platit, ze
t+At t+At
r(t+ At) = eMAr(t) + / eMUFA=9) B (5)ds 4 / MUEFA=I B (5)dW,,  (69)
t t

pricom

e—cAtt 0

eMAL — : (70)
b%c (e—bAt_e—cAt) e—bAt

Ako bolo povedané, deterministickt ¢ast pre trokovd mieru s ¢asovym krokom uz

odtialto pocitame analogicky. Co sa tyka stochastickej Gasti, opét iba uvedieme, z akého
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integralu budeme vychédzat, pretoze vypocet je tiez taky isty. Teda, pre stochasticki

cast plati, ze

670At 0 t+At ecs 0
SOkrok /
c%bb(e_bAt - e—cAt) 6—bAt ¢ C%b(ebs _ ecs) ebs
B.sin?(¢ — ws 0 dW,
(6w -
0 Bgsin?(¢ — ws) dW,
Vypocitanim integrélov sa dopracujeme k nasledovnym rovnostiam:
Ee [Tt+At|Tt] = G_CAtTe(t) + CAGG_C(t+At)It7t+At(C), (72)
De [ripnddr] = Bfffﬂm(c), (73)
b
Eqlrisadr] = p— b(e’bm — e A (t) + e PPlry(t) +
bcA. , _ e
+ b (6 bAt]t,t—i—At(b) —€ At]t,t-i—At(C)) 5 (74)
b\’ 2 (72 72 272
Dqglreadrs] = c—b B; (It,t+At(b) - It,t—i—At(C)) + Bd[t,t+At<b) + 2pBeBy -
b t+At
— /t <€b(sf(t+At)) . ec(sf(t+At)))Sin4(¢ . ws)eb(sf(t+At)d8’<75>
kde
t+At
Lisini(c) = / e“sin(¢p — ws)ds, (76)
t
B t+At )
17 nle) = / (e"Dsin?(¢ — ws)) " ds (77)
t

a teda vieme, ako vyzeraju stredné hodnoty a disperzie aj pre casovy krok At.
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4 Ocenovanie dlhopisov

V tejto kapitole budeme pocitat ceny dlhopisov pre eurépsku a domécu zlozku mo-
delu. Na ich ocenovanie st potrebné trhové ceny rizika, ktoré budeme brat konstantné v
oboch submodeloch. Je to analdgia s Vasickovym modelom [10] a aj s konvergenénym
modelom od Corzovej a Schwartza [3], ktory bol navrhnuty na zdklade Vasickovho

modelu. Zactneme ako obvykle, eurépskou zlozkou.

4.1 Europske dlhopisy
Majme stochasticki diferencialnu rovnicu:
dre = c(Asin(¢ — wt) — r.)dt + Besin?(¢ — wt)dW,. (78)

Nech 7 =T —t, pricom T povazujme za fixovany parameter. Navyse vieme, ze funkcia

P(r,7) spina parcidlnu diferencialnu rovnicu (d'alej PDR) uvedenent v Tvrdeni 1.18.

op | 02 or
0 = 5+ [c(Acsin(¢ — wt) — 1) — A Besin®(¢ — wt)] or. *
2. A( 2
Blsnto )PP, (79

2 or?
pricom P(r.,0) = 1 pre vsetky r. > 0.

Majme konStantni trhovi cenu rizika A.. RieSenie budeme hladat v tvare

P(re,7) = af7)e Pre, (80)
pricom «(0) = 1,5(0) = 0.
Pocitajme derivacie:
OP st (o :
o> = 7 (alr) = a(m)B(r)r.) (81)
gf = ar)e PO (—B(T)r.) (82)
I8 = amB(reor. (53

Dosadenim do prislusnej PDR dostavame

0 = e (afr) — a(r)b(r)r)
+  [e(Aesin(¢ — w(T — 7)) — 1) — AeBesin®(¢p — w(T — 7))] - (84)

&(T)efﬁ(r)re(_ﬁ(T)re) " BSQSin‘l((b — w(T — 7')) N

5 (7‘)52(7')676(7)7"6 = reae’ﬁ(ﬂ”,
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Clen r, osamostatnime a dostavame

0 = rea(r) (6 +cf — 1>

(—a — c(Aesin(p — w(T — 7)))a(T)B(T) + (85)

B2sin' (6 — w(T — 7))

_'_
+ AeBesin®(¢ — w(T — 7))a(7)B(1) + 5 (7)B%(7)).

Ak md rovnost platit pre vsetky ., tak obe zdtvorky musia byt nulové. Teda dostdvame

stistavu obycajnych diferencidlnych rovnic (dalej ODR):

0 = —d&—c(Aesin(¢ —w(T —7)))a(r)B(1) + (86)
2.4
ABsin®(6 - (T a(r)(r) + D EL T ey
0 = B+cf—1. (87)
Druhti z rovnic vieme vyrie$it pomerne jednoducho a jej rieSenie je
Br) = +—— (58)

Dosadenim do prvej rovnice vieme prejst k separovanému tvaru ODR, ktory vyzerd

nasledovne:

do 1—e™

= = I~ —w(T — . 89
- E—sin(6 - w(T - 7)) (59)

(stin3<¢ SALED AT ) Busin( - w(T 7)) - cAe) dr.

z ¢oho vyplyva, ze

In(a) = /OT ! _Ce_cssin(gb —w(T —9)) - (90)
(stim?'(ﬁZS —2w(T —5)) ( 1 —Cecs) + A Bsin(é — w(T — s)) — CAedS> .

Riesenie uvedenej rovnice neuvddzame, vzhladom na jeho dizku. Rovnicu vsak bolo
potrebné doriesit, aby sme boli schopni vykreslit vynosové krivky, ktoré zobrazujeme na
nasledujucich obrézkoch (v poradi najskor s roznymi trhovymi cenami rizika a potom
s roznymi hodnotami krétkodobej tirokovej miery). Poznamenajme, ze kedze model

zatial neméame nakalibrovany, tak pouzivame iba ilustra¢né hodnoty parametrov.

34



(=]

2 S

a o

o

< l

=)

g g | |

@« [ ]

% o l

o

B

= o l

w S _

£s7)

=
|| — w=-1 — w=-075 — w=-05 . =-0.25
| | T | |
0 20 40 60 a0

Maturity

Obr. 6: Vynosové krivky eurépskeho modelu pri réznych trhovych cenach rizika

Pouzité parametre: ¢ = 1.1, B, = v/0.02/100,w = 0.33,¢ = 3, A, = —3.2/100

Nech d'alej A = —1. Pre rozne startovacie hodnoty r, dostdvame:

a 2
o o
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o w
=
£ 51
w
o
£
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8
S 8.
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Obr. 7: Vynosové krivky eurépskeho modelu pri roznych hodnotach short-rate

Pouzité parametre: ¢ = 1.1, B, = v/0.02/100,w = 0.33,¢ = 3, Ac = —3.2/100
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4.2 Domace dlhopisy

Majme stochasticki diferencialnu rovnicu:
drg = b(re — 14)dt + Bysin®(¢ — wt)dW, (91)

Uz vieme, ze 7 =T — t, kde T je fixovany parameter. Funkcia P(r, 7):

0 = _orp + (b(re — r4) — AgBgsin®(¢ — wt)) =— op +

or 6rd
, OP  BZsin*(¢ — wt) 0*P
4+ [e(Agsin(¢ — wt)) — 7o) — AeBesin®(¢ — wt) + 4

[ } or, 2 or?

B?sin(¢ — wt) 0*P , , 0*P
: (2¢ ) or2 + pBisin®(¢ — wt) Bsin®(¢ — wt) oo rqP (92)
RieSenie hladdme v tvare:
Py(ra, re, ) = a(7)e a0 (93)
pricom &(7) = 1, 5(t) = 0,7(7) = 0.
Pocitajme derivacie:
oP 5 <oy [ = B 2 N
oo = eI a(r) + a(r) (—raB(r) = 1A (7)) (94)
opr ~ —raB(T)—rA(T oy
= = a(r)e B (_5(7)) (95)
Te
0*P 5 -
LB () 22
S = e () (96)
oP .
_ = A _Tdﬁ( Te’Y(T
= e (~A() (97)
2 ~ ~
8_]; = a(r)e BN 32 (1) (98)
or;
0*P ~ 5 -
_ <N 50 () —reA(r)
oror, = Pim)a(r)e (99)

Dosadenim do PDR uvedenej v Tvrdeni 1.19 a naslednym predelenim rovnice vyrazom

e~raBM) =A™ dostdvame

— &(7) + AaB(1)a(r) Basin®(¢ — w(T — 7)) + AA(7)a ( sin?(¢p — w(T — 7)) —

 eAusin(d — (T — 1))3(r)a(r) + B0 - . CT=7) mam + (100)

B?sin*(¢ — w(T — 7))
2

0 = ra[a&(M)B() + bA(TA(T) - a(7)] + 1 [a(7)i(7) — BB(T)a(T) + A()alr)] -
B
1)

VA(1)a(7) + pBaBesin (¢ — w(T — 1))3(7)B(7)

joN
—

\]
SN—
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z coho tak, ako aj v eurépskom modeli, vyplyva ststava troch obycajnych diferencialnych

0 = B(r)alr) +bB(r)a(r) — a(r) (101)
0 = a(r)i(r) — bB(r)a(r) + e (r)a(r) (102)
0 = —&(7) + AaB(r)a(r)Basin® (¢ — w(T — 7)) + AA(T)a(r) Besin® (¢ — w(T — 7)) —

Bsin'(6— (T — 7))
2

YA(1)a(7) + pBaBesin® (¢ — w(T — ))3(7)B(7)a(7)

— cAsin(¢p — w(T — 7))3(r)a(r) + B2(r)a(r) + (103)
BZsin*(¢ — w(T — 7))

2

+

Riesenia rovnic (101-104) si

> 1—etr
B = — (104)
- o —be T4 c(e = 1)+ b

Ina(r) = /0 ’ BAaBasin®(¢p — w(T — 5)) — eAgsin(ép — w(T — s)) +

b OANBusin2(é — w(T — ) + %Bgﬁ%in‘*((p (T -+ (106)

+ ; 232sin* (¢ — w(T — 5)) + pByB.Bysin*(¢ — w(T — s))ds

Na d'al3ej strane moze ¢itatel najst vynosové krivky. Tak, ako pri eurépskom modeli,
aj v domacom sme ocakéavali cyklicky charakter, ¢o sa potvrdilo.

Na Obr.c.8 su vykreslené vynosové krivky doméaceho modelu pre rozne trhové ceny
rizika. Na d'alsom obrazku sme zvolili A\; = —1 a vykreslili sme vynosové krivky pre

rozne Startovacie hodnoty short-rate.
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Obr. 8: Vynosové krivky domaceho modelu pri réznych trhovych cenéch rizika
Pouzité parametre: ¢ = 1.1, B, = v/0.02/100,w = 0.33,¢ = §, A. = —3.2/100
b=0.03,\. = —0.05, B; = v/0.03/100, p = 0.65
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Obr. 9: Vynosové krivky domaceho modelu pri roznych hodnotach short-rate
Pouzité parametre: ¢ = 1.1, B, = v/0.02/100,w = 0.33,¢ = %, A, = —3.2/100
b=0.03,\. = —0.05, B; = v/0.03/100, p = 0.65
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5 Kalibracia modelu

V minulych kapitoldch sme vykreslovali priebeh strednej hodnoty a disperzie oboch
zloziek modelu, ¢i vynosové krivky, avsak pripomenme, ze sme pouzili iba ilustracné
hodnoty parametrov popisujicich model. Prirodzene, s ilustra¢nymi hodnotami si ne-
vystaéime a potrebovali by sme hodnoty nejakym sposobom primerane odhadnit,
¢omu sa hovori aj kalibrdcia modelu. Tento odhad vieme uskuto¢nit z ¢asovych ra-
dov eurdpskej a domécej irokovej miery. Vd aka tomu, Ze pozname pravdepodobnostné

rozdelenie tychto irokovych mier, moézeme pouzit metédu maximalnej vierohodnosti.

Definicia 5.1. (Metéda maximalnej vierohodnosti) [6]
Nech ndhodnyj vektor Y = (Y1,Ys,...,Yn)T md zndmy tvar hustoty pravdepodobnosti

(alebo rozdelenia pravdepodobnosti v diskrétnom pripade):

f(y;0)

avsak vektor parametrov 0 = (01,0, ...0,,)T je nezndmy, vie sa len to, Ze patri do zndme;j
mnoziny © C R™ (tzv. parametrického priestoru). Metéda mazimdlnej vierohodnosti
odhaduje hodnotu vektora 0 pomocou vektora namerangch tidajov y = (y1,va, ..., yn)*

ako riesenie mazximalizacne; ulohy:

0 = argmax f(y; 6).

Podstatou tejto kapitoly je odhadnutie hodnot neznamych parametrov, vystupujucich
v nasom modeli. Celkovo mame osem neznamych parametrov, konkrétne parametre
¢, Ae, B? v eur6pskom submodeli, p, b, B2 v domécom submodeli a ¢, w zhodne v oboch.
Vd'aka predchddzajicej kapitole pozndme stredni hodnotu a disperziu ako eurépskej,
tak aj domécej irokovej miery. Budeme postupovat metédou maximalnej vierohodnosti

a to nasledovne:

e Najskor odhadneme parametre zo stochastickej diferencialnej rovnice pre eurépsku

urokovi mieru z jej rozdelenia.

e Optimélne hodnoty parametrov A., B? vieme vyjadrif pomocou derivécif, zvysné

europske parametre ziskame optimalizaciou ucelovej funkcie.

e Ziskané parametre povazujeme za zname.
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e Parametre, ktoré si iba v stochastickej diferencidlnej rovnici pre domacu irokovi
mieru odhadujeme z jednorozmerného rozdelenia domécej irokovej miery, pricom

budeme pre jednoduchost predpokladat nulovi koreléciu.

5.1 Pouzité data

V kalibracii sme pouzili redlne mesacné data pre eurépsku aj domécu zlozku modelu.
Tak, ako v praci spominame, za eurépsku zlozku sme si zvolili EURIBOR za ¢asové ob-
dobie januar 2013 az december 2017. Hodnoty eurdpskej tirokovej miery si znédzornené

na nasledovnom obrazku:

o]

g . OODO ©
| 00000000000 fale’
o
r =
5 [=] DOOOOO
m _ 000
z
w - _
< e
(o]
— o
OOO
@ ] O,
= ODOOOOoooooooooooo
T T T T T T
2013 2014 2015 2016 2017 2018

Cas

Obr. 10: Priebeh EURIBORu

V 1vode sme pisali o motivacii vyberu Bulharska ako krajiny, pre ktord budeme
zostavovat domécu zlozku modelu. Na nasledovnom obrizku zobrazujeme priebeh bul-
harskej tirokovej miery a ndsledne na Obr.¢.12 si mozno v§imnit, ako bulharsk4 tirokova

miera konverguje k EURIBORu.
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Obr. 12: Konvergencia urokovych mier
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Te Ty diferencie r. | diferencie 7y
Stredna hodnota | -0.0395 | 0.5413 | -0.009508 -0.020678
Medién -0.0185 | 0.5300 | -0.004 -0.01
Variancia 0.0575 | 0.1597 | 0.0005359 0.0010409

Tabulka 1: Statistiky pouzitych dat

5.2 Eurdépska zlozka

Na tivod tejto podkapitoly treba ¢itatela upozornit, ze kvoli zjednoduseniu oznacenia
budeme pod oznacenim r rozumiet eurépsku tirokovi mieru, ¢ize nie vektor tirokovych
mier, ako tomu bolo doteraz.

Vo vseobecnosti predpokladajme, ze mame data rg,ras, T2A¢, -, TNA: DAMETané v

casoch 0, At,2At, ..., NAt. Pozndme podmienenu stredni hodnotu aj disperziu

t+At
Ereadr] = e Alr(t) + cAge A / e“sin(¢p — ws)ds (107)
t

e

t+AL
Driadr] = B? / (ec(s_(t+At))Sin2(gb - ws))2 ds, (108)
t
respektive pouzitim oznacenia z kapitoly 3

E.[risadr] = e_CAtr(t) + cAee_c(t+At)It7t+At(c) (109)

De [repadr] = Bgiiwm(@- (110)

Pozname aj podmieneni hustotu:

1 —(Tt+At—E[Tt+At\Tt])2

Teaas|Te) = e 2D[retAclre] 111
ool = i (111)

Ked'Ze chceme pouzit metédu maximélnej vierohodnosti, tak je vyhodné rovnicu (111)

zlogaritmovat, ¢o vypocty znaéne zjednodusi. Dostdvame

1 1 (re4ar — E [Tt+At|7’t])2

In(f(ripadr:)) =1In (ﬁ) - QIH(D [revadre]) = 2D [rieat|re]

(112)

Funkcia vierohodnosti L je si¢inom hustot vo vSetkych casoch 0, At, 2At, ..., NAt:

(N-1)At

L(C, Ae, Bc??C‘}? gb) = H f(Tt+At|Tt)- (113)

t=0
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Zlogaritmovanim funkcie vierohodnosti dostavame jej obvykle pouzivany tvar

(N—1)At (N—-1)At
ln(L) = ln H f(rt+At|Tt) = Z lnf(rt+At|Tt) =
t=0 t=0
(N—1)At 9
1 1 (Tt+At - K [THAt’?‘t])
= Nh|— ] —= In(D |r re|) + =
(o) -3 > ( (D sl + L0t Eles

(N-1)

(114)

1 1 (raernyae — E [rieenadlrrad
— Nl ——)—= In(D +
n (\/ﬁ) 5 Z (n( [Py aelTrad]) D [resnadlrent]

k=0
ktory chceme minimalizovat vzhladom na parametre A., B?. Budeme teda postupovat
parcidlnym derivovanim podla tychto dvoch parametrov. Po vypocitani optimalnych
hodnot A, ég, ktoré maximalizuji vierohodnostni funkciu, si ich budeme vediet vy-
jadrit. Tym pddom sa ndm optimalizdcia zjednodusi, pretoZe budeme optimalizovat iba
vzhladom na parametre ¢, w, ¢, pricom za A., B?> budu do tic¢elovej funkcie dosadené uz
spominané optimalne hodnoty, ktorych vypocet na tomto mieste uvedieme. Poc¢itajme

teda derivacie:

N-1
alnL 1 aE |:’["(k+1)At‘7ﬂk_Atr:|1
A, pardl 7 k12l TRad] (e [rrnaddriad ) DA, 0
OlnL . _lN—l 1 oD [r(k—l-l)At‘rkAt] B (116>
oB; 2D GrEyNE™ 0B?

2 1 OD [7(r1)aclria]
( (k+1)At [ (k+1)At t]) D? [r(k+1)m|rmt} dB?
Vieme, ze
OF |r k+1A ’rkA .
| (52 e = ¢ Ipead(c)e VA (117)

Pre optimdlne A, m4 platit, ze %Z%EL = (), respektive

N-1

OFE [r(ur1)at|Trat]

1
- F =0. (118
kz_; D [T(k—i—l)At‘?"kAt] (T(kH)At [r(kH)At‘rkm]) 0A. ( )

Teda plati, ze

N-1

Z C:- ]LHAt(c)e_c(

— D [7 e 1) At Trad]

k+1)At

(T(k+1)At ) [T(k—l-l)At‘TkAt]) = 0. (119)

Dosadenim dostéavame
N—1

Z C: ]t,t—i-At(C)

D [rgnadread

670(k+1)At

(e = e riar = cAce™FHIA L i (0)) =0, (120)
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respektive

N-1

2
i Z (c.]t7t+At( ) —c(k+1)A Nz:l Thi1)Ar — € CAtrk:At) C_It7t+m(C)e—c(kH)At{lQl)
‘ — D [T(k+1)At|7“kAt — D [rr1)aelread] '
Z rovnice (121) uz vieme vyjadrit optimélne A.:
N-—1 (T(k—i-l)At - eicAtrkAt) C- ]t?t+At(C)efc(k+l)At
— D [T(k+1 At|7“kAt]
A, = —— . , (122)
Z C [t t+At ) —c(k+1)At)
=0 T(k+1 At|7“kAt]
respektive pouzitim D [rgq1)aelread] = Bgffﬂm(c):
N-1 (T(k—f—l)At _ e_CAtrkAt) C- It,t+At(C)6_C(k+l)At
. — 2, . (c
Ae _ k=0 — tt+At( ) - : (123)
C [t t+At ) —c(k+1)At)
k=0 It2t+At( )
kde
t+AL
Liaile) = / esin(6 — ws)ds (124)
t
t+At . ) 9
ItHAt( c) = / (ec(s’ Jsin?(¢ —ws)) ds. (125)
t
Budeme pokracovat vyjadrenim optimélneho B? z (116). Vieme, ze
OD [rsnatlread -
0B2 = [it—&—At(c)' (126)
Pre optimdlne B? plati, ze %lgg =0, t.j.:
0 — lNzl oD [7 (o)At Tt B
2 4= D [y At|7”km} OB?
2 1 oD [T(k+1)At|TkAt]
— (Tetvac — B [Tt ra - (127)
( (k+1)At [ (k+1)At t]) D2 [T(k+1)At’TkAt} 0B2
Teda
— 1 72 =y tt-i-At( )
o L) = > (rgsna— E [rwsnadread])’ 46128)
o BeLiai0) k=0 tt+At( c)
. N-1 ) 1
NB; = (ratnyar — B [raanaelread)) - (129)
k=0 t,t+At<C)
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¢ize optimédlna hodnota B2 je

N-1

A 1 9 1

B2 = — (T(k+1)At - LK [T(k+1)At|T‘kAt]) —_—. (130)
N ; ]f,t—&—At(C)

KedZe pozname odhad pre parametre A, a B2, tak mézeme pokrocit d'alej v optima-
lizdcii. Ako uz bolo povedané, tak optimalizovanim vierohodnostnej funkcie vzhladom
na parametre c,w, ¢ budeme schopni nakalibrovat model. Optimalizciu prevedieme
pomocou funkcie optim() pouzitim metédy Nelder — Mead. Na to, aby bola metéda
ispesnd, musime vhodne zvolit §tartovacie parametre pre optimalizdciu. Uvedomme
si, ze volbou w = 0 dostdvame Vasitkov model, pre ktory pozndme (z [7]) vztah na
odhadnutie rychlosti konvergencie, teda parametra c, co bude nasa druha startovacia
hodnota (prvd bola w = 0). V cykle vykondme optimalizdciu pre niekolko hodnot ¢,
pricom pre kazdd hodnotu budeme ukladat funkénd hodnotu ticelovej funkcie, ¢im jed-
noducho zistime, kedy a pre aké hodnoty parametrov ¢, w, ¢ ucelova funkcia nadobuda
maximum.

Uvedomme si, Ze pri urceni intervalu pre ¢ sa ndm staci obmedzit iba na interval

diZky 7. Vysvetlime preco, avSak najskor uvedieme dve vlastnosti funkcie sinus:
sin(z+7m) = —sin(z) (131)
sin (z +27) = sin(z) (132)

V nasej ucelovej funkeii (114) vystupuje vyraz sin (¢ — ws) v roznych mocnindch. Je
zrejmé, ze funkénd hodnota ticelovej funkcie sa posunutim ¢ o 27 nezmeni (podla 132).
D4 sa ale ukdzat viac a sice, Ze ani posunutie o 7 nedd ind hodnotu tcelovej funkcie.

Pripomenme, ze pre disperziu plati
D [rgevadriad = B2 aile), (133)
kde
~ t+AL )
IiHAt(c) = / (ec(s’t)sinz@ —ws)) " ds. (134)
t

Jednoducho sa dé ukézat, ze (sin®(¢ — ws))? = (sin?(¢ + 7 — ws))? (podla 132). Tym
padom je disperzia rovnaka pre obe periody.

Sinus nam vystupuje aj v strednej hodnote, pretoze
E.[resadr] = echtTe(t) + CAeefc(HAt)]t,HAt(C), (135)
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kde

t+At
Litint(c) = / e“sin(¢ — ws)ds. (136)
t

Vsimnime si, ze pre dvojicu (¢, A.) a (¢ + 7, —A.) dostaneme (podla 131) tu istu

funkéni hodnotu celovej funkcie v (114). Pretoze
—Acsin(¢p 4+ 1 —ws) = —A(—sin(¢ — ws)) = Aesin(¢p — ws). (137)

Z tohto dovodu budeme v optimalizdcii v cykle doddvat startovacie hodnoty pre
¢ iba z intervalu diZky 7. Vysledky odhadov pre tieto parametre potom oznacime za
Startovacie, ktoré vstipia do druhej fazy optimalizécie, ktorej vysledok budu finalne

odhady spominanych troch parametrov.
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Obr. 13: Funkéné hodnoty logaritmu likelihood funkcie pre rézne hodnoty ¢

KedZe mame odvodené, ako vyzera priebeh strednej hodnoty pre ¢asovy krok dt,

sme schopni zostrojif pomocou toho jednokrokové predikcie zobrazené na d'alsej strane.
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Parameter | Odhadnuta hodnota
c 0.01547261

w 0.4469588

0] 2.316414

A, -3.614195

B? 0.01105966

Tabulka 2: Odhadnuté hodnoty eurépskych parametrov

< ]
E‘ (=]
2
E
ET
3 o
2
(=]
5
T o |
x o
(=
]
=
@ o
8 o
(=] 1
5
<] — Predikcia OEeoos00950
T ; _| © Realna hodnota urokovej miery

' T | | T | T |

0 10 20 30 40 50 60
Cas

Obr. 14: Jednokrokové predikcie

Ak vypocitame sumu Stvorcov odchylok z Obr. 14, dostavame ¢islo 0.033846. Toto
¢islo je lepsie ako trivialna predikcia, kedy ako odhad pre nasledujiici mesiac pouzijeme
terajsiu hodnotu (suma Stvorcov v takomto pripade je 0.03642).

Pre ilustréciu uvddzame aj dlhodobi predikciu (v tomto pripade 30 rokov). Uvddzame
ju preto, lebo na kratsiu predikciu (napriklad jeden rok) vyjdu necyklické predikcie,
avSak pri (mozno az neredlne) dlhej predikcii sa cyklickd funkcia - sinus - objavi. Uve-
domujeme si, Ze stav o 3 desatrocia nie je redlna ambicia predikovania. Obrazok slizi

na ilustraciu toho, ze predikcie si naozaj také, ako je definovany nas model - cyklické.
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Obr. 15: Dlhodobé predikcie

5.3 Domaca zlozka

Podobne, ako v predchadzajicej podkapitole, tak aj tu budeme pod oznacenim r
rozumiet domécu rokovi mieru a nie vektor oboch zloziek. Analogickym postupom
potrebujeme odhadniit zvy$né parametre, menovite b, B2. Pre funkciu maximdlnej vie-
rohodnosti, respektive jej logaritmus, plati rovnaky vztah ako (114), samozrejme v
tomto pripade pre domdcu stredni hodnotu a disperziu. Nagim cielom je pomocou de-
rivacie podla B2 odhadnit tento parameter, aby sa optimalizacia zjednodusila. Odhad
pre jednoduchost urobime iba pre nulovii koreldciu, rovnako ako sa to robilo v ¢lanku

[14]. Poc¢itajme teda derivéciu:

aliL — _lN_l 1 oD [r(k+1)At|TkAt} B (138)
B 2D [Py aelread] 0B?
? 1 0D [r(esnyalread]
- r —FE|r r
( (k+1)At [ (k+1)At] kAt]) D? [T(k+1)At|rkAt} OB2 )
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Pre optiméalne B2 plati, ze dinL — (), t.j.:

9B —
-1
B lz oD [7 (1)t |TRA] B
2 4= D [y At|7’km} 0B;
2 1 oD [T(kJrl)At‘TkAt]
= (Tkrvac — B [Tgsnadlra . (139)
( (k+1)At [ (k+1)At t]> D2 [T(k+1)At|7"kAt} aBg
Pripomenme, ze
b
Eylreeadrd = E(‘f—bm - e_CAt)Te(t) + e_bm?"d(t) +
bcA. , _ e
+ 0 (6 bAt[t,tJrAt(b) —€ At[t,t+At(C)) ) (140)
b\, b
Dy [Tt+At|Tt] = c—b Be <It t+At(b> ]t t+At( )) + BdIt t+At(b) + 2PBeBdC —b ’
t+At
/ (eb(s—(t—i-At)) . 60(5_(t+At)))Sin4(¢ . UJS)eb(s_(H_At)dS, (141)
t

avSak za predpokladu nulovej korelacie

b\’ - - -
Dalriadr] = (25) B2 (Froaelt) = Boona(@)) + BilZersa9). - (142
Kedze

0Dy |r T -
WDaealtd 2 0), (113)
d

tak dosadenim do (139) dostdvame

N-1
b
Z ((T(kJrl)At i [(€_bm — e PN (t) — cA, <€_bAt]kAt,(k+1)At(b) -

k=0

2
_e_CAt]k;At,(k-‘y-l)At(C))] — e_bAtTd<t)>

' [Zm (k+1)At(b)
2 2
((:2)" B2 (R aviesnae® = Baugeenad®) + Bi s na®)

Iin (k+1)At<b)

e o (4)
= [(29)7 B2 (Baviernai® = Bavense©) + Bi s esnal®)]
kde
t+At
Lioaile) = / ¢sin(e — ws)ds (145)
_ ttJrAt 9
I3 ae) = / (ec(s Dsin®(¢p — ws))” ds. (146)
t
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Vyjadrit explicitne parameter B3 v tomto pripade nie je tak jednoduché, ako v

eurépskom submodeli. Preto pouzijeme funkciu uniroot(), ¢im si hodnotu B2 vypocitame

a nasledne prevedieme jednorozmernu optimalizaciu, taktiez pomocou funkcie optim,

lenze tentokrat pouzitim metdédy Brent - kvoli jednorozmernosti tlohy. Pripomenme,

7e optimalizécia je vyrazne zjednodusens vdaka nulovej koreldcii.

Na tomto mieste uvadzame tabulku s odhadnutymi hodnotami parametrov doméceho

submodelu:

Parameter | Odhadnutd hodnota
b 0.003750925
Bfl 0.1710355

Tabulka 3: Odhadnuté doméce parametre

Rovnako ako pre eurépsku zlozku, tak aj v tomto pripade sme urobili jednokrokové

predikcie viditelné na obrazku nizsie.

Hodnota domacej urokovej miery
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Obr. 16: Jednokrokové predikcie doméceho submodelu

Co sa tyka sumy stvorcov odchylok, tak pre nas model dostavame ¢islo 0.07686056,

¢o je opit lepsie ako trividlna predikcia, kedy je sticet stvorcov odchylok 0.0856.
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V dlhodobej predikcii je cyklickost viditelnd menej. Zavisi od odhadnutych para-

metrov, takze takyto priebeh je mozny.
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Obr. 17: Dlhodobé predikcia
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Obr. 18: Dlhodoba predikcia priblizena
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5.4 Odhadovanie trhovej ceny rizika

Kalibracia by sa este mala dokonéit odhadnutim trhovych cien rizika (A, pre eurépsky
model a Ay pre doméci). Pripomerime, Ze podla [2] je trhovd cena rizika funkcia, ktord
vyjadruje ocakavany narast vynosu dlhopisu na jednotku rizika. Tato funkcia zavisi od
hodnoty short-rate a casu. My sme vSak v predchadzajicej kapitole povedali, ze bu-
deme brat trhovi cenu rizika konstantni, takze ttito hodnotu budeme vediet odhadnit
pomocou realnych trhovych dat.

Ako déta sme pouzili vynosy eurépskych, respektive bulharskych dlhopisov s matu-

ritami 1 rok, 5 rokov a 10 rokov. Uvadzame ich priebeh:
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Obr. 19: Priebeh vynosov eurépskych dlhopisov
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Obr. 20: Priebeh vynosov domécich dlhopisov
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Podla [2] vypocitame ¢asovii struktiru trokovych mier R(r,t,t + 7) ako

In P(r,t,t
Rirtt47) = - P bt +7) (147)
T

pricom vztahy pre vypocet ceny dlhopisov P(r,t,t + 7) sme uviedli v predoslej ka-
pitole. Ak zoberieme Standardnu tucelovi funkciu na minimalizéciu, ktord sa rovna
vazenej sume Stvorcov rozdielov trhovej trokovej miery a trokovej miery z nasho mo-
delu, tak sme schopni trhové ceny rizika vypocitat. Zostavme teda tcelovii funkciu,
ktord ma rovnaky tvar pre oba modely (samozrejme, vyjadrenie ceny dlhopisov zavisi
od submodelu) a ktorti v programe budeme optimalizovat vzhladom na trhové ceny

rizika:
n k

FO) =) wi (R(ry,m) — Ry)*, (148)

i=1 j=1
kde i oznacuje i-ty mesiac, j oznac¢uje maturitu dlhopisu, r; je short-rate v i-tom mesiaci
a 7; je j-ta maturita (v rokoch) z redlnych déat. Redlna tdrokova miera je oznacend ako
R; j. Vahy w;; volime tiez Standardne, ¢ize w;; = Tf podla vzoru v [14].
Poznamenajme, Ze hodnoty parametrov musia byt preskdlované ako desatinné ¢isla,

pretoze odhady parametrov sme robili pre percentualne hodnoty. Z toho vyplyva, ze

odhadnuté A, sa zmeni na 1%% a odhadnuté B,, B, sa taktiez zmenia na f)‘a, respektive
5)—%. Uvedieme preco, avSak najskor pripomenme, ako vyzera nas model:
dre = c(Acsin (¢ — wt) —r.)dt + Besin® (¢ — wt)dW, (149)
drg = b(re —rg)dt + Bysin® (¢ — wt)dW,. (150)

V pripade, ze trokovi mieru vyjadrime v desatinnych ¢islach, dostdvame

dre ) r. »
100 = C <Ae Sin (¢_wt) - 100) dt+Be sin (¢_wt)dW6 (151)
dra Te Td .o

e _ T B B o
100 (100 100) dt + Bgsin® (¢ — wt)dWy, (152)

¢o je po uprave rovné
dreo = ¢(100- A.sin (¢ — wt) — r,) dt + 100 - By sin® (¢ — wt)dW,  (153)

drg = b(r.—rq)dt-+100- Bysin® (¢ — wt)dWy, (154)

z ¢oho vidime, ze v pripade vyjadrenia v desatinnych ¢islach by sme povodné hodnoty

parametrov A., B. a By bez upravy mali stokrat vécsie.
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Po optimalizacii pomocou funkcie optim() sme odhadli nasledovné hodnoty pre tr-

hové ceny rizika:

Parameter | Odhadnuta hodnota
Ae -3.268589
g -1.664898

Tabulka 4: Odhadnuté trhové ceny rizika

Ak si vykreslime zavislost ucelovych funkeif (114) od odhadovanych trhovych cien

rizika, tak dostavame:
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Obr. 22: Domaéaca zlozka

Na zaver diplomovej prace ukazeme, ako su fitované niektoré vynosy. To znamen4,
7e porovname realny vyvoj a nami odhadnuty vyvoj. Na prvej sérii obrazkov na dalsej

strane porovname ¢asové priebehy turokovych mier.
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Zaver

V tejto diplomovej préaci bol zostaveny model trokovych mier, ktory v sebe zahtna
cykly vo volatilite a limitnej hodnote tdrokovej miery. Model je dvojfaktorovy, pretoze
sme modelovali dve tirokové miery - europsku a domacu. Navyse je model konvergenény,
pretoze jedna trokova miera konverguje k druhej, ¢o je vidno aj na pouzitych datach.
Ako eurépsku tdrokovi mieru sme pouzivali EURIBOR a ako doméacu (konvergujiicu)
sme pouzivali bulharski short-rate, pretoze Bulharsko sa chystd prijat EURO v roku
2023.

Zostaveny model vychadza prevazne z ¢lankov o konvergenénom modeli od Corzovej
a Schwartza [3], cyklickom CIR modeli od Morena a Plataniu [4] a Vasickovho modelu
[10]. Model pripusta zdporné turokové miery a je pouzitelny pre ITubovolni dvojicu
casovych radov domacej urokovej miery a tirokovej miery menovej tnie.

Po polozeni teoretickych zakladov sme zostavili model a ziskali pravdepodobnostné
rozdelenie procesu. Poznamenajme, Ze sme mohli vyuZif Fokker-Planckovi rovnicu,
avsak rozdelenie sme ziskali aj bez nej vd'aka vetdm a tvrdeniam uvedenych v teore-
tickej kapitole. Tak, ako sme predpokladali, proces ma normalne rozdelenie s cyklickou
strednou hodnotou a cyklickou volatilitou, ¢o sme ukézali aj na obrazkoch.

V préaci sme taktiez ocenovali dlhopisy pre oba submodely a vykreslili vynosové
krivky pre ilustracné hodnoty parametrov popisujicich model. Vynosové krivky su
cyklické, ¢o sme ocakdvali, vzhladom k sposobu zostavenia modelu, teda stochastickych
diferencialnych rovnic popisujucich vyvoj trokovych mier.

Velk4 cast prace je venovand kalibracii modelu, ked'ze v iom vystupuje pomerne vela
neznamych parametrov. Kalibraciu sme vykonévali pomocou metédy maximélnej vie-
rohodnosti, pricom odhadnuté hodnoty parametrov z eurépskej zlozky sme povazovali
za zname v domacej kalibracii. Pripomenme, ze sme pracovali s nulovou koreldciou,
¢o kalibrdciu znacne zjednodusilo. Odhad koreldcie by vsak mohol byt potencidlne
rozsirenie modelu v budicnosti.

Napokon sme odhadli hodnoty trhovych cien rizika, ktoré sme povazovali za konStantné.
Odhadovali sme ich z redlnych vynosovych kriviek pre eurépske a bulharské dlhopisy
s maturitami 1 rok, 5 rokov a 10 rokov. Napokon sme pozorovali porovnanie realnych

trhovych vynosov s vynosmi nasho modelu.
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Pocas prace sme na programovanie pouzivali program Rstudio na vykreslovanie
hustot a rozdeleni, kalibraciu, poc¢itanie vynosov a vykreslovanie vynosovych kriviek
a program wrMazrima na vypocet niektorych integralov. Pouzity kéd prikladame v

prilohe.
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Priloha - Kéd k diplomovej praci

rm(list=l1s ())

options (max. print=1000000)
setwd (” /Users/jurco/Desktop”)
library ("readxl”)

library (" zoo”

library (stats4)

library (stats)

data <— as.data.frame(read_excel (”data.xlsx”))
re <— data$EURIBOR
rd <— data$BULGARIA

indx <— seq(as.Date(’2013—01—-01"), length.out=length(re), by=’'1l_month’)

c <— 0.5

b <— 0.12

dt <— seq(from = 0,to = 20, by = 0.01)
Ae <— —3.2

omega <— 0.42

phi <— pi/3

t<-0
B <- 0.033
rho <— 0.8

Bd <— 0.042

#stredna hodnota europskej S datovym clenom

Ee <— exp(—cxdt)*3 + ckxAexexp(—c*(t+dt))*(—(cxexp(cxttc*dt)x*

sin (omega*t—phif+dt*omega)—omegaxexp (c*xt+c*dt)*cos (omegaxt—phi+
dtxomega)—ckxexp (c*t)*sin (omegaxt—phi)+omegaxexp(cxt)*cos(omegaxt—

phi)))/(omega**2+c**2)

Eel <— exp(—cx*dt)*1 4+ ckxAexexp(—cx*(t+dt))*(—(cxexp (cxttcx*dt)
*sin (omegaxt—phi+dt*xomega)—omegaxexp (cxt+c*dt)*cos (omegakxt—
phi4dtxomega)—c*xexp (c*t)*sin (omegaxt—phi)+omegaxexp (cxt)*

cos (omegaxt—phi))) /(omega*x*24c**2)

Ee2 <— exp(—c*dt)*0.5 + cxAexexp(—cx*(t4+dt))*(—
(cxexp (cxt+cxdt)*sin (omegaxt—phi+dtxomega)—omegax
exp (c*tt+cxdt)*cos(omegaxt—phitdtkomega)—ckexp(c*t)*
sin (omega*t—phi)+omegaxexp(c*t)*cos (omegaxt—phi)))

/ (omegax*2+4c*x*x2)

Ee3 <— exp(—cxdt)*—0.3 + cxAexexp(—cx* (t+dt))*(—(cxexp(cxtt+c*dt)x*
sin (omegaxt—phi+dt*omega)—omega*xexp (c*t+cxdt)
*xcos (omegaxt—phit+dtxomega)—c*xexp (c*t)*sin (omegaxt—phi)+

omegaxexp (cxt)kcos (omegaxt—phi)))/(omegakx*24ck*2)

#disperzia europskej

De <— ((2*c*exp(2xcxdt)*somega**3+2%kc**x3xexp(2*c*dt)*omega)*
sin (4*xomegaxt—4xphit+4xdt*omega)+ (cx*2xexp (2*cxdt)*omega**
2+c*x4d*exp(2*c*dt))kcos (4*omegakxt—4xphit4xdtkomega)+(—2%xcx
omegax*3—2xc**x3*omega)*sin (4*xomegakxt—4xphi)+(—cx*x2xomegask*
2—c*x4)xcos (4*xomegakt—4xphi)+(—16kcxexp (2xcxdt)komegask*x3—4kcxk3*
exp (2*c*dt)*omega)*sin (2*omega*xt—2xphi+
2xdt*xomega)+(—16%cx*2xexp (2*xcxdt)komegak*x2—4x%
ckxdkexp(2xckdt))*kcos (2*omega*xt—2xphi{2«dtkomega)+
(16*cxomegak*3+4xcx*x3xomega)*ksin (2*omega*xt—2xphi)+
(16%cx*2%omegak*244kcxk4)kcos (2*omega*xt—2xphi)+

(12%exp (2*cxdt) —12)*xomega*x*4+(15*xc**2*xexp (2*c*dt)—
15%c**2)komegak*2+3kckkdxexp (2xckxdt) —3xckx4)*xBxx2/

(64%cxexp (2*xcxdt)komegakx*x4+80*ck*3*kexp (2*ckdt)xomegaxk

24 16*c*kx5*%exp (2*c*dt))
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#kreslenite europskej strednej hodnoty

plot (dt,Ee,type="1" ,xlab = ”Casovy_krok._dt”,
ylab = ”Stredna_hodnota_europskej” ,
ylim=c(—-3.4,2.8))
lines (dt,Eel,type = 717, col = "red”)
lines (dt ,Ee2,type="1" ,col="blue”)
lines (dt,Ee3,type="1" ,col="green”)
legend (” bottom” ,legend=c(”’r0.=.3" ,”r0.=-1.00” ,”r0-=-.0.50" ,”r0=-.-0.3"),

col=c(” black” ,”red” ,” blue” ,” green”),lty=1:1,box. 1ty =1,
box.lwd=2, box.col="black”, horiz = TRUE)

#kreslenie europskej disperzie

plot (dt ,De, type="1" ,xlab="Casovy_-krok._.dt” ,ylab="Disperzia_europskej”)

#stredna hodnota domacej S datovym clenom

dt <— seq(from = 0,to = 50, by = 0.01)

Ed <~ (b/(c—b))*(exp(—bxdt)—exp(—cxdt))*2.2+exp(—bxdt)*(—0.2)+
Aexbxcx (exp(—bx (t+dt)) * ((bxexp (b*xt)x*

sin (omegaxt—phi)—omegakxexp (bx*t)

xcos (omegaxt—phi))/(omegax*2+bx*x2) —(bkexp (b*xt+bxdt)*

sin (omegaxt—phifdtxomega)

—omegakexp (bxt+bxdt)*cos (omegaxt—phit+dtxomega)) /
(omega**2+bx*x2)) —

exp(—c*(t+dt))* ((ckexp(c*t)=*sin (omegaxt—phi)

—omegakxexp (c*t)*cos(omegaxt—phi))

/ (omegax*2+c*x2) —(cxexp (cxt+c*dt)*sin (omegaxt—phit+dtxomega)—
omegaxexp (ckxt+cxdt)*xcos (omega*t—phit+dtxomega))/(omega*x*2+c*x*2)))/(c—b)

Edl <— (b/(c—b))*(exp(—bx*dt)—exp(—cx*dt))*(2.2)+exp(—bxdt)*3+

Aexbxcx (exp(—bx(t+dt)) = ((bxexp(b*t)*sin (omegaxt—phi)—omegaxexp (bxt)x*
cos (omegaxt—phi))/(omegax*2+bx%2) —(bkexp (b*t+bxdt)*sin (omegaxt—phi+
dtxomega)—omega*exp (b*t+bxdt)*cos(omega*xt—phi+dt*omega)) /
(omega**2+bx*2)) —exp(—c*(t+dt))* ((cxexp(cxt)*sin (omegaxt—phi)
—omegakxexp (c*t)*cos(omegaxt—phi))/(omega**24c**2)—

(cxexp (cxt+c*dt)*sin (omega*t—phit+dtxomega)—omegakexp (c*xttcxdt)*

cos (omegaxt—phitdtxomega)) /(omegakx*2+c*x*2)))/(c—b)

Ed2 <— (b/(c—b))*(exp(—bxdt)—exp(—cx*dt))*(2.2)+exp(—bxdt)=*0.5+

Aexbxcx (exp(—b*x(t+dt)) = ((bxexp(b*t)*sin (omegaxt—phi)—omega*xexp(b*t)

*cos (omegaxt—phi))/(omegakx*2+bx*2) —(bkxexp(b*t+bxdt)*sin (omegaxt—phi+
dtxomega)—omega*exp (b*t+bxdt)*cos(omegaxt—phi+dt*omega))/(omegax*x2+b*xx2))—
exp(—c*(t+dt))*((cxexp(c*t)*sin(omegaxt—phi)—omegaxexp(c*xt)x*

cos (omegaxt—phi))/(omegax*2+cx%2) —(ckexp(c*tt+cxdt)*sin (omegaxt—
phit+dt*xomega)—omegaxexp (c*xt+c*dt)*cos (omega*t—phi+dt*xomega))

/ (omegax*2+c*x2))) /(c—b)

Ed3 <— (b/(c—b))*(exp(—bxdt)—exp(—cxdt))*(2.2)+exp(—bxdt)=*14+Aexbxcx*
(exp(—bx(t+dt))* ((bxexp(b*t)*sin (omegaxt—phi)—omega*xexp(bxt)x*

cos (omegaxt—phi))/(omegax*2+b**2) —(bkexp (b*t+bxdt)*sin (omegaxt—
phi+dt*xomega)—omegaxexp (bxt+bxdt)*cos (omega*t—phit+dt*xomega))

/ (omegax*2+b*xx2)) —exp(—cx*(t+dt))* ((cxexp(c*t)*sin (omegaxt—phi)—
omegaxexp (c*xt)*xcos (omegaxt—phi))/(omegak*2+c*x*2) —(ckexp (cxttcx*
dt)+*sin (omegaxt—phi+dt*omega)—omegakexp (c*t+cxdt)=*cos(omegaxt—phit
dtxomega)) /(omega**2+c*x*x2))) /(c—b)

#kreslenie domacej strednej hodnoty

plot (dt ,Ed, type="1" ,xlab = ” Casovy._krok._dt”,

ylab = ”Stredna_hodnota_domacej”,
ylim=c(—1.3,2.4))

lines (dt,Edl,type = 71”7, col = "red”)

lines (dt ,Ed2,type="1" ,col="blue”)

lines (dt ,Ed3,type="1" ,col="green”)

legend (” bottom” ,legend=c(”’r0.=_—-0.2" ,

?r0.=-3.00",7r0_~=.0.50",”r0=-1.00"),
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col=c(” black” ,”red” ,” blue” ,” green” ) ,lty=1:1,box.lty=1,
box.lwd=2, box.col="black”, horiz = TRUE)

#vypocet domacej disperzie
dt <— seq(from = 0,to = 30, by = 0.01)
Dd <— c(rep(0,length(dt)))

for (i in 1l:length(dt)) {
funkcial <— function(s) {((b/(c—b))=*
((exp(bx(s—(t+dt[i]))) —
exp(c*x(s—(t+dt[i])))))*(Bx(sin(phi—omegaxs))~2))"(2)}

funkcia2 <— function(s) {(exp(b*(s—(t+dt[i]))) *Bdx*
(sin (phi—omegaxs))~2)"2}

funkcia3 <— function(s) {(b/(c—b))*(exp(bx(s—(t+dt[i]))) —
exp(c*(s—(t+dt[i])))) *2xrho*Bx*(sin (phi—omegax*s)) " (4)*
exp(bx(s—(t+dt[i])))*Bd}

Dd[i] <— integrate (funkcial ,0,dt[i])[1]8value +
integrate (funkcia2 ,0,dt[i])[1]$value +
integrate (funkcia3 ,0,dt[i])[1]8$value

}

#kreslente domacej disperzie
plot (dt,Dd, type="1" ,xlab = ”Casovy_krok._dt”,
ylab = ” Disperzia_domacej” ,ylim=c(—0.0,0.006))

# z—ova os (urokove miery)

r <— seq(from = 0, to = 0.2, by = 0.001)

c<— 0.7
b <— 0.32
Ae <— 0.3

omega <— 1.4
phi <— pi/3

B<- 0.7
rho <— 0.75
Bd <- 0.82

EENN <— function (t) (1/(ec”2 4+ omega 2))*cxAexexp(—cx*t)*(exp(c*t)x*
(ckxsin (phi—omega * t)
+omega*cos (phi—omega*t))—c*sin (phi)—omegaxcos(phi))
+ 0.1lxexp(—cx*t)
DENN <— function(t) De <— ((1/(16%(c"2 + 4xomega 2)))x*
(exp(2*cxt)*(cxcos (4%
(phi—omegaxt)) —2xomegaxsin (4% (phi—omega*t))) —cxcos (4*phi)+
2xomega*xsin (4xphi)) —1x
((1/(4%(c"2 + omega"2)))*(exp(2*cxt)=*(c*xcos(2*(phi—omegaxt))—
omegax*sin (2 (phi—omegaxt))) —c*cos(2*phi)+omega*xsin (2xphi)))+
(3x(exp(2*cxt)—1))/(16*c))*(B) "2 * exp(—2xcxt)

# skumane casy
t <— ¢c(1/52, 1/12, 1/6,1) #o tyzden , mesiac, rok
# wvykreslenie hustot pre dane casy
plot(r, dnorm(r, EENN(t[1]), DENN(t[1])), type = ’1°
,xlab="Urokove_miery” ,
ylab="dnorm (r ,E,D)” ,ylim=c(—20,80))

for (i in 2:length(t)) {

lines(r, dnorm(r, EENN(t[i]), DENN(t[i])), col = i)
}
legend (” bottom” ,legend=c(” tyzden” ,” Mesiac” ,” Polrok” ,” Rok” ) ,
col=c(” black” ,”red” ,” green” ,” blue” ) ,lty=1:1,box.lty=1,

64



box.lwd=2, box.col="black”, horiz = TRUE)
# KALIBRACIA

data <— as.data.frame(read_excel(”data.xlsx”))

cas <— data$DATE

re <— data$EURIBOR[1:(length(cas)—6)]

indx <— seq(as.Date(’2013—01—-01"), length.out=length(re),
by=’1_month )

n <— length(re)—1

plot (indx ,re, xlab="Cas” , ylab="EURIBOR” )

# casovy krok, casova premenna
dt<—1/12
t<—seq(0,length.out = (n),by=1)

# napasovanie urokovej miery pre cas k, k+1
rec <— re[2:(n+1)]
rep <— re[l:n]

#startovacie hodnoty — opravene

omega_start <— 0

alfa <— (n*sum(recxrep) — sum(rec)xsum(rep))/
(nx*sum(rep"2) — (sum(rep))”2)

c_start <— —log(alfa)/dt

Intgr <— c(rep(0,n))

IntgrV <— c(rep(0,n))

expon <— c(rep(0,length(t)))
kdt <— c(rep(0,n))

kdtl <— c(rep(0,n))

#kvoli sumovaniu: kdt = kxdt, kdtl = (k+1)=dt
for (j in seq(l,n,by=1)) {

Kdo[j] <= (J—1)#(1/12)

kdt1[j] <— jw(1/12)

phi_vec <— seq(from = 1/10, to = 9/10, length.out = 15)x*pi
val <— rep (0, length(phi_vec))
parhat <— matrix(0, nrow = length(phi_vec), ncol = 4)

for(i in 1l:length(phi_vec)){
phi <— phi_vec|[i]

logLe <— function(re,par) {
c = par[1]

omega = par [2]
for (k in 0:(n—-1)) {

Intgr [k+1] <— (cxexp(cxkdtl[k+1])*sin(phi—
kdtl [k+1]*omega)+exp(c*xkdtl [k+1])*omega*cos(phi—
kdtl [k+1]*omega))/(omega*x*2+cx*2) —(ckexp (cxkdt [k+1])x*
sin (phi—kdt[k+1]*xomega)+exp(cxkdt [k+1])*omegaxcos(phi—
kdt [k+1]*omega)) / (omegax*2+4c**2)

IntgrV [k+1] <— (((c**2xomega*x*2+cx*x4)*sin (4*phi)+
(—2*c*omega**3—2%cx*3xomega)*cos (4xphi))*sin (8xphi—
4%kdtl [k+1]*omega)+ ((2*cxomegax*3+2*ck*x3*omega ) *
sin (4*phi)+ (c**2*xomegax*2+c**x4)*xcos (4*xphi))*cos(8*«phi—
4xkdtl [k+1]*xomega)+((—16xck*2*xomegaxk2—4*ck*x4)*
sin (4*phi)+ (16*cxomegak*3+4xc**k3*omega)*cos (4%phi))*
sin (6*phi—2xkdtl [k+1]*omega)+((—16xcxomegak*x3—4xCx*3*

65



omega)*sin (4*phi)+(—16xc*x*x2xomegax*2—4xc*x4)*cos (4*xphi))
*cos (6%phi—2xkdtl [k+1]*xomega)+ ((—16*ck*2%komegaskx2—4x%
ckx4)xsin (4xphi)+(—16*xckomega*x*x3—4*c*k*3*komega ) *

cos (4*phi))*sin (2*phi4+2xkdtl [k+1]*omega)+ ((16%*
ckomegakk3+4xckk3xomega)*sin (4d*xphi)4(—16%kc**2%
omegax*2—4xc*x4)xcos (4xphi))*kcos (2«phi+2xkdtl [k+1]x*
omega)+(24*xomegaxk4+30kckk2xomegank2+06xchxd)x

sin (4*phi)**24((c*x*x2xomegakx*2+cx*4)*sin (4x*

kdtl [k+1]*omega)+(—2*ckomega**x3—2%kcx*k3*xomega ) *

cos (4*kdtl [k+1]*xomega))*sin (4*phi)+(24*omega**x4+
30%kcx*k2xomegak*2+6xckx4d)kcos (4xphi)*x2+ ((2*cx*
omegax*3+2xc**x3*omega)*sin (4xkdtl [k+1]*omega)+
(cx*2xomegakx*2+cx*4)*kcos(4*kdtl [k+1]*xomega))*cos(4*xphi))
/ ((128%cxomegak*x4+160*ck*x3*komegakx*x2+32xc*x5)xsin (4xphi )k
2+ (128*c*omega**x4+160*cx*k3xomegak*2+32%kck%5)*

cos (4*phi)**x2) —(((c*k*x2xexp(2*ckkdt [k+1])*omegak*2+
ckxdxexp(2*ckkdt [k+1]))*sin (4*phi)+(—2xckexp (2*cx*

kdt [k+1])*omegax*3—2xc**x3*exp (2*ckxkdt [k+1])*omega)*

cos (4%phi))*sin(8*phi—4xkdt [k+1]*xomega)+ ((2*cxexp (2x*
cxkdt [k+1])*omegak*3+2xck*x3xexp (2xcxkdt [k+1])x*
omega)*sin (4*phi)+(ck*2%exp(2*ckkdt [k+1])*omegax*2+
ckx4dxexp(2xckxkdt [k+1]))*cos(4*phi))*cos(8xphi—4x*

kdt [k+1]*omega)+((—16*cx*2xexp (2*xcxkdt [k+1]) xomegaxx*
2—4xckxdxexp (2xckkdt [k+1]))*sin(4*phi)+(16xckxexp(2*
cxkdt [k+1])*omegak*3+4xckx3xexp (2xcxkdt [k+1])x*
omega)kcos (4*phi))*sin(6xphi—2xkdt [k+1]*omega)+
((—16*ckexp(2*cxkdt [k+1])*omegax*x3—4xc**x3*xexp (2*

ckxkdt [k+1])*omega)*sin (4*xphi)+(—16%ck*2xexp (2*cx*

kdt [k+1])*omegax*2—4*xckx4d*xexp (2*cxkdt [k+1]))*cos (4x*
phi))*cos(6xphi—2xkdt [k+1]*xomega)+((—16*xc**2xexp (2*
ckkdt [k+1])*omegak*x2—4kcxkdxexp (2xcxkdt [k+1]))*
sin(4*phi)4+(—16%cxexp (2*xcxkdt [k+1])*omega*x*x3—4dkck*
3xexp(2*ckkdt [k+1])*omega)*cos(4*phi))*sin(2xphi+

2xkdt [k+1]*xomega)+ ((16*cxexp (2*xcxkdt [k+1])*omega**3+
4xckx3kexp (2*ckkdt [k+1])*omega)*sin (4*phi)+(—16xcxx*
2xexp (2*ckxkdt [k+1])*komega**2—4skck*dxexp (2*c*xkdt [k+1]))*
cos (4*phi))*cos(2*xphi+2xkdt [k+1]*xomega)+ (24*exp (2*cx*
kdt [k+1])*omegax*4+4+30*cx*x2xexp (2*xcxkdt [k+1])komegak*2+
6xckxdkexp (2 ckkdt [k+1]))*sin (4xphi)*x*x2+ ((c**2*xexp (2*cx*
kdt [k+1])*omegax*2+cxxdxexp (2xcxkdt [k+1]))*sin (4x*

kdt [k+1]*omega)+(—2*cxexp (2*xcxkdt [k+1])*omega*x*x3—
2xc*x3xexp (2xcxkdt [k+1])*omega)*cos (4xkdt [k+1]*omega))*
sin (4*phi)+(24xexp (2*xcxkdt [k+1])*omegakx4430%ck*2%

exp (2*cxkdt [k+1])*omegax*2+6xckxdxexp (2xcxkdt [k+1]))*
cos (4*phi)**x2+4 ((2*ckexp (2*ckkdt [k+1])*omegax*k3+2xck*3*
exp(2*cxkdt [k+1])*omega)*sin (4xkdt [k+1]*xomega)+ (c*x*x2x*
exp(2*cxkdt [k+1])*omegax*2+cxxdxexp (2xcxkdt [k+1]))*

cos (4xkdt [k+1]*omega))*cos(4*phi))/((128*c*exp(2*cx*
kdtl[k+1])*omega**4+160xc**x3*xexp(2*cxkdtl [k+1])*omegaxx*
2+432xck*x5kexp (2*ckkdtl [k+1]))*sin(4*phi)*x2+4(128%cx*
exp(2*cxkdtl [k+1])*omega**x4+160xc**x3*xexp (2xcxkdtl [k+1])=*
omegax*2+32kcxk5xexp (2xcxkdtl [k+1]))*cos (4*xphi)**x2)

expon [k+1] <— exp(—cx*(k+1)xdt)

Ae <— (sum(((rec—exp(—cx*dt)x*rep)*cxIntgr*expon)/
(IntgrV)))/(sum((c*Intgrxexpon)” (2)/(IntgrV)))
Eenova <— exp(—cx*dt)*re[l:(n)] + cxAexexp(—cx*(t4+dt))*Intgr
Be2 <—(1/n)*sum((rec—Eenova)” (2)*(1/IntgrV))
Denova <— Be2xIntgrV
return(—1x*(nxlog(1/sqrt(2%pi)) —0.5*%sum(log (Denova)+
((rec—Eenova)”(2))/(Denova))))
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odhad <— optim(par=c(c_start ,omega_start),loglLe , re=re,

method=" Nelder —Mead” , hessian = FALSE)

val[i] <— odhad$value

parhat[i,1] <— odhad$par[1]
2] <— odhad$par [2]

parhat[i,3] <— phi_vec[i]
4] <— vall[i]

parhat [i,

parhat [i,

}

plot (phi_vec, val, type="b” ,xlab="Hodnoty_Phi”,
ylab="Funkcna_hodnota_LogLe”)

# tymto sme ziskalt odhad startovacich parametrov
phi_nove <— phi_vec[which.min(val)]

c_nove <— parhat [ ,1][which.min(parhat[,4])]
omega_nove <— parhat[,2][which.min(parhat[,4])]

logLe <— function(re,par) {
c = par[1]
omega = par [2]

phi = par[3]
for (k in 0:(n—-1)) {

Intgr [k+1] <— (cxexp(cxkdtl [k+1])*sin(phi—
kdtl [k+1]*omega)+exp(cxkdtl [k+1])*omegaxcos (phi—
kdtl [k+1]*omega))/(omega*x*2+c*x*2) —(ckexp (cxkdt [k+1])x*
sin (phi—kdt [k+1]*omega)+exp (cxkdt [k+1])*omegaxcos (phi—
kdt [k+1]*omega)) / (omegax*2+4c**x2)

IntgrV [k+1] <— (((c**2xomegax*2+cx*4)%sin (4*phi)+
(—2*c*omega**x3—2%cx*3xomega)*cos (4d*phi))*sin (8xphi—
4xkdtl [k+1]*xomega)+ ((2*cxomegax*3+2*c**3*omega ) *
sin (4*phi)+ (c**x2*xomegax*2+c*x4)*xcos (4*phi))*kcos(8*phi—
4xkdtl [k+1]*omega)+ ((—16*c**2%komegak*2—4skckx4)*
sin (4*phi)+4(16*xcxomegax*3+4*ck*3*omega)*cos (4xphi))*
sin (6*phi—2xkdtl [k+1]*omega)+((—16*xcxomegax*3—4xc**3*
omega)*sin (4*phi)+(—16*xcx*x2xomegax*2—4xc*x4)*cos (4*xphi))
*xcos (6xphi—2xkdtl [k+1]*xomega)+((—16*c*k*2%omegakx*x2—4x*
ckx4)xsin (4xphi)+(—16*xckomega*x*x3—4*c*k*3*komega ) *
cos (4%phi))*sin (2*phi4+2xkdtl [k+1]%omega)+ ((16%*
ckomega*x*x3+4dkck*x3komega)*sin (4dxphi)+(—16%cHk*2x%
omegax*2—4xckx4)xcos (4xphi))*kcos (2*phi+2xkdtl [k+1]x*
omega)+(24*omegax*4+30kck*k2xomegak*2+6xckxd)*
sin (4*phi)**x24((c*x*x2xomegak*2+cx*4)*sin (4x*
kdtl [k+1]*xomega)+(—2*ckomega*x*x3—2*ck*3%komega ) *
cos (4*kdtl [k+1]*xomega))*sin (4*phi)+(24*omega**x4+
30%kcxk2xomegak*2+6xckx4d)kcos (4kphi)xk2+4 ((2%cx*
omegax*3+2xc**x3*omega)*sin (4xkdtl [k+1]*omega)+
(c*x*2xomegax*2+cx*4)*kcos(4*xkdtl [k+1]*xomega))*cos(4*xphi))
/ ((128%cxomegak*4+160*ck*3*omegakx*x2+32*c**5)xsin (4xphi)xx
2+ (128*c*omega*x*x4+160*cx*x3xomegak*2+32%kcx%5)*
cos (4*phi)**x2) —(((c**2%xexp(2*cxkdt [k+1])*omegak*2+
ckxdkxexp(2xckkdt [k+1]))*sin (4*phi)+(—2xckexp (2*cx*
kdt [k+1])*omegax*3—2xc**x3*exp (2*cxkdt [k+1])*omega)*
cos (4*phi))*sin(8*phi—4xkdt [k+1]*xomega)+ ((2*xcxexp (2x*
cxkdt [k+1])*omegak*3+2xcx*x3xexp (2xcxkdt [k+1])x*
omega)*sin (4*phi)+(ck*2%xexp(2*cxkdt [k+1])*omega*2+
ckx4dxexp(2xckkdt [k+1]))*cos(4*phi))*cos(8xphi—4x*
kdt [k+1]*omega)+((—16*cx*2xexp (2*xcxkdt [k+1]) xomegaxx*
2—4xck*kdkexp (2*cxkdt [k+1]))*sin (4xphi)+(16*kckexp (2%
cxkdt [k+1])*omegak*3+4xckx3xexp (2xcxkdt [k+1])x*
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omega)*cos (4*phi))*sin (6xphi—2xkdt [k+1]*omega)+
((—16*ckexp(2*ckkdt [k+1])*omegax*k3—4*ckx3*xexp (2*

cxkdt [k+1])*omega)*sin (4*phi)+(—16*ck*2xexp (2*cx*

kdt [k+1])*omegax*2—4xckx4d*xexp (2*ckkdt [k+1]))*cos (4x*
phi))*cos(6xphi—2xkdt [k+1]*xomega)+((—16*c**x2xexp (2*
cxkdt [k+1])*omegak*x2—4xcxkdxexp (2xcxkdt [k+1])) =

sin (4*phi)4(—16%c*exp (2*cxkdt [k+1])*komega**3—4skc*s*
3xexp(2*ckkdt [k+1])*omega)*cos(4*phi))*sin(2*xphi+

2xkdt [k+1]*xomega)+ ((16*cxexp (2*cxkdt [k+1])*omega*x*3+
4xckx3kexp(2*ckkdt [k+1])*omega)*sin (4d*phi)+(—16kcx*x*
2xexp (2xcxkdt [k+1])*omega*x*x2—4kck*xdkexp (2 cxkdt [k+1]))*
cos(4*phi))*cos(2*xphi+2xkdt [k+1]*xomega)+ (24*xexp (2*cx*
kdt [k+1])*omegax*4+30kcx*x2xexp (2*xcxkdt [k+1])xomega*x*2+
Gxckkdkexp (2*ckkdt [k4+1]))*sin (4xphi)**2+ ((ck*x2%exp (2*cx*
kdt [k+1])*omegax*2+cxxdxexp (2xcxkdt [k+1]))*sin (4%

kdt [k+1]*omega)+(—2%cxexp (2*xcxkdt [k+1])*komega*x*3—
2xckx3xexp (2xcxkdt [k+1])*omega)*cos (4xkdt [k+1]*xomega))*
sin(4*phi)+(24*exp (2*xcxkdt [k+1])*omegakxx4430*ck*2x*
exp(2*cxkdt [k+1])*xomegax*246xckxdkxexp (2xckkdt [k+1]))*
cos (4*phi)**2+ ((2*ckexp (2*cxkdt [k+1])*omegax*k3+2xck*3*
exp(2*cxkdt [k+1])*omega)*sin (4xkdt [k+1]*xomega)-+ (c*x*x2x*
exp(2*cxkdt [k+1])*omegax*2+cxkdxexp (2xcxkdt [k+1]))*

cos (4*xkdt [k+1]*omega))*cos(4*phi))/((128*c*xexp(2*cx*
kdtl[k+1])*omega**4+160xc**x3*xexp(2xckxkdtl [k+1])*omegaxx*
2+432xckx5kexp (2*ckkdtl [k+1]))*sin(4*phi)**x2+4(128*cx*
exp(2*cxkdtl[k+1])*omegakx4+160xc**x3xexp (2xcxkdtl [k+41])*
omegax*2+32xcxk5xexp (2xcxkkdtl [k+1]))*cos (4*xphi)**x2)

expon [k+1] <— exp(—c*(k+1)xdt)

Ae <— (sum(((rec—exp(—c*dt)*rep)*cxIntgrxexpon)/
(IntgrV)))/(sum((cxIntgrxexpon)”(2)/(IntgrV)))
Eenova <— exp(—cx*dt)*re[1l:(n)] + c*Aekxexp(—cx(t+dt))*Intgr
Be2 <—(1/n)*sum((rec—Eenova)” (2)*(1/IntgrV))
Denova <— Be2xIntgrV
return(—1x(nxlog(1l/sqrt(2*pi)) —0.5%
sum(log (Denova)+((rec—Eenova)”(2))/(Denova))))

}

odhad _novy <— optim(par=c(c_-nove,omega_nove,phi_nove),

logLe ,re=re ,method=" Nelder —Mead” ,hessian = FALSE)

¢ <— odhad_novy$par[1]
omega <— odhad_novy$par [2]
phi <— odhad_novyS$par [3]

#spustit bez returnu — ziskat Ae, Be2, Fenova, Denova

Ae

Be2

#jednokrokove predikcie

plot (re ,xlab="Cas” ,ylab="Hodnota_europskej_urokovej_miery”,
ylim=c(—-0.4,0.4))

lines (2:length(re), Eenova)

legend (” bottomleft” ,legend=c(” Predikcia” ,

”Realna_hodnota_urokovej_miery”),lty=c(1,NA),

pch=c(NA,”0” ), horiz=F)

#suma stvorcov odchylok z obrazku
sum((re[—1]—Eenova) 2)
#trivialna predikcia

sum((re[—1]—re[—length(re)]) " 2)
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#casove obdobie M

M<— 12 % 30

# zo skriptu hustota a .

t <-0

dt <— seq(from = 1/12, by = 1/12, length.out = M)
Eel <— exp(—cxdt)*tail(re,1) + cxAexexp(—c
*(t4dt))*x(—(cxexp(cxt+ckdt)*sin (omegakxt—phi+
dtxomega)—omega*exp (c*t+cxdt)*cos(omegaxt—phi+
dt*omega)—c*xexp(c*t)*sin (omegaxt—phi)+omegax

exp(c*t)*cos(omegaxt—phi)))/(omegax*2+cx*x2)

# aby bolo wvidiet vsetko
re.ts <— ts(re, start = 1)
Eenova.ts <— ts(Eenova, start = 2)

Eel.ts <— ts(Eel, start = length(re) + 1)

ts.plot(re.ts, Eenova.ts, Eel.ts, col = c(”black”, "red”, ”green”),
xlab="Cas” ,ylab="Hodnota_europskej_urokovej_miery”,

ylim=c(—-1,0.4))

legend (” bottom” ,legend=c(” Realne_data” , ”Jednokrokova_predikcia”,

”Dlhodoba_predikcia”),
col=c(” black” ,”red” ,”green” ) ,lty=1:1,horiz=F)

# DOMACE PARAMETRE
rd <— data$BULGARIA[1:(length(cas)—6)]

plot (indx ,rd, xlab="Cas” ,ylab="Bulharska._urokova._miera”)
plot (indx ,c(re),type="1" ,col="blue” ,ylim=c(—-0.8,1.3),

xlab="Cas” ,ylab="Hodnota_short—rate”)

lines (indx ,rd ,type="1" ,col="red”)

legend (” bottom” ,legend=c (”EURIBOR” ,” Bulharska._urokova_miera”),

col=c(” blue” ,”red”),lty=1:1,horiz=TRUE, text . font = 3)

# casovy krok, casova premenna

dt<—1/12

t<—seq(0,length.out = (n),by=1)

# mapasovanie urokowvej miery pre cas k, k+1

rec <— re[2:(n+1)]

rep <— re[l:n]
rde <— rd[2:(n+1)]
rdp <— rd[1l:n]

Intgrc <— c(rep(0,n))

IntgrcV <— c(rep(0,n))

Intgrb <— c(rep(0,n))

IntgrbV <— c(rep(0,n))
exponc <— c(rep(0,length(t)))
exponb <— c(rep(0,length(t)))
kdt <— c(rep(0,n))

kdtl <— c(rep(0,n))
Bd2<—c(rep (0,1))
vysle<—c(rep(0,1))

fhod <— c(rep(0,500))

#kvoli sumovaniu: kdt = kxdt, kdtl = (k+1)xdt
for (j in seq(1l,n,by=1)) {

kdt [j] <= (j—1)*(1/12)

kdtl[j] <— i*(1/12)

c <— 0.01547261
omega <— 0.4469588
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phi <— 2.316414

Ae<— —3.614195

Be2 <— 0.01105966

# b<— 0.19 #preventivne

# Bd2 <— 0.018 #preventivne

logLd <— function(b) { #
for (k in 0:(n—-1)) {

Intgrec [k+1] <— (cxexp(cxkdtl [k+4+1])*
sin (phi—kdtl [k+1]*xomega)+exp(cxkdtl [k+1])=*
omegaxcos (phi—kdtl [k+1]*omega)) /(omegax*2+c**2)—
(cxexp (cxkdt [k+1])*sin (phi—kdt [k+41]*xomega)+
exp(cxkdt [k+1])*omega*cos (phi—kdt [k+1]*omega))

/ (omegakx24cx*2)

Intgrb [k+1] <— (bxexp(bxkdtl[k+1])*sin(phi—
kdtl [k+1]*omega)+exp (bxkdtl[k+1])*omegasx
cos (phi—kdtl [k+1]*omega)) /(omegax*2+bx*x2)—
(bxexp (bxkdt [k+1])*sin (phi—kdt [k+1]*xomega)+
exp (bxkdt [k+1])*omega*cos (phi—kdt [k+1]
*xomega)) / (omega*x*24+bkx2)

IntgrcV [k+1] <— (((ec**2xomega**2+c**4)*sin (4*phi)+
(—2%c*omega*x*x3—2%cx*3xomega)*cos(4*phi))*xsin (8xphi—
4xkdtl [k+1]*xomega)+ ((2*xcxomegax*3+2*c**x3*omega ) *
sin (4*phi)+ (c**x2xomegax*2+4c**x4)*xcos (4*xphi))*kcos (8
phi—4xkdtl [k+1]*xomega)+ ((—16*ck*2%komegak*x2—4dkcxk4d)*
sin (4*phi)+4(16*xcxomegax*3+4*c**3*omega)*cos (4xphi))*
sin (6*phi—2xkdtl [k+1]*omega)+((—16*cxomegaxk3—4kckx3*
omega)*sin (4*phi)+(—16xc*x*x2xomegax*2—4xc**x4)*xcos (4x*
phi))*cos(6xphi—2xkdtl [k+1]*omega)+ ((—16%cHk*2x%
omegax*2—4xc**4)xsin (4xphi)+(—16*ckomega**x3—4kck*
3*omega)*cos (4*xphi))*sin (2*phi4+2xkdtl [k+1]*omega)+
((16xcxomegaxk3+4*ck*x3*omega )*sin (4xphi)+(—16%ck*2x%
omegax*2—4xc**4)xcos (4xphi))*cos(2«phi+2«xkdtl [k+1]x*
omega)+(24*xomegax*k4d+30kckk2xomegax*2+06xchx4)xsin
(4*phi)**x2+ ((ck*2%omega*x*2+c**x4)*xsin (4xkdtl [k+1]=*
omega)+(—2*ckomega*x*x3—2%ck*3*xomega)*cos (4dxkdtl [k+1]x*
omega))*sin (4xphi)+(24*omega**4+30%kc**2komegaxk2+
6xcxk4)kcos (4*phi)*x2+4((2*ckomega**3+2%kc**x3*xomega ) *
sin (4xkdtl [k+1]%omega)+ (cx%k2xomegak*2+cxk4)kcos (4%
kdtl [k+1]*omega))*cos(4xphi))/((128*cxomegax*x4+160%*
ckx3kxomegaxk2+32xck*x5)ksin (4*phi)**x24(128*cromegaxkd+
160*cx*3*xomega*x*2+32%c*k*5)*cos(4d*xphi)*x2) — (((cx*x2x
exp(2*cxkdt [k+1])*omegax*2+cxxdxexp (2xcxkdt [k+1]))*
sin (4*phi)+(—2xcxexp (2x*ckkdt [k+1])*omegak*3—2xc**3*
exp(2*cxkdt [k+1])*omega)*cos(4*phi))*sin (8xphi—4x*
kdt [k+1]*omega )+ ((2%cxexp (2*cxkdt [k+1])*omega*x*3+
2xckx3xexp (2xcxkdt [k+1])*omega)*sin (4*xphi)+ (cx*x2x*
exp(2*cxkdt [k+1])*omegax*2+cxkdxexp (2xcxkdt [k+1]))*
cos (4*phi))*cos(8*phi—4xkdt[k+1]*xomega)+((—16*c*k*2x%
exp(2*cxkdt [k+1])*omegax*2—4xckx4dxexp (2xcxkdt [k+1]))=*
sin (4*phi)+(16xckxexp(2xckxkdt [k+1])*omegask*3+4xck*3*
exp(2*cxkdt [k+1])*omega)*cos(4*phi))*sin (6xphi—2x*
kdt [k+1]*omega)+((—16*cxexp (2*cxkdt [k+1])*omegak*x3—
4xckx3kexp (2*xckkdt [k+1])*omega)*sin (4d*phi)+(—16xcx*x*
2xexp (2xcxkdt [k+1])*omega*x*x2—4kck*dkexp (2*cx*
kdt [k+1]))*cos (4%phi))*cos(6*phi—2xkdt[k+1]*xomega)+
((—16*c**2*exp(2*cxkdt [k+1])*omegax*2—4xc*x4d*xexp (2*
ckxkdt [k+1]))*sin(4*phi)+(—16*cxexp(2xcxkdt [k+1])x*
omegax*3—4xckx3*xexp (2*ckxkdt [k+1])*omega)*cos(4*phi))*
sin (2*phi+2xkdt [k+1]*xomega)+ ((16*cxexp (2*cxkdt [k+1])
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komegak*x3+4kckk3xexp (2xcxkdt [k+1])*omega)*sin (4*xphi)+
(—16xc*x*2xexp (2xckxkdt [k+1])*omegak*x2—4kcxkdxexp (2%cx*
kdt [k+1]))*cos (4*phi))*cos(2*phi+2xkdt[k+1]*xomega)+
(24%exp (2*cxkdt [k+1])*omegax*4+30kcxk2xexp (2*cx

kdt [k+1])*omegax*2+6kckx4d*xexp (2*ckkdt [k+1]))*

sin (4*phi)**x24((c*x*2xexp (2*xcxkdt [k+1])*omegax*2+
cx*kdkxexp (2xcxkdt [k+1]))*sin (4xkdt [k+1]*omega)+
(—2*ckexp (2*cxkdt [k+1])*omegax*x3—2xc**3*kexp (2*cx*
kdt [k+1])*omega)*cos (4*kdt [k+1]*omega))*sin (4*phi)+
(24%exp(2*cxkdt [k+1])*omegax*4+30kcx*2xexp (2*c*

kdt [k+1])*omegak*2+46xcxxdxexp (2xcxkdt [k+1]))*

cos (4*phi)**2+ ((2*ckexp(2*cxkdt [k+1])*omegax*3+
2xc*x3xexp (2xcxkdt [k+1])*omega)*sin (4xkdt [k+1]x*
omega)+(ck*2%exp (2*ckkdt [k+1])*xomegas*2+cxkdx
exp(2*cxkdt [k+1]))*cos(4*kdt [k+1]*omega)) *

cos (4*phi))/((128*ckexp(2*cxkdtl [k+1])*omegask*xd+
160*cx*3xexp (2*xcxkdtl [k+1])*omegax*2+32kcHk*5*
exp(2*ckxkdtl [k+1]))*sin(4xphi)**x2+4(128*cx*
exp(2*cxkdtl [k+1])*komegak*x4+160xc**3*xexp (2*c*

kdtl [k+1])*omegak*2+32%ck*5%
exp(2*cxkdtl[k+1]))*cos(4xphi)**x2)

IntgrbV [k+1] <— (((b*%*2xomegak*2+b**4)*sin (4*phi)+
(—2xbkomegax*3—2xb*x*3*omega)*cos (4*phi))*sin(8«xphi—
4%kdtl [k+1]*xomega)+ ((2*bxomegax*3+2xb*x3*omega ) *
sin (4*phi)+ (b**x2xomegax*2+b*x4)*xcos (4*xphi))*
cos (8*«phi—4xkdtl [k+1]*xomega)+ ((—16*b*k*2%komega*x*x2—
4%bxx4)*xsin (4xphi)+(16xbxomegax*3+4*xb*x3*xomega ) *
cos (4*phi))*sin(6*phi—2xkdtl [k+1]*omega)+
((—16*b*omega**x3—4xbx*3*xomega)*sin (4*xphi)+
(—16xb*x2xomegax*2—4xb%x4)xcos (4*xphi))*xcos (6x*
phi—2%kdtl [k+1]*xomega)+ ((—16*b*k*2%omega*x*x2—4xbx*4)
*sin (4%phi)+(—16xbkxomegax*x3—4*b%*x3%omega)*cos (4*phi))
*sin (2#phi4+2xkdtl [k+1]*omega)+ ((16*bkomegaskx344skbskx
3xomega)*sin (4*xphi)+(—16%b**2%omega*x*x2—4skbkx4)*
cos(4*phi))*cos(2xphi+2«kdtl [k+1]*xomega)+ (24*omegaskx*
4430%b**2xomegak*2+6xkbxx4)ksin (4dkphi)kx2+ ((bkx2x
omegax*2+bxx4)ksin (4xkdtl [k+1]*xomega)+(—2xbxomegaxs*
3—2xbx*x3xomega)*cos (4*xkdtl [k+1]*xomega))*sin (4*xphi)+
(24 *omega*xx4+30xbkx2*xomega*x*x2+6%bk*x4)*xcos (4*xphi)*xx2+4
((2*bkxomega*x*x3+2*«bx*3*xomega)*sin (4xkdtl [k+1]*omega)+
(b**2xomega**2+b%x4)*cos (4xkdtl [k+1]*omega)) *
cos (4%phi))/((128*bkomega*xx4+160*bx*x3xomegax*2+32%«bxx5)
*sin (4xphi)**2+(128*bkxomegax*4+160%b**3*xomegask*2+
32%bx*5)*kcos(4*phi)**x2) — (((b**2xexp (2xbxkdt [k+1])x*
omegax*2+bxx4dxexp (2xbxkdt [k+1]))*sin (4*xphi)+(—2xbx*
exp (2*bxkdt [k+1])*omegax*3—2xb*x3*xexp (2*bxkdt [k+1])x*
omega)*cos (4*phi))*sin (8xphi—4xkdt [k+1]*omega)+ ((2%bx*
exp (2*bxkdt [k+1])*omegax*3+2xb*x3*xexp (2*bxkdt [k+1])x*
omega)*sin (4*phi)+ (b**x2%exp (2*bxkdt [k+1])*omegax*2+
bxx4xexp (2*bxkdt [k+1]))*cos (4*xphi))*cos(8*«phi—4x
kdt [k+1]*omega)+((—16*bx*2xexp (2*xbxkdt [k+1]) *omega*x*
2—4xbxx4dxexp (2xbxkdt [k+1]))*sin(4*phi)+(16xbxexp (2*bx*
kdt [k+1])*omegax*3+4xb*x3*exp (2*bxkdt [k+1])*omega)*
cos (4%phi))*sin(6*phi—2xkdt[k+1]*xomega)+((—16%bx*
exp (2*bxkdt [k+1])*omegax*3—4xb*x3*xexp (2*bxkdt [k+1])x*
omega)*sin (4*phi)+(—16xbx*x2xexp (2xbxkdt [k+1])x*
omegax*2—4xbxx4xexp (2xbxkdt [k+1]))*cos(4*phi))=*
cos (6*phi—2xkdt [k+1]*xomega)+ ((—16*b*x*2xexp (2*bx*
kdt [k+1])*omegax*2—4xbkx4dkxexp (2*bxkdt [k+1]))*sin (4%
phi)+(—16xbxexp (2*bxkdt [k+1])*omega*x*x3—4*xbx*3xexp (2*
bxkdt [k+1])*omega)*cos(4*phi))*sin (2*xphi+2xkdt [k+1]x*
omega)+ ((16*xbxexp (2xbxkdt [k+1])*omega**x3+4xbkk3x*
exp (2*bxkdt [k+1])*omega)*sin (4*phi)+(—16xbx%2x
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exp (2*bxkdt [k+1])*omegax*2—4xbxx4dxexp (2xbxkdt [k+1]))*

cos (4%phi))*cos(2*phi+2xkdt [k+1]*omega)+ (24*exp (2xbx*

kdt [k+1])*omegax*4+30xbx*x2xexp (2*xbxkdt [k+1])xomega*x*2+
6xbxx4d*xexp (2xbxkdt [k4+1]))*sin (4%xphi)**2+ ((bx*2x

exp (2*bxkdt [k+1])*omegax*2+bxxdxexp (2xbxkdt [k+1]))*

sin (4xkdt [k+1]*xomega)+(—2*bxexp (2xbxkdt [k+1])x*
omegax*3—2xbx*3*exp (2xbxkdt [k+1])*omega)*cos (4*

kdt [k+1]*omega)) *sin (4*phi)+(24*exp (2*bxkdt [k+1])x*
omegaxk4+30kbxk2xexp (2xbxkdt [k+1])komegakx2+6skbskd*

exp (2*bxkdt [k+1]))*cos(4*phi)**2+ ((2*bkexp (2*bxkdt [k+1])=*
omegax*3+2xbkxx3*xexp (2xbxkdt [k+1])*omega)*sin (4xkdt [k+1]x*
omega)+ (b**2xexp (2*bxkdt [k+1])*omegax*2+bxxdxexp (2x*

bxkdt [k+1]))*cos (4xkdt [k+1]*omega))*cos(4*phi))

/ ((128%bxexp (2xbxkdtl [k+1])*omegax*4+160*bk*3kexp (2*bx*
kdtl [k+1])*omega**2+32*bx*5%exp (2*bxkdtl [k+1]))*sin(4*phi)
*%2+4(128*bxexp (2xbxkdtl [k+1])*omega*x*x44+160%kbx*3xexp (2%
bxkdtl [k+1])*omega*x*2+32*bx*x5kexp (2*bxkdtl [k+1]))*cos(4*phi)*=*2)

exponc [k+1] <— exp(—cx*(k+1)*dt)
exponb [k+1] <— exp(—bx*(k+1)*dt)

Ednova <— (b/(c—b))*(exponb—exponc)*rep+
exponbxrdp+ ((bxc*xAe)/(c—b))*(exponb*Intgrb—exponc*Intgrc)

ff <— function (Bd2) { sum(IntgrbV/((b/(c—b))"(2)
*Be2x (IntgrbV—IntgrcV)+Bd2*IntgrbV) —
(rdc—Ednova) " (2) * IntgrbV/((b/(c—b))"(2)=*

Be2x (IntgrbV—IntgrcV)+Bd2xIntgrbV )" (2))

}

Bd2 <— uniroot (ff ,lower=0,upper=10,

extendInt = ”yes” )8$root

Ddnova <— (b/(c—=b)) " (2)*Be2%(IntgrbV —
IntgrcV)+Bd2%IntgrbV

return(—1x(nxlog(1/sqrt(2*pi))—
0.5%sum(log (Ddnova)+((rdc—Ednova) " (2))/(Ddnova))))
}

vysle <— optim(0.1,logLd ,method="Brent”, lower=—10, upper= 10)$par
vysle2 <— optimize (logLd,c(—10,10))

vysle

b<—vysle

b

plot (rd, xlab="Cas” ,ylab="Hodnota_domacej

urokovej_miery” ,ylim=c(—-0.2,1.3))

lines (2:length(rd), Ednova)

legend (” bottomleft” ,legend=c(” Predikcia” ,” Realna_hodnota
urokovej_miery”),lty=c(1,NA),pch=c(NA,”0”),horiz=F)

#suma stvorcov odchylok z obrazku
sum ((rd[—1]—Ednova)~2)
#trivialna predikcia

sum ((rd[—1]—rd[—length(rd)]) " 2)

#casove obdobie M
M<— 12 % 30
# zo skriptu hustota a 1.
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t<-0

dt <— seq(from = 1/12, by = 1/12, length.out = M)
Edl <— (b/(c—b))=*(exp(—b*dt)—exp(—cx*dt))*

tail (re,1)+exp(—bxdt)*xtail (rd,1)+ Aex

bxcx (exp(—bx(t+dt))* ((bxexp(b*t)*sin (omegaxt
—phi)—omegaxexp (b*t)*cos (omegaxt—phi)) /(omegak*2+
bx*2) —(bkexp (bxt+bxdt)*sin (omega*t—phitdtkomega)—
omegaxexp (bxt+bxdt)*cos (omegaxt—phi+dtxomega))

/ (omegax*2+bx%2)) —exp(—c*(t4+dt))*((cxexp(c*t)x*
sin (omega*t—phi)—omegaxexp(c*t)*cos (omegaxt—phi))
/ (omegax*2+c*x2) —(cxexp (cxt+c*dt)*sin (omega*t—phi+
dt*omega)—omegakexp (ckt+cxdt)*cos(omegaxt—phitdtx*
omega)) /(omega*x*2+c*x*2)))/(c—b)

# aby bolo wvidiet vsetko

rd.ts <— ts(rd, start = 1)

Ednova.ts <— ts(Ednova, start = 2)

Edl.ts <— ts(Edl, start = length(rd) + 1)

ts.plot(rd.ts, Ednova.ts, Edl.ts, col = c(”black”,

?red”, ”green”),

xlab="Cas” ,ylab="Hodnota_domacej_urokovej_miery” ,
ylim=c (0.01,0.05))

legend (” bottom” ,legend=c(” Realne_data” ,

”Jednokrokova_predikcia” ,” Dlhodoba_predikcia”),

col=c(” black” ,”red” ,” green” ) ,lty=1:1)

# VYNOSOVE KRIVKY

Ae <— —3.2/100 #—4.078969/100

c <— 1.1 #0.01621496 * 50 #

Be <— sqrt(0.02)/100 #sqrt (0.01852447)/100
omega <— 0.33 #0.2336582

phi <— pi/3 #1.525498

Bd <— sqrt (0.03) /100 #sqrt (0.06899961)/100
rho <— 0.65

re <— 0.01

rd <— 0.03

b <— 0.9 #0.009096456 %50 #

# cas

t <-0

tau <— seq(from = 0,to0=80,by=0.1)
T <— t+tau

# europske

vyne <— rep(0,length(tau))
vyne2 <— rep(0,length(tau))
vyne3 <— rep(0,length(tau))
vyned <— rep(0,length(tau))
vyne [1] <— re

vynre <— rep(0,length(tau))
vynre2 <— rep(0,length(tau))
vynre3 <— rep(0,length(tau))
vynre4d <— rep(0,length(tau))
vynre [1] <— re

# domace

vynd <— rep(0,length(tau))
vynd2 <— rep(0,length(tau))
vynd3 <— rep(0,length(tau))
vynd4 <— rep(0,length(tau))
vynd [1] <— rd

vynrd <— rep(0,length(tau))
vynrd2 <— rep(0,length(tau))
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vynrd3 <— rep(0,length(tau))
vynrd4 <— rep(0,length(tau))
vynrd [1] <— re

vynos_eur <— function(tau, re, T, c,

Ae, Be, omega, phi, lambda) {

beta <— (l—exp(—cx*tau))/(c)

il <— function(tau) {((1—exp(—cx*tau))/
(c))=*sin(phi—omegax(T—tau))}

i2 <— function(tau) {(((1—exp(—cxtau))/
(e)) " (2))*(sin(phi—omegax(T—tau))) " (4)}

i3 <— function(tau) {(((1—exp(—cxtau))
/(ec)) (1))*(sin(phi—omegax(T—tau))) (2)}

alfa <— —cxAexintegrate (il ,0,tau)$value +
0.5 % (Be)"(2) = integrate(i2,0,tau)$value +

lambda * Be x integrate (i3 ,0,tau)$value

return((—alfatbetaxre)/tau)

for (i in 2:length(tau)) {
vyne[i] <— vynos_eur(tau[i],re,T[i],c,

Ae,Be,omega, phi,lambda=—1)

vyne2[i] <— vynos_eur(tau[i],re,T[i],c,

Ae,Be,omega, phi,lambda=-0.75)

vyne3[i] <— vynos_eur(tauli],re

,T[i] ,c,Ae,Be,omega, phi,lambda=—0.5)

vyned4 [i] <— vynos_eur(tauli],re,T[i]
,c,Ae,Be,omega, phi,lambda=—0.25)
}
plot(tau[—1],vyne[—1],type="1"
c(—0.004,0.012),xlab="Maturity” ,ylab="Vynos

,ylim=

europskeho_dlhopisu”)

lines (tau[—1],vyne2[—1],col="red”)
lines (tau[—1],vyne3[—1],col="blue”)
lines (tau[—1],vyne4[—1],col="green”)

legend (” bottom” ,legend=c (expression (paste (

lambda ,” _.=_—1")) ,expression (paste(lambda,” .=_—0.75")
) ,expression (paste (lambda,” =_.—-0.57)),
expression (paste(lambda,” .=_—0.25"))),

col=c(” black” ,”red” ,” blue” ,” green” ) ,lty=1:1,box.lty=1,
box.lwd=2, box.col="black”, horiz = TRUE, text.font = 0.02)

lambda <— —1
for (i in 2:length(tau)) {
vynre[i] <— vynos_eur(tau[i],0.01,

T[i],c,Ae,Be,omega, phi,lambda)

vynre2[i] <— vynos_eur(tau[i],0.03,
T[i],c,Ae,Be,omega, phi,lambda)

vynre3[i] <— vynos_eur(tau[i],—0.01,
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T[i],c,Ae,Be,omega, phi,lambda)

vynred4 [i] <— vynos_eur(tau[i],—0.03,

T[i],c,Ae,Be,omega, phi,lambda)

}

plot (tau[—1],vynre[—1],type="1” ,ylim=c(—0.008,0.014),

xlab="Maturity” ,ylab="Vynos_europskeho_dlhopisu”)

lines (tau[—1],vynre2[—1],col="red”)
lines (tau[—1],vynre3[—1],col="blue”)

lines (tau[—1],vynred4[—1],col="green”)

# DOMACE DLHOPISY

vynos _dom <— function(tau,rd,re, T, b, Bd,

lambda_d, rho, c, Ae, Be, omega, phi, lambda) {

bet _dom <— (((1—exp(—bxtau))/(b)))
gam_dom <— ((—bxexp(—cxtau) +
ck(exp(—b*tau)—1) + b)/(ex(b—c)))

11 <— function(tau) {(sin(phi—omegax(T—tau)))"(2)

* (((1—exp(=bxtau))/(b))) (1)}

12 <— function(tau) {(sin(phi—omega*(T—tau)))” (1) =*

((—bxexp(—cxtau) + c*x(exp(—bxtau)—1)

+ b)/(ex(b=ec))) (1)}

13 <— function(tau) {(sin(phi—omega*(T—tau))) (2) =*

((—b*exp(—cxtau) +
c*(exp(—b*tau)—1) + b)/
(ex(b—c))) (1)}

14 <— function(tau) {(sin(phi—omega*(T—tau)))"(4)

* (((1—exp(=b*tau))/(b)))"(2)}

15 <— function(tau) {(sin(phi—omega*(T—tau)))"(4) =*

((—b*exp(—cxtau) + cx*(exp(—bxtau)—
1) + b)/(ex(b=c)))"(2)}

16 <— function(tau) {(sin(phi—omega*(T—tau)))"(4)

* (((L—exp(—=bxtau))/(b)))" (1)
((—b*exp(—cxtau) + cx*x(exp(—bxtau)—1) +
b)/(ex(b—c))) (1) }

alf _dom <— lambda_d * Bd * integrate (Il1,0,tau)$value +

c *» (—Ae) = integrate (I2,0,tau)$value +

lambda * Be % integrate(I3,0,tau)8$value +
0.5 = (Bd)"(2) = integrate (I4,0,tau)$value +
0.5 % (Be)"(2) = integrate (I5,0,tau)$value +
rho = Bd * Be * integrate (16,0,tau)$value

return(—1x( alf _dom—rd*bet _dom —rexgam_dom)/tau)

}

for (i in 2:length(tau)) {

vynd[i] <— vynos_dom(tau[i],rd,re, T[i], b, Bd,

rho, ¢, Ae, Be, omega, phi, lambda)
vynd2[i] <— vynos_dom(tau[i],rd,re, T[i], b,
rho, ¢, Ae, Be, omega, phi, lambda)
vynd3[i] <— vynos_dom(tau[i],rd,re, T[i], b,
rho, ¢, Ae, Be, omega, phi, lambda)
vynd4[i] <— vynos_dom(tau[i],rd,re, T[i], b,
rho, ¢, Ae, Be, omega, phi, lambda)

lambda_d=-1,

lambda_d=—-0.75,
lambda_d=-0.5,

lambda_d=—-0.25,
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plot(tau[—1],vynd[—1],type="1" ,ylim=c(—0.003,0.015),xlab="Maturity” ,
ylab="Vynos_domaceho_dlhopisu”)

lines (tau[—1],vynd2[—1],col="red”)

lines (tau[—1],vynd3[—1],col="blue”)

lines (tau[—1],vynd4[—1],col="green”)

legend (” bottom” ,legend=c(expression (paste(lambda,” .=.—17)) ,
expression (paste (lambda,” .=_—0.75")),
expression (paste(lambda,” .=_—0.5")) ,expression (paste(lambda,” .=.—-0.25"))),

col=c(” black” ,”red” ,” blue” ,” green” ) ,lty=1:1,box. 1ty =1,
box.lwd=2, box.col="black”, horiz = TRUE, text.font = 0.02)

# TRHOVA CENA RIZIKA

Ae <— —3.614195/100

c <— 0.01547261 # = 50 #
Be <— sqrt (0.01105966) /100
omega <— 0.4469588

phi <— 2.316414

Bd <— sqrt(0.1710355) /100
rho <— 0

b <— 0.003750925 #*50 #

data <— as.data.frame(read_excel (”data.xlsx”))
re <— data$EURIBOR/100
rd <— data$BULGARIA/100

data2 <— as.data.frame(read_excel(”data2.xlsx”))

Re <— matrix (0, nrow = length(re), ncol = 3)
Re[,1] <— data2$ ‘EUR-1Y‘/100
Re[,2] <— data2$ ‘EUR-5Y‘/100
Re[,3] <— data2$ ‘EUR—10Y*‘/100

plot (indx ,Re[,1] ,type="1" ,ylim=c(—-0.014,0.022),
xlab="Cas” ,ylab="Vynosy”)
lines (indx ,Re[,2] ,type="1” ,col="red”)
lines (indx ,Re[,3] ,type="1" ,col="blue”)
legend (” bottom” , legend=c(”1_rok”,
”5_rokov” ,”10_rokov” ),
col=c(” black” ,”red” ,” blue” ),
text.font=3,horiz=TRUE, lty =1:1,cex=0.85)

# maturity tau

tau_mat <— ¢ (1,5,10)

# cas

t <-0

for (i in 1l:length(tau_mat))
{T[i] <— t4+tau_mat[i]}

# logaritmus P

Rme <— matrix (0, nrow = length(re), ncol 3)

Rmd <— matrix (0, nrow = length(rd), ncol = 3)
F <— function(lambda) {

for(i in 1l:length(re)) {

for(j in 1:3) {

beta <— (l—exp(—cx*tau_mat[j]))/(c)

il <— function(tau) {((1—exp(—cx*tau))/(c))
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*sin (phi—omegax (T[j]—tau))}
i2 <— function(tau) {(((1—exp(—cxtau))/
(e))"(2))*(sin(phi—omega*(T[j]—tau)))" (4)}
i3 <— function(tau) {(((1—exp(—cxtau))/
(e)) " (1)) *(sin(phi—omega*(T[j]—tau))) (2)}

In_alfa <— —c*Aexintegrate (il ,0,tau_mat[j])$value +
0.5 = (Be) " (2) = integrate (i2,0,tau_-mat[j])$value +

lambda * Be x integrate (i3 ,0,tau_mat[j])$value

Rme[i,j] <— (—In_alfatbetaxre[i])/tau_mat[j]

return (sum(tau_mat[1]*((Rme-Re) " (2))[,1] +
tau_mat[2] % ((Rme-Re) " (2))[,2] +
tau_mat [3]* ((Rme—Re) " (2))[,3]))

optimize (F,c(—5,5))
lambda <— optimize (F,c(—5,5))8minimum

# DOMACE DLHOPISY

Rd <— matrix (0, nrow = length(re), ncol = 3)
Rd[,1] <— data2$ ‘BUL—1Y‘/100

Rd[,2] <— data2$ ‘BUL-5Y‘ /100

Rd[,3] <— data2$ ‘BUL—10Y‘/100

plot (indx ,Rd[,1] ,type="1" ,ylim=c(—0.005,0.039),
xlab="Cas” ,ylab="Vynosy”)

lines (indx ,Rd[,2],type="1" ,col="red”)

lines (indx ,Rd[,3],type="1" ,col="blue”)

legend (” bottom” , legend=c(”1_-rok” ,”5._rokov”,
”10.rokov”),col=c(” black” ,”red” ,” blue” ),

text.font=3,horiz=TRUE, lty =1:1,cex=0.85)

Fd <— function (lambda_d) {
for(i in 1l:length(re)) {
for(j in 1:3) {

bet _.dom <— (((1—exp(—bxtau_mat[j]))/(b)))
gam_dom <— ((—bxexp(—c*tau_mat[j]) +
ck(exp(—b*tau_mat[j])—1) + b)/(c*x(b—c)))

11 <— function(tau) {(sin(phi—omegax*(T[j]—tau))) (2)
* (((1—exp(=bxtau))/(b))) (1)}

12 <— function(tau) {(sin(phi—omegax(T[j]—tau))) (1) =
((—bxexp(—cxtau) + cx(exp(—bxtau)—1) + b)/(e*x(b—c))) (1)}

13 <— function(tau) {(sin(phi—omega*(T[j]—tau)))”(2) =*
((—b*exp(—cxtau) + cx*x(exp(—bxtau)—1) +

b)/(ex(b—c))) (1)}

14 <— function(tau) {(sin(phi—omegax*(T[j]—tau)))”(4)
* (((1—exp(=bxtau))/(b))) (2)}

15 <— function(tau) {(sin(phi—omegax*(T[j]—tau))) (4) =
((—bxexp(—cxtau) + cx(exp(—bxtau)—1) + b)/(e*x(b—c))) (2)}
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16 <— function(tau) {(sin(phi—omegax*(T[j]—tau)))”(4)

* (((1—exp(=bxtau))/(b))) (1)=

((—bkexp(—cxtau) + cx*x(exp(—bxtau)—1) +
b)/(ex(b—c))) (1) }

In_alf_dom <— lambda_-d * Bd

* integrate (I1,0,tau_mat[j])8$value +
c * (—Ae) = integrate(I2,0,tau_mat[j])$value +
lambda * Be * integrate (I3 ,0,tau_mat[j])$value +
0.5 % (Bd)"(2) = integrate(I4,0,tau_mat[j])8$value +
0.5 = (Be) " (2) = integrate (I5,0,tau_mat[j])$value +
rho % Bd % Be * integrate (I6,0,tau_mat[j])8$value

Rmd[i,j] <— (—In_alf_dom + bet_domxrd[i] +

gam _domx*re [i]) /tau_mat[j]

return (sum(tau _mat[1]* ((Rmd-Rd) " (2))[,1]
+ tau_mat[2]*((Rmd-Rd) " (2))[,2] +
tau_mat[3]* ((Rmd—Rd) " (2))[,3]))

optimize(Fd,c(—5,5))
lambda_d <— optimize (Fd,c(—5,5))$8minimum
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