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Abstrakt v statnom jazyku

HRBAN, Jakub: Metéda bindrnej klasifikicie zaloZenej na finanénych mierach rizika [Dip-
lomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Bedata Stehli-
kova, PhD., Bratislava, 2020, 83s.

V diplomovej praci sme sa zamerali na vytvorenie modelov uréenych na binarnu klasi-
fikaciu dat. Modely st kombinaciou klasifikacnej metédy strojového ucenia zvanej Support
vector machine (SVM) a modelov na meranie finanéného rizika Conditional value-at-risk
(CVaR) a Mean-absolute-semideviation (MASD). Postupnymi odvodeniami tychto kom-
binovanych modelov sa dostavame az k tlohe linedrneho programovania, ktora riesime v
softvéri R. V prvej casti prace sme sa zamerali na to, ako metédy CVaR a MASD obstali
v porovnani s bezne pouzivanymi klasifikacnymi metédami. Toto porovnanie sme spravili
pre dva datové stubory, v ktorych obe metédy dopadli porovnatelne s beznymi metodami,
pricom v niektorych metrikach ich dokonca predc¢ili. V druhej ¢asti sme sa na odvodené
modely pozreli ako na nastroj datového pred-processingu. Pouzitie /-1 normy v tlohe line-
arneho programovania totiz priradi mnohym vaham v modeli nulovi hodnotu, ¢o moézeme
vnimaf ako vyber vstupnych premennych do inych modelov. Po otestovani tejto aplikacie
modelov, to znamenda vyberu len istej podmnoziny vstupnych premennych, sme v jednej
z dvoch situdcii badali lepsie vysledky pri predikcidch metodou logistickej regresie, voci

pripadu, ked tato metoda pocitala so vsetkymi vstupnymi premennymi naraz.

Klticové slova: Metdda oporného bodu, CVaR, strojové ucenie, klasifikacia, linedrne

programovanie



Abstract

HRBAN, Jakub: Binary classification method based on financial risk measures [Master
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-
tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Beata
Stehlikova, PhD., Bratislava, 2020, 83s.

In this master thesis we focused on creating a binary data-classification models. These
models are combination of classification method called Support vector machine (SVM)
and the models to measure the financial risk called Conditional Value-at-risk (CVaR)
and Mean-absolute-semideviation (MASD). By consecutive derivation of these combined
models we get a linear programm that we solve in software R. In the first part of our thesis
we focused on performance of our models CVaR and MASD in comparison to results of
commonly used classification methods. This comparison we provided for two datasets for
which both methods got similar results than commonly used methods and in some metrics
they even outperformed them. In the second part we used the models as a tool in data
pre-processing. By using /-1 norm in the linear program, it gives us sparse results for
weights in our models. In this context the models can be understood as a feature selection
models whose results will be consequently used as the input variables to other models.
After testing this application, i.e. selecting only a subset of input variables as a result of
our models, in 1 out of 2 cases we observed better results of logistic regression method in

predictions in contrary when all input variables were used.

Keywords: Support vector machines, CVaR, machine learning, classification, linear

programming
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Uvod

Zijeme v dobe s obrovskou mierou informovanosti. Data st v sti¢astnosti zbierané z ne-
spocetného mnozstva zdrojov, akymi mozu byt nase smartfény, pocitace, meteorologické
merace, rozne senzory a velké mnozstvo dalsich zariadeni, s ktorymi denne prichadzame
do styku. Velké firmy casto ziskavajui z tychto zariadeni obrovské mnozstva dat, ktoré
im pontkaju réznorodé informacie o spravani sa ich zakaznikov, predaji ich produktov,
chode firmy, vynosoch ¢i nakladoch. Na to, aby tieto data boli efektivne vyuzité, existuje
matematické odvetvie zaoberajice sa analyzou dat, za pomoci klasickych statistickych
metod, ako aj metodd strojového ucenia. Vdaka tymto metdédam sa tak data daju efek-
tivne vyuzit a prinasat firmam dodatocné zisky z ich c¢innosti. Jednym z prikladov by
mohla byt analyza dat v oblasti energetiky a jej vyuzitie na predikciu vyvoja cien energii
za Géelom predaja a ktpy elektriny do budicich obdobi. Dalsim z prikladov méze byt
hladanie stuvislosti medzi priatelmi na Facebooku a moznym navrhom na nové priatel-
stva ¢i klasifikacia klientov v bankach podla toho, ktori buda plati¢i iveru a ktori nie.
Tymto sposobom sa banka méze v budicnosti vyvarovat finanénym stratam spésobenych
nesplatenym tverom.

V nasej praci sa budeme zaoberat poslednou z uvedenych statistickych metéd a tou
je klasifikdcia. Nasim ciefom bude priblizit klasifika¢ny model uvedeny v ¢lanku [9], vy-
svetlif jednotlivé kroky tvorby daného modelu, naprogramovat ho vo vybranom softvéri
a nasledne natrénovat a otestovat na datach.

Klasifikacny model z vyssie spomenutého ¢lanku je kombindciou metody strojového
ucenia zvanej metéda oporného bodu (z anglického Support vector mechine - SVM) a
metoédy merania finanéného rizika zvanej Conditional value-at-risk so skratkou CVaR.

V Gvodnej kapitole 1 sa zameriame na strucné, ale zrozumitelné vysvetlenie, ¢o je to
SVM metoda a ako a na ¢o sa pouziva v praxi. V druhej kapitole 2 si priblizime co je
to finan¢né riziko a metddy, akymi sa dd merat, konkrétne metédu CVaR a MASD. V
nasledovnej kapitole 3 opiseme postupne vznik klasifikacnej met6édy zalozenej na financénej
miere rizika navrhnutej v ¢lanku [9] a jej prevod na tlohu linedrneho programovania.
V stvrtej kapitole 4 sme naprogramované tlohy CVaR a MASD otestovali na datach
o diabetese. Ich tspesnost sme porovnavali s viacerymi bezne vyuzivanymi metodami

urcenymi na klasifikdciu. V piatej kapitole 5 sme sa pozreli na mozné vyuzitie modelov
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CVaR a MASD na vyber premennych a porovnali sme ich s ostatnymi metédami, ktoré
sa na tuto oblast datovej analytiky pouzivaji. V poslednej kapitole 6 sme na déatach z
energetiky testovali klasifikacné modely CVaR a MASD ako aj ich mozné vyuzitie v oblasti
vyberu premennych. Vsetky porovnavania, vypocty a grafické vystupy sme realizovali v

softvéri R [37].
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1 Klasifikacna metéda oporného bodu

Stale viac a viac sa v dnesnej dobe vo velkych firméach zdoraznuje agenda datovej ana-
lytiky. Naprie¢ vSetkymi odvetviami vznikaju v spolo¢nostiach analytické timy, ktorych
kItcovou tlohou je pochopit enormné mnozstvo dat, ktorymi firma disponuje a nejakym
sposobom ich zuzitkovat. V oblasti datovej analytiky je klasifikacia jedna z klucovych tém,
ktora poméaha pri rozhodovacich procesoch ¢i uz manazérom podniku alebo aj samotnym
zamestnancom.

Ako bolo spomenuté v uvode, v tejto kapitole si blizsie uvedieme jednu z metoéd urcéent
na klasifikdciu dat a tou je klasifikacna metéda oporného bodu, z anglického support vec-
tor classifier (budeme pouzivat skratku SVC), ktora je podmnozinou vacsej triedy tloh
zvanych support vector machine (SVM). Tato metéda bola vyvinutd komunitou zaobe-
rajucou sa pocitacovou vedou v 90.tych rokoch minulého storoéia [4]. Odvtedy metdda
nabrala velmi na popularite, najmé vdaka jej pomerne jednoduchému a intuitivnemu vy-

uzitiu.

Zavedieme si teraz matematickt notaciu, ktori budeme pouzivat v celej praci, tak ako
je uvedend v clanku [9, s. 367], z ktorého vychadzame.

Nech z € R™, potom ||z|| znaci lubovolni normu v priestore R". Vo vSeobecnosti je -
norma definované nasledovne: ||z, := (X}, |2;7)!/? pre p € [1, 00). Konkrétne /;-norma
(nazyvana aj poStarska alebo manhattanskd) je definovana ako ||z|; = X7, |75, lo-

1/2

norma (alebo aj euklidovskd) ako [|z]|y := (X}, #7)"/* a ls-norma (alebo aj nekoneénové

norma) je definovand ako ||z||e := max;—y__,|z;|.

1.1 Linearne separovatelny pripad

V tejto casti uvedieme a naformulujeme model SVC pre pripad klasifikacie do dvoch tried
ako je uvedené v ¢lankoch [9] a [11]. Ulohou SVC algoritmu je najst takid nadrovinu v n-
rozmernom priestore, ktora rozdeluje subor datovych bodov na dve skupiny. V pripade, ze
mame dve vstupné premenné, t.j. ddta pochadzajice z priestoru R?, takouto nadrovinou
bude priamka, ktora data klasifikuje. V pripade, ze data si trojrozmerné, t.j. z priestoru

R3, tak hladanou nadrovinou bude 2D rovina v 3D priestore. Problém vizualizacie nastava
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od troch dimenzii vyssie. Nadalej vsak bude platit, ze data bude oddelovat nadrovina s
dimenziou o jedna mensou, ako mé priestor, v ktorom sa nachadzaju.

Prejdenim k matematickej notacii tak, ako je uvedend v [9], m6zeme sibor nasich dat
oznacit ako mnozinu m bodov {(x1,41), ... (T, Ym)} v R* kde x; € R™ st namerané/
ziskané veli¢iny i—teho pozorovania a y; € {—1,1} je zaradenie daného pozorovania do

konkrétnej kategérie/triedy, kde i = 1, ..., m.

SVC - binarna klasifikacia

* @
.
1.5- -
.
. .
. .
1.0 L ] -»
. < ¥
= g . 1
° * .
1
. .
- .
05- *
.
. .

Obr. 1: Linearne separovatelné data.

Na obrazku 1 moZeme vidiet data rozmiestnené v priestore R?, ktoré st na prvy pohlad
linedrne separovatelné. Ulohou SVM algoritmu je néjst takd separujicu nadrovinu, ktord
maximalizuje svoju vzdialenost od tzv. opornych bodov (z angl. support vectors), pricom
tdto nadrovina (definovana vektorom vah w € R? a afinnym posunom b € R) by mala

splnat nasledovné kritéria:

yi=+1 — wly; >b
(1)

yi=—1 — wla; <b

Je zrejmé, Ze tieto dve nerovnosti vieme zapisat ako y;(w x; —b) > 0, pre i = 1,...,m.

Optimalizacna tloha takéhoto problému je potom definovand ako maximalizacia vzdiale-
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nosti separujucej nadroviny od bodov, respektive vektorov, ktoré si k nej v danej norme
(v nasom pripade euklidovskej) najblizsie. Formalny zapis takto naformulovanej tlohy
uvadzame v (2).

(2)

.. . yz‘(WT% - b)
maximize min ——————
weRN {0} beR i=Lom — ||w|[y

k % predstavuje takzvané geometrické skore, t.j. vzdialenost

Vyssie uvedeny zlomo
bodu z; od separujicej nadroviny. V skutoc¢nosti je len zopar bodov, ktoré urcuju hranice
separovanej nadroviny. Tie sa nazyvaju oporné body.

Co sa pri optimalizacii deje mozeme vidiet na obrazku (Obr. 2). Je o¢ividné, Ze rovinou
by mohla byt prelozena Iubovolna priamka, ktora oddeli obe kategorie, avsak metoda SVM

nasla prave taki separovani nadrovinu, ktora maximalizuje jej vzdialenost od prislusnych

opornych bodov.

SVC - binarna klasifikacia

predikcia
-1
1

oporny_bod
+ dno

®* nje

0.0 05 10 15
X1

Obr. 2: Priklad separécie bodov optimalnou nadrovinou.

Vyssie spomenuti tlohu (2) vieme transformovat pomocou Charnes-Cooperovej transfor-
maécie [20] na tlohu konvexnej optimalizacie zvant Hard margin support vector classifica-

tion (HSVC) v nasledovnom tvare:

14



R T
min - oflwl

(3)

st. y(wlz;—b)>1, i=1,...m

Napriek tomu, ze je tloha (2) zjednodusend na tlohu konvexného programovnia, stale

dokaze riesit len linearne separovatelné data.

1.2 Linearne neseparovatelny pripad

Teraz sme si uviedli priklad linedrne separovatelnych dat v priestore R2, kde bolo Iahké
ur¢it priamku, ktord ndm déta pekne zakategorizuje. Co vSak robit v pripade, ze déta
nie su linearne separovatelné? To znamend, ze pre fubovolné dvojice w, b existuje aspon
jedna dvojica (x;, ;) pre ktort neplati y;(w’z; — b) > 0.

Ako sa uvddza v [9], jednym z rieseni je ¢asto pouzivané C-support vector classification
(C-SVC) s nasledovnym zapisom:

.1 C &
min 5““’”% L ;Zz

w,b,z
st. yi(wiaz; —b) 42 >1 (4)

V2 ZO’ i:17...,m7

kde C' > 0 je uzivatelom definovana premenna. Takto zadefinovana tloha uz ma riesenie
aj v pripade linedrne neseparovatelnych dat.

V strojovom uceni sa uloha tohto typu ¢asto zapisuje v tvare tzv. minimalizacie Struk-
turdlneho rizika (structural risk minimization), pricom cielom je minimalizacia dvoch

objektov:

, 1 C &
min 5““’”%"‘%Zmax{l—yi(WTﬂfi—b)’O}- (5)

’ i=1

Prvy ¢len ||w||3 predstavuje takzvany regularizacny ¢len'. Druhy ¢len reprezentuje mieru

nespravnej klasifikacie a oznacuje sa ako empirické riziko. Zo zapisu mozeme vidiet, ze

'Regularizaény ¢len sa ¢asto pouziva v modeloch z dévodu predideniu pretrénovania modelu na tré-

novacich détach. Viac informécii sa nachadza v sekcii Priloha A v casti A.1.
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do vypoctu priemeru nespravnej klasifikdcie vstupuji len tie dvojice pozorovani (y;, x;),
ktoré spliiaji nerovnicu y;(w”z; — b) < 1.

Pri takto navrhnutom modeli sa vSak vynaraju otazky ohladom interpretovatelnosti
niektorych jeho stucasti. Prvou z nich je interpretacia a urcenie premennej C', ktorej hod-
nota sa neoptimalizuje, ale musi byt zadana uzivatelom predtym ako vstipi do modelu.
Druhou a zaroven podstatnejSou vecou je nejasnost, preco je model navrhnuty tak, ze za
nespravne klasifikované data povazuje aj tie, ktoré spliiaji nerovnosti 0 < yi(wlz;—b) < 1
a nie len tie, ktoré spliaji y;(w”z; — b) < 0.

S napadom na takzvané v-SVC prisiel Scholkopf a kol. v roku 2000 [43]. Pridanim
dodato¢nych premennych do modelu je zarucené, ze model dokaze klasifikovat aj linearne
neseparovatelné data s istou davkou nepresnosti. v-SVC' (6) je nadstavbou tlohy (4), kedze

z Casti odstranuje druhi z nejasnosti, ktoré vzisli ohladom tohto modelu.

R A 1
min §||W||2_P+%;Zz

w,b,z,p
s.t. yi(WTxi —b)+2—p>0 (6)

Zi 20, Z.:L‘..,m,

kde v € (0, 1] je volne nastavitelny parameter uzivatelom a parameter p je pri dosiahnuti
optimalneho riesenia nezaporny. v-SVC' je opat mozné zapisat vo forme strukturalneho

rizika nasledovne.

e 1 2 . 1 & T
minimize 2[|WH2+mp1n{—p—i—vamax{—yi(w xi—b)+p,0}} (7)

=1

Druhé minimaliza¢na cast tlohy sa d& interpretovat ako podmienena hodnota portfélia
v riziku (z angl. conditional value at risk, oznacované skratkou CVaR), ¢o je pripadom
koherentnej miery rizika vo financiach. O metéde CVaR ako aj o tom, ¢o znamena kohe-
rentnd miera rizika a aké miery finan¢ného rizika spliiaji jej definiciu si viac povieme v
kapitolach 2 a 3.

Uvadzame este jeden obrazok (Obr.3), na ktorom moézeme vidiet ako si SVM poradilo
s linearne neseparovatelnymi datami. Napriek tomu, zZe separujica nadrovina nedokaze

jednoznacne oddelit data na kategérie {1, —1}, vidime, Ze chyba pri pripadnej klasifikdcii
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Obr. 3: Linearne neseparovatelné data.

novych bodov by bola v tomto ilustracnom priklade velmi nizka.
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2 Metédy merania finanéného rizika

Téma finanéného rizika je klticova napriec¢ vSetkymi oblastami biznisu, po¢niic bankovymi
institiciami az po malé vyrobné firmy. Konkrétne sa zameriame na trhové riziko, ktoré
je podmnozinou finanéného rizika. Co presne toto riziko predstavuje v oblasti rizikového
manazmentu a sposoby akymi sa meria a vyhodnocuje si povieme v tejto kapitole.
Jednou z klicovych tloh finanénych institicii po celom svete je identifikacia a mini-
malizacia rizik v rdmci spolo¢nosti. Pozname viaceré druhy rizik, medzi ktoré patri aj
prave spomenuté financéné riziko, konkrétne trhové riziko. Ide o typ rizika, kedy aktiva
drzané spolo¢nostou nahle stratia na svojej trhovej hodnote. Najcastejsie to byvaju akcie
a dlhopisy inych spoloc¢nosti, avsak tuto stratu mozu sposobit aj rozne kurzové pohyby, v
pripade, ze institicia drzi prostriedky v inej mene. Takéto riziko by sa samozrejme dalo
skimat aj v nefinancnych spolo¢nostiach, zaujimavé su vsak prave financné spoloc¢nosti,
ktoré vo vacsine pripadov drzia a spravuju prostriedky svojich klientov a st preto na nich
vyvijané isté poziadavky z radov dozornych institicii akymi si napriklad americka cen-
tralna banka (Federal reserve - FED), britskd centralna banka (Bank of England - Bol),
eur6pska centrdlna banka (European Central Bank - ECB) alebo nasa Narodna banka

slovenska (NBS).

2.1 Uvod do VaR

Met6dy na vypocet trhového rizika boli vyvinuté uz v 50.rokoch minulého storocia (viac sa
dé docitat v [16]), ale obmedzenost vypoctovej techniky v tej dobe branila pokrocilejsim
modelom a tak vic¢sina z nich boli len teoretické. Az v 90.rokoch minulého storocia prisla
spolocnost RiskMetrics (spolo¢nost pod bankou J.P.Morgan) s vlastnym modelom na
vypocet trhového rizika zvanym Value-at-Risk [16] (budeme pouzivat skratku VaR). Tento
model sa nasledne rozsiril do vSetkych sfér finanéného sektora a bol pouzivany ¢i uz
velkymi bankami, poistoviiami a spravcovskymi spolo¢nostami, ako aj mnohymi dalsimi
spolo¢nostami obchodujicimi na burze, ktoré si z dévodu potreby mapovat riziko model
VaR velmi rychlo osvojili. Vyhodou je jeho jednoducha implementacia na jednej strane

sklbena s dolezitou informéciou o moznych rizikdch na strane druhe;j.

7 hladiska risk manazmentu je potrebné sledovat ako sa hybe hodnota financ¢ného
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portfélia spolocnosti a nasledne modelovat nastatie moznych strat portfélia. Model VaR je
jednym z prostriedkov urcenych prave na takéto modelovanie. Funguje na zaklade pozoro-
vania historického vyvoja hodnoty finanéného portfélia, presnejsie povedané pozorovania
zmien jeho hodnoty. Pri konkrétnej metodike vypoctu VaR, metdda za urcitej pravdepo-
dobnosti povie, aka bude maximélna strata, ktori v dany den moéze portfélio dosiahnut. V
praxi bezne pouzivanym byva 99%-VaR. Ten hovori, ze s 99% pravdepodobnostou strata
hodnoty portfélia nepresiahne metédou vypocitani hodnotu. Inak povedané, z pravde-
podobnostného hladiska sa jednd o 99% percentil z histogramu rozdelenia strat portfélia
(v diskrétnom pripade). Hodnotu VaR, oznac¢ovant ako «, vieme formalne zapisat nasle-

dovne:

aglL] == min{P{L < a} > 5}, (8)

kde £ je ndhodna premennéa z pravdepodobnostného priestoru P ndhodnych premennych
predstavujucich straty portfélia, hodnota 5 € (0, 1) ndm urcuje, pri akej pravdepodobnosti
VaR pocitame (tato hodnota sa voli). Na obrazku (Obr.4) mézeme vidiet histogram strét

simulovaného portfélia a pre neho vypocitani hodnotu VaR.

|

Frekvencia zmien

aR Maximalna strata

Pravdepodobnost
1= 13
CVaR

([T ‘ o
Velkost zmeny hodnoty portfélia

.......u|||||‘““ “ i

Obr. 4: Ukdzka VaR a CVaR zo simulovaného portfdlia. Zdroj: upravené z [47]

19



2.2 CVaR

Napriek tomu, ze VaR je Siroko vyuzivanym nastrojom na meranie financ¢ného rizika,
bolo mnoho protichodnych nazorov, ze takto merané riziko nedava uplny obraz o moz-
nych stratach portfélia, navyse z matematického hladiska nejde o koherentni mieru rizika
(viac v podkapitole 2.4), ktort by modely uréené na meranie rizika mali spliiat. V roku
2000 prisli dvojica Rockafellar a Uryasev [39] s novou metédou na vypocet rizika strét
portfélia zvanou Conditional Value-at-Risk (budeme pouzivat skratku CVaR), niekedy
oznacovanou aj ako Expected Shortfall. Metéda CVaR je velmi podobnéa vypoctu VaR,
lenze v tomto pripade sa pocita strednd hodnota strat, v pripade, ze pri $-% pravde-
podobnosti, straty portfélia prekrocia isti hodnotu «. Takto definovand metdéda navyse
spliia vietky predpoklady koherentnej miery rizika. Myslienku za metédou CVaR mozeme

sledovat na obrazku (Obr. 4). Formalny zapis tlohy je nasledovny:

Os[L] = min {a + 1_15]E[max{£ —a, O}]}, (9)
kde E znaci stredni hodnotu strat portfolia £ po prekroceni hodnoty «. Parameter 3 sa
opét hybe v rozmedzi (0,1). Jednou zo zaujimavych vlastnosti, ktoré moézeme v pripade
CVaR-u pozorovat st tvary funkcie ®, ktoré dostava pre rozlicné hodnoty (5. Zoberme si
m realizacii strat L; ndhodnej premennej £, ¢ = 1, ..., m. Pre hodnotu parametra 5 = 0
bude maft funkcia CVaR tvar ®y[L] = E[L] = >, p;L;, o reprezentuje o¢akavanu stratu
portfélia. Naopak pre hodnotu § ~ 1 z dévodu celkovej minimalizacie vyrazu (9) a zéroven
velkosti druhého ¢lenu budeme pozadovat, aby hodnota « bola rovna hodnote maximalnej
straty portfdlia, ¢im sa dosiahne nulovost druhého ¢lena. Funkcia ® v tomto pripade
nadobudne tvar ®4[L] = max;{L;}, ¢o ndm indikuje maximélnu stratu portfélia.
Pokracujic podla ¢lanku [9], jednym z ddlezitych prikladov vyuzitia daného modelu
je minimalizacia empirickej verzie miery rizika. Predpokladajme, Zze mame k dispozicii
m historickych pozorovani vynosov (R; € RP), p—tice spolo¢nosti z vopred vybraného
portfélia, kde i = 1, ..., m. R™*? je potom matica p spoloc¢nosti s m historickymi vynosmi.
Dalej definujme stratu tohto portfélia ako L;(m) = —R;'m, kde symbol 7 predstavuje
vahy jednotlivych spolo¢nosti v portféliu. Vychddzajic z (9) vieme ulohu zapisat ako

minimalizdciu empirického CVaR-u nasledovne:
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1

5> pamax{Li(x) .0} (10)

min o +
o,

kde $ € [0,1) je volne nastavitelny parameter a p; je pravdepodobnost nastatia danej
straty pre i-te meranie. Plati, ze p; > 0 spliia Yo, pi = 1. Zvycajne sa toto pravdepodob-

nostné delenie voli uniformne, to znamena p; = %, 1=1,....,m.

2.3 MASD

Ako sa uvadza v [9], dalsou moznou mierou rizika spliajicou vlastnost koherentnosti je

takzvand Mean-absolute-semideviation (budeme znacit ako MASD) definovand ako:

r[£] = E[£] + AE[max{£ — E[£], 0}]

= sz‘Lz’ + /\sz‘ max {Li - ijLjvo}J
j=1

i=1 i=1

(11)

pre vsetky A > 0. Metéda MASD je koherentnou mierou rizika len pre A € [0, 1], avsak
stale reprezentuje mieru rizika straty portfélia aj pre hodnoty A > 1.

Napriek tomu, ze tato metdéda nema velmi intuitivnu interpretaciu v mapovani rizika
strat portfolia tak, ako mali napriklad metédy VaR alebo CVaR, mozeme ju stale chéapat
ako istu mieru, ktora zachytava riziko vychylenia sa strat od ich ocakavanych hodnot v

zavislosti od hodnoty parametra .

2.4 Definicia koherentnej miery rizika

V tejto sekcii sa budeme opierat o poznatky od Artznera z [1], ktory vo svojej publikacii
predstavuje 4 axiémy pre rizikové miery. Tvrdi, zZe tieto axiomy by mali byt dodrzané v
pripade, ak sa ma riziko efektivne regulovat a manazovat. Nasledne rizikové miery, ktoré

spliiaji dané axiémy z definicie 2.1 nazjva koherentnymi.
Definicia 2.1. Rizikovd miera r sa nazjva koherentnou, ak splia nasledovné 4§ aziémy:
o Azioma T. Translacnd invariancia. v[L + a] = r[L] + a, pre vsetky a € R.

o Azioma S. Subaditivita. r[Ly + La] < r[L4] + r[Ls], pre vSetky L1 a Ls.
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e Azioma P. Pozitivna homogenita. r[a.L] = a.r[L], pre kaZdé a > 0.

o Azidma M. Monoténnost. Ak L1 < Lo = r[L1] < r[Ls].

V publikécii [1] sa dalej popisuji definované axiémy. Axiéma T ndm hovori o tom,
ze riziko finanéného inStrumentu s ndhodnou premennou vynosov (strat) £ navysené o
isti hodnotu a sa navysi prave o tuto c¢iastku. Vysvetlenie axiémy S moze byt interpreto-
vané nasledovne: diverzifikdcia rizika medzi viaceré investicie nevytvara ziadne dodatoc¢né
riziko. Prave naopak, takato stratégia moze celkové riziko znizit. Axiéma P implikuje,
ze riziko investicii je imerné jeho velkosti. Ak teda zndsobime nase portfélio, znasobi
sa aj riziko predstavujice stratu v portféliu. Poslednd axiéma M je opat intuitivna. Ak
su straty prvého portfélia nizsie ako straty druhého, rizikova miera je taktiez nizsia v
prospech prvého portfélia.

Z axiém S a P navyse vyplyva dalsia vlastnost a tou je konvexita rizikovej miery [14].

T4 sa da zapisat nasledovne:

o Viastnost. Konvexita. r[ALy+ (1 — X)Lo] < Ar[Lq] + (1 — N).r[La], pre vsetky L4,
Loa e [0, 1]

Ako uz bolo spomenuté, metoda VaR nie je koherentnou rizikovou mierou. Jej mate-
matické obmedzenia badat pri axiome subaditivity, ta je zaroven klticovou pre konvexnost
a tym padom aj koherentnost rizikovej miery. Priklad uvedeny v [6] dokazuje, ze hodnota
VaR vychadzajica z kombinacie dvoch portfélii je vacsia ako sucet rizik pre portfolia

jednotlivo. Tym sa vsak vyvracia vlastnost konvexity.
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3 Predstavenie modelov CVaR a MASD

V prvych dvoch kapitolach sme sa venovali na pohlad dvom velmi odlisSnym oblastiam.
Zatialco v kapitole 1 sme uviedli klasifikacny model SVM pre neseparovatelné data, v
kapitole 2 sme sa zaoberali definiciami a sposobmi vypoc¢tov dvoch koherentnych mier
finan¢ného rizika. V [9] sa vSak uvadza, Ze existuje spojitost medzi tymito na prvy pohlad

nesuvisiacimi oblastami.

3.1 Navrhovany model CVaR

Uvazujic metédu SVM zapisani vo forme minimalizacie strukturalneho rizika z prikladu
(7) a zapis minimalizacie finan¢ného rizika vo forme CVaR-u (10), po vykonani nasledov-

nej transformacie:

v —1-p

% —p;, 1=1,....m,
dostavame formulaciu tlohy:
e 1 2 . 1 = T
minimize §HW||2 +minq — o+ 15 > b max{ —yi(w'z; —b) — o, O} . (12)
v “ —Pia

Takto naformulovana tiloha potom moéze mat zmysluplni interpretaciu ako minimali-
zécia Strukturdlneho rizika, pricom riziko je vyjadrené metédou CVaR, kde —y;(w'z —b)
predstavuje stratu a p; je pravdepodobnost jej nastatia, ¢+ = 1, ..., m. Takyto model vsak
v pripade linedrne neseparovatelnych dat nevylucuje nulovost vah w. Preto sa zavedie

obmedzenie pre velkost normy pre priklad (12).

min o + L > b max{ —ys(wlz; —b) — a,O}
w,b,a — B =1 (13)

st. ||wlla =1

Dalej sa spomina, ze autori algoritmus testuji na datach suvisiacich s kreditnym rizi-

kom spolocnosti. Jednym z predpokladov, ktory v ¢lanku uvadzaju je nezapornost vstup-
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nych premennych voci schopnosti spolo¢nosti splacat tvery (teda vysvetlujtcej premen-
nej). Tato vlastnost premennych je zabezpecend v procese predpripravy dat.

Pri optimalizacii sa autori rozhodli pouzit namiesto euklidovskej [-2 normy zo za-
pisu (13) postarsku I-1 normu (pre pripomenutie, /-1 norma je sucet absolitnych hodnét
vektora, v nasom pripade vdh w), ¢o ako uvidime, prindsa isté vyhody. Ako sami au-
tori spominaju, volbu /-1 normy zakomponovali do modelu vychadzajic z poznatkov z ich
predchéadzajtceho ¢lanku [10], kde sa pouzitie tejto normy ukézalo ako vhodn4 alternativa
k rieseniu nelinearneho problému. Beriic do ivahy nezapornost vah a pouzitie [-1 normy,
ktora dava v stucte hodnotu 1, vieme tieto vztahy zapisat matematicky ako egw =1, kde
w > 0 a e, je jednotkovy vektor dlzky p. Vyuzitim tychto vztahov dostavaji nasledovni

tlohu linearneho programovania:

1

: I §
Inin, o+ 1_619 z
st. zity(wie, —b)+a>0 i=1,..,m, (14)

z>0, w2>0, €ZW21.

Ako sa spomina v [9] -1 norma je odportacand pri rieSeni tloh strojového ucenia, kedze
déva takzvané riedke“ rieSenie?, ¢o znamena riesenie s vela nulovymi hodnotami w. Tato
vlastnost uvedenej metody sa javi ako velmi uzitoénd, kedze mdze posluzit na vyber pre-
mennych a ulah¢it tym jeden krok pri tvorbe modelu, respektive vyber tychto premennych
moze posluzit ako vstup do inych modelov. O tom si viac povieme v kapitole 4.
Uvedieme si zépis (14) aj v maticovom tvare, ktory ndm neskor pomdze pri tvorbe

samotného modelu v prostredi jazyka R.

: L 77 T T p\T
Jnin, (1,m ;0,,0)(a, 27, w", b)

(15)

v

s.t. (emxla Lxms YmeXmXp> _ym><1> 0m+P+2
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kde 0, a Oy,4p+2 st vektory samych nil, e, je vektor samych jednotiek, I, <., je matica
identity, Y,,,xm je diagondlna matica s prvkami vektora y,,x1 na diagondle a X,,., je

matica m pozorovani s p vstupnymi premennymi.

3.2 Navrhovany model MASD

Ku koncu kapitoly 3 sme si okrem CVaR modelu uviedli aj model MASD, ktory je taktiez
koherentnou rizikovou mierou a podla definicie preto moéze byt pouzity na mapovanie rizik.
Takto navrhnuty problém (11) autori v ¢lanku [9] opéaf prevadzaji na ulohu linedrneho

programovania. Jej znenie bude potom nasledovné:

min - — Y pyi(w'z; —b) + A\p'z
=1

w,b,z
st. zi+y(wiz, —b) — ijyj(waj —b)>0, i=1,...m, (16)
j=1
z>0, w2>0, €ZW:1.

Tak ako v pripade CVaR-u aj pre MASD model uvedieme jeho maticovy zapis.

min  (—p" VX, p"y, ") (w", b, 27)"

w,b,z
w
s.t. ((I - empT)YX7 -y + (pTy)ema [> b Z Om+p+1 (17)

z

pricom znacenie aj rozmery uvedenych matic a vektorov su tie isté ako v priklade (15).

2]-1 norma je dobrym néstrojom na vyber premennych, kedze pri optimalizacii pomerne vysoko pe-
nalizuje aj nizke hodnoty premennych (viac v sekcii A.2). Na vyber premennych sa aktudlne pouziva
aj takzvana [-0 ,norma“, ktord uddva pocet nenulovych premennych. T.j. vo vyraze ||z||p < r bude

premennd r € Z ohraniovat maximalny podet nenulovych premennych (viac v [34]).
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4 Testovanie modelov na klasifikaciu

V nasledovnych kapitolach prejdeme k praktickej casti diplomovej prace. Po stru¢nom
oboznameni sa s metédou SVM a finanénymi mierami CVaR a MASD v kapitolach 1 a 2
potrebnych na odvodenie klasifikacného modelu navrhnutom v kapitole 3 teraz prejdeme
na jeho vytvorenie v softvéri R (kody je mozne najst v B.1 a B.2). Model je v ¢asti 4.6
testovany a nasledne porovnavany s inymi zndmymi a bezne pouzivanymi Statistickymi

metédami a metédami strojového ucenia.

4.1 Predstavenie dat

Sucastou prace bolo najst vhodné data urcené na klasifikdciu, na ktorych bolo mozné
modely natrénovat, otestovat a porovnat s ostatnymi metédami. Rozhodli sme sa pracovat
s datovym stiborom ziskaného z [25] pochadzajiceho z instititu NIDDK v Amerike, s
datami o ochoreni diabetesu na populécii povodnych obyvatelov Ameriky z kmena Pima.
Specialne sa jedné o Zeny v rozmedzi 21-81 rokov. Stibor obsahuje tdaje o 768 Zenéch,
pricom kazdy zaznam obsahuje 8 vstupnych premennych a jednu vysvetlujicu premenni

y, ktord informuje o tom, ¢i pozorovana zena mé ochorenie diabetesu.

500-

400~

300-
Diagnoza

. ma diabetes
. nema diabetes

pocet

200~

100-

Obr. 5: Rozdelenie vysvetlovanej premennej y.
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Obréazok 5 ilustruje celkové pocty pozorovani v prislusnych kategériach ako aj per-
centuélne rozdelenie premennej y, ktort sme pretransformovali na hodnotu y € {—1, 1},
ktorad v tejto forme dalej vstupuje do modelov (-1 = nemé diabetes, 1 = ma diabetes).

Premenna y je modelovana pomocou 8 zvysnych premennych. Nizsie si stru¢ne uve-

dieme, co ktord premenné predstavuje:
o pregnant - pocet, kolkokrat bola osoba tehotna,
e glucose - koncentracia glukozy v krvi pri testovani,
o pressure - krvny tlak v mmHg,
 triceps - hrubka pokozky tricepsu,

e insulin - hladina inzulinu v krvi po testovani,

vaha

e mass - hodnota BMI merand ako TiikaZ’

 pedigree - hodnota funkcie predispozicie na chorobu,

o age - vek osoby v rozsahu 21-81 rokov.

4.2 Analyza a tprava dat
4.2.1 Uvodné Statistiky a Cistenie dat

Pred samotnou implementaciou metod je vzdy potrebné data upravit a ocistif, aby al-
goritmy boli schopné davat dobré vysledky. Kedze nami implementovany algoritmus vie
pracovaft len s numerickymi hodnotami vstupnych premennych, potrebovali sme sa pozriet
na to, ako vyzeraju jednotlivé premenné. Pima dataset vSak obsahuje iba numerické data,
preto nebolo potrebné robit ziadne transformacie vstupnych premennych. V ojedinelych
pripadoch sa stava, ze vstupné premenné st medzi sebou linearne zavislé, preto sme dant
zavislost chceeli overit. Na tuto operaciu bola pouzita funkcia findLinearCombos z kniznice
caret [28]. Déta vSak pred nami uz boli pravdepodobne starostlivo oSetrené a preto sme
nenasli ziadne také premenné. Okrem toho sme zanalyzovali potencidlne NA hodnoty na-
chddzajuce sa v datasete. Tak ako v pripade linearity stlpcov, aj teraz sme nasli dokonale

ocistené data. Ak by sa v datovom subore predsa len nachadzali nejaké NA hodnoty, bud
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by sme dané pozorovania odstranili z datasetu (v pripade malého poctu tychto hodnét),
alebo by sme pokracovali inou, vhodnejsou metédou, ktora by sa snazila chybajice data
nahradif. Niektoré z klasifikacnych modelov vedia pracovat aj s takymi hodnotami v da-
tach, akymi stt NA (napriklad rozhodovaci strom), u nés by to vsak vyrobilo problém pri
konstrukcii LP modelu, kedze do vypoctov vstupuji maticové ¢iselné operacie. Zakladné

statistiky tykajtce sa datasetu je mozné vidief v Tabulke 1.

Premenné || Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. NAs Obs NAsPerc
pregnant 0.00 1.00 3.00 3.85 6.00 17.00 0.00 768 0.00
glucose 0.00 99.00 117.00 120.89 140.25 199.00 0.00 768 0.00
pressure 0.00 62.00 72.00  69.11 80.00 122.00 0.00 768 0.00
triceps 0.00 0.00 23.00  20.54 32.00 99.00 0.00 768 0.00
insulin || 0.00 0.00 30.50  79.80 127.25 846.00 0.00 768 0.00
mass 0.00 27.30 32.00  31.99 36.60 67.10 0.00 768 0.00
pedigree 0.08 0.24 0.37 0.47 0.63 242  0.00 768 0.00
age || 21.00 24.00 29.00 33.24 41.00 81.00 0.00 768 0.00

Tabulka 1: Statistiky vysvetlujicich premennych datasetu.

Tabulka 1 nam dava zakladny nahlad na rozdelenie dat jednotlivych premennych. Ako
sme uz vyssie uviedli, data neobsahuju ziadne hodnoty NA, avSak ¢o mdzeme sledovat,
je vyskyt nulovych hodnédt v stlpcoch, kde ocakévame nenulové hodnoty a to konkrétne
v stipcoch glucose, pressure, triceps, insulin a mass. Znepokojujice su navyse nulové
hodnoty prvych kvartilov premennych triceps a insulin, ¢o znamend, Ze miniméalne 25%
merani obsahuje nulové hodnoty. Pri blizsej analyze sme zistili, ze az priblizne 300 pozo-
rovani z celkového poctu 768 je nulovych v pripade premennej insulin a 200 pozorovani z
celkového poctu 768 v pripade premennej triceps. Prave z tohto dévodu sme sa rozhodli
tieto dve premenné z klasifikdcie tiplne vynechat. Co sa tyka nulovych hodnét zvysnych
problémovych premennych, tie boli podstatne nizsie (46 pozorovani) a preto sme v ich
pripade nulové pozorovania odstranili z datasetu. Dostavame tak finalny siibor obsahujuci
6 premennych s poé¢tom pozorovani 724.

Na obrazku 6 je mozné pozorovat rozdelenie jednotlivych vstupnych premennych ako
aj korelacie medzi nimi. Vidime, ze data si pomerne nizko korelované a preto mozeme

predpokladat, ze kazda z premennych bude prispievat dolezitou informéciou do modelu.
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Ak by naopak data boli medzi sebou vysoko korelované, ¢i uz kladne alebo zaporne, kazda

z nich by prispievala len malym mnozstvom dodatoc¢nej informaécie.
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Obr. 6: Histogramy premennych a ich vzajomné korelacie.

Po tivodnej analyze sme data rozdelili na trénovaciu a testovaciu zlozku pomocou fun-
kcie createDataPartition opat z baliku caret [28]. T4 déata rozdeluje na zaklade kategorii
vysvetlujlicej premennej. Tuto funkciu je preto vhodné vyuzit v pripade, ked sa pracuje
s nevyvazenym datasetom, kde hrozi, Zze by napriklad funkcia sample nevybrala do testo-
vacej vzorky ani jedno pozorovanie niektorej z kategorii. V literatire sa uvadzaju rézne
pomery, v ktorych je dobré rozdelovat data na trénovaciu a testovaciu, my sme zvolili

pomer 80:20.

Déta sme naskalovali na hodnoty v intervale [0, 1] pomocou transformécie min-max,
ako je uvedend v priklade (18). Na skédlovanie testovacich dat sme taktiez pouzili min-
max parametre trénovacej vzorky, kedze predpokladame, Ze testovacie data pochadzaju z

rovnakého rozdelenia ako trénovacie. Tym zaroven zabezpecime vicsiu objektivitu a este
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mensie zasahovanie do testovacej vzorky dat.

premennd, — min(premennd)

naskalovana premenna = i=1,..,724 (18)

max(premennd) — min(premennd)’
Tento proces sa vykond pre vsetky premenné. Hranice intervalu [0, 1] sa dosiahnu v pri-
pade, Ze premennd, je rovha minimélnej, respektive maximalnej hodnote, ktoré premenna

nadobuda.

4.2.2 Testovanie hypotéz vplyvu premennych

V tvode kapitoly 3 pri predstavovani navrhovaného modelu sme uviedli, ze v ¢lanku [9]
predpokladaju nezapornost premennych voci vysvetlovanej premennej. To znamena, ze
s narastajucou hodnotou premennej by sa mala zvySovaf Sanca, Ze pozorovanie padne
do niektorej z dvoch kategorii. Interpretujic to prostrednictvom nasich dat o diabetese,
tvrdenie by mohlo zniet, Ze s narastajicim vekom pacientky (za predpokladu, ze ostatné
premenné si konstantné a meni sa len vek) sa zvySuje Sanca, Ze pozorovand Zena ma
diabetes. V pripade, Ze by toto tvrdenie bolo pravdivé, mame zabezpecent nezapornost
premennej voci vysvetlovanej premennej y a nemusime ju nijakym spésobom transfor-
movat. Ak by sme vSak mali premennt, ktord by s rastiicou hodnotou znizovala sancu,
ze dana pacientka méa diabetes, to znamena, ze na vysvetlujicu premennu by vplyvala
negativne, bolo by ju potrebné transformovat a to konkrétne prenasobenim zapornym
znamienkom.

Sposob akym sme testovali pozitivny / negativny vplyv kazdej z premennych na vy-
svetlujicu premennt, bolo Statistické porovnanie priemerov pozorovani v zavislosti od
toho, do ktorej kategorie patria. Hypotéza Hy tvrdi, Ze priemer ji,,.4 pre pozorovania, kde
y = —1, je mensi/rovny ako priemer p,,, pre pozorovania s y = 1. Alternativna hypotéza

H, potom tvrdi opak. Formalny zapis takto uvedenej hypotézy bude nasledovny:

HO " Mneg S Hpoz  VUS. Hl  Hneg > Mpoz

V prvom rade bolo potrebné zistit normalitu rozdeleni pozorovani. To nam v R-ku zabez-
pecila funkcia shapiro.test, ktora je jednou z funkcii softvéru R zo zabudovaného balika
stats. Na detekciu normality dat pouziva Shapirov-Wilkov test [42]. V zévislosti od toho, ¢
sa rozdelenia riadili normalnym rozdelenim sa pouzil parametricky Studentov t-test [44],

v opafnom pripadne neparametricky Wilcoxonov signed-rank test [52]. Pouzitie prvého
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spomenutého testu zabezpecuje v softvéri R funkcia t.test, v pripade druhého wilcox.test.
Obidve st zo zakladného balika stats.

Vo vsetkych pripadoch testov na nasich datach bola hypotéza H; zamietnuta. To
znamena, ze kazda zo vstupnych premennych ,rastla“ spolu s vysvetlovanou premennou
a preto nebolo potrebné menit znamienko Ziadnej z nich. Na obréazku 7 mozeme pozorovat
histogramy rozdeleni jednotlivych premennych na zaklade zaradenia do tried y € {—1,1}.
Prerusovanymi c¢iarami st na obrazkoch znazornené priemerné hodnoty rozdelenia danej

premennej v zavislosti od toho, do ktorej z dvoch kategorii patri.
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Obr. 7: Histogramy rozdeleni vstupnych premennych.
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Napriem tomu, ze sme postupovali ako bolo nac¢rtnuté v ¢lanku [9] a snazili sa vysSie
uvedenym Statistickym testovanim zistit vplyv premennych na vyslednii premennt, je
dolezité pripomentt, ze takyto pristup nemusi byt vzdy uplne vhodny. Vo vypoctoch a
porovnavaniach priemerov totiz nie je zahrnuty vplyv ostatnych premennych na vybrant
premennt, ktori prave testujeme. Na zaklade korelacii a nasich testov sa neda jednoznacne
povedat ¢i pocet tehotenstiev ma pozitivny vplyv na vznik ochorenia diabetu alebo je to
v skutocnosti vplyv veku, kedze s rastiicim vekom logicky rastie aj moznost porodit vacsi
pocet deti (v knihe [15] sa uvddza, ze isty suvis medzi tehotenstvom a rizikom vzniku
diabetu predsa len existuje). Testovanie preto méze byt v niektorych pripadoch ovplyvnené
vonkajsim faktorom, ktory test neodhali. Aj z toho dovodu je dobré rozumief datam, s
ktorymi sa pracuje, pozriet si vysledky testovania a kriticky zhodnotit, ¢i st zmysluplné. V
nasom pripade si vSetky premenné, az na tehotenstvo, odrazom istej zdravotnej kondicie
pozorovanej osoby a preto vysledky testovania, to znamend ponechanie pozitivneho vplyvu

premennych na vznik diabetesu, mozeme povazovat za spravne.

4.3 Porovnavacie kritéria

Ako hodnotiace a porovnavacie kritéria tspesnosti klasifika¢nych modelov sme vybrali
tri metédy uvedené v [35]. Prvou z nich je metrika ACC (z anglického accuracy), ktoréd
meria podiel spravne zaradenych pozorovani v testovacej vzorke voci celkovému poctu
merani. Nevyhodou tejto metody vsak je, ze nerozliSuje medzi chybou klasifikacie prvého
a druhého druhu. To vsak moze byt klucové napriklad pri datach o klinickom testovani
alebo schopnosti splacat aver, kedze v prvom pripade to moze mat zdravotné a v druhom
financné nasledky. Z toho dovodu sme ako dalSie dve metriky pozorovali hodnoty Sensi-
tivity a Specificity, ktoré sa pozeraju na spravnost zaradenia testovanych pozorovani do
prvej, respektive do druhej triedy.

Rozhodovaciu funkciu pre vypocet tspesnosti metriky ACC mézeme formalne zapisat
nasledovne:

m

Acc(y ) = EEW==0)

m

kde y je vektor hodndt vysvetlovanej premennej testovacieho suboru, ¢ je vektor hodnot

predikcii zvolenej metédy a m je pocet pozorovani zvoleného stboru dat. Uvedeny zlo-
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mok teda pocita do suctu len tie pozorovania ¢, kde hodnota vysvetlovanej premennej a
predikcie sa rovnaju.
V zavislosti od zvolenej metody sa ¢; pocita rozlicnym sposobom:

« CVaR - predikcia m4 tvar §; = sign(w?z; — 13), kde z; s jednotlivé pozorovania a

W absi parametre odhadnuté metédou CVaR,

« MASD - predikcia mé tvar §; = sign((wai — 13) - (wTITZ_b)), kde x; su jed-
notlivé pozorovania a w a b st parametre odhadnuté metédou MASD. Druhy ¢len

predstavuje priemerni hodnotu predikcii metédy CVaR.

Merané hodnoty

-1 1
True False
© -1
E Negative|| Negative
=
)
St
A ) False True
Positive Positive

Tabulka 2: Confusion matrix - matica sumarizujica vysledky predikcie.

Pre vypocet dalsich dvoch metrik si najprv uvedieme pojem confusion matriz [35].
Jedn4 sa o maticu, ktord dostavame po klasifikdcii testovacej vzorky. Cleny tejto matice
nam hovoria o spravnosti zaradenia daného pozorovania do prislusnej triedy. Ako taka
matica vyzera mozeme pozorovat v Tabulke 2.

Zvysné dve spominané metriky maji potom nasledovné vzorce:

true negative

Sensitivit = ,
Y true negative + false positive

true positive

Specificit = .
P Y true positive + false negative

Sensitivity hovori o pomere spravne zaradenych merani do prvej triedy danou metédou,
voci vSetkym meraniam, ktoré su v skutocnosti z prvej triedy.
Specificity hovori o pomere spravne zaradenych merani do druhej triedy danou metédou,

voci vSetkym meraniam, ktoré su v skutocnosti z druhej triedy.
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4.4 Klasifikaéné porovnavacie metody

Na riesenie tloh linedrneho programovania, ktoré boli odvodené v maticovom tvare pre
CVaR a MASD v prikladoch (15) a (17), sme pouzili v softvéri R balik s ndzvom IpSolve
[2]. Tento balik riesi tlohu linedrneho programovania pomocou simplexovho algoritmu
(viac o algoritme v [46]). Navrhnuté metédy tak boli porovnavané s 8 klasifikaénymi
metddami bezne vyuzivanymi v praxi. V Tabulke 3 uvadzame baliky v softvéri R pouzité

na ich vypocty.

Nazov metdédy Skratka Pouzity balik v softvéri R

Logistickd regresia [11] LR glmnet (8]

(Logistic regression)

Met6da oporného bodu [11] SVM e1071 [36]

(Support vector machine)

Linearna diskriminac¢nd analyza [11] LDA MASS [49]
(Linear discriminant analysis)
Naivny Bayes [27] NB klaR [51]
(Naive Bayes)

Neurénova siet [19], [21] NN h2o [31]

(Neural network)

Rozhodovaci strom [11] DT party [18]

(Decision tree)

Néhodny les [11] RF randomForest [33]
(Random forest)
k-najblizsich susedov [21] kNN class [49]

(k-Nearest neighbours)

Tabulka 3: Zoznam klasifika¢nych metdd pouzitych na porovnanie s navrhnutym modelom.

Nizsie uvadzame struény opis, ako metody funguju, pre pripad binarnej klasifikacie:

o Logistickd regresia - namiesto priamej kategorizacie modeluje podmienent pravde-
podobnost zaradenia merani do prislusnej triedy. Kedze hodnoty pravdepodobnosti

st v intervale (0,1) je jednoduché urcit, po prekroceni prahu (treshold), do ktorej
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triedy dané meranie zaradime. Pre ilustraciu uvazujme déata o default-e spoloc¢nosti.
Potom ak p(default) > 0.5, kde p je pravdepodobnost a 0.5 je nami uréeny treshold,
oznac¢ime dantu spoloc¢nost ako default-ni. Z dévodu predideniu pretrénovania logis-
tickej regresie sme do modelu pridali regulariza¢ny ¢len na koeficienty 5 s pouzitim
[-2 normy. Logistickd regresia s tymto rozsirenim ma pomenovanie Ridge regres-
ston. Mimo [-2 normy sa zvykne pouzivat aj [-1 norma. V tom pripade dostavame
takzvantu Lasso regression. Preferovana je taktiez regularizacia v podobe linearnej
kombinécie tychto dvoch noriem. Takto navrhnutd metoda si vysluzila oznacenie
Elastic net. Zékladné informacie o vyssie uvedenych nadstavbéch logistickej regresie

st uvedené v [13].

Metoda oporného bodu - tito metodu sme si podrobnejsie popisali v kapitole 1. Pre
stru¢né zhrnutie, SVM metdda rozdeluje priestor nasich merani pomocou separuji-
cej nadroviny, ktorej cielom je oddelit data na zaklade ich zaclenenia do prislusnej
triedy. V zavislosti od toho, na ktorej strane separujicej nadroviny sa bod/meranie

nachadza, urci sa jeho trieda.

Linedrna diskriminacnd analyza - na rozdiel od logistickej regresie, ktora modelovala
podmienené rozdelenie vysvetlujicej premennej y, LDA modeluje rozdelenie meranf
pre kazdi z hodndt vysvetlujicej premennej a na zaklade priemerov a variancii
vychadzajicich z Bayesovskej vety vie ur¢it separujicu nadrovinu, ktora najlepsie
kategorizuje data. Vyhody oproti logistickej regresii spocivaju v stabilnejsich od-
hadoch parametrov v pripade vysoko separovatelnych dat a taktiez ak robime viac

triednu klasifikaciu.

Naivny Bayes - nazov naivny vychadza z predpokladu, ze vstupné premenné si na-
vzajom nezavislé, ¢o pri redlnych datach je skoro nerealne. Napriek tomu ma tato
metoda cCasté vyuzitie v klasifikacii. Modelovanie je zalozené na vypocte pravdepo-

dobnosti na zaklade Bayesovskej vety.

Neurdnowva siet - cielom je modelovat fungovanie neurénov v nasom mozgu. Vstupna
informécia vo forme dat vojde do systému a na zaklade natrénovanej siete nam urci
vysledok, v nasom pripade vysledok klasifikacie. Opét ako pri logistickej regresii aj

tu sa aplikuje treshold na urcenie finalnej predikcie. Pouzita bola neurénova siet
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s jednou vnutornou vrstvou, ktord bola tvorena 3 neurénmi. Za aktiva¢ni funkciu

sme zvolili logistick sigmoidu.

e Rozhodovaci strom - ide o metddu, ktord rozdeluje priestor pozorovani na viaceré
yregiony”, pricom v kazdom uréi jeho kategorické zaradenie. Urc¢ovanie tychto regio-
nov a narast celého stromu funguje pomocou rekurzivneho bindrneho delenia stromu,
ktorého deliace podmienky st nasledovného typu: ak je premennad x > 25, pozoro-
vanie patri do prvého regiénu, v opac¢nom pripade do druhého. Ukazku konkrétneho

stromu si vyobrazime v sekcii 4.6.

o Ndhodny les - je metdéda tvorend velkym poctom rozhodovacich stromov, ktoré si
natrénované z dat, ziskanych bootstrap metédou (referencia). Findlna predikcia kla-
sifikdcie ndhodnym lesom sa urcéi vacsinovym hlasom vysledkov vsetkych stromov v

“lese,,. Vytvoreny bol les s pouzitim 500 rozhodovacich stromov.

o k-najblizsich susedov - na zaklade vzdialenosti bodov v priestore metoda urci k najb-
lizsich susedov referenéného bodu. Vzhladom na triedy, do ktorej spadaju susedia
daného bodu, sa pomocou vacsinového hlasovania urci, do ktorej triedy sa zaradi
referencny bod. V praci bola pouzitda kNN metoda s 9 susedmi, ktora po krizovej

validécii dosiahla najvyssiu hodnotu ACC.

4.5 Krizova validacia

Navrhnuté tlohy CVaR (15) a MASD (17) st parametrizované a zavisia od hodnoty /3
v pripade CVaR, respektive od hodnoty A v pripade metédy MASD, preto je potrebné
zistif, pre ktoré hodnoty tychto parametrov ndm tulohy davaju najlepsie vysledky. Na
zistenie optimélnych hodndt S a A sme pouzili metédu k-zlozkovej krizovej-validacie (z
anglického k-fold cross-validation). Ide o metodu, kedy celu trénovaciu vzorku rozdelime
na k—podsuborov rovnakej velkosti, pricom hodnotu & si vopred ur¢ime. Proces nasledne
prebieha tak, Ze pre kazdu hodnotu [, respektive A, sme vyclenili :—ty podsubor ako
testovaci a na zvysnych datach sa model natrénoval, ¢ = 1,..., k. To sa zopakovalo pre
kazdé ¢ pricom v kazdom kroku sa vypocitala tispesnost modelu pomocou metriky ACC.

Tieto hodnoty tspesnosti sa nasledne spriemerovali a porovnali voci ostatnym hodnotam
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B, respektive A. Na zaver, optimalne hodnoty 5 a A boli tie, ktoré dosiahli najvyssiu
priemernii hodnotu ACC.

Kedze hodnoty (8 v rec¢i metoédy CVaR predstavuju kvantily rozdelenia nahodnej pre-
mennej, boli vybrané nasledovné hodnoty parametra 5 € {0,0.01,0.05,0.1, ...,0.95,0.99}.
Ako bolo uz viackrat spomenuté, v metéde MASD namiesto parametru [ vystupuje para-
meter A\, ktory, ako bolo uvedené v podkapitole 2.3, nadobiida hodnoty A > 0. Pre lepsiu
interpretaciu sme tito hodnotu pretransformovali ako A = =, kde 7 € [0, 1) nadobtida
tie isté hodnoty ako f.

V uvode Kapitoly 3 sa vo formulacii pévodnej tlohy (10) nachéddza pravdepodobnost
p. Tak ako v ¢lanku [9] aj my sme uvazovali dve moznosti ako tito pravdepodobnost urcit.
Prvou z nich - rovnomernd pravdepodobnost, je zvolit p = %, kde m je pocet pozorovani

trénovacej sady dat. Druhou z moznosti je zvolit vazZeniu pravdepodobnost, kde sa hodnota

p; voli podla zaradenia pozorovania do jednotlivych kategorii:

1 _
ay Pre yi = +1
pi =
1 —
o pre y; = _17

kde m. znaci pocet tych pozorovanych osob, ktorym bol diagnostikovany diabetes a m_

tych, ktorym toto ochorenie nebolo diagnostikované.
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Obr. 8: Vysledok krizovej validacie metédy CVaR pre rovnomerna a vazenu pravdepodobnost.
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Obr. 9: Vysledok krizovej validacie metédy MASD pre rovnomernt a vazentd

pravdepodobnost.

Na Obrazkoch 8 a 9 mdézeme sledovat vyvoj vypocitanej priemernej ACC v zavislosti
od hodndt 5 a 7. Krizovu-validaciu sme robili pre dve rozne pravdepodobnostné rozdelenia
vstupujtice do modelu. Pre nizke hodnoty 3 a 7 v pripade rovnomernej pravdepodobnosti
pozorujeme, ze nie su vyobrazené ziadne hodnoty. Je to z dovodu, ze tloha linedrneho
programovania hlasi v tychto pripadoch nepripustnost riesenia tilohy linedrneho programo-
vania, zatial ¢o v pripade vazenej pravdepodobnosti simplexovy algoritmus skonvergoval
do optiméalneho riesenia a bolo mozné ACC vypocitat. Podobnd situdcia nastala aj v

referenénom ¢lanku [9].

Pravdepodobnostné | Optimalizovany | Hodnota
Accuracy

rozdelenie parameter parametra

rovnomerné 0.50 0.7690
CVaR 15}

vazené 0.40 0.7586

rovnomerné 0.65 0.7241
MASD T

vazené 0.60 0.7345

Tabulka 4: Vysledné hodnoty 8 a A v zavislosti od vybranej metédy a pravdepodobnosti.

38



V Tabulke 4 sa nachadzaju najvyssie dosiahnuté vysledky krizovej-validacie v metrike
ACC na trénovacej vzorke pre vSetky kombinacie uvedenych metdd a pravdepodobnosti,

ako aj s uvedenymi hodnotami 5 a 7, pri ktorych tieto ACC boli namerané.

Po identifikovani optiméalnych hodnét § a 7 sme opéat natrénovali model pre kazdui zo
styroch kombinacii na trénovacej sade, tentokrat na kompletnej vzorke, a otestovali na
vyc¢lenenom testovacom datovom subore, ktory zostal nedotknuty este z ivodného delenia.
Vysledky sa zaznamenali a boli dalej porovnavané s vysledkami predikeii ostatnych metod

uvedenych v casti 4.4 na zédklade spominanych metrik ACC, Sensitivity a Specificity.

Dalsim vystupom z procesu krizovej validacie je vizualizdciu na Obrazku 10 v po-
dobe heatmap, ktoré vyobrazuju intenzitu vyskytu vybranych premennych pre jednotlivé
hodnoty 8 a 7 metéd CVaR a MASD. Plat{, ¢im tmavsi obdlznik, tym vacsia je vaha
premennej. Cervenymi obdlZnikmi st oznacené riadky s premennymi a optimalnymi hod-
notami [, respektive 7, ktoré pri krizovej validacii dosiahli najvyssiu hodnotu ACC na
validac¢nej datovej vzorke. Z obrazkov mozeme pozorovat, ze kazda z konfiguracie me-
tod CVaR a MASD zvolila za najdodlezitejsie premenné glucose a pedigree, to znamena
najvacsou mierou sa podielaji na predikeii vskytu diabetesu. Dalsimi vyznamnymi pre-
mennymi sa pri metéde CVaR javia stipce pregnant a mass a pri metéde MASD s vySSimi
hodnotami 7 aj premenna pressure. Na Obrazkoch 10a a 10c vidime, ze pre nizke hod-
noty [ a 7 nie st uvedené ziadne intenzity premennych, ¢o je sposobené tym, ze pre tieto
hodnoty obe metddy hlasili nepripustnost. Naopak na Obrazkoch 10b a 10d pri nizkych
hodnotach § a 7 vidime, Ze metdédy skonvergovali, avsak vybrali len jednu premennt,
konkrétne glucose. Tato vlastnost nam napoveda, ze pre nizke hodnoty parametrov 3 a 7
maju modely tendenciu ¢o najvacsmi zjednodusit trénovaci proces a vac¢sinu premennych
za pomoci [-1 normy posielaji do nuly. Deje sa tak z toho dovodu, Ze ¢len optimalizacnej
funkcie predstavujuici strukturalne riziko mensou mierou prispieva k minimalizacii funkcie
ako regularizacny clen. Z toho dovodu metdédy nechévaju len ti premenni, na zdklade
ktorej vedia najlepsie zatriedit Zeny do kategérie s alebo bez diabetesu. Ze je to prave
premennd glucose mozeme vycitat aj z Obrazku 7, kde vidime, Ze rozdiel priemernych
hodndét rozdeleni pre jednotlivé kategérie ma najvacsiu prave tato premenna a teda vie s

najvyssou pravdepodobnostou predpovedat kategérie voci ostatnym premennym.
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Obr. 10: Heatmapy znézornujice intenzitu premennych v modeloch CVaR a MASD pre rézne

hodnoty parametrov § a 7 ako aj pravdepodobnostné rozdelenia.
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4.6 Vysledky a porovnania

Vysledky nasich 4 zvolenych metdd, ktoré si pocitané simplexovou metodou linearneho
programovania, sme sa snazili porovnavat s bezne pouzivanymi klasifikacnymi metédami
z Tabulky 1. Ako sme uz viackrat uviedli v tejto kapitole, metdédy su porovnavané na
zéklade metrik ACC, Sensitivity a Specificity. Tie ndm dokazu ukézat rozne pohlady na

sposob klasifikacie porovnavanych metdod.

Metoédy || Accuracy | Sensitivity | Specificity
CVaR,? 0.7361 0.8936 0.4400
CVaR, 0.7361 0.8298 0.5600
MASD,. 0.7292 0.6915 0.8000
MASD, 0.7569 0.7128 0.8400
LR 0.7500 0.9574 0.3600
SVM 0.7361 0.9149 0.4000
LDA 0.7500 0.9149 0.4400
NB 0.7153 0.8404 0.4800
NN 0.7639 0.8723 0.5600
DT 0.7292 0.7979 0.6000
RF 0.7500 0.8617 0.5400
kNN 0.7708 0.8936 0.5400

Tabulka 5: Vysledné porovnania metod.

Z porovnania vysledkov Tabulky 5 vidime, Ze podla metriky ACC vysla najlepsie hod-
notena metdda kKNN. LR dosahuje sice priemerné vysledky ACC, avsak v metrike Sensiti-
vity dosahuje hodnotu az 0.9574, ¢o znamenad, ze vo vyse 95% pripadov spravne predikuje
triedu -1, ktord reprezentuju osoby, ktorym nebol diagnostikovany diabetes. Vysoké skore
v metrike Sensitivity je vSak vyvazené“ najnizSou hodnotou v metrike Specificity na-
prie¢ zvysnymi metédami. Metéda CVaR, navrhnutd v ¢élanku [9] dosahuje priemerné
vysledky spomedzi ostatnych metéd, co sa tyka metriky ACC a mierne nadpriemernt

hodnotu Sensitivity. Sledujic vsak metriku Specificity vidime, ze metéda CVaR dosahuje

3Indexy r a v pri metédach CVaR a MASD znacia rovnomerné, respektive vazené pravdepodobnostné

rozdelenie pouzité v modeloch.
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skor podpriemerné vysledky. Metoda CVaR, dosahuje rovnakt hodnotu metriky ACC,
avsak opacne sa sprava pri hodnotach metrik Sensitivity a Specificity. Velkii zmenu vSak
pozorujeme pri dalsich dvoch zvolenych metédach MASD, a MASD,. Zatialco hodnoty
Sensitivity st daleko najhorsie spomedzi vSetkych ostatnych metéd, hodnoty Specificity
naopak dosahuji najlepsie vysledky naprie¢ vsetkymi metédami. To mozeme vnimat po-
zitivne v pripade, ak by sme chceli maximalizovat prave tito hodnotu (respektive mini-
malizovat chybu 1. druhu). V kontexte dat, s ktorymi pracujeme, je minimalizacia préve
tejto chyby ziadtuca. Teda je lepsie minimalizovat pocet tych, ktori maja diabetes, ale test
ich zaradi medzi zdravych ludi a neliecia sa. Iny pohlad je taky, ze pokial viem s vysokou
pravdepodobnostou vyfiltrovat Iudi, ktori nemaju diabetes, ostatnym sa moze zabezpecit

narocnejsie testovanie (financéne aj ¢asovo) a nemusia sa tak testovat vsetci.

Spoloénym problémom vsetkych 4 navrhovanych metod je ¢as vypoctu. Samostatné
metody CVaR a MASD robia vypocet porovnatelne rychlo ako napriklad LR alebo SVM.
Problém vsak nastava pri trénovani, kedy musime prehladavat vsetky riesenia pre hodnoty
B, respektive A formou krizovej validacie. Tento proces nam vie v niektorych pripadoch
vipocet predlzit az 20-ndsobne. Zaroveti si viak treba uvedomit, ze cielom tejto diplomovej
prace nie je testovaf a optimalizovat vypoctovit narocnost navrhovanych metéd, preto
tuto informaciu treba brat len ako informativnu, pripadne ako moznost dalsicho vyvoja

uvedenej triedy tloh.

Kedze sme si ku koncu kapitoly 3 povedali, Ze model by mohol byt pouzity aj na vyber
premennych, pozreli sme na to, ktoré premenné modely CVaR a MASD vybrali a porovnali
sme ich s vybranymi koeficientami premennych v logistickej regresii, s premennymi SVM

a LDA modelov.

Z Tabulky 6 pozorujeme, ze spomedzi metéd CVaR a MASD len metéda CVaR,. vybrala
vsetky premenné z pévodného datasetu. Vystupné hodnoty metdéd, si hodnoty vektora
vah w v povodne formulovanej tlohe. Zvysné 3 metédy zvolili nulové vahy bud pre jednu
alebo dve premenné. St to prave tie premenné, ktoré heatmapy na Obrazku 10 urcili za
menej vyznamné pre vsetky hodnoty 8 a 7. To je zapri¢inené prave volbou [-1 normy
pouzitej v modeloch, ktora penalizuje nizke hodnoty vah premennych. Pri logistickej re-

gresii uvadzame koeficienty [, ktorych hodnota udava tvar funkcie logistickej sigmoidy

1

oo 2 zaklade ktorej sa model rozhoduje, kam zaradi dané meranie. Pre me-
exp
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pregnant glucose pressure mass pedigree age

CVaR, 0.1257 0.3096 0.0036  0.2947  0.2315  0.0350
CVaR, 0.1405 0.4468 - 0.2478  0.1096  0.0554
MASD,. 0.1452 0.3519 - 0.2798  0.2124  0.0107
MASD, 0.1740 0.3999 - 0.2492  0.1769 -

LR 1.1879 3.0461 0.4553  1.8106 1.0502  0.7140
SVM 1.6026 3.8520 -0.0321  2.3955 1.4640  0.0680
LDA 1.5857 4.2613 -1.0022  2.2421 1.8548  0.8447

Tabulka 6: Porovnanie koeficientov metéd CVaR,., CVaR,, MASD,, MASD,,, LR, SVM a LDA

tody SVM a LDA koeficienty znacia vahy w separujicej nadroviny. Tak ako vsetky me-
tody CVaR a MASD aj zvysné 3 metddy prikladaju najvacsiu vahu na premenné glucose a
mass. Zaroven mozeme sledovat, ze premenné pressure a age, ktoré maji v LR, respektive

SVM a LDA, zaporné alebo velmi nizke vahy, nase metédy bud nezahrni do vypoctov

glucose
p < 0.001

>0.639

glucose
p=0007
<0164 =0.164 <078 =078
n=102 glucose n==83
y=-098 p <0001 =0.133

=0.348

pregnant
p=0.003

Obr. 11: Vizualizacia rozhodovacieho algoritmu metédy decision tree.
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vobec alebo v pripade CVaR, im priradia nizke vahy. Dovolime si taktiez pripomentt, ze
v povodnej analyze vyznamnosti premennych metéd CVaR a MASD, z Obrazku 10, sa
po premennej glucose zdala byt druhou najvyznamnejSou premennou pedigree, avsak pri
vybere optimalnej hodnoty [, respektive 7, je to prave premenna mass, ktora nadobuda
druht najvyssiu vyznamnost.

Na Obrazku 11 uvadzame schému rozhodovacieho algoritmu metody decision tree,
ktory je velmi pekne interpretovatelny. Zo struktiry rozhodovacieho stromu vidime, ze
metoda priklada dolezitost predovsetkym premennym glucose a mass, tak ako aj ostatné
z metod v Tabulke 6, a pri procese rozhodovania vynechava premenné pressure a age.
Dalsie delenie by totiz model uz nezlepsilo.

Zvysné z metod urcéenych na porovnavanie s modelmi CVaR a MASD nemaji jedno-
znacnu interpretaciu, ¢o sa tyka ¢i uz vizualizacie alebo porovnavania vah modelov, preto

pre ne uvadzame len hodnoty porovnavacich kritérii z Tabulky 5.
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5 Vyber premennych

Jednou z vlastnosti, ktord sa pocas odvodzovania klasifikaénych modelov (14) a (16) v
¢lanku [9] ukédzala ako relevantnd a prospesnd je schopnost modelov vybrat len urcité
premenné, pomocou ktorych sa dalej pocita predikcia. Jedna sa o stucast datového pre-
processingu (predpripravy dat), v ktorom sa poktsame znizit dimenziu po¢tu vstupnych
premennych, ¢im sa snazime zabezpecit vyssiu uspesnost trénovaného modelu pri pred-
ikcidch, niz$iu vypoctovi narocnost (pri velkom pocte dat a komplikovanosti zvoleného
modelu ¢as vypoctu zohrava klicovi rolu) a v neposlednom rade aj lepsiu interpretovatel-
nost modelu. Motivacia pouzitia danej techniky byva v oblastiach, kde mame k dispozicii
velké mnozstvo vstupnych premennych ako napriklad pri medicinskych datach, spracovani

textovych dokumentov, ¢i réznych fyzikalnych a chemickych meraniach.

5.1 Prehlad metod

St tri okruhy metdd (viac o metédach v [24],[32]), ktoré sa pouzivaji na vyber premennych

(ndzvy uvadzame v angli¢tine, kedze sme k nim nenasli vhodny slovensky ekvivalent):

o Filter methods - ide o metody, ktoré nezavisia od modelu, ktory bude na datach v
dalsej faze pouzity. Povécsine ide o statistické metody, ktoré zistuju dolezitost pre-
mennych v datovom sete ¢i uz vzhladom na vysvetlovani premennu alebo ostatné
vysvetlujice. Prikladmi takejto metody moze byt sledovanie vzajomnej korelacie
premennych, testy signifikantnosti alebo vzdialenosti bodov vramci rovnakych kla-
sifikac¢nych tried.

Vyhoda: vypoctova nenarocnost.

Nevyhoda: nemusi zachytit dolezitost niektorych premennych.

o Wrapper methods - tieto metody pouzivaju na vyber premennych prediktivne mo-
dely. Pre kazdy podstibor déat (okliesteny o nejaky pocet premennych) vypocita
prediként chybu na validacnej vzorke a na zaklade vysledkov vyberie tie premenné,
ktoré mali chybu najnizsiu. Medzi tieto metédy patria napriklad rekurzivny vyber
premennych, postupny vyber premennych, Hill Climbing, genetické algoritmys,...
Vyhoda: premenné st urc¢ené predikénym modelom, ktory vie zachytit zavislost

premennych, ktoru filtrovacia metéda nezachyti.
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Nevyhoda: pri malej vzorke déat (v zmysle pozorovani) maji tieto met6dy tenden-
ciu pretrénovania sa pri vybere premennych. Naopak pri velkej vzorke dat (v zmysle

poctu premennych) st tieto modely velmi vypoctovo narocné.

o Embedded methods - poslednou z uvedenych metdd st takzvané vnorené metody.
Jednd sa o spdsob vyberu premennych, ktory kombinuje pozitivne vlastnosti oboch
vyssie spomenutych metdéd. Vyber premennych totiz prebicha zaroven s trénovanim
klasifika¢ného modelu vdaka vlastnému vyberovému procesu zabezpeceného regula-
rizaciou. Hlavnymi z uvedenych metod st Lasso regresia, Elastic net a rozhodovacie
stromy, respektive nadhodny les.

Vyhoda: Simultanny vyber premennych zaroven s trénovanim modelu.

7 kazdého okruhu sme vybrali niekolko metod, ktoré boli nasledne aplikované na zvoleny
datovy subor. Nizsie si uvedieme struc¢ni charakteristiku kazdej zo zvolenej metody ako

aj jej zaradenie.

o Korelacnd filtrovacia metdda [12] je zalozena na pozorovani korelaénych koeficientov
vstupnych premennych. Predpoklad metédy je ten, Ze vysoko korelované vstupné
premenné neprinasaji dodatocéni informaciu pre predikciu modelu a preto st z
dalsieho procesu vynechané. Cutoff rate, teda hodnota korelacného koeficientu pri
ktorom odstranujeme premenné, bol nastaveny na hodnotu 0.75.

Na vypocet v softevéri R bola pouzitd funkcia findCorrelation z balika corrplot [50].

o Information gain [41] je dalsou z filtrovacich met6d, ktorej hlavnou tlohou je urcit
dolezitost kazdej premennej vzhladom na vysvetlovani premenni pomocou entropie,
teda miery neistoty. Ta pocita s podmienenou pravdepodobnostou vysvetlujicej
premennej poznajuc hodnoty vysvetlovanej premennej. Kedze vystupom metédy
je len hodnota velkosti prinosu informacie jednotlivych premennych k vyslednej
premennej (to znamend, Ze nevyberd priamo konkrétne premenné), rozhodli sme sa
vybrat tie premenné, ktorych hodnota information gain bola vyssia ako priemer.

Na vypocet v softevéri R bola pouzitd funkcia attrEval z balika CORElearn [38].

o Statistically equivalent signature [30] sa radi medzi algoritmy, ktoré sa zakladaji na

teorii kauzalnej analyzy, teda analyzy zistujtcej pri¢iny nastatia javov, ¢o v pripade
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klasifikacie znamena zaradenie do danej triedy. Metdda na zaklade predpokladov
tejto tedrie dostava optimalnu sadu premennych pouzitim Bayesovskej siete, ¢o je
ist4 pravdepodobnostng grafickd metéda. Ulohou Bayesovskych sieti je modelovat
podmienené zavislosti premennych voci vysvetlovanej premennej. Deje sa tak pomo-
cou ich reprezentacie vo forme hran v orientovanom grafe. Tie st nasledovne pouzité
vo vyberovom algoritme. Kedze v R-ku metdda priamo vybera premenné, nebolo
potrebné pouzit ziadne kritérium na ich vyber.

Na vypocet v softevéri R bola pouzitd funkcia SES z balika MXM [30].

Selection by filter [29] je poslednou z pouzitych filtrovacich met6d. Algoritmus pri-
stupuje postupne ku kazdej vysvetlujicej premennej a na zaklade zaradenia do
klasifika¢nych tried porovnava priemery hodnot danej premennej. Pouziva pritom
ANOVA test, ktory urcuje statisticku signifikantnost rozdielu priemerov. Ak je roz-
diel signifikantny, tak premennt zachovava, v opa¢nom pripade ju nezaradi do vy-
beru premennych. Metoda urcuje aj skore jednotlivych premennych a to pomocou
p-hodnoty statistického testu.

Na vypocet v softevéri R bola pouzitd funkcia sbf z balika caret [28].

Recursive feature elimination [29] je metoda z kategérie wrapper methods, ktora sa
snazi vybrat optimalny stibor premennych na zaklade tspesnosti vysledkov klasi-
fikacného algoritmu (my sme vybrali random forest). Algoritmus najprv natrénuje
model s pouzitim vSetkych premennych a vypocita dolezitost kazdej z nich. V dal-
som kroku odstrani premennt, ktord ma najnizsiu dolezitost. Opaf natrénuje model,
znova urci dolezitost premennych a opaf jednu odstrani. Tento proces sa opakuje
niekolko krat (vopred sa urci kolko) a nasledne sa porovna presnost kazdého z vy-
branych siborov premennych. Finadlne vyberame tie premenné, pri ktorych model
hlésil najvyssiu presnost predikcie.

Na vypocet v softevéri R bola pouzitd funkcia rfe z balika caret [28].

Forward-backward selection [3] je podobnd predchddzajicej metdde s rozdielom, Ze
v prvom kroku sa zac¢ina s prazdnou mnozinou premennych a postupne sa premenné
pridavaji podla toho, ktord z premennych najviac zvysuje presnost modelu (pou-

zitd bola kvadratickd diskriminaénd analyza). V druhom kroku met6da identifikuje
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najhorsiu premennu z aktualneho vyberu a porovnéva presnost modelu po jej odstra-
neni s presnostou modelu ked sa tam premenna nachadzala. Uvedenym sposobom
vyberu premennych tak metoda prihliada aj na interakciu medzi aktualne vybra-
nymi premennymi (zabezpecené v druhom kroku).

Na vypocet v softevéri R bola pouZité funkcia stepclass z balika klaR [51].

LASSO [11] metdda je v podstate logistickou regresiu s pouzitim regularizicie vo
forme [-1 normy. Ako sme uz spominali, [-1 norma penalizuje rovnako silno vsetky
hodnoty g, ktoré predstavuju hodnoty koeficientov pri premennych v modely. V
pripade, ze niektorad z premennych prispieva do modelu malou vahou, LASSO na
zaklade [-1 normy posle takiato 5 do 0. Tymto spésobom teda prebieha samotny
vyber premennych. LASSO predstavuje metodu z kategérie embedded methods.

Na vypocet v softevéri R bola pouzitd funkcia cv.glmnet z balika glmnet [8].

Random forest selection [11] metéda je druhou z kategérie embedded methods a zaro-
ven poslednou z pouzitych metod na vyber premennych. V kazdej z iteracii krizovej
validacie sa model natrénuje pomocou klasifikacnej metédy random forest a urci
tak dolezitost premennych pomocou Giniho indexu. Ten meria takzvani ,necistotu*
uzlov, teda miest, kde sa strom rozhoduje, po ktorej vetve bude dalej pokracovaf.
KedZe Giniho index urcuje dolezitost jednotlivych premennych a nerobi ich finalny
vyber, zobrali sme len tie, ktoré mali vyssiu hodnotu ddlezitosti ako priemer.

Na vypocet v softevéri R bola pouzita funkcia randomForest z rovnomenného balika

randomForest [33].

5.2 Predstavenie dat

Pred uvedenim vysledkov si predstavime datovy sibor, ktory bol na dané analyzy a po-

rovnania zvoleny. V predchadzajiucej kapitole sme pracovali s datovym stiborom s iidajmi

o ochoreni diabetes. Ten vSak obsahoval malé mnozstvo vstupnych premennych, ktoré uz

zaroven boli starostlivo vybrané a nebolo potrebné ich preriedovat a vytazovat tie najdo-

lezitejsie z nich. Vybrali sme preto data spomenuté v clanku [17], ktoré obsahuju udaje o

finan¢énych auditoch vykonanych v Indii na 776 spolo¢nostiach z 14 réznych oblasti biznisu

(subor mozno nédjst na stranke Kaggle [26]). Stibor obsahuje 27 premennych pricom jedna
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z nich je vysvetlovand premenna, ktora informuje o tom, ¢i zistenia auditu v jednotlivych
spolo¢nostiach s zavazné a treba ich hlbsie presetrit.

Tak ako v predchadzajicom pripade aj teraz sme vysvetlovani premennu pretransfor-
movali na hodnoty y € {—1,1}. Uvddzame aj stru¢né zhrnutie vyznamu najdolezitejsich

premennych, tak ako sa uvadza v [17]:

o PARA__A - zistend financnd nezrovnalost v reporte s oznacenim A (v 10 miliénoch

rupif),

o PARA_ B - zistend finan¢nd nezrovnalost v reporte s oznacenim B (v 10 miliénoch

rupif),
o Number - historické rizikové skére nezrovnalosti finanénych udajov,

o MoneyValue - hodnota finan¢nych nezrovnalosti minulych auditov (v 10 miliénoch

rupif),

o DistrictScore - historické rizikové skore za poslednych 10 rokov v urcitej geografickej

oblasti,
o HistoryLoss - pocet rokov v strate za poslednych 10 rokov,
o Sector_score - hodnota historického rizikového skore sektora,
o ARS - kombinované auditné riziko ziskané analytickym procesom,

o Inherent_ Risk - financ¢né riziko ziskané stctom rizikovych hodnot premennych PARA_ A,

PARA__B, Number a MoneyValue,

o CONTROL RISK - finan¢né riziko ziskané sictom rizikovych hodnot premennych

DistrictScore a HistoryLoss,
o Detection__ Risk - rizikova hodnota nezachytena auditom,

o Audit_Risk - vysledna hodnota auditného rizika ziskana suc¢inom rizik Inherent Risk,
CONTROL_RISK a Detection__ Risk. Na zaklade tejto premennej bola modelovana

hodnota vysvetlovanej premennej y.
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Pre premenné PARA__A, PARA B, Number, MoneyValue, DistrictScore a HistoryLoss su
uvedené aj pravdepodobnosti pochybenia ako aj vysledné rizikové skore ziskané sucinom
pravdepodobnosti a moznej financnej straty.

Mimo tychto premennych boli v datasete aj premenné LOCATION ID a TOTAL,
ktoré sme vsak odstranili, pretoze neobsahovali Ziadnu uzito¢ni informaciu. Odstranené
boli taktiez premenné Inherent Risk, CONTROL RISK a Detection_Risk z toho do-
vodu, ze boli ziskané linearnou kombinaciou inych stlpcov ako aj premenna Audit Risk,
ktora je v podstate pre nas pri predikcii neznama.

Odstranené bolo aj jedno z pozorovani, kedze obsahovalo NA hodnotu. Dostavame tak
vyslednu datovi vzorku so 775 meraniami a 19 vysvetlujicimi premennymi.

Takisto ako pri datach o diabetese, aj tu sme statisticky vyhodnocovali vplyv premen-
nych na vyslednt premennt. Jediny pripad, v ktorom sa statisticky test preukazal signifi-
kantny bola premenna Sector score a preto sme ju prenasobenim zapornym znamienkom.

Takto transformovana premenna potom vstupovala do modelov CVaR a MASD.

5.3 Porovnanie metod

Po tychto krokoch nam uz nic¢ nebranilo v tom, aby sme pristipili k porovnavaniu samot-
nych metéd uréenych na vyber premennych. Ako prvé sme pozorovali, ktoré z premennych
zvolené metody najcastejsie vyberaji. Opéat bola pouzita krizova validacia, avsak v tomto
pripade sme sa nesnazili najst optimalne hodnoty parametrov ako v sekcii 4.5 pri trénovani
modelov CVaR a MASD, ale sledovali sme kolko krat boli vybrané jednotlivé premenné
vyssie popisanymi metdédami, pri pouziti k& = 20 trénovacich zloziek urcéenych na krizovi
validdciu. Granularita mozného vyskytu premennej vo vysledkoch je teda 5%. Vysledky
st zhrnuté na Obrazku 12.

Zelenou farbou st na Obrazku 12 vyznacené tie metédy, ktoré boli vybrané vo vSetkych
20 iteracidch krizovej validacie, t.j. v 100% pripadov. Cervenou farbou st potom oznacené
tie premenné, ktoré sa vyskytli v najviac 95% pripadov.

Mézeme pozorovat, ze metdda selection by filter (SbF) nachddzajica sa vo vyslednej
tabulke, ani v jednom pripade nevyhodila Ziadnu z premennych. Inymi slovami, za kaz-
dych okolnosti by algoritmus pracoval s celym pévodnym datovym siborom. Z definicie

algoritmu SbF teda vyplyva, ze rozdiely priemerov premennych v zavislosti od zaradenia
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Obr. 12: Percentualne vyjadrenie vyberu premennych po krizovej validacii.

do triedy su signifikantné a preto ziadna z premennych nebola vyradena.

Co sa tyka algoritmov random forest (RF) a information gain (InfGain), tie na rozdiel
od SbF vyhodili viaceré premenné z pévodného datasetu, avsak v kazdej iteracii krizo-
vej validacie ponechali tie isté premenné. Je teda zrejmé, Ze resamplovanie trénovacej
vzorky dat v procese krizovej validacie nijakym spdsobom nevplyva pri uvedenych dvoch
algoritmoch na vyber premennych.

Navrhované metédy CVaR, a CVaR, taktiez javia znamky konzistentnosti vo vybere
parametrov. Takmer kazda z premennych, ktort urcili metédy CVaR, a CVaR,, je zvolena
minimalne v 90% pripadov, az na premenné Risk A, Prob B a Risk_ B, ktoré boli vy-
brané najviac v 15% pre obe metddy. Riadok s oznacenim MEAN predstavuje priemerny
percentualny vyber premennych naprie¢ vSetkymi metédami (okrem SbF). Pri porovna-
vani tychto hodnot s hodnotami premennych nasich metod CVaR, a CVaR, je zaujimavé
pozorovat, ze kazd4 z premennych, ktord bola vybrand vo viac ako 50% pripadov riadku
MEAN (dokopy 7), bola vybrand aj metédami CVaR, a CVaR,. Z tohto pozorovania
mozeme konstatovaf, ze metody CVaR, a CVaR, vyberali najma také premenné, ktoré

povazovali aj ostatné metdédy za najdolezitejsie, respektive za najvacsich nositelov infor-
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macie. Metody CVaR vybrali aj premennt Sector _score, ktora bola v predpriprave dat
prendsobena zapornym znamienkom. Pre zaujimavost sme metédu nechali zbehnit aj pre
netransformovany dataset, v ktorej vysledkoch sa vSak tato premennd nenachadzala. Mo-
zeme preto predpokladaf, ze napriek nedostatkom Statistického testovania uvedeného v
Casti 4.2.2, bolo dobré dany stlpec transformovat.

Metéda MASD, vybrala 11 premennych, z toho az 7 z nich s vyskytom v aspon
90% pripadov krizovej validacie. Naopak zvysné 4 sa vyskytli v najviac 15% pripadov.
Zaujimavou je metéda MASD,, ktora vybrala len 3 premenné spomedzi vsetkych a aj to
nie vo vsSetkych pripadoch (to znamend, ze v niektorych pripadoch vyberala len dve alebo
dokonca len 1 premenni). Tieto tri s vsak vo velkej miere vyberané aj metédou MASD,.

Pomerne velké nekonzistentnost sa ukazuje pri metédach FBS a RFE. Aj tieto metody
majui malo takych premennych, ktoré vyberali s vysokou frekvenciou a vela tych, ktoré
vybrali len niekolko krat. Tento fakt navyse podporuje skutocnost, ze metéda RFE vybrala
pocas krizovej validacie kazdi z premennych minimalne raz.

Lasso a Corr vyberaju pomerne velké mnozstvo premennych s pomerne vysokou frek-
venciou, kdezto metéda SES vybrala pocas vSetkych epoch krizovej validacie len 7 pre-

mennych a len 4 z nich vo viac ako 50% pripadov.
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Obr. 13: Znazornenie proximity metéd vyberu premennych pomocou dendrogramov za

pouzitia dvoch réznych metrik vzdialenosti.

Pre lepsie pochopenie vztahov medzi vektormi frekvencie vybranych premennych jed-
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notlivymi metdédami pocas krizovej validacie sme vytvorili maticu vzdialenosti tychto vek-
torov a tu sme sa pokusili premietnut do dendrogramu. Na Obrézku 13 pontikame nahlad
na dva typy vyobrazeni s pouzitim [-1 a [-2 noriem, znazornujuce ,blizkost®, respektive
yvzdialenost® metdd na vyber premennych. Ypsilonova os ndam ukazuje ako s vektory od

seba vzdialené v jednotlivych normach.

Pri pouziti oboch noriem vidime, ze metédy CVaR, a CVaR, maju k sebe najblizsie
spomedzi vSetkych porovnavanych metéd. Je to pomerne ocakavany jav, kedze sa jedna o
tl ist metddu s rozdielom pouzitia rozlicnej pravdepodobnosti. Napriek tomu, ze metody
MASD, a MASD, sa lisia len v tom ako maja pocitanti pravdepodobnost v modely, tak
ako metody CVaR, vzajomna vzdialenost ich vektorov je podstatne vicsia a to za pouzitia

oboch noriem.

Ocakavali by sme, ze ostatné porovnavané metdédy sa budi zoskupovat podla zara-
denia do okruhu podobnych metéd (filter, wrapper a embedded methods) avsak treba si
uvedomit, Ze jedna sa len o prevedenie akym premenné vyberaji. Zaujimavejsie je pozriet
sa na to, aké algoritmy sa pri procese vyberu pouzivaju.

Metody RF a RFE su relativne blizko seba napriek tomu, Ze prva spominand je z
okruhu embedded methods a druhé z filter methods. Rozhodujice vsak je, zZe obe na vyber

premennych pouzivaju algoritmus random forest, ktory pocita s dolezitostou premennych.

Dalsou z vybranych dvojic st metédy SES a FBS, kde obe na vyber premennych
pouzivaju Bayesovsku Statistiku. Zvysné z metdd st od seba uz relativne dost vzdialené,
preto nemé zmysel hladat hlbsi stuvis ich spoloéného zlucenia ako ten, ze obe si rovnako

daleko od zvysnych metdd.

Posledna z veci, na ktoré sa v nasej analyze pozrieme su korelacie vybranych premen-
nych spomedzi zvolenych metoéd. Prvy z obréazkov, Obrézok 14a, opat zobrazuje dendro-

gram vzdialenosti, tentokrat vsak pocitany zo vzajomnych korelacii. Na vypocet vzdiale-

nosti za pouzitia korelacie bol pouzity vzorec d = \/ 2 % (1 — korelacia), kde koreldcia znaci
korelaciu dvojice vektorov. Vysledky st vsak velmi podobné ako na Obrazku 13. Spojenim
informécie vyobrazenych Obrazkov 14a a 14b a poznatkov z predchddzajtcich analyz sa
metédy MASD spolu s Lassom javia, ze vyberaji podstatne rozlicné premenné ako zvysné
metody urcéené na vyber premennych. Naopak metédy CVaR sa javia, ze vyberaji velmi

podobné premenné ako zvysné metody.
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Obr. 14: Znézornenie korelacii metéd vyberu premennych.

5.4 Aplikacia v logistickej regresii

V predchadzajicej podkapitole sme si uviedli viaceré existujice metédy urcéené na vyber

premennych a ich vysledky sme porovnéavali a analyzovali s moznou aplikdciou metoéd
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Obr. 15: Vizualizacia vyberu premennych.
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CVaR a MASD v oblasti vyberu premennych. O spravnosti vyberu premennych z podka-
pitoly 5.3 sa viac dozvieme v tejto casti, kde budeme porovnavat metriky tispesnosti na
logistickej regresii v zavislosti od toho, aké vstupné premenné nam odporucia metoédy na
vyber premennych.

Vsetky zo spomenutych met6éd uréenych na vyber premennych sme opat spustili, ten-
tokrat na celej trénovacej vzorke bez krizovej validacie. Na Obrazku 15 moézeme pozo-
rovat, ktoré premenné metody findlne vybrali na predikciu. Premenné Number, Prob_ N
a Risk N, ktoré neboli vybrané ani jednou metédou, sa na obrazku nenachadzaji. Z
tabulky bola taktiez vynechand metéda SbF, ktora zvolila vSetky premenné.

Obe metody CVaR spoloc¢ne vybrali 9 rovnakych premennych. Rozdiel medzi vyberom
z predchadzajicej sekcie 5.3 na Obrazku 12 je vynechanie tych premennych, ktoré boli
zvolené len v malom pocte pripadov. Tak isto sa zachovala aj metéda MASD,., ktora
ponechala len premenné s najcastejsim vyberom.

Podobne sa zachovali aj ostatné metédy a vybrali len tie premenné, ktoré sa vyskyto-
vali vo viac ako 60% pripadov. Metéda RFE dokonca nevybrala jednu premennd, ktord

v predchédzajicej casti vybrala v 80% pripadoch krizovou validdciou.
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Obr. 16: Dendrogram znazornujuici pocet odlisne vybranych premennych naprie¢ metédami.
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Podobnost vyberu premennych mozno vidiet na Obrazku 16, ktory znazornuje pocet
rozdielnych premennych zvolenych jednotlivymi metédami.

Kedze metoda logistickej regresie s [-2 regularizaciou nema vlastnost vyberu premen-
nych, snazili sme sa porovnat, aké vysledky bude dosahovat LR, ak priestor vstupnych
premennych trénovacieho a testovacieho datasetu znizime vzhladom na vysledky vyberu
premennych uvedenych na Obrazku 15. Tabulka 7 nam poskytuje porovnanie vysledkov

vzhladom na tri zvolené metriky.

ACC | Sensitivity | Specificity | # premennych
LR || 0.9290 1.0000 0.8254 19
CVaR, || 0.9226 0.9891 0.8254 9
CVaR, || 0.9226 0.9891 0.8254 9
MASD,. || 0.9484 0.9674 0.9206 7
MASD, || 0.9484 0.9674 0.9206 3
Corr || 0.9484 0.9891 0.8889 11
InfGain || 0.8516 1.0000 0.6349 9
SES || 0.5935 1.0000 0.0000 4
RFE || 0.6516 0.9130 0.2698 7
FBS || 0.8065 0.9674 0.5714 5
Lasso || 0.9484 0.9674 0.9206 9
RF || 0.5935 1.0000 0.0000 9

Tabulka 7: Vysledky predikcie logistickej regresie pre rézny vyber vstupnych premennych.

Dostavame zaujimavé vysledky, kde az v Styroch pripadoch pozorujeme, ze logisticka
regresia s okresanym datasetom dosahuje lepsie vysledky v metrike ACC ako za pouzitia
vsetkych povodnych premennych, tak ako to robi LR. Navyse sa tak deje pri troch me-
todach, MASD,, MASD, a Lasso, ktoré sa svojimi vysledkami v predchddzajucej sekcii
5.3 najvacsmi 1isili od vyberu premennych ostatnymi metédami. Okrem nich tieto vy-
sledky dosahuje aj metoda Corr, ktord svojimi vysledkami bola taktiez velmi odlisna od
ostatnych metéd. Ak do porovnania ddme aj pocet pouzitych premennych na vypocet
uspesnosti metédy, tak jednoznacne z porovnani vychadza najlepsie LR s vybranymi pre-

mennymi metédou MASD,,, ktord na vypocet predikcie pouzila len tri premenné (Prob_ B,
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Prob_ MV a DistrictScore). Hned za 1iou by sa umiestnila MASD,., ktord vybrala 7 pre-
mennych.

Dobré vysledky mozeme pozorovat aj pri metrikach LR s pouzitim premennych z
metod CVaR, a CVaR, aj napriek tomu, ze st mierne horsie ako pri LR so vsetkymi
premennymi. Vyhodou je, ze na vypocet sa pouzije len 9 premennych namiesto 19. Pri
velkom datovom stbore to tak vie znac¢ne usetrit ¢as vypoctu.

Naopak velmi zlé vysledky dosiahla LR s pouzitim premennych, ktoré pokladali za
dolezité metoédy RF, SES a RFE. Navyse pri prvych dvoch spomenutych metédach vi-
dime, ze s danymi vybranymi premennymi najlepsiu predikciu, ktori dokaze LR dat je
zaradenie pozorovania do kategorie kedy zistenie auditu nie je zavazné a firmu netreba

dalej kontrolovat. Takyto pristup je samozrejme nespravny.
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Obr. 17: Vahy premennych naprie¢ vysledkami LR.
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c¢itat po riadkoch. Najbledsie hodnoty vramci riadku znamenaji nulovi vahu premennej
v tom danom modeli, naopak tmavé vyjadruji, ze dand metoda jej priradila vysoki vahu
voc¢i inym premennym. 7Z obrazku sa da vycitat, ze najvyssiu vahu vramci metéd dostali
premenné Prob_ B, Prob_ MV a DistrictScore. Prave tieto premenné vybrala kazda z
metod, ktord v porovnaniach predcila LR s celym pévodnym datasetom.

Po zanalyzovani vysledkov mozeme potvrdit, ze robif riadnu pripravu dat predtym,
ako ideme klasifikovat nové data, vo forme vyberu premennych sa javi ako uc¢inny pros-
triedok na zlepsenie predikcii. NavysSe medzi velmi i¢inné metédy vyberu premennych pre

logistickt regresiu sa javia prave skimané metédy CVaR a MASD.
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6 Aplikacia met6d CVaR a MASD na data z oblasti
energetiky

V poslednej kapitole urobime kompletni analyzu a porovnanie metéd CVaR a MASD s
ostatnymi Statistickymi metodami uvedenymi v casti 4.4 na datach o predikovani vyroby
elektrickej energie (vyrabat/nevyrabat) plynovymi elektrarnami na Slovensku. Tie maji
vlastnost, ze si velmi flexibilné a lahko vedia zapnit a vypnit svoju vyrobu, ¢o by nebolo
mozné napriklad pri jadrovym elektrarnach, ktoré musia vyrabat stile alebo veternych
elektrarnach, ktoré vyrabaji podla poveternostnych podmienok. V beznej praxi sa pred-
ikuje cena elektrickej energie a pomocou nej sa urcuje, ¢i elektraren bude vyrabat alebo
nie. My sme sa vsak rozhodli zvolit priamy pristup a teda priamo z dat predikovat vyrobu

bez medzi kroku vypoctu ceny elektrickej energie.

6.1 Predstavenie a analyza dat

Kedze eurépsky trh s energiami je velmi tizko prepojeny a st na nom viaceri silni hraci
ako napriklad Nemecko a Francizsko, na predikciu budeme pouzivat predovsetkym data

z tychto krajin. Datovy subor obsahuje nasledovné premenné:

« Spot. EEX.EEX.FIX - hodinové tdaje cien elektriny (z [45]),
o CO2 - cena COy povoleniek,

e GAS - cena plynu,

e COAL - cena uhlia (vSetky komodity ziskané z [22]),

« CONS - spotreba elektrickej energie (v MW) krajin Nemecka, Rakuska, Francuzska,
Polska, Ceska, Belgicka, Holandska a Dénska,

« WON a WOF - vyroba pevninovej a mimo pevninovej veternej energie spominanych

krajin,
e SOL - vyroba solarnej energie spominanych krajin,

o NUC - vyroba jadrovej energie spominanych krajin,
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« HWR a ROR - vyroba vodnej energie spominanych krajin (spotreby a vyroby ziskané
zo stranky [7]),

« Ten a Hz - maximélne kapacity predanej elektriny z Nemecka do Ciech a Polska (zo

stranky [23]).

Za pozorované obdobie sme si zobrali data za rok 2019. Okrem dat ziskanych z webo-
vych stranok sme do datasetu doplnili informéciu o tom, ¢i je dany den pracovny ako aj
informéaciu o aktudlnom mesiaci.

Predikovant premenni y € {—1,1}, sme urcovali na zaklade rozdielu ceny elektrickej
energie a ukazovatela Short-Run Marginal Costs (SRMC), ktory urcuje hrani¢né naklady,
pri ktorych sa oplati elektrarni vyrabat. Rozdiel tychto dvoch cien sa zvykne nazyvat clean
oplati sa vyrabat. V opacnom pripade sme zvolili y = —1. Ukazovatel SRMC je mozné

vypocitat zo ziskanych dat nasledovnym vzorcom:

Cena plynu
Efektivita

Intenzita emisii * Energetickd konverzia
Efektivita ’

SRMC = + Cena CO;, povoleniek *

kde cenu plynu pozname z dat, efektivitu vyuzitia plynu na vyrobu elektrickej energie sme
zvolili 55%, cenu CO4 povoleniek pozname taktiez z dit a posledny zlomok mé konstantni
hodnotu po zaokrihleni 0.33 (ziskané z [40]).

Pri rozhodovani elektrarne, ¢i na dalsi den vyrdabat alebo nie, st klicové najmé cena
elektriny, plynu a CO, povoleniek. Cena plynu a CO, povoleniek st nédklady, ktoré su
zname, pretoze sa urcuju na den vopred. To znamend, Ze v ¢ase rozhodovania elektraren
vie, aké budi jej naklady na vyrobu (hodnota SRMC). Co ale v tom ¢ase nepozné, je cena
elektriny. O nej priamo rozhoduje vyska odhadovanej spotreby odberatelov elektrickej
energie, ktora je sice taktiez len estimaciou, avsak velmi presnou, pricom z dlhodobého
hladiska sa jej priemer blizi k tomu skutoc¢nému.

Kedze cena elektriny je veli¢ina, ktori dopredu nepozname a bola potrebna len na
vypocet predikovanej premennej, nezahfname ju dalej do nasho datasetu. Z dévodu vy-
poc¢tu SRMC z ceny plynu a ceny CO, povoleniek boli tieto premenné linearne zavislé,
preto sme sa rozhodli vynechat premennti ceny plynu. Findlny datovy sibor tak obsahuje

50 premennych (z toho jednu predikovani) s 8707 pozorovaniami.
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Premenné Min. | 1st Qu. | Median | Mean | 3rd Qu. | Max. | Transf.
SRMC 21.39 27.72 32.16 | 32.82 36.15 | 49.13 ano
CO2 19.20 23.99 25.32 | 25.20 26.56 | 30.20 nie
COAL 42.38 50.70 53.73 | 55.40 57.11 | 75.26 ano
CONS_DE 34335 47660 55415 | 55787 64216 | 77633 nie
CONS_AT 4176 6010 7130 7146 8135 | 10779 nie
CONS_FR 31183 44906 51818 | 53346 60702 | 86341 nie
CONS_PL 11400 16599 19419 | 19283 21831 | 26136 nie
CONS_CZ 4471 6562 7539 7553 8453 | 10901 nie
CONS_ BE 0 8631 9710 9688 10631 | 13616 nie
CONS_NL 0 10046 11500 | 11726 13071 | 18574 nie
CONS_ DK 1693 3244 3786 3828 4401 | 6750 nie
WON__ DE 269 4774 8795 | 11360 15540 | 40225 ano
WON_AT 4 198 643 908 1505 | 2967 ano
WON_FR 521 1696 2845 3735 5140 | 12742 ano
WON_ DK 9 467 920 1177 1745 | 4046 ano
WOF_DE 0 1210 2633 2758 4233 | 6825 ano
WOF_DK 0 282 596 641 978 | 3635 ano
SOL_DE 0 0 146 4788 7658 | 30028 nie
SOL_FR 0 0 182 1304 2346 | 6707 nie
SOL_ CZ 0 0 18 257 410 | 1680 nie
SOL_AT 0 0 26 153 246 976 nie
NUC_DE 3382 7442 8607 8108 9230 | 9524 nie
NUC_FR 26139 38977 41541 | 43128 46534 | 56230 ano
NUC_CZ 1883 2912 3416 3262 3854 | 3972 ano
NUC_BE 2376 4085 4902 4728 5085 | 5886 nie
HWR_DE 1 7 129 151 209 769 nie
HWR_FR 0 815 1309 1574 2077 | 5894 nie
HWR_ CZ 1 23 72 122 178 700 nie
HWR_AT 15 251 502 559 820 | 1631 nie
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ROR_DE 1060 1450 1663 1658 1856 | 2176 nie
ROR_FR 1526 3581 4629 4608 5704 | 7744 nie
ROR_CZ 0 67 87 96 114 214 ano
ROR_AT 1047 2362 2956 3065 3725 | 5228 nie
Ten CZ 0 407 949 833 1245 | 1519 ano
Hz_ CZ 0 136 570 568 918 | 1583 ano
Hz_ PL 0 60 224 253 387 | 1265 nie
WD* - - - - - - nie
M_ april - - - - - - ano
M _ august - - - - - - nie
M december - - - - - - 4no
M _ februar - - - - - - ano
M_ januar - - - - - - ano
M_jul - - - - - - nie
M_jin - - - - - - nie
M_m4&j - - - - - - nie
M marec - - - - - - ano
M november - - - - - - nie
M_ oktéber - - - - - - nie
M_ september - - - - - - nie

Nahlad na data vo forme sumarnej statistiky ponikame v Tabulke 8. Horizontalnymi

Okrem tuvodného ¢istenia dat, bolo opéat potrebné zistit vplyv premennych na vysledni

Tabulka 8: Sumaéarna statistika a prehlad dat.

4WD spolu s jednotlivymi mesiacmi sti dummy premenné, preto neuvidzame ich sumarnu statistiku.
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V Tabulke 8 sa nachadzaju len z dévodu informécie o transformécii premennej.

a vodnych elektrarni (dva typy), maximalne kapacity prenosu a ¢asové udaje.

¢iarami su oddelené spolo¢né skupiny premennych akymi st naklady na vyrobu elektriny

plynovymi elektrarnami, ceny komodit, spotreba, vyroba veternych, solarnych, jadrovych

premennu y, tak ako tomu bolo v casti 4.2.2. Po aplikovani statistickych testov na data

zistujeme, ze analyza nam odporica zmenit znamienko pri 18 premennych. Pre premennt



to znamenad, ze negativne vplyva na predikovani hodnotu y. Ktoré to su je mozné vi-
diet v Tabulke 8 pod stipcom Transf.. Kedze sme si povedali, Ze toto testovanie nie je
velmi doveryhodné, pretoze nezachytava mozné kolinearity v déatach, je potrebné sa na

transformované data pozriet a kriticky zhodnotit, ¢i transforméacie davaju zmysel.

7 testovania premennej y vyplyva, ze premenna SRMC ma na nu s rasticimi hod-
notami negativny vplyv. Napriek neistote vysledkov testu zmenu akceptujeme. Totiz v
pripade nemennej ceny elektriny a zaroven rasticej hodnoty SRMC je zrejmé, ze elektra-

ren nebude vyrabat, pretoze by mala vyssie naklady ako by zarobila na predaji elektriny.

Pomerne prekvapivé je, ze test neurcil za signifikantnt zmenu znamienka pri premennej
CO2 povoleniek, ktora priamo timerne zvysuje hodnotu SRMC. Usudzujeme vsak, Ze to
moze byt z toho dévodu, ze od ceny CO2 povoleniek sa odvija aj cena elektrickej energie,
ktora vstupuje do vypoctu y. Je tazké urcit, ¢i vplyv tejto premennej je vacsi na SRMC
alebo na cenu elektriny a z toho dovodu nevieme logicky povedat, ¢i by vplyv na y mal byt
prirodzene pozitivny alebo negativny. Z toho dévodu nebudeme zasahovat do vysledkov

testu.

Dal$fm zistenim Statistickych testov je negativny vplyv produkcie veternych elektrarni
na vyrobu plynovou elektrarnou. Ako uz bolo naznacené v tivode kapitoly, dovodom mdze
byt nestalost vyroby veternych elektrarni. Ak sa predpoklada, ze nasledujici den ma
byt bezvetrie, t.j. veterné elektrarne nebudi moct vyrabat, znizi sa celkova produkcia
energie avsak za predpokladu rovnakého dopytu. Z dovodu nedostatku elektriny na trhu
cena stupne a plynové elektrarne zaéni vyrabat (so ziskom) ako komplement k veternym

elektrarnam. Vysledky testovania sa preto zdaju byt logické.

Pri premennych NUC _FR, NUC CZ, ROR_CZ, Ten CZ a Hz CZ je uz interpre-
tacia zlozitejsia ako v predchadzajucich pripadoch, najma z dévodu, ze znamienko bolo
zmenené len niektorym premennym z rovnakej skupiny premennych. Preto do vysledkov

taktieZz nebudeme zasahovat.

Zmena znamienka nastala aj pre niektoré z mesiacov. Co je zaujimavé, udialo sa tak
prave pri chladnych mesiacoch, t.j. od decembra az do aprila, pricom by sme ocakavali
presny opak z dovodu vyssej spotreby energie. Ta sa vsak pri tychto testoch nezohladnuje

a preto len mdézeme konstatovat, ze vplyv chladnejsich mesiacov, je na vyroby negativny.

63



6.2 Vysledky a porovnania

Na porovnania boli pouzité statistické metédy a metddy strojového ucenia uvedené v 3 a
porovnavacie kritéria z podkapitoly 4.3. Trénovanie metod prebehlo na vzorke 6966 po-
zorovani a testovanie na zvysnych 1741 pozorovaniach. Pri testovani pouzili obe metody
CVaR hodnotu parametra 5 = 0.75 a taktiez obe metoédy MASD hodnotu parametra
7 = 0.8. Neurénova siet (NN) pocitala s dvoma skrytymi vrstvami, ktoré obsahovali 8 a
3 neurény a ako aktivacni funkciu sme zvolili hyperbolicky tangens. Metéda kNN po kri-
zovej validacii vybrala 4 susedov, podla ktorych urcovala kategérie. V pripade, ze nastala
zhoda a dvaja susedia boli z jednej a dvaja z druhej triedy, metdéda rozhodla nahodne
o tom, do ktorej triedy meranie zaradi. Pri zvysnych metodach nebolo potrebné urcovat
ziadne hyper-parametre ani dodato¢né nastavenia, preto sme im nechali ich vychodzie na-
stavenia tak, ako st uvedené v ich R-kovej dokumentéacii. Vysledky metéd predikujicich

spustanie vyroby plynovych elektrarni mézeme sledovat v Tabulke 9.

Accuracy | Sensitivity | Specificity
CVaR, 0.8903 0.7638 0.9371
CVaR, 0.8742 0.8979 0.8655
MASD,. 0.7737 0.9553 0.7065
MASD, 0.7588 0.9596 0.6845
LR 0.8771 0.6362 0.9662
SVM 0.9104 0.8000 0.9512
LDA 0.8966 0.7468 0.9520
NB 0.8179 0.8553 0.8041
NN 0.8943 0.6957 0.9677
DT 0.8604 0.7106 0.9158
RF 0.9265 0.8255 0.9638
kNN 0.9138 0.8234 0.9473

Tabulka 9: Vysledky predikcie dat ohladom vyroby elektrickej energie.

Z Tabulky 9 jasne vyplyva, zZe najuspesnejsie zaradovala pozorovania do tried metoda
RF. T4 si viedla dobre aj v metrike Specificity, najlepsie vysledky v nej vSak dosahuje
metdda NN. Velmi dobré vysledky v metrike ACC dosahuju taktiez metédy kNN a SVM.
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Okrem metody CVaR,. pozorujeme pri zvysnych metédach CVaR,,, MASD, a MASD,

velmi slaby vykon v metrike ACC. Naopak v metrike Sensitivity dosahuju tieto tri metody

najvyssie vysledky. Pri predikcidch je preto klucové si uvedomitf, minimalizacia ktorej

chyby je pre nas dolezita. Pri nasich datach je vsak také nieco tazké urcit, kedze nevieme

povedat, aké nédklady pri plynovych elektrarnach sa spojené so zlou predikciou ohladom

vyroby.

6.

3 Vyber premennych

Kedze energeticky priemysel, tak ako aj financ¢ny, je vysoko regulovany, nie je mozné pouzit

lubovolny model na predikciu vyroby alebo cien elektriny. Pre manazment podniku je

potrebny jednoduchy a Tahko interpretovatelny model. Preto sa v mnohych pripadoch na

predikcie pouziva obycajna linedrna alebo logisticka regresia. V predchadzajicej casti 6.2

vysli vysledky logistickej regresie vzhladom na ostatné metédy pomerne dobre. V tejto

podkapitole sa pozrieme, ¢i pouzitim met6éd na vyber premennych vieme vysledky LR

zlepsit alebo aspon model dostato¢ne zjednodusit. Postupujeme podobne ako v ¢asti 5.4

z predchadzajicej kapitoly 5.
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Obr. 18: Vizualizacia vyberu premennych na datach z energetiky.

Na Obrazku 18 pozorujeme, ktoré premenné boli zvolené metdédami na vyber premen-

nych. Vysoki podobnost vyberov baddme pre metoédy CVaR aj MASD. Pomerne podobné
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premenné vybrala aj metoda Corr. Blizkost badat aj pre dvojicu metéd InfGain a RF.

RFE vybrala vsetky premenné a tym sa pre nas stava bezcennou, preto ju z dalsich
porovnani vynechame. Metéda SbF vynechala do dalSej fazy analyzy 6 premennych. Na-
opak metéda SES bola velmi sparse a vybrala len maly pocet premennych v pocte 10.
Pre zvysné metody nepozorujeme ziadnu vyraznejsiu podobnost alebo ind zaujimavost.

Pontkame este ndhlad na Obrazok 19, ktory nam opét hovori o blizkosti metdd. Ten
ma na ypsilonovej osi uvedeny pocet rozdielnych vybranych premennych jednotlivymi
metédami. Potvrdilo sa, ¢o uz bolo vidno z Obrazku 18 a teda podobnost metéd CVaR,.
a CVaR,, MASD, a MASD, spolu s Corr, dalej metody RF a InfGain, ako aj metoédy
RFE a Sbf, ktoré obe vybrali skoro kazdd z premennych.

40
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FBS
SES
InfGain
RF ———
SbF ——
RFE ——
Corr

CVaR_v —‘
MASD _r j
MASD_v —I

CVaR_r

Metody

Obr. 19: Dendrogram znazornujtci pocet odlisne vybranych premennych naprie¢ metédami

pre data z oblasti energetiky.

Pomocou premennych vybranych z Obrazku 18 sme natrénovali niekolko modelov lo-
gistickej regresie a nasledne otestovali na testovacich datach. Vysledky porovnania sa
nachadzaji Tabulke 10.

7 Tabulky 10 pozorujeme, ze ani jedna z metdéd vyberu premennych nevylepsila hod-
notu metriky ACC logistickej regresie (s pouzitim vsetkych premennych). Napriek tomu
by sme vysledky uplne nezavrhovali. Met6da CVaR, totiz ddva podobne dobré vysledky
v metrike ACC, pricom pouziva len polovicu pévodnych premennych. Kombinacia vyberu
premennych pomocou metédy CVaR, spolu s logistickou regresiou by preto mohla byt

vhodnou alternativou voéi LR robenej na celom datasete. Vznikol by tak model, ktory
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ACC | Sensitivity | Specificity | # premennych
LR || 0.8771 0.6362 0.9662 49
CVaR, || 0.8621 0.5745 0.9685 25
CVaR, || 0.8530 0.5447 0.9670 26
MASD, || 0.8420 0.4979 0.9693 29
MASD, || 0.8518 0.5574 0.9607 31
Corr || 0.8604 0.5660 0.9693 36
InfGain || 0.8478 0.5638 0.9528 19
SES || 0.8409 0.5234 0.9583 10
SbFE || 0.8708 0.6191 0.9638 43
FBS || 0.8558 0.5234 0.9788 13
Lasso || 0.8007 0.3979 0.9496 16
RF || 0.8512 0.5638 0.9575 17

Tabulka 10: Vysledky predikcie logistickej regresie pre rozny vyber vstupnych premennych na

datach z oblasti energetiky.

by bol vhodnym kompromisom medzi celkovou tspesnostou klasifikacie a jednoduchostou

modelu, vzhladom na interpretaciu, ako aj vypocet predikcie.

Kedze nas okrem vysledkov zaujima aj aké premenné jednotlivé metoédy vyberali a aké
[ im v logistickej regresii priradili, uvadzame Obréazok heatmapy 20, ktora nam tieto udaje
farebne vizualizuje. Obrazok treba ¢itat po riadkoch, kde intenzita farby hovori o tom, akt
velkt vahu /3 premennej priradila logistické regresia. Cim je farba na obrazku tmavsia, tym
st koeficienty premennych logistickej regresie vicsie oproti ostatnym premennym a naopak
¢im je farba bledsia, tym st koeficienty mensie. V pripadoch, kedy je farba velmi svetla,
to znamend zaporné vahy odhadovanej 3. Najcastejsie sa vyskytujica farba znaci nulové
hodnoty g, respektive tie, ktoré su blizko nuly. Treba pripomenit, ze nulové hodnoty
nie su sposobené vypoctom algoritmu logistickej regresie, ale predoslym procesom vyberu
premennych.

Na zaklade intenzit koeficientov 3, nevieme ani o jednej z premennych povedat, ze by
bola klicovou pre vsetky metddy. Vidiet vsak premenné, ktoré su dolezité pre vacsinu

z metdéd (tmavd, respektive velmi bledd farba). Menovite st to premenné CONS _FR,
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CONS_PL, CONS_NL, WON_DE a HWR__AT. Moézeme teda predpokladat, ze tieto
premenné sa najvacsou mierou zasluhuju na vysledkoch predikcii a preto im mnohé z

metdd na vyber premennych priradili vysoké hodnoty 5.
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Obr. 20: Vahy premennych naprie¢ vysledkami LR na datach z oblasti energetiky.
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Zaver

Cielom diplomovej prace bolo vysvetlif a implementovat klasifikacny model navrhnuty
v Clanku [9] a nédsledne ho porovnat s bezne vyuzivanymi metédami. Ide o klasifika¢ny
model zalozeny na metdde strojového ucenia zvanej SVM, ktory sa dda vnimat ako model
na minimalizaciu Strukturalneho rizika, pricom toto riziko je interpretované metédami
CVaR, respektive MASD, ¢o st metody na meranie finanéného rizika vo financiach.

V prvej kapitole 1 sme ¢itatelovi priblizili metodu SVM, vysvetlili jej zakladné principy
a uviedli problémy, na ktoré sa vyuziva. Uviedli sme priklad pre klasifikdciu separovatel-
nych (3) aj neseparovatelnych dat (6), ako aj jej r6zne obmeny, aby bola pouzitelna pre
takmer vsetky typy klasifikac¢nych tloh.

V druhej kapitole 2 sme uviedli, ¢o je to finanéné riziko a dévod preco a ako sa meria.
Predstavili sme doteraz najpouzivanejsiu metédu VaR na meranie finanéného rizika. V
druhej ¢asti kapitoly sme ukézali novsie sposoby merania finan¢éného rizika formou CVaR
a MASD, tak ako ich uviedli v [39] a [9], ktoré zohladnuju nedostatky modelu VaR.
Taktiez je v tejto kapitole definovand koherentnd miera rizika, ktora je z teoretického
hladiska klacova pre predpoklady nasho modelu.

V nasledovnej kapitole 3 uvadzame odvodenie klasifikaénych modelov navrhnutych v
[9]. Oba pozostavaju z rieSenia tlohy linedrneho programovania pri nezapornych vahach
a za pouzitia [-1 normy, ktord zarucuje nulovost mnohych vah. To sa neskor ukazuje, ze
moze posluzif na vyber premennych do inych modelov.

V kapitole 4 sme na datach o diabete otestovali navrhnuté modely CVaR a MASD a
porovnali ich vysledky s bezne pouzivanymi klasifikaénymi metédami (Tabulka 5). Zistili
sme, ze obe metdédy davaju porovnatelné vysledky voéi zvySnym metdédam, pricom v
jednej zo sledovanych metrik metéda MASD dosiahla daleko najlepsie vysledky.

V tvode kapitoly 5 stru¢ne popisujeme metédy vyuzivané v datovom pred-processingu,
ktoré slizia na vyber premennych. Nasledne sme porovnéavali podobnost ich vyberov na
détach o financnom audite spolu s metédami CVaR a MASD z ¢lanku [9], ktoré tiez
maju vlastnost vyberu premennych. V zavere sme tspesnost metod porovnavali pomocou
logistickej regresie a to tak, ze sme metédu LR nechali zbehnit pre kazdy vyber premen-
nych urceny metédami. Z porovnani sa ukazalo (Tabulka 7), ze metody CVaR a MASD

vyberali také premenné, ktoré dosahovali vyborné predikéné hodnoty v LR.
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Poslednu kapitolu 6 sme venovali aplikacii metéd CVaR a MASD na data z oblasti
energetiky v suvislosti s predikciou vyroby elektrickej energie plynovymi elektrarnami.
Data bolo na tuvod potrebné dokladne analyzovat a nasledne sa na nich natrénovali kla-
sifikacné metody. Z porovnania vysledkov predikcii vyplynulo, ze metdéda CVaR opét
dosiahla porovnatelné vysledky s ostatnymi metdédami, avsak metéda MASD v tomto
priklade v tspesnosti hlavnej metriky znacne zaostavala. Na zaver kapitoly, sme sa opét
zamerali na vlastnost metéd CVaR a MASD v suvislosti s vyberom premennych, ktoré
boli nasledne pouzité v logistickej regresii. Vysledky ukazuju, ze ani jedna z metod na vy-
ber premennych nevybrala taki podskupinu premennych, ktora by dosahovala lepsi vykon
v logistickej regresii ako za pouzitia kompletnej sady premennych. Zaroven vsak tvrdime,
ze pouzitie metédy CVaR spolu s logistickou regresiou moze byt dobry kompromis, ¢o sa
tyka uspesnosti vysledkov predikcii a poc¢tu vstupnych premennych do modelu.

7 merani v kapitolach 4, 5 a 6 mozeme potvrdit, ze trieda klasifikacnych metéd zaloze-
nych na finan¢nych mierach rizika CVaR a MASD navrhnutd v ¢lanku [9], sa vo viacerych
prikladoch ukézala ako vhodnou alternativou k bezne vyuzivanym klasifikacnym metoé-
dam, pricom vo viacerych pripadoch dosahovala v jednotlivych metrikach lepsie vysledky
ako tieto met6édy. Uspesnost metéd CVaR a MASD sa ukézala aj v druhej discipline
prace s datami, ktorou bol vyber premennych. T4 slizi na zjednodusSenie modelov ako aj
na skratenie casu vypoctov.

Trieda metoéd CVaR a MASD uz teraz javi mozné vyuzitie vo viacerych oblastiach
datovej analytiky. Potencialne rozsirenie tejto triedy metéd siaha do oblasti viacnasobnej
klasifikdcie, regresie ako aj detekcie outlierov, tak ako sa uvadza v zévere ¢lanku [9]. Co sa
tyka nasej prace, mozné rozsirenie badat prave v tychto oblastiach, ako aj v optimalizovani
casu vypoctu klasifikacnych algoritmov CVaR a MASD naprogramovanych v tejto praci

(B.1 a B.2).
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Priloha A

A.1 Regularizacia

DalSou z moznosti, vdaka ktorej vieme dospiet k zlepseniu vysledkov predikecii modelu,
je takzvand regularizcia. Videli sme, Ze v kapitole 1 priklad (7) sa Strukturdlne riziko
skladalo z dvoch casti, pricom prva z nich bol regularizacny clen.

Regularizacia je casto pouzivanou metodou na riesenie bi - kriteridlnych optimalizac-

nych problémov. Uvedieme si nasledovny ilustraény priklad (vychédzajtc z [5]):

min || Az — b]] + 5]l (A1)

kde parameter v > 0 predstavuje penalizdciu za velkost normy ||z||. Takto navrhnuty
problém teda optimalizuje dva ¢leny naraz. Vyhodou takéhoto riesenia moze byt, Ze jemné
zasumenie v matici A az tak radikalne neovplyvni vyraz Az, ¢o by sa naopak pri velkych
hodnotach jednotlivych zloziek vektora x mohlo staf.

Zmyslom regularizacie v pripade strojového ucenia je predidenie pretrénovania mo-
delu. Isti paralelu medzi prikladom (A.1) a strojovym ucenim mozeme vidiet v tom,
ze po natrénovani modelu na trénovacej sade dat robime predikciu na testovacej sade.
T4 s istymi variaciami byva podobna tej trénovacej a preto nizke hodnoty v x nam za-
bezpecia vierohodné vysledky predikcie. Okrem tejto vlastnosti méze regularizacia slizit
aj na zjednoduSenie modelu. V pripade aplikicie [-1 normy na regulariza¢ny clen ndm
optimalizac¢ny problém dava riedke riesenie, ¢o znamend, ze mnohé z optimalizovanych

premennych vektora x budu nulové.

A.2 Aproximacia normy

V tejto sekcii si priblizime, akt funkciu ma v modeli (14) [-1 norma a preco prave tato
norma déva takzvané "riedke'riesenie, t.j. mnohé z premennych premietne do nuly. Cerpat
budeme z ¢lanku [5].

Na tvod si uvedieme vsSeobecny priklad aproximécie normy bez ohranic¢eni, ako aj
konkrétne pripady pre [-1 a [-2 normy ako st uvedené v [5]. Majme maticu dat A € R™",

vektor jej odozvy b € R™ a vektor neznamych x € R"™. Potom riesenie tlohy

7



minimize ||Az — b]|, (A.2)

bude priblizné rieSenie systému Az ~ b za pouzitia normy |[|.||. Vektor r = Az — b sa
nazyva vektorom rezidui daného problému.

V pripade, ze vektor b patri do stIpcového priestoru matice A, t.j. b € S(A), existuje
také x, ze hodnota tcelovej funkcie je nulova a plati Az = b. To isté plati aj v pripade, ak
st rozmery matice A rovné, teda m = n, a matica ma plnt hodnost. Aj vzhladom na nase

data nas preto bude zaujimat netrividlne riesenie a teda pripad, kedy m > n a zaroven

b¢ S(A).
Geometricka interpretacia takéhoto problému je nasledovna: nech A = S(A) C R™ a

b€ R™, potom

minimize ||u — b||
u
sit. u€ A,

bude zndzoriiovat projekciu vektoru b do stlpcového priestoru matice A, pri¢om bod u =
Ax, predstavujuici linearnu kombinaciu stipcov matice A zabezpecenej vektorom x, je

bodom projekcie vektora b.

A.2.1 Aproximacia euklidovskej normy

Pri specifikacii normy na euklidovski (-2 normu bude tloha vyzeraf nasledovne:

minimize ||[Az —b||2 =71+ 713+ ...+ 12,

Dany problém sa d4 riesit aj analyticky, kde optimalne z bude 2 = (AT A)~1ATb.

A.2.2 Aproximacia jednotkovej normy

Pri Specifikdcii normy na jednotkovi (resp. postarsku) /-1 normu bude tloha vyzerat

nasledovne:

minimize ||Ax — b||; = |r1| + |r2| + . + |7l
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Takto definovand norma podita sucet absolitnych rezidui. Ulohu je mozné formulovat aj

ako problém linedrneho programovania

minimize 17t
st. —t<Ar—0b<t,

kde t € R™.

A.2.3 Penalizacna funkcia

V tlohéch aproximécie [-p normy, vieme tucelovi funkciu zapisat do tvaru

I[P+ 2P + ...+ |rs]?,

z Ccoho dostavame separovatelni a symetricki funkciu od rezidui. V takomto pripade
ucelova funkcia zavisi ¢isto od distribiicie amplitid rezidui. Penaliza¢na funkcia ma potom

nasledovny tvar:

minimize ®(ry) + ®(r2) + ... + ®(7,,)
st. r=Ax—0b,

kde ®: R — R sa nazyva penalizacna funkcia.

40 I I I I I
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Obr. A.21: Obréazok znézornujici vyuzitie [-1 a [-2 normy. Prebraté z [5].

Ako sme uz pisali na avod tejto podkapitoly, chceli sme vysvetlit dovod vyberu [-1

normy autormi z ¢lanku [9] do modelu z kapitoly 3 v priklade (14). Ako mézeme vidiet z
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Obrazku A.21, vyber normy mé rozhodujtci vplyv na vyslednii hodnotu vah jednotlivych
rezidui. V pripade kvadratickej funkcie vidime, Ze pre nizke hodnoty rezidui mé aj funkcia
velmi nizke hodnoty, preto nevadi, Zze im tloha priradi nejakt vahu, lebo na vyslednej
hodnote penalizacnej funkcie sa podielaji len malou mierou. Ked si vSak vezmeme funkciu
absolutnych hodnot vidime, Ze aj mala chyba pridava do penalizacnej funkcie jej absolttnu
hodnotu, preto ma takato funkcia tendenciu tlacit mnoho hodnot do nuly. Inak povedané,
funkcia ®(r) je akousi mierou nasej averzie voci vysokym, resp. nizkym hodnotdm rezidui

pri vstupnej premennej 7.
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Priloha B

B.1 Kbéd metédy CVaR v softvéri R

CVaR <— function (data, beta, prob){

# data — vstupne data urcene na natrenovanie modelu

# beta — hodnota parametra vstupujuceho do modelu

# prob — wvektor pravdepodobnosti, vstupujuci do modelu
y <— data$y

X <— data’>%select (—y)%>%as . matrix ()
p <— ncol(X)

m <— nrow (X)

M <— yxX

el <— rep(1,m)

e2 <— rep (0 ,mtp+4)

e2 [(m+3): (mp+2)] < 1

B <— cbind(el, —el, diag(m), M, —y, vy)
B <— rbind(e2, B)

### Premenne do LP modelu

direction <— 'min’

objective.in <— ¢(1, —1, 1/(1—beta)*prob, rep(0,p+2))
const .mat <— B

const.dir <— c(’=", rep(’>=", m))

const.rhs <— c(1, rep(0, m))

### Uloha LP

linp <— Ip(direction, objective.in, const.mat, const.dir, const.rhs)

### Vystupne premenne
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w <— linp$solution [(m+3):(mtp+2)]
b <— linp$solution [(dim(B)[2] —1)] — linp$solution [(dim(B)[2])]

return(list (w=w, b=b, Beta = beta))

B.2 Kobéd metédy MASD v softvéri R

MASD <— function (data,lambda, prob){

# data — wvstupne data urcene na natrenovanie modelu

# lambda — hodnota parametra vstupujuceho do modelu

# prob — wektor pravdepodobnosti, vstupujuci do modelu
y <— dataS$y

X <— data¥%%select (—y)%>%as . matrix ()
p <— ncol(X)
m <— nrow (X)

templ <— yxX

temp2 <— sum(probxy)

el <— rep(1,m)

Mw <— templ — outer(el, prob)%%templ
Mb <— —y + temp2

e2 <— rep (0 ,mtp+2)

e2[1l:p] <1

B <~ cbind (Mw, Mb, —Mb, diag(m))

B <— rbind(e2, B)

### Premenne do LP modelu
direction <— ’'min’

objective.in <— c(—t(prob) %% templ, temp2, —temp2, lambdaxprob)
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const .mat <— B
const.dir <— c(’'=", rep(’™>=’, m))

const.rhs <— c(1, rep(0, m))

### Uloha LP

linp <— Ip(direction, objective.in, const.mat, const.dir, const.rhs)
### Vystupne premenne
w <— linp$solution [1:p]

b <— linp$solution [(dim(B)[2] —1)] — linp$solution [(dim(B)[2])]

return (list (w=w, b=b, Lambda=lambda))
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