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Abstrakt

HRDINA, Jakub: Dualita v kénickom programovani [Diplomova pracal, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej
matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Maria Trnovska, PhD., Bratislava, 2020, 94
S.

Tato diplomova praca sa zaobera tedriou duality v konickom programovani. Cielom
prace je skimanie dualnych vlastnosti tloh kénického programovania, sSpecialne silnt du-
alitu. Praca sa dalej stistredi na skiimanie charakterizacii relativneho vnitra konvexnych
kuzelov, na vlastnosti Minkowského stuc¢tu vektorového podpriestoru a kuzela a na vety o
alternativach. Praca sa tiez venuje skiimaniu teérie duality v klasickych tlohach konvex-
ného programovania v kontexte ich konickych formulacii. Praca dava do stvislosti znamu
Slaterovu podmienku s postacujicou podmienkou na silnti dualitu v kénickych tlohéch.
Praca prinasa podrobny a uceleny prehlad potrebnej teérie, ktori demonstruje na prikla-

doch. Praca zovseobecnuje a rozsiruje niektoré do sticasnosti zname vysledky.

Klticové slova: Konické programovanie, Kuzel, Relativne vnutro kuzela, Tedria duality,

Slaterova podmienka



Abstract

HRDINA, Jakub: Duality in conic programming [Master’s Thesis|, Comenius University
in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Maria Trnovska, PhD., Bratislava,
2020, 94 p.

The master’s thesis focuses on duality theory in conic programming. The thesis aims
to analyze dual attributes of conic problems, in particular strong duality. The thesis
also studies characterizations of relative interior of convex cones, properties of Minkowski
sum of vector subspace with a cone, and theorems of the alternative. Furthermore, the
thesis analyzes duality theory in standard convex optimization problems in the context of
their conic formulations. It connects the well-known Slater’s condition with the sufficient
condition for strong duality in conic problems. The thesis also provides a compact and
detailed overview of the corresponding theory, which is demonstrated with examples. It

also generalizes some well-known results.

Key words: Conic programming, Cone, Relative interior of a cone, Duality theory,

Slater’s condition



Obsah
Uvod

1 Uvod do geometrie kuzelov
1.1 Kuzele a ich zakladné vlastnosti . . . . . . . . ... .. ...
1.2 Dudlny kuzel . . . . . . .
1.2.1 Priklady dualnych kuzelov . . . . . . .. ... ... .. ... ...,

2 Relativneho vnitro konvexného kuzela
3 Uzavretost lineArneho obrazu konvexného uzavretého kuZela

4 Vety o alternativach
4.1 Primdrne vety o alternativach . . . . .. .. .. ... 00000
4.1.1 Primarna veta o alternativach . . . . . .. .. .. ... ... ...
4.1.2 Priméarna veta o alternativach pre plny kuzel . . . . . . . . . .. ..
4.2 Dualne vety o alternativach . . . . . .. .. ... ... ...
4.2.1 Duélna veta o alternativach . . . . . .. ... ... ... ...

4.2.2 Dudlna veta o alternativach pre Spicaty kuzel . . . . ... ... ..

5 Dualita v kénickom programovani
5.1 Priméarna a dudlna uloha kénického programovania . . . . . . . .. .. ..
5.2 Slabd dualita . . . . . . ..
5.3  Vnutorné body a mnoziny optimalnych hodnot . . . . . . . .. ... .. ..

5.4 Silnd dualita . . . . . . .

6 Silna dualita v lohe konvexného programovania
6.1 Uloha konvexného programovania . . . . . . . . ... ... ... ... ...
6.2 Transformécia na tlohu kénického programovania . . . . . . .. . .. ...
6.3 Slaterova podmienka . . . . . . . ... ...

6.4 Analyza dudlnych uloh . . . . .. ... ...

ZAaver

10
10
14
21

26

34

44
45
45
49
49
30
52

53
23
95
56
61

67
67
68
69
72

77



Priloha A

Priloha B

Zoznam pouzitej literatury

81

88

91



Uvod

Matematické programovanie je matematicka disciplina, ktora sa zaobera stanovenim ex-
trému zadanej funkcie na zadanej mnozine s koneénym poc¢tom ohranic¢eni v kone¢noroz-
mernych priestoroch. Ulohy, ktoré spadaji do oblasti matematického programovania, sa
prirodzene vyskytuju v réznych oblastiach matematiky, v ekonémii, vo fyzike, v informa-
tike, ale aj v beznom zivote.

Specidlnu triedu tloh matematického programovania tvoria tlohy kénického progra-
movania. Uloha kénického programovania je optimalizacnd tloha s linedrnou téelovou
funkciou a mnozinou pripustnych rieseni, ktord je prienikom afinneho priestoru a kon-
vexného kuzela. Okrem konvexnosti sa vSak od daného kuzela moézu vyzadovat aj iné
dodatocné vlastnosti, napriklad polyedrickost, uzavretost a podobne.

V poslednych dvadsiatich piatich rokoch sa kénické programovanie stalo velmi popu-
larne, pretoze mnohé povodne nekonvexné tlohy sa podarilo ekvivalentne naformulovat
konvexnym spésobom prave pomocou kénického programovania. Kénické programovanie
teda zahfna pomerne vela oblasti matematického programovania: linedrne programovanie
(LP), programovanie nad kuzelom druhého radu (z angl. second-order cone programming
(SOCP)), semidefinitné programovanie (SDP), kopozitivne programovanie (COP) a iné.
Ulohy z tychto oblasti optimalizdcie maji velké mnozstvo aplikécif (viac napriklad v [13],
[17], [18], [29] a [8]) v rOznych oblastiach matematiky, napriklad kombinatorickd optima-
lizacia, optimalne riadenie, optimalny dizajn, spektralna analyza a teéria grafov. Navyse,
kazdé epigrafové ohranicenie, t. j. ohranicenie typu f(x) < t, mozno podla [27] reprezen-
tovat pomocou konvexného kuzela. Ulohy kénického programovania sa teda daji vnimat
ako nadtrieda klasickych tloh konvexného programovania.

Jednym z integralnych pojmov v matematickom programovani je pojem duality. Je
preto prirodzené, ze skiimanie tejto oblasti neostalo bez zaujmu. Teodria duality pre li-
nearne programovanie, ktora je dnes vSeobecne zndma, bola skimana napriklad v [10].
Tedria duality pre semidefinitné programovanie bola skiimané napriklad v [25] a [28]. Nie-
ktoré vysledky z tedrie duality pre kénické programovanie nad vlastnymi kuzelmi mozno
najst v [23], [17], [18] a [27]; pre konické programovanie nad Spicatymi, respektive plnymi
kuzelmi v [26]; pre kénické programovanie nad vSeobecnymi konvexnymi kuzelmi v [19].

Cielom tejto prace je skiimanie duédlnych vlastnosti konickych tloh a analyza dudlnych



vlastnosti Specifickych podtried kénického programovania. V ramci skiimania dudlnych
vlastnosti sa najviac sustredime na vlastnost silnej duality. Hlavny ciel prace v tejto
oblasti spoc¢iva v odvodeni postacujucich podmienok na platnost silnej duality v kénickych
tlohach. Jadro tejto prace je zalozené na ¢lanku [26], ktory sa v préci snazime rozsirit a
zovseobecnit. Sekundarnym cielom prace je analyza dudlnych vlastnosti v klasickej tlohe
konvexného programovania na zaklade ziskanych vysledkov o silnej dualite pre tulohy
kénického programovania.

Nasu pracu sme rozdelili do Siestich kapitol. V prvej kapitole uvedieme zakladné pojmy,
s ktorymi budeme v praci pracovat. V druhej kapitole sa budeme ststredit na charak-
terizaciu relativneho vnutra konvexného kuzela. V tretej kapitole sa budeme zaoberaf
uzavretostou linedrneho obrazu konvexného kuzela. Odvodime postacujice podmienky
na uzavretost linedrneho obrazu konvexného kuzela. V stvrtej kapitole uvedieme styri
vety o alternativach. V piatej kapitole uvedieme tlohu kénického programovania a odvo-
dime prislusni dualnu tlohu Lagrangeovou metodou. V dalSej casti sa budeme venovat
slabej dualite, vnitornym bodom a mnozindm optimalnych hodno6t. V poslednej casti
tejto kapitoly uvedieme a dokazeme vety o silnej dualite a ich dosledky. V siestej kapitole
sa sutredime na silnid dualitu v tilohe konvexného programovania. Vysledky z piatej kapi-
toly dame do kontextu so zndmou Slaterovou podmienkou. Dalej sa zaoberame analyzou

klasickej dudlnej ilohy a kénickej dualnej ulohy.



1 Uvod do geometrie kuZelov

V tejto kapitole uvadzame zakladné definicie objektov, s ktorymi budeme v praci pra-
covat. Terminoldgiu, definicie a niektoré tvrdenia preberame predovsetkym z [7], [1], [2],

[27] a [26]. Pokial nie je uvedené inak, dokazy tvrdeni su autorské.

V préaci budeme pracovat v linedirnom normovanom priestore (R”, ||-||) s (eukildovskou) Iy
normou, t. j [|-]] : R* — Ry, [|z|| = VaTx, pokial nie je uvedené inak. V linedirnom normo-
vanom priestore (R",||-||) sa standardne definuji pojmy vnitorny bod mnoziny, vnitro

mnoziny, relativne vnutorny bod mnoziny a relativne vnitro mnoziny tymto spésobom.

Definicia 1.1. Nech ) # M CV CR", kde V je vektorovyj podpriestor v R". Bod x € M
sa nazyva

a) vnitorny bod mnoziny M, ked3e > 0 : B.(z) = {y € R" | ||z — y|| < e} C M. MnoZina
vsetkgjch vnitornych bodov mnoziny M sa nazgva vnitro mnoZiny M a oznacuje sa int(M).
b) relativne vnitorny bod mnoziny M vzhladom na vektorovy podpriestor V, ked Je > 0 :
B.(x)NV ={yeV| |lrt—y| <e} C M. MnoZina vietkyjch relativne vnitorngch bodov
mnoziny M vzhladom na vektorovy podpriestor V sa nazyva relativne vniutro mnoziny M

vzhladom na vektorovy podpriestor V a oznacuje sa relint(M).

1.1 Kuzele a ich zakladné vlastnosti

Definicia 1.2. PodmnozZina K konecnorozmerného vektorového priestoru R"™ sa nazjva

a) kuzel, akVr € K, Ya > 0: ax € K.

b) konvexny kuZel, ak mnozina K je kuZel a zdroven konvexnd mnozina.

c) Spicaty kuzel (angl. pointed cone), ak mnozina K je kuZel a zdroven plati: (z € K) A
(—z € K)=z=0.

d) plny kuzel (angl. solid cone), ak mnozina K je kuzel a zdroven vnitro mnoziny K je
neprdazdne.

e) vlastny kuZel (angl. proper cone), ak mnoZina K je uzavrety konvexny Spicaty plny

kuzel.

Pozorovanie. Nech K je konvexny kuzel a nech x,y € K. Z definicie kuzela dosta-

vame Vo, > 0 : ax € K, py € K. Z definicie konvexnej mnoziny zasa mame V6 €
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[0,1] Yo, 8> 0V, y € K : fazx + (1 — 0)By € K. Ak oznadime & = 0o a § = (1 — 6)3,
dostaneme ax + ﬁy € K. Specidlne Vz,y € K :  +y € K. To znamen4, Ze konvexny

kuzel je uzavrety vzhladom na operaciu vektorového suctu.

Definicia 1.3. Nech K C R" je kuZel.

a) Najmensi vektorovy podpriestor vektorového priestoru R™, ktory obsahuje kuzel K, bu-
deme oznacoval lin(K).

b) Najvicsi vektorovy podpriestor vektorového priestoru R™, ktory je obsiahnuty v kuZeli

K, budeme oznacovat sub(K).

Pozndmka. Je mozné dokéazat [30, str. 85, ze vektorovy priestor lin(K') v Definicii 1.3
a) mozno ekvivalentne definovat ako mnozinu vsetkych koneénych linedrnych kombinécii

vektorov z mnoziny K, t. j.

lin(K) = {Zaixi lneN, x; € K, a; € R}.

=1

Tvrdenie 1.4. Nech K C R" je kuZel.
a) Ak K je plny kuZel, potom lin(K) = R™.
b) Ak K je $picaty kuZel, potom sub(K) = {6}

Dékaz. a) Podla definicie plného kuZela mame int(K) # (). Zoberme z € int(K), teda:
de > 0 : B.(x) C K. Lenze dim(B.(z)) = n. A napokon z definicie lin(K) mame:
R" D lin(K) O K D B.(x), a teda n = dim(R") > dim(lin(K)) > dim(B.(x)) = n,

z ¢oho dim(lin(K)) = n. To ale znamen4, ze lin(K) = R".

b) Predpokladajme, ze sub(K) # {6}, teda existuje aspon jeden vektor 0 # = € sub(K).
Pretoze sub(K) je vektorovy podpriestor, nutne —x € sub(K). Lenze z definicie sub(K)
plati: sub(K) C K, a teda z,—x € K. A z vlastnosti Spicatosti K mame = = 0. To je

spor. O]

Pozndmka. V dalsom texte pod zépisom relint(X) budeme rozumiet relativne vnitro ku-
zela K vzhladom na najmensi vektorovy priestor, v ktorom sa tento kuzel nachadza, t. j.
lin(K).

Pre konvexné mnoziny, respektive sSpecialne pre konvexné kuzele, budeme pouzivat int

definiciu vnitorného bodu, resp. relativne vnitorného bodu, podla [27, str. 12]. Dokaz

ekvivalencie tychto dvoch definicii je mozné néjst v Prilohe A: Veta A.0.8 a Veta A.0.9
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Definicia 1.5. Nech K C R" je konvexny kuZel. Bod x € K sa nazyva

a) vnatorny bod kuzela K, ak¥v € R" 4 > 0 : x+ev € K. MnoZina vsetkych vnitornijch
bodov sa oznacuje int(K).

b) relativne vnitorny bod kuZela K, ak Vv € lin(K) 3¢ > 0 : x+ev € K. Mnozina vietkijch

relativne vnitorniych bodov sa oznacuje relint(K).

Tvrdenie 1.6. Nech K C R" je konvexny kuZel. Potom mnozina relint(K) U {5} je
konvexny kuZel, t. j. plati

a) Vr € relint(K), Ya > 0: az € relint(K),

b) Va,y € relint(K), Ya,8 > 0: ax + By € relint(K).

Dékaz. a) Nech z € relint(K), t. j. Yo € lin(K) 3¢ > 0 : = + ev € K, respektive

1

«

£q = e > 0 dostavame Yo € lin(K) Je, > 0: ax +ec,v € K, a teda ax € relint(K).

(ax + eaw) € K, Ya > 0. Pretoze K je kuzel, mdme azx + cav € K. Polozenim

b) Z a) mame ax € relint(K) a Sz € relint(K), teda Vo € lin(K) Je > 0:ax+ev e K a
Vo € lin(K) 36 > 0 : fy+dov € K. Pretoze K je kuzel, dostavame (az+Sy)+(e+9)v € K,
Vo € lin(K). Analogickym postupom ako v a) dostaneme ax + Sy € K. ]

Tvrdenie 1.7. Zachovdvajice operdcie:
a) Ak Ky, Ky C R" si konvexné kuzele, potom aj ich kartezidnsky sicin Ki x K, je
konvexny kuZel.

b) Ak Ky, Ky CR"™ si konvezné kuZele, potom aj ich Minkowského sicet
K1+K2 = {$1+ZL‘2 | xr1 € Kl, To € KQ}

je konverny kuzel.

c) Ak K je konverny kuzel a A : R™ — R™ je linedrne zobrazenie, potom A(K) je konvexny
kuZel.

d) Ak K, Ky CR™ su konvexné kuZele, potom aj K; N Ky je konvexny kuZel.

Dékaz. Vyrok a) plynie priamo z definicie konvexného kuzela. Rovnako c¢) plynie z defi-

nicie konvexného kuzela a vlastnosti linedrneho zobrazenia.

b) (vlastnost kuzela) Nech x € K;+ Ky, t. j. existuje 1 € Ky a 25 € Ky, 7e x = 1 + xo.

12



Pre Tubovolné @ > 0 mame axr = ax; + ax,. Pretoze ax; € K a axy € Ky, mame

ar € K1+ K. K1+ K je teda kuzel.

(konvexnost) Nech z,y € K; + Ky, teda © = 1 + 29 a y = y; + yo, kde 21,91 € K; a
T, Yo € Ky. Potom pre Iubovolné o, 5 > 0 mame az+ fy = (ax1+By1)+ (axa+ Pys). Pre-
toze K a Ky st konvexné, plati (axy+Py1) € Ky a (axa+Py2) € Ko, ateda ax+fy € K.

d) Z konvexnej analyzy vieme, ze prienik dvoch konvexnych mnozin je konvexnd mnozina,
teda K1N K5 je konvexna. Ukazeme, ze KN Ky je kuzel: zoberme Tubovolné x € KN Ko,
teda © € Ky a x € K. To znamend, ze Va > 0 plati ax € K; a ar € K,, a teda
ar € K1 N Ky, YVa > 0. O]

Pozndmka. Existuje vela prikladov konvexnych kuzelov. Trividlne priklady konvexnych

kuzelov st vektorové priestory (napr. R"), nezaporny ortant R, polopriestory
{:L‘ER" | aTxEO},
kénicky obal mnozin a iné. Medzi dasie priklady patria tieto kuzele:

o normovy kuzel: K, = {(z,t) € R""' xR | ||z, < t}, kde 2], = (i, |zf")"/”

pre x € R™;

e maticové kuzele: kuzel symetrickych kladne semidefinitnych n x n matic (S}), ko-
pozitivnych n x n matic (CV), kompletne pozitivnych n x n matic (C})*, kuzel

nezapornych n x n matic PI:

St = {X € Mya(R) | Vy € Ry Xy >0, X = X7},

€1 = {X € Mun(R) | Yy € R, "Xy > 0, X = X7},
(€)= {X € Myn(R) | X = BB", B, >0, Vi,j},

Py = {X € M, (R) | X;; >0, Vi,j, X = XT};

e monoténny kuzel: K,y ={x e R" | 21 > 29 > --- > 1, > 0};
e kuzel nezapornych polynémov stupna najviac 2k:
Kpo = {x € R#H+! | To 4+ Tt + - - - 4 otk > 0, VtE]R};

13



e kuZel vytvoreny z konvexnej funkcie f : D(f) C R""2 — R definovanej na konvexnej

mnozine D(f):

Kf:{(xT,t,s)TeR”_QxRxR++ | L e D), f() gi}u{ﬁ}. (1)

1.2 Dualny kuzel

Aby sme mohli skiimat tedriu duality v kénickych tlohach, je nutné definovat dalsi dole-
zity pojem — dualny kuZel. V tejto podkapitole uvadzame jeho definiciu a jeho zédkladné

vlastnosti. Na zaver tejto podkapitoly uvadzame niektoré priklady dudlnych kuzelov.

Definicia 1.8. Nech K C R" je kuzel. Dudlny kuzel K* ku kuZelu K sa nazgjva mnozina
K ={yeR"|Vre K :y"z >0}

Pozndmka. Takto definovany dudlny kuzel sa v literatire niekedy nazyva vntatorny dualny
kuzel (angl. internal dual cone) a jeho definiciu je mozné rozsirit na lubovolny Hilbertov

priestor (pozri [22]).

Duélne kuzele maju vela zaujimavych a doélezitych vlastnosti, ktoré uvadzame v na-

sledujicom tvrdeni. Tieto vlastnosti st vSeobecne znéame.

Tvrdenie 1.9. a) Nech K je kuZel. Potom K* je konverny a uzavrety kuZel.

b) Nech K je kuZel a zdroven vektorovy podpriestor v R™. Potom K* = K+.

¢) Nech K; C Ky si kuZele, potom K; C K.

d) Nech K je kuZel a cl(K) je jeho uzdver. Potom K* = (cl(K))*.

e) Nech K je plng kuZel, potom K* je Spicaty kuZel.

f) Nech K;, i =1,...,s st kuZele. Potom (K1 X Ky x -+ x Kg)* = Kf x K} x--- x K}.

Doékaz. a) (konvexny kuZel) Nech yi,yo € K*, teda Vo € K : 2Ty, > 0, 2Ty, > 0, a
teda Vo, ap > 0 dostdvame Vo € K : 27 (aqy; + agyz) > 0, z ¢oho vyplyva Vayg, ap > 0 :

a1y1 + asys € K*. Mnozina K* je teda konvexny kuzel.

(uzavretost) Nech {y,} -, C K* je Iubovolnd konvergentnd postupnost, t. j. ye =

lim,,_s00 Yn. Z Definicie 1.8 médme Vo € K, Vn € N : 2Ty, > 0. Zoberme Iubovolny

ale pevny vektor 7 € K. Funkcia f; : R — R definovana predpisom fz(y) := 27y je
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zrejme spojita na R”, a teda lim, oo f3(¥n) = f2(Uso) = T yso > 0. PretoZe T bolo Tubo-

volné, dostavame Vo € K : 27y, > 0, a teda yo € K*.

b) Pretoze K je vektorovy podpriestor, plati —z,x € K. Lenze podla Definicie 1.8 plati
y€ K* = Vore K:y'z >0, ateda v nasom pripade 27y > 0 a zdrovenn —z’y > 0, z

¢oho plynie 27y = 0. To znamen4, Ze plati

K*:{yER”, VxGK:mTy:O}:Kl.

c) Zoberme Tubovolny vektor § € Kj. To ale znamen4, Ze Vo € Ky : 27y > 0. Pretoze

K, C Ky, mdme Vz € K, : 27y > 0, a teda § € K.

d) Zrejme plati K C cl(K). Potom podla c) plati (cI(K))* € K*. Uvazujme teraz vektor
y€ K* ale § ¢ (cl(K))*, teda existuje z € cl(K), pre ktory §7Z < 0. Zoberme Tubovolni
postupnost {z,} -, € K C cl(K) s vlastnostou lim, .z, = Z. Z definicie dudlneho
kuzela pre ¢leny tejto postupnosti plati ¥n € N : 7z, > 0. V limite n — oo potom plati

yTz > 0. To je spor.

e) Predpokladajme, ze K je plny kuzel, respektive lin(K) = R", ale K* nie je Spicaty
kuzel, t. j. existuje vektor 0 # § € K* taky, ze —y € K*. Z definicie dudlneho kuZela
mame £y € K* & Vo € K : 27y > 0, —2Ty > 0, a teda Vo € K : 27y = 0. To ale
znamena, ze vektor y je kolmy aj na mnozinu vsetkych konec¢nych linearnych kombinécii

mnoziny K, t. j. lin(K). Preto 5 € (lin(K))* = {6}, to je vsak spor.

f) Zrefme Ky x Ky x -+ x Ky = {@aT,2],....aD)" |2 € Ky, 2, € K.} Z defini-

cie dualneho kuzela méme
(Kyx Kyx---xK)* = {(y{,yg,...,yST)T |Vo, € Ky, .., o, € Ky iyl + .. ylwg > 0}.

Zoberme (yI yl, ... y1)T € (K, x Ky x -+ x K,)*, potom $pecidlne pre z; = x5 =
.=z, = 0 méme Vz, € K : yIz, > 0, a teda y, € K. Analogicky sa ukdze, Ze
vy, € Kf, i=1,2,...,s. To znamend, ze (K; x Ky x --- x Kg)* C (K x Kj x--- x K7).

Opacna inklazia trividlne plynie priamo z definicie dualneho kuzela. n
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V nasledujuicej casti sa budeme venovat charakterizacii dudlneho kuzela k dualnemu

kuzelu, t. j. mnozine (K*)*. Podla Definicie 1.8 plati
K™ .= (K*)*:{xER” | ‘v’yEK*:xTyZO}.

Dokazeme, ze ak K je konvexny a uzavrety kuzel, potom K = K**. Toto tvrdenie sa
zvykne nazyvat bipoldrna veta, napriklad v [19, str. 8]. Pri dokaze bipoldrnej vety pouZi-

jeme tito lemu.

Lema 1.10. Nech K C R" je uzavrety konvexny kuZel a © ¢ K. Potom existuje vektor

y € K* s vlastnostou y''z < 0.

Z

Dékaz. Zrejme T # 0 a teda mdZeme polozit Ty := e Pretoze = ¢ K, zrejme plati

Ty ¢ K. Uvazujme minimaliza¢ni tlohu
min{||z — zy|* |z € K, |Jz| =1},

Mnozina K N {x € R" | ||z|| =1} je prienikom dvoch konvexnych uzavretych mnozin,
teda je konvexnd a uzavretd. NavySe je aj ohranifend, a teda je kompaktnd. Ucelovd
funkcia je spojitd na tejto mnozine, a teda podla Weierstrassovej vety existuje vektor
i e K, ||&]| = 1, pre ktory plati Vo € K, ||z|| = 1 : ||z — Zn]|]* > || — Zn|*. Vektor &
je vektor z kuzela K s jednotkovou normou, ktory minimalizuje euklidovski vzdialenost,

resp. druhtt mocninu euklidovskej vzdialenosti, medzi vektorom zy a kuzelom K.

Zoberme lubovolny ale pevny vektor z € K, |z| = 1 a vytvorme tsecku [Z,z] =
{Z+t(x—2)|tel0,1]}. Pretoze K je konvexnd mnozina, plati [#, 2] C K. Pretoze vek-

tor £ minimalizuje vzdialenost medzi kuzelom K a vektorom zy, plati
vt e [0,1]: |2+ t(x — 2) — Zn|° — || — Zn]|> > 0,

teda Vt € [0,1] : t- (Q(x — )2 —an) +t]|x— :%||2) > 0, resp. pre Vt € (0,1] : 2(z —
2)7(2 — Zn) +t|z —2||> > 0. Specidlne pre t — 0, mame (z — 2)7(Z — y) > 0, teda
2'(2—zy) > 2T (2 —Zn) =1—2"Zx > 0, pricom poslednd nerovnost vyplyva zo zndmej

Cauchy-Schwarzovej nerovnosti (pozri [30, str. 319]). PretoZe = bolo lubovolné, dostavame

Ve e K, ||z =1:27(& —zy5) >0
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Tento vysledok vSak mozno rozsirit na vektor z € K s lubovolnou normou prechodom
T — ﬁ pre  # 0. Pre = 0 plati tato nerovnost trividlne. Celkovo teda dostdvame

Vz € K :27(2 — Zy) > 0, ¢o podla Defindcie 1.8 znamena (& — zy) € K*.

Navyse plati #7(2 — zy) = ||Z]| (2TZxy — 1) < 0. Ostrd nerovnost vyplyva z nasledov-
ného faktu: pre uhol 6 vektorov #, Ty plati vztah cos@ = 27z y. Na intervale [0, 27) m4
vsak rovnica cosf = 1 jediné riesenie, a to § = 0. To by vsak znamenalo & = zy. To je

vSak spor, pretoze & € K, ale ty ¢ K.

Mozeme teda polozit y := & — z . O
Veta 1.11 (Bipoldrna veta). Nech K C R™ je konverny kuZel, potom plati cl(K) = K**.
Dékaz. Inklizia K** C cl(K):

Dokazeme implikaciu: z ¢ cl(K) = & ¢ K**. Nech & ¢ cl(K). Podla Lemy 1.10 existuje

y € cl(K)* = K* také, ze y'z < 0. To ale znamena, ze T ¢ K**.

Inklizia cl(K) C K**:

Predpokladajme sporom, ze existuje = ¢ K** a z € cl(K). To znamen4, ze existuje y € K*
také, ze 27y < 0. Z toho vyplyva, ze = ¢ K. Dalej, existuje postupnost {z,}°°, C K,
pricom lim,_,oo @, = Z. Pretoze y € K* aVn € N:z, € K, plati 7z, >0, n=1,2,....

To vsak znamena, Ze lim, o ¥’ 2, =y > 0. To je spor. O
Z bipolarnej vety mozno odvodit dalsie vlastnosti, ktoré uvddzame vo forme désledku.

Désledok 1.12. Nech K C R"™ je konvexny kuZel.

a) Ak K je uzavrety, potom K = K**.

b) Ak cl(K) je spicaty, potom K* je plng.

c) Ak K je vlastng kuZel, potom K* je vlastny kuZel.

d) Ak Ky a Ky st uzavreté konvexné kuZele a plati Ky C Ky. Potom plati K C K.

Dékaz. Vyroky a), b), ¢) sa dokdzu jednoduchym aplikovanim bipolarnej vety.

d) Z Tvrdenia 1.9 ¢) vyplyva K5 C Kj. Ukdzeme, ze Kj # Kj. Pretoze K; C K,

existuje z € Ky = KJ* také, ze * ¢ K, = K;*. To ale znamend, ze Jy € K7, pre
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ktoré plati g1z < 0, ale Vy € K3* : yTZ > 0. To znamen4, 7e §j ¢ K3, z ¢oho vyplyva
K; + K. 0

Pomocou pojmu dudlneho kuzela mozeme charakterizovat vektorovy podpriestor sub(K)

definovany v Definicii 1.3.

Lema 1.13. Nech K CR" je kuzel a K* je jeho dudlny kuZel. Potom plati:
a) sub(K*) = {yEK* | VxGK:xTy:()};
b) sub(K*) = lin(K)*.

Doékaz. a) Inkltzia sub(K*) C {y eEK*|Vze K :aTy= 0}:

Zoberme lubovolny vektor y € sub(K™). Pretoze sub(K*) je vektorovy priestor, nutne
plati —y € sub(K™*). Z Definicie 1.3 vyplyva sub(K*) C K*, to ale znamend Vz € K :
y'z >0, —yT2 >0, teda Ve € K : y'z = 0.

Inklizia sub(K*) D {y EK*|Vee K  zly= 0}:

Oznacéme M = {y ceK*|Vre K :2Ty= 0}. Zrejme plati M C K*. D4 sa dalej nahliad-
nuf, ze mnozina M je uzavreta na kénické kombinacie. Navyse, ak y € M, potom aj pre
vektor —y plati Vo € K : —2Ty = 0. Vdaka uzavretosti K* vsak nutne —y € K*, resp.
—y € M. Mnozina M je teda uzavretd na linedrne kombinacie, a teda ide o vektorovy
podpriestor v R™. Ukazeme, ze M je najvacsi vektorovy podpriestor, ktory je obsiahnuty
v kuzeli K*. Nech N C K* je najvacsi vektorovy podpriestor obsiahnuty v kuzeli K* a
plati M C N. To znamend, Ze existuje vektor z € N taky, ze z ¢ M. Zrejme aj —z € N a
vzhladom na Definiciu 1.8 plati Vo € K : 272 > 0, —272 >0, ateda Vo € K : 272 = 0.

To ale znamené, ze z € M, a to je spor.

b) Inklizia sub(K*) C lin(K)*:
Predpokladajme, Zze § € sub(K*), ale § ¢ lin(K)*. To znamend, Ze existuje vektor
z € lin(K), pre ktory plati 7z # 0. PretoZze 2z € lin(K), d4 sa zapisat ako nejaka li-

nearna kombinécia vektorov z K, presnejsie

k
dk e Ndxq,...,x € K, Elal,...,akER:z:Zaixi.

=1
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Potom vSak 72 = % | a;572; = X% a; - 0 = 0, pretoze § € sub(K*). To je viak spor.

Inklizia sub(K*) 2 lin(K)*:
Pre kazdé z € K zrejme plati z € lin(K). Zoberme 3 € lin(K)*, potom plati Vz € K :
g7x =0, a teda § € sub(K*). O

Pozndmka. Lema 1.13 nevyzaduje predpoklad o uzavretosti K. Ak predpokladdme uzav-
retost K, respektive namiesto kuzela K budeme uvazovat kuzel cl(K), potom je mozné

analogicky (a s vyuzitim bipoldrnej vety 1.11) dokazat takéto charakterizécie:

sub(cl(K)) = {z € cl(K) | ¥y € K™ : 2"y = 0} = lin(K")* (2)

sub(K) C {xEK|Vy€K* :a:Ty:O},
pre K # cl(K).
Na tomto priklade je mozné overit platnost uvedenych vztahov.

Priklad 1.14. Uvazujme kuzel K = {(x,y)T ER? |z —y> O}U{c(l, DT | e> 0}. Tento

kuzel je konvexny, ale nie je uzavrety. A dalej K* = {c(l, DT | e> O}. Zrejme:

e sub(K) = {6},

{xEK\VyEK*:xTy:O}:{c(l,l)T]020},

sub(cl(K)) = {¢(1, )7 | c € R} (= {z € cl(K) | ¥y € K* : 2Ty = 0} = lin(K*)*),

e lin(K) = R?,

sub(K*) = {07} (= lin(K)*).
Teraz uvedieme dolezité tvrdenie vo forme lemy.
Lema 1.15. Nech Ky, Ky C R™ su kuZele. Potom plati (K7 + K)* = Ki N K3,

Dékaz. Podla Definicie 1.8 mame (K + K3)* = {y eER", VX € (K| + Ky) : XTy > 0}.
Nech § € (K, + K3)*, potom plati VX € (K + Ks) : X7y > 0. Pretoze X € (K + K»),

da sa zapisat v tvare X = x1 4+ 29, 1 € K1, x5 € K5. Dostaneme teda:
Vr, € Ky, Vrg € Ky : xngj—i- xgg > 0.
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Predpokladajme, Ze pre nejaké xo € K, plati 22y < 0. Zvolme

=9
S|

T

5> — >0, ak 2Ty >0

=
e
|

ad=0,ak 27y < 0. Zrejme 6 > 0, a teda zo zakladnej vlastnosti kuzela x := dxy € Ko.
Ateda aTy+ 2Ty = (21 +2)Ty <0, ale 21 + z € (K1 + K3), a teda y ¢ (K1 + K)*, to
je ale spor. Nutne teda plati Vo, € Ky : 23y > 0, a teda y € K;. Analogicky sa ukéze
y € K, ateday € Ki N K.

Naopak, nech § € K;j N Kj. Potom Vaz; € Ky, Vas € Ko @ 21§ > 0, 215 > 0, a

teda (21 + 29)T9§ > 0. To znamend j € (K; + K»)*.

Celkovo dostavame (K, + Ky)* = K7 N Kj. Iny dokaz mozno najst napriklad v [19]. O

Poznamka. Minkowského sicet dvoch mnozin nemusi byt uzavretda mmnozina a to aj v
pripade, ked obe mnoziny si uzavreté. Pri dualizovani vztahu (K; + Ky)* = K7 N K
preto dostaneme

(K] NKy)" = (K + Ky)™ = cl(K; + Ks).
Z Lemy 1.15 plati
(KT + K3)" = K{" N KJ* = cl(K7) Nel(Ky),

respektive

(K] + K3) = (cl(K7) Nel(Ky))*.
Tento jav uvadzame na nasledovnom priklade.
Priklad 1.16. Uvazujme kuzele
Klz{(x,y,z)T€R3|y2—xz§O, x,zZO}, (3)
Ky={c-(1,1,)" | ceR}.

Ukézeme, Ze vektor (2,1,0)" ¢ K, 4+ K,. Ak by tento vektor bol elementom mnoziny
K1 + Ks, dal by sa zapisat v tvare (z,y, 2)T + (¢, c,c)T pre nejaky vektor (z,y,2)T € K,
a nejaké ¢ € R. To znamend, ze 2 =c+x, 1 =c+y a 0= c+ z, pricom plati ,z > 0 a

y*—z2z < 0. Teda (1—c)?>—(2—c)(—c) <0, ¢ < 0. Mdme vSak (1—c)?—(2—c)(—c) =1 > 0,
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teda neexistuje ¢ € R také, ze (2,1,0)T € K, + Ko.

Zostrojme postupnost {(:Un,yn,zn)T}ooil C K; + K, ktord bude konvergentnd, ale jej

limita nebude elementom mnoziny K; + K,. Polozme

Tn -n 24+ n 2
Yn | =1 —n| T |1+n]| = 1 s, n=1,2....
(14n)* (14n)?
Zn -n (2+n) 2+n)
€Ky €Ky €EK1+K>

Zrejme (T, Yn, 2n)" —= (2,1,0)7 ¢ (K, + Ks). Minkowského sticet K| + K nie je uzav-

retd mnozina, hoci mnoziny K; a Ky st uzavreté.

Pre tplnost uvedeného prikladu uvadzame aj tieto vztahy:
o Ki+Ky={(z,9,2)7 €R®| —z+2—2<0}U{c(l,1,1) | c€R};
o Ki= {(a:,y,z)T € R3 | % —22<0, z,2> O};
o K3 ={c(1,-1,0)" +d(1,0,-1)7 | ¢,d € R};

o (Ki+ Ko ={c(1,-2,1)T | ¢ >0}.

1.2.1 Priklady dualnych kuzZelov

V tejto Casti prace uvadzame niektoré priklady dudlnych kuzelov. Specifickt triedu kuzelov
tvoria takzvané samodualne kuzele, teda kuzele, pre ktoré plati vztah K = K*. Medzi

samodualne kuzele patria tieto kuzele
e nezaporny ortant R ;
e kuzel kladne semidefinitnych matic SY;
e Lorentzov kuzel (second-order cone, normovy kuzel s parametrom p = 2)
Ky ={(z,t) e R" ' xR | ||z], < t}.
Da sa ukazaf (pozri [27, str. 36]), Ze dudlny kuzel ku kuZelu kopozitivnych matic C7 je

kuzel kompletne pozitivnych matic (C7)*. VSetky tieto kuzele sa casto vyskytuju v rozlic-

nych kénickych optimaliza¢nych tlohéch.
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V literattire, napriklad v [16], sa uvadzaju aj iné priklady kuzelov a ich prislusnych dudl-

nych kuzelov, ktoré sa pouzivaji v kénickom programovani. Ide o tieto kuzele:
e cxponencidlny kuzel (pozri [16, str. 38]) a prislusny dudlny kuzel (pozri [16, str. 89])

Kexp = cl

r3
{x€R3]x12612,3:2>0H,

Y2
Ko = Hy ER® | y1 > —yzew Ly > 0,y5 < OH ;

e mocninovy kuzel (angl. power cone) (pozri [16, str. 30]) a prislusny dudlny kuzel

(pozri [16, str. 89])

m
Prstm — {w eR" | J]af > \/xfn+1+--~+w%,:c1,...,xm 20},

i=1

O,y Om \* n Al Ym T Q1 ey Qmy
(’Pn7 ) ) _{’yER | (’...”me’,l’...’yn) 67)”> 5 }’
(05} «

m

kde ay,...,a;, > 0,27, o = 1.

V tomto priklade odvodime dudlny kuzel ku kuzelu (1). S kuzelmi tohto typu sa
stretneme v Siestej kapitole pri kénickych formulacidach standardnych tloh konvexného

programovania.

Priklad 1.17. UvaZujme kuZel (1) vytvoreny z konvexnej funkcie f : D(f) CR"? — R

definovanej na konvexnej mnozine D(f):

K= {(xT,t,s)T ER"XRxRyy | 2 €D()) f(j) < z}u{ﬁ}.

Nédjdeme dudlny kuzel K7.
Podla Definicie 1.8 plati

K}:{(uT,v,w)TER”_Q X R xR | V(mT,t,s)TEKf:uTm+vt+w320}.

Pretoze s > 0, s vynimkou vektora (07,0,0)7, pre ktory je podmienka v dudlnom kuZeli
K7 trividlne splnend, podmienku V(zT,t,s)" € Ky : u'z+vt+ws > 0 mozno ekvivalentne
naformulovat takto:

t
V(" t,s)T EKf:uTg%—vf—l—wZO.
s s
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Zvolme lubovolny ale pevny vektor (u”,v,w)’ € K p*

1.) uvazujme najprv pripad v > 0. Potom zrejme plati

V(z" t,s)" € Kp:vf (x) < UE.
s

S

To vsak znamena, ze plati aj tato nerovnost:
T t T T
V(:cT,t,s)TEKf:uT+v—|—w2uT—|—vf(>—|—w. (4)
s s s s

Podmienka nezapornosti skaldrneho siucinu v dudlnom kuzeli K7 musi byt splnend pre

vSetky vektory (z7,t,s)T € K, teda Specidlne aj pre vektory
T T x T
s>0, —€D(f):(z",sf|—),s) €K
s s
Zo vztahu (4) vyplyva, ze ak zabezpec¢ime platnost
T x T
Ve € R"2? Vs >0, =€ D(f):u"= +of () +w >0,
s s s

potom bude splnend aj podmienka nezapornosti skalarneho sic¢inu v dualnom kuzeli a

vice versa.

Definujme vyraz
s x
V(z,s) =u" —+vf (> + w.
s s

Tento vyraz musi byt nezdporny pre vsetky také vektory o € R" 2 a &sla s > 0, ze

£ € D(f). To znamend, Ze aj jeho najmensia moznd hodnota musi byt nezdporna, t. j.

inf  V(z,s)>0.

s>0,Z2€D(f)
Vsimnime si, ze vyraz V(x, s) je homogénny stupna 0, t. j.
Vk>0Vz eR"™2Vs>0: 2 ¢ D(f) plati V(kz, ks) = V(x, s).
s
Pre k = % > () dostaneme
n—2 z , iy
Ve e R"“Vs>0:— € D(f) plati V(x,s) =V (—,1].
s s

To znamend, Ze infsso,zep(p) V (2, 8) = infeecp) V (f, 1), teda

. _ T _ . T >0
S>()’1%11€1°D(f)V(:c,ss) aéglzf) {u a+uvf(a) —|—w} w + aé%ff) {u a+uf (a)} >0
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Dalej plati

T
. T . . [
w+a€1gf(’f){u a—irvf(a)} —w—l—vaelrll)%f){v oz+f(04)}

=w—1v sup {—UTOé—f(Of)}-

aeD(f) v

Teraz uvedieme pojem konjugovana funkcia podla [11, str. 219]:
Definicia 1.18. Nech f : D(f) C R" — R. Funkcia f*: D(f*) C R" — R definovand

predpisom

Fy)= sup {y"z— f(a)}

zeD(f)

sa nazyva konjugovanou funkciou k funkcii f. Jej definicny obor D(f*) je mnoZina

D) = {ye® | s {iTo— 1w} < oo}

z€D(f)

To znamena, ze

w—1v sup {—“Ta—f(a)} —w—uf (—Z)

aeD(f) v

Pre v > 0 dostaneme podmienky

—% e D(f"), w>uvf* (_u) .

v
2.) Uvazujme pripad v < 0. VSimnime si, Ze premennd ¢ je neohranic¢ené zhora. Uvazujme

teda vektor (z7,,5)" € K;. Potom Vt > t plati (z7,¢,5)" € K;. Pre t — +00 vSak mame
ul'z + vt + ws — —o0,

a teda (u”,v,w)" ¢ K}. Ak teda plati (u",v,w)" € K}, potom nutne v > 0.

Pripad v = 0 netreba sSpecidlne analyzovat, pretoze kuzel K3} je podla Tvrdenia 1.9 a)

uzavrety. Mozeme teda polozit
K =cl [{mT,u,w)T ER" xRy xR| =2 € D(f"), w2 vf’ (—) H . (5)
Pozndmka. Medzi kuzelmi (1) a (5) plati vztah
K} = cl(Ky),

pricom kladnej premennej s v kuzeli (1) zodpoveda zhora neohrani¢end premennd w v
dudlnom kuzeli (5). Naopak, zhora neohranicenej premennej t v kuzeli (1) zodpoveda

kladnd premennd v v dudlnom kuzeli (5).
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Pozorovanie. Exponencidlny kuzel je Specialnym pripadom kuZela K, respektive jeho

uzaveru. Uvazujme funkciu f: R — R, f(z) = €*. Zrejme
Ky = {(m,t,s)T ERXR xR,y | ses < t} U {6},

teda cl(Ky) = Kexp. Podla Tvrdenia 1.9 d) plati K, = K7F.

exp

D4 sa lahko odvodit, ze konjugovand funkcia f* k funkcii f(x) = e” m4 tvar

f"ly) =ylny—y, D(f) =Ry,

teda f* (—“) =—>In (—9) + &, pricom u < 0. Dudlny kuzel K} ma teda tvar

v

=Kj;=cl H(u,v,w)T |v>0,u<0,w>—uln (—Z) +u}]

=cl H(u,v,w)T |v>0,u<0,v> —ue%’lH :
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2 Relativneho vnutro konvexného kuzela

V tejto kapitole sa stustredime na charakterizaciu relativneho vnutra konvexného kuzela,
respektive prislusného dualneho kuzela. Charakterizacie, ktoré uvadzame v tejto kapitole,
st zovSeobecnenim charakterizacii v [26] a v [19]. V naSich tvrdeniach uvddzame pre
prehladnost charakterizacie pre relativne vnutro konvexného kuzela, respektive uzaveru
tohto kuzela, aj pre relativne vnutro prislusného dualneho kuzela napriek tomu, ze tato
charakterizdcia sa da odvodit z bipolarnej vety (Vety 1.11). Charakteriziciu uvedieme pre

kuZele, ktoré spliiaji tento predpoklad.

Predpoklad 2.1. KuZel K C R" je konvexny kuZel a kuZel cl(K) netvori vektorovy pod-
priestor v R, teda cl(K) # lin(K).

Pozndmka. Ak kuzel K C R” spliia Predpoklad 2.1, potom z bipoldrnej vety (Veta 1.11)

vyplyva, Ze ani kuzel K* netvori vektorovy podpriestor v R", teda K* # lin(K™).

Tvrdenie 2.2. Nech K C R" je konvexny kuzel, K* je jeho dudlny kuzel a Predpoklad

2.1 je splneny. Potom platia tieto charakterizdcie

a) relint(K*) C K™\ sub(K™),

b) relint(K) C K \ sub(cl(K)).

Dékaz. a) Ukdzeme implikdciu: y € relint(K*) = y ¢ sub(K™*). Predpokladajme sporom,
ze existuje y € relint(K*) a y ¢ sub(K*). Pretoze y € relint(K*), podla Definicie 1.5
mame

Vo €lin(K*) e =e(v) >0:y+ev e K.

Zoberme ubovolné ale fixné z € cl(K). Z Definicie 1.8 méame:
Yo € lin(K*) 3¢ > 0: 27 (y + ev) > 0.
Pretoze 3 € sub(K*) = lin(K)*, mame z7¢y = 0, a teda
Vo € lin(K*) 3¢ > 0 : exlv >0,

respektive z7v > 0, Vv € lin(K*), pretoze € > 0. PretoZe aj vektor —v € lin(K*), na-

raz platia nerovnosti: z7v > 0, z7(—v) > 0, teda z7v = 0, Vo € lin(K*). Nutne teda
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plati Z € lin(K*)* = sub(cl(K)) podla vztahu (2). PretoZe Z bolo Iubovolné, dostdvame
Vo € cl(K) : x € sub(cl(K)), teda cl(K) C sub(cl(K)). Z Definicie 1.3 vyplyva inklizia
sub(cl(K)) C cl(K), a teda sub(cl(K)) = cl(K). To je v8ak spor s predpokladom, ze kuzel

cl(K) netvori vektorovy podpriestor.

b) Dokaz prebieha podobne ako v a). Predpokladajme, ze existuje & € relint(K) N
sub(cl(K)). Podla Definicie 1.5 b) plati

Vo elin(K)de>0:z+ev e K.
Zoberme Tubovolné ale fixné y € K*. Potom z Definicie 1.8 mame

Vo €lin(K) Ie > 0: 47 (2 +ev) >0

Pretoze y € lin(K*) = sub(cl(K))*, médme 57z = 0, t. j.
Yo €lin(K) 3 > 0: 5" (z +ev) = ey’ v > 0.

Pretoze ¢ > 0, dostaneme Vv € lin(K) : y"v > 0. Specidlne pre volbu +v € lin(K)
dostaneme v = 0, z ¢oho vyplyva, Ze § € lin(K)t = sub(K*). Pretoze 4 bolo Iubo-
volné, dostaneme K* = sub(K*). To je spor s predpokladom, ze K* netvori vektorovy

podpriestor v R™. O

Tvrdenie 2.3. Nech K C R" je konverny kuZel, K* je jeho dudlny kuzZel a Predpoklad
2.1 je splneny. Potom platia tieto charakterizacie

a) relint(K*) = {y € K* | Vo € cl(K)\ sub(cl(K)) : 27y > O},

b) relint(cl(K)) = {x € c(K) | Vy € K*\ sub(K*) : 27y > 0} :
Dékaz. a) Inklizia relint(K*) C {y € K* | Va € cl(K) \ sub(cl(K)) : 2Ty > 0}:

Nech 3 € relint(K*) C K*. Podla Definicie 1.5 plati Vv € lin(K*) = sub(cl(K))* existuje
e > 0 také, ze y + ev € K*. Teda podla Definicie 1.8 a Tvrdenia 1.9 d) mame

Vo € cl(K) : 2"y +ex’v > 0. (6)

Predpokladajme, Ze pre nejaké T € cl(K) \ sub(cl(K)) plati z7y = 0, teda z (6) mdme
Vo € lin(K*) : ez’v > 0. Pretoze ¢ > 0, mdme Vv € lin(K*) : z7v > 0. Pre Iu-

bovolni dvojicu vektorov +v € lin(K*) viak mame z7v > 0, —z7v > 0. Nutne teda
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Vo € lin(K*) : z7v = 0, to vSak znamend, %e T € lin(K*)* = sub(cl(K)). To je spor.

Inkliizia relint(K*) 2 {y € K* | Vo € cl(K) \ sub(cl(K)) : 2Ty > 0}:
Nech § € K* je vektor s vlastnostou Vz € cl(K) \ sub(cl(K)) : 27y > 0. Zoberme lubo-
volny ale pevny vektor v € lin(K*). Ukazeme, ze k vektoru v existuje ¢islo £(v) > 0 také,

ze y+¢e(v)v € K*. Podla Definicie 1.8 staci ukazat
Je(v) > 0 Vo € cl(K) : 27 (5 + e(v)v) > 0.

Podla Tvrdenia B.0.14 pre vektor x € cl(K) existuje rozklad x = z; + x5, kde x; €
lin(K*) Necl(K) a 2o € (lin(K*)* Ncl(K)) = sub(cl(K)). Potom 2% (5 + ¢(0)v) = 2T (y +
e(0)) + 23 (§+e(v)) = 27 (g + £(v)). Uvazujme teda minimalizacné tlohy

5(5) :=min {g"x | x € lin(K*) N el(K), [|lz] =1},

d(v) := min {@Tx | x € lin(K*) Ncl(K), ||z = 1}.
Poznamenajme, ze hodnoty d(y) a (v) existuji, pretoze v oboch pripadoch sa minima-
lizuje spojita tcelova funkcia na uzavretej a ohranicenej (a teda kompaktnej) mnozine,
respektive optiméalne rieSenia tychto tloh existuju a nadobudaji sa. Navyse, 6(y) > 0,

pretoze optimdlne rieSenie & € cl(K) \ sub(cl(K)) a vektor y maju vlastnost: Vax €

cl(K) \ sub(cl(K)) : 27y > 0, teda Specidlne plati 27y > 0. PoloZme teda

Zrejme £(0) > 0. Pre z € cl(K), = # 0 potom plati
(G + (o)) = o] (yuu ; s@)m |
> el (5(5) + £(0)5(0)).
2]l (5(5) - 225(@) > 0, 8() <0,
ol 6@) + 5@) >0, 8(5) > 0.

b) Pouzije sa ¢ast a) pre kuzele K* — K** = cl(K) a cl(K) — cl(K)* = K*. O
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Pozndmka. a) Opacnd inkliuzia v Tvrdeni 2.2 v ¢asti a), respektive b), nemusi platit: nech

K* = RY%; potom sub(K*) = {6}, ale relint(K*) =R} 2 R% \ {6}
b) relint(K*) # {y € K* | Vo € K \ sub(K) : 27y > 0}, teda kuzele K a cl(K) nemozno
v Tvrdeni 2.3 a) v pripade K # cl(K) zamenit. Uvazujme kuzele

K:{(az,y)TERz | x—y>O}U{c(1,1)T | 020},

K" ={c(1,-1)" | e >0},

(K) = {(z,y)" €R* |z —y > 0}.

Tabulka 1: Tabulka zdkladnych mnozin pre kuzel K = {(a:,y)T € R? | x—y>0} U
{e@, DT | >0}

K K* c(K)

lin R? {e(1,-1)T | ce R} R?

sub {6} {6} {c(l, DT | ce R}
relint | {(z,9)" €R? [z —y >0} | {c(1,-1)T | >0} | {(z,9)" €R* |z —y >0}

Zrejme (1,1)7 € K \ sub(K), a teda {y € K* |Vz € K\sub(K): 2Ty > 0} = 0.

¢) V Tvrdeni 2.3 v Casti a) neplati vztah

relint(K™) = {y € K* | Vo € K\ sub(cl(K)) : 27y > 0}.
Uvazujme kuzel K = {(xl,xg)T ER? | zy — 2wy >0, =31 + 215 < O}. Potom K* =
{(xl,xg)T ER?| —2z; — 23 <0, =221 — 31, < O}. Zrejme vektor (—1,2)7 ¢ relint(K*).
D4 sa vSak Tahko nahliadnut, Ze V(z1,22)7 € K \ sub(cl(K)) plati (—1,2)(zy, x2)" > 0.
Vektory, ktoré st kolmé na vektor (—1,2)7, sa nenachddzaji v kuzeli K, ale v jeho uzavere

cl(K).
d) Pri dokaze Tvrdenia 2.3 a) sme pouzili Tvrdenie B.0.14 pre V = sub(cl(X)) C cl(K).

e) Tvrdenie 2.2 b) je zovieobecnenim Lemy 1. v [26, str. 5]. Cast a) Tvrdenia 2.3 je
zovSeobecnenim Tvrdenia 1. ¢) v [26, str. 5]. Podobné tvrdenie ako Tvrdenie 2.3 b) mozno

ndjst dokdzané inym sposobom napriklad v [19, str. 8].
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Tabulku 1, ktort mozno vidiet v poznamke v casti b), vieme zovSeobecnif. Na to
budeme potrebovat lemu, ktord v literatiire mozno najst v réznych podobach napriklad

v [12, str. 163], [5, str. 28] alebo v [21, str. 46].

Lema 2.4. Nech K C R" je konverny kuZel. Potom platia tieto vijroky:
a) lin(K) = lin(cl(K)),
b) relint(K) = relint(cl(K)).

Dékaz. a) Inklizia C je zrejmd. Nech z € lin(cl(K)), teda

k
Jk e N3xy,...,zp € cl(K) Jag,...,ap ER: 2z = Zaixi,
i=1
bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze x; ¢ K a xo,...,x, € K. Potom existuje
postupnost {u,},-, C K s vlastnostou u, 2% g,. Polozme 2, = ayu, + 3%, a;x;, n € N.
Zrejme Vn € N : z, € lin(K). Pretoze vektorové priestory v R" st uzavreté (su prienikom

konec¢ne vela nadrovin, ktoré si uzavreté), nutne z € lin(K).

b) Inklazia C je opét zrejmd, dokédzeme len inkliziu O. Najprv ukdzeme pomocné tvrde-
nie: nech z € relint(K) a y € cl(K), potom {A\x + (1 — Ay | A € (0,1]} C relint(K). Pre

A =1 toto tvrdenie plati, a preto budeme dalej uvazovat A\ € (0,1).

Pretoze z € relint(K), existuje podla Definicie 1.1 b) ¢ > 0 také, ze B.(z) Nlin(K) C K.
—00

Pretoze y € cl(K), existuje postupnost {y,} -, C K, pricom y, — y. Z definicie limity

vieme, ze

Vo >03ng e NVn >ng: |ly —yal <9. (7)

Zvolme lubovolné ale fixné A € (0,1) a vo vztahu (7) zvolme § = ﬁe > 0. Pre takto

zvolent hodnotu § existuje ng, ze Vn > ng : |y — yn|| < ﬁe. Oznaéme Z = A\z+(1-\)y.

Okolo bodu z vytvorme gulu s polomerom %5, t. j. Bée(j) N lin(K). Ukdzeme, Ze této

gula je obsiahnutd v K. Staci teda ukdzaf, ze lubovolny vektor u € Bx_(z) Nlin(K) patri
2

mnozine K. Pre Tubovolné ale fixné N > ng polozme u = %ﬂ — %yN. Pocitajme normu
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lu = ]|:

11— 11—
R e |
\j B+ 12—,
< Sla—all+ 25>y = wl
A A
l-ée%—lj)\ )\75:5.
A2 A 2(1=))
To vsak znamena, ze u € B.(z) Nlin(K), a teda u € K. Pretoze K je konvexnd mnozina

au € K ayy € K, plati, ze tsecka
ftu+ (1 - tyx | € (0,1)} C K,
a teda Specidlne pre t = \ dostaneme % € K. Tento zdver mozno analogicky dosiah-
nut pre vietky body z gule B;_(7) N lin(K), a teda B;_(7) Nlin(K) C K, a teda
2 2
z € relint(K). Tento zéver mozno opat analogicky dosiahnut pre vsetky body z usecky

{M+(1—=Ny | A€ (0,1)}, a teda kazdy bod z tejto tsecky sa nachadza v relativnom

vnutri kuzela K. Celkovo méme

{Az+ (1 =Ny | A€ (0,1} C relint(K). (8)

Vezmime Tubovolny vektor y € relint(cl(K)), potom podla Definicie 1.1 b) existuje € >
0, ze gula B.(y) Nlin(K) C cl(K). Zvolme Tubovolny vektor y € relint(K). Vektor
Y+ a5 51 — ¥) € cl(K), pretoze

© _y—7) H £ e
S W)y =5 <e
=l 2

Y+
H 2|y

Navyse plati

ve Dt -0 (y+ 5 0-0) 1re o),

)
2lly—yll+e

pretoze pre 1 > \ = > () mame:

e . 2y—dl ( € )
- Y+ - Nyt =Wy Y.
] P T e i T e
Zo vztahu (8) vyplyva {)\gj +(1-2X) (y + ST (y — gj)) | A e (0, 1]} C relint(K), a teda
y € relint(K). Pretoze y bolo Iubovolné, plati relint(cl(K)) C relint(K). O
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Pozndmka. 7 Lemy 2.4 a z Lemy 1.13 dostavame Tabulku zakladnych mnozin pre vse-
obecny konvexny kuzel K. Vsimnime si ortogonalitu medzi vektorovymi priestormi lin( /™)

a sub(cl(K)) a medzi vektorovymi priestormi lin(/) a sub(K™).

Tabulka 2: Tabulka zdkladnych mnozin pre vseobecny konvexny kuzel K

K K cl(K)
lin lin(K) | lin(K*) =sub(cl(K))* | lin(K) = sub(K*)*
sub | sub(K) sub(K*) =1lin(K)*+ | sub(cl(K)) = lin(K*)*
relint | relint(K) relint (K™*) relint(K)

Pomocou Lemy 2.4 mozeme charakterizovat relativne vnutro kuzela K. Tuto charak-

terizaciu uvadzame vo forme dosledku.

Désledok 2.5. Nech K C R” je konvexny kuZel, K* je jeho dudlny kuZel a Predpoklad

2.1 je splneny. Potom plati tdto charakterizdcia
relint(K) = {x €K |Vye K*\ sub(K*): 2Ty > O}.
V kapitole 3 budd uzitocné tieto dve tvrdenia. Nie je ndm zndme, Ze by sa tieto
tvrdenia vyskytovali v literattre.
Tvrdenie 2.6. Nech K C R" je konvexny kuZel, potom plati tato inklizia
[— K\ sub(cl(K))] C lin(K) \ K.

Dékaz. Nech x € [—K \ sub(cl(K))]. Pretoze —K C lin(K), nutne = € lin(K). Pretoze
x ¢ sub(cl(K)) = sub(—cl(K)) a zrejme sub(K) C sub(cl(K)), plati ¢ sub(K). Zaroven
vSak z € — K, nutne teda plati = ¢ K. O]

Pozndmka. Ak budeme v Tvrdeni 2.6 uvazovat aj platnost Predpokladu 2.1, dostaneme

podla Tvrdenia 2.2 b) platnost inklizie
— relint(K) C [-K \ sub(cl(K))] C lin(K) \ K. (9)

Tvrdenie 2.7. Nech K C R" je konvezny kuzel, ktory spliia Predpoklad 2.1. Potom platia

tieto rovnosti mnozin

a) relint(K) = K + relint(K),

b) relint(K) = cl(K) + relint(K).
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Dékaz. a) Inkluzia relint(K) C K + relint(K):
Vyuzije sa Tvrdenie B.0.11 a), pretoze 0 € K.

Inklizia relint(K) O K + relint(K):

Zoberme z € K + relint(K). To znamend, Ze existuje rozklad z = x. + z,, kde z. € K

a x, € relint(K). Pretoze K je konvexny kuzel, nutne plati € K. Pri Predpoklade 2.1

plati K* \ sub(K*) # (: vezmime teda Iubovolné y € K*\ sub(K™*). Potom dostaneme
T

y'z = yTx. + yTz,. Z Definicie 1.8 vieme, Ze y’x, > 0 a z Désledku 2.5 zasa vieme, Ze

yTx, > 0. Celkovo teda y'x > 0, a teda z € relint(K).

b) Téato rovnost vychddza z a) a z Lemy 2.4 b). O

Na zaver tejto kapitoly uvadzame pre tuplnost este niektoré vlastnosti relativneho

vnitra konvexnych kuzelov, ktorych dékaz mozno najst napriklad v [21], [19] alebo [12].

Tvrdenie 2.8. a) Nech K;, Ky C R" si konvexné kuzZele. Potom relint( K, + Ky) =
relint( K1) + relint(Ks).
b) Nech Ky, Ky C R"™ st konvexné kuZele. Potom relint( K x Ky) = relint( K1) x relint( Ks).
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3 Uzavretost linearneho obrazu konvexného uzavreté-
ho kuzela

Pri dokaze duality v linearnom programovani sa vyuziva Farkasova lema s ostrymi ne-
rovnostami (pozri [14], [9] a iné). Ide o to, ze kazdy polyedricky kuzel (teda aj R7) je
generovany konecne vela vektormi. Nie je fazké ukazat, Ze obraz takychto konvexnych
kuzelov v linearnej transformacii je opat uzavrety kuzel. Tato vlastnost vsak neplati pre

kuzele, ktoré nie si polyedrické.

Pozndmka. Pod linearnym obrazom kuzela K v linedrnom zobrazeni danym maticou A,

t.j. A: K — A(K), rozumieme mnozinu
AK)={Ax |z € K}.

Priklad 3.1. V tvode tejto kapitoly sme uviedli, Ze linedrny obraz uzavretého konvexného
nepolyedrického kuzela nemusi byt uzavrety. Uvazujme nepolyedricky kuzel dany vztahom

(3),t.j. K = {(m,y,z)T ER |y —22<0, 2>0,2> 0} a maticu A € M 3(R):

1 -1 0
A—
1 0 -1
7 Prikladu 1.16 plati:
Ty, 24+ n
Vn e N: Un | = 1+n| € K.
(14n)?
“n 2tn
Potom
Tn 24+n
1 -1 0 1
VneN:Aly, | = l+n|= ) € A(K).
1 0 -1 (1m)? 2— 5
“n on

Zrejme lim, (1,2 — 1/(2 + n))T = (1,2)". Ukézeme, ze (1,2)T ¢ A(K). Vieme, Ze
A (x,y,2)T — (z —y,z — 2)T. VyZadujeme, aby platilo z —y = 1 ax — 2 = 2. To
znamend, Ze v =y+laz=y—1. Aley* —zz2=9y*— (y+1)(y — 1) = 1 > 0. Neexistuje
teda taky vektor (x,y,2)T € K, ktory sa zobrazi do vektora (1,2)7 teda (1,2)" ¢ A(K).
Zrejme vsak plati (1,2)7 € cl(A(K)).
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Uzavretost linedrneho obrazu konvexného kuzela je jednou z klucovych vlastnosti pri
skiimani tedrie duality v konickych tlohdch. Tato vlastnost bola skiimand napriklad v [21,
str. 73]. N&s text ¢erpa poznatky predovsetkym z [20] a [26]: napriklad Lemu 3.2 mozno
najst v [20, str. 7] a [26, str. 7]; my vSak uptustame od poziadavky uzavretosti kuzela K a
prinasame aj alternativny dokaz, ktory je prevazne zalozeny na elementarnych operaciach

S mnozinami.

Lema 3.2. Nech L C R™ je vektorovy podpriestor v R a K C R" je kugel spliiajici

Predpoklad 2.1. Potom su nasledujice vyroky ekvivalentné:
(i) L+ K =L+ lin(K),
(i) LN relint(K) # 0,

(iii) L+ N [K*\ sub(K*)] = 0.

Dékaz. (i) = (ii)
Nech L+ K = L+1in(K). Predpoklad 2.1 je splneny, a teda lin(K)\ K # (. Pretoze Min-
kowského sucet je distributivny vzhladom na zjednotenie mnozin (pozri Tvrdenie B.0.12),

dostaneme
L+lin(K)=L+ (KU[lin(K)\ K])=(L+ K)U(L+ [lin(K) \ KJ),
teda podla predpokladu (i) mame
L+K=(L+K)U(L+[lin(K)\ K)),

a nutne musi platit

(L+ lin(K)\ K]) C (L+ K). (10)
Podla Tvrdenia 2.6 a vztahu (9) mame
—relint(K) C [-K \ sub(cl(K))] Clin(K) \ K.
Pouzitim Tvrdenia B.0.13 a Tvrdenia B.0.11 a), pretoze 0 € L, a vztahu (10) plat{
—relint(K) C (L + [lin(K) \ K]) C (L + K).
Zoberme teda $pecidlny vektor k& € —relint(K). To viak znamen4, Ze existuje rozklad
JkeK, el k=k+1
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To znamen4, e — = —k+k = (—k)+k. Podla Tvrdenia 2.7 a) plati (—k)+k € relint(K),

pretoze k € K a (—k) € relint(K). Na druhej strane vsak (—k)+k = —[ € L, teda celkovo

[(=k) + k| € Lrelint(K) = L Nrelint(K) # 0.

(ii) = (iii)

Sporom: predpokladajme L Nrelint(K) # @ a L+ N [K*\ sub(K*)] # 0. Pretoze 0 € K*
a 0 € sub(K*), plati 0 ¢ K* \ sub(K*). To znamend, 7e existuje vektor 0 # z €
LN [K*\ sub(K*)] C K*. Zoberme z € L Nrelint(K), potom podla Désledku 2.5 méme
272 >0, lebo = € relint(K) a z € K* \ sub(K*). Na druhej strane 72 = 0, lebo x € L a

z € L*. To je spor.

Sporom: predpokladajme, ze L+ N [K* \ sub(K*)] =0, ale L + K # L +lin(K). Budeme

uvazovat dve situacie:
1. L+ K C L+1in(K) a zéroven L+ cl(K) C L+ lin(K),
2. L+ K C L+Ilin(K),ale L +cl(K) =L+ lin(K).

1. Pretoze L+ K C L+cl(K) C L+lin(K), potom podla Tvrdenia 1.9 ¢) a d), Dosledku
1.12 d), Tvrdenia 1.13 b) a Lemy 1.15 plati:

(L+K)* D (L+c(K))* > (L+lin(K))",

(L* N K*) D LT Nsub(K™).
To vSak znamena, ze
(LY N K*)\ (L Nnsub(K*)) = LT N (K* \ sub(K*)) # 0.

To je vsak spor.

2. Zrejme L + cl(K) je vektorovy podpriestor v R". To vsak znamena, ze plati

relint(L + cl(K)) = L + cl(K). (11)
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Na druhej strane podla Tvrdenia 2.8 a) a Lemy 2.4 b) plati

relint(L + K) = relint(L) + relint(K) = L + relint(K),

relint(L 4 cl(K)) = relint(L) + relint(cl(K)) = L + relint(K).
Z toho vyplyva, ze plati
relint(L + K) = relint(L + cl(K)). (12)

Spojenim vztahu (11) a vztahu (12) dostaneme relint(L + K) = L + cl(K). Naraz teda

platia inkltzie

L+ K Drelint(L+ K) = L + cl(K),

L+K C L+ d(K).

Z toho vyplyva, ze plati L + K = L + cl(K) = L + lin(K), ¢o je spor s predpokladom v

situdcii 2.: L + K C L+ lin(K). To znamena, zZe situdcia 2. nemdze nastat. O

Daésledok 3.3. Nech L C R” je vektorovy podpriestor v R" a K C R™ je kuZel spliiajici
Predpoklad 2.1. Nech plati lubovolnd podmienka z Lemy 3.2. Potom je Minkowského siucet

L + K wuzavretda mnozina.

Dékaz. Ak plati lubovolnd podmienka z Lemy 3.2, potom urcite plati aj podmienka (7), t.
j. L+ K = L+1in(K). VSimnime si, ze L+1in(K) je sicet dvoch vektorovych podpriestorov
v R™. Tento stcet je opit vektorovy podpriestor v R” a podla Vety 1.21 v [22, str. 16] ide

o uzavreti mnozinu. O]
Pre plny kuzel, t. j. lin(K) = R"™, sa tvrdenia v Leme 3.2 zjednodusia:

Dosledok 3.4. Nech L C R™ je vektorovy priestor a K C R™ je plny kuZel spliajici

Predpoklad 2.1. Potom st nasledujice vyroky ekvivalentné:
(i) L+ K =R",
(i) LN int(K) # 0,

(iii) L+ K* = {0}.
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Tabulka 3: Tabulka ekvivalentnych vyrokov

a) b)
(i) | S(AT) + K* = S(AT) + lin(K*) | N(A) + K = N(A) +lin(K)
(i1) S(AT) Nrelint(K*) # () N(A) Nrelint(K) # ()
(iii) | N'(A) N [el(K) \ sub(cl(K))] =0 | S(AT) N [K*\ sub(K*)] =0

Tabulka 4: Tabulka ekvivalentnych vyrokov pre Spicaty kuzel cl(K)

c)

(i) | S(AT)+ K* =R"
(ii) | S(AT) Nint(K*) # 0
(iii) | N'(A) N el(K) = {0}

Tabulka 5: Tabulka ekvivalentnych vyrokov pre plny kuzel K

d)

(i) | N(A)+K=R"
(ii) | N(A) Nint(K) # 0
(iii) | S(AT) N K* = {0}

V nasledujicom texte budeme uvazovat maticu A € M, ,(R), ktord reprezentuje
linedrne zobrazenie A : R™ — R™. Nulovy priestor matice A budeme oznacovat N(A)
a riadkovy priestor S(AT). Pre $pecidlne vybery vektorového priestoru L a kuzela K v

Leme 3.2 dostaneme nasledujuci dosledok.

Désledok 3.5. Nech K C R™ je kuZel spliiajici Predpoklad 2.1. Potom je sada vjrokov

v Tabulke 3 a) navzdjom ekvivalentnd a sada vyrokov v Tabulke 3 b) je navzdjom ekviva-

lentnd.

c) Specidlne, ak kuZel cl(K) je spicaty, a teda K* je plny, potom si vijroky v Tabulke 4
ekvivalentné.

d) Specidlne, ak kuZel K je plny, a teda K* je Spicatyj, potom si vyroky v Tabulke 5

ekvivalentné.

Teraz uvedieme a dokdzeme vetu, ktord déva do suvislosti podmienky z Tabulky 3 a)
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a uzavretost kuzela A(cl(K)). Obdobnd veta pre uzavreté kuzele a dosledky tejto vety
sa nachdadzaji v [26]. Pri dokaze spominanej vety bude uzito¢na tato lema, ktord sa tiez

nachadza v [26].

Lema 3.6. Nech K C R" je kugel spliiajici Predpoklad 2.1. Nech L C sub(K) je vektorovy
podpriestor v R™. Potom K = (L* N K) + L.

Dékaz. Pouzije sa Tvrdenie B.0.14 pre V = L C sub(K) C K. O

Veta 3.7. Nech K C R" je kugel splriajici Predpoklad 2.1. Ak je splnend lubovolnd z

podmienok v Tabulke 3 a), potom je kuzel A(cl(K)) uzavrety.
Dékaz. Podla podmienky (ii) v Tabulke 3 a) plati S(AT) Nrelint(K*) # 0, t. j.
{ATZ | z € Rm} Nrelint(K™) # (),

a teda 329 € R™ : ATz, € relint(K*).

Zoberme lubovolni konvergentnitt postupnost {y;},-, C A(cl(K)), kde limy o0y = ¥.
Ukézeme, ze y € A(cl(K)).

Polozme L = N(A) Nsub(cl(K)). Podla Lemy 3.6 mame cl(K) = (Lt Ncl(K)) + L.
Pretoze L C N(A), mame A(cl(K)) = A(L* Ncl(K)).

Pretoze Vk € N : y, € A(cl(K)), existuje ku kazdému y; vzor x;, € (L*+ N cl(K)), teda
Vk € N3z, € (LT Ncl(K)) : Axy, = yi.

Ukézeme, ze postupnost {xx},-;, C L' N cl(K) je ohranifend. Predpokladajme spo-
rom, Ze postupnost {zj},_, nie je ohranicend, t. j. ||zx|| — +o0o0. Bez ujmy na vSeobec-
nosti predpokladajme, ze Vk € N : z; # 0 a vytvorme postupnost {Xi}oe,, pricom
Vk € N: Xy := . Zrejme {Xi}oo, € LY Ncl(K) a plati Vk € N : || Xi|| = 1, teda
postupnost {X;};~, je ohrani¢end. Podla Bolzano-Weierstrassovej vety vieme z kazdej
ohranicenej postupnosti vybrat konvergentni podpostupnost. Mézeme teda bez ujmy na

vSeobecnosti predpokladat, Zze postupnost {X;},, je konvergentna, t. j. X, — X pre

k — +o0.
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Kuzel L+ N cl(K) je prienikom dvoch uzavretych mnoZin, a teda je uzavrety. To zna-
mend, ze X € Lt Ncl(K). Pretoze | X| = 1a X € L+, nutne plati X ¢ L, inak by X = 0,
¢o by bol spor.

Pretoze L = N(A) Nsub(cl(K)) je vektorovy podpriestor v R”, plati Lt = [N (A)]" +
[sub(cl(K))]" = S(AT) + lin(K*). Pretoze X € Lt, existuje rozklad X = ATy + v, kde

u € R™ a v € lin(K*). Predpokladajme, ze X € sub(cl(K)), potom plati
cfATu ylu v u

1=X"X = X" (ATu+v) = XTATu = lim = = = =0,
kooo ol koo [l Ty oo [k

¢o je spor. Teda nutne X ¢ sub(cl(K)).

Pretoze X ¢ sub(cl(K)), X € cl(K) a ATz, € relint(K*), dostdvame podla Tvrdenia

2.3 a):
2T ATz, vl 20 g7 20
0< XTAT2) = lim 2= = lim = 0.

koo lzgll koo flaell o flzill

To je spor, a teda postupnost {z},, musi byt ohranicend.

Pretoze postupnost {xy},-, je ohraniend, musi nutne obsahovat aspon jeden hromadny
bod z. Opét mdzeme bez ujmy na vseobecnosti predpokladat, ze postupnost {xy},, je
konvergentnd, t. j. limy_. 2 = Z € cl(K), pretoze kuzel cl(K) je uzavrety. Dalej plati

Az, =y, a pretoze postupnost {yx},, bola konvergentna, dostaneme
y = lim yp = lim Az, = Az € A(cl(K)).
k—o00 k—o0
m

Tvrdenie 3.8. Nech K C R" je kusel spliiajici Predpoklad 2.1. Ak plati lubovolnd pod-
mienka v Tabulke 3 b), potom kuzel A(K) C S(A) vektorovy podpriestor.

Dékaz. Uvazujme podmienku (7) v Tabulke 3 b), teda N (A) + K = N(A) +lin(K). Teda

A(K) = AN(A) + K) = AWN(A) +lin(K)) = A(lin(K)) € S(A).

40



Pre plné a spicaté kuzele je mozné zhrnut Vetu 3.7 a Tvrdenie 3.8 do tohto dosledku.

Dosledok 3.9. Nech K C R" je kuZel spliajici Predpoklad 2.1.
Ak cl(K) je $picaty kuzel, t. j. K* je plng kuZel, a plati lubovolnd podmienka v Tabulke /
c), potom je kuzel A(cl(K)) uzavrety.

Ak K je plng kuzel, t. j. K* je sSpicaty kuZel, a plati lubovolnd podmienka v Tabulke 5
d), potom je kuzel A(K) vektorovy podpriestor.

V Priklade 1.16 sme ukézali, Ze Minkowského sti¢et dvoch uzavretych mnozin nemusi
byt vo vseobecnosti uzavreta mnozina. V topologii je znama postacujica podmienka na
uzavretost Minkowského suétu dvoch mnozin (pozri [3]): ak jedna z mnozin je kompaktnd
a druhd je uzavreta, potom Minkowského stucet tychto dvoch mnozin je uzavreta mnozina.
Kompaktnost (sekvenéna kompaktnost) mnoziny je v tomto pripade ddlezity predpoklad,
pretoze zarucuje existenciu konvergentnej podpostupnosti.

Pre nekompaktné mnoziny so Specialnou struktirou, napriklad vektorovy podpriestor
alebo konvexny (uzavrety) kuzel, je mozné odvodit iné postacujice podmienky na uzav-
retost Minkowského suc¢tu dvoch mnozin, ktoré uvadzame v Tvrdeni 3.10. Toto tvrdenie

mozno najst bez dékazu v [20, str. 15] a v [26, str. 9].

Tvrdenie 3.10. Nech L C R™ je vekorovy podpriestor a nech K C R™ je kuZel spliiajici
Predpoklad 2.1. Ak plati lubovolnd z podmienok v Leme 3.2, potom je Minkowského suma

L+ + K* uzavretd mnoZina.

Dékaz. Definujme K := Lt x K* a uvaZujme maticu A = (I,xy, | Lscn), w9, Potom
A(K) = LY+ K*. Zrejme S(AT) = {(:vT | 2T |z € R”}. Pocitajme relativne vnitro ku-
zela KC* vzhladom na vektorovy priestor Lxlin(K'). Podla Tvrdenia 2.8 b) plati relint(K*) =
relint((L+ x K*)*) = relint(L x K) = relint(L) x relint(K) = L x relint(K). Poéitajme
S(AT) N (L x relint(K)):

S(AT) N (L x relint(K)) = {(@" [ «")" |z e R} {(I" | k)| 1 € L, k € relint(K)}
= {(ZET |2 |z el ﬂrelint(K)}.
To ale znamend, ze S(A”) N (L x relint(K)) # 0 < L Nrelint(K) # 0. Teda podmienka

(7i) v Dosledku 3.5 v Tabulke 3 a) je splnend prave vtedy, ked je splnend podmienka

41



(ii) v Leme 3.2, respektive Tubovolnd ind podmienka v tejto leme. Splnenie podmienok v
Leme 3.2 vsak v tvrdeni predpokladame, a teda st splnené aj podmienky v Dosledku 3.5
v Tabulke 3 a) pre kuzel K a maticu .A. Navyse, je lahké nahliadnut, ze kuzel K spliia aj
Predpoklad 2.1 a je uzavrety.

Uzavretost stuctu L+ + K* vyplyva z Vety 3.7, ktord sa pouzije na kuzel K a maticu

A. O

Désledok 3.11. a) Nech K C R" je kuzel, ktory spliia Predpoklad 2.1. Ak plati lubovolnd
podmienka v Tabulke 3 a), potom kuzel N(A) + cl(K) je uzavretd mnozina. Navyse, kuZel

S(AT) + K* je uzavretd mnozina.

b) Nech K C R"™ je kuZel, ktory splria Predpoklad 2.1. Ak plati lubovolnd podmienka v
Tabulke 3 b), potom kuZel S(AT) + K* je uzavretd mnoZina. Navyse, kuZel N(A) + K je

uzavretd mnozina.

Dokaz. a) V Tvrdeni 3.10 polozime L = S(AT) a pouZijeme ho na kuZzel K*, dostaneme
N(A) + cl(K) je uzavretd mnozina. NavySe, S(AT) + K* je uzavretd mnozina, pretoZe

S(AT) + K* = S(AT) + lin(K*), a teda ide o vektorovy podpriestor.

b) V Tvrdeni 3.10 polozime L = N (A) a pouZijeme ho na kuzel K, dostaneme S(A”)+ K*
je uzavretd mnozina. NavySe, N'(A) + K je uzavretd mnozina, pretoze N(A) + K =

N(A) +lin(K), a teda ide o vektorovy podpriestor. O

Pre spicaté a plné kuzele je mozné z Tvrdenia 3.10 odvodif tento désledok.

Désledok 3.12. a) Nech cl(K) C R" je dpicaty kuZel, t. j. K* je plny kuZel, ktory splia
Predpoklad 2.1. Ak plati lubovolnd podmienka v Tabulke 4 c), potom Minkowského suma

N(A) + cl(K) uzavretd mnoZina a S(AT) + K* = R" je tieZ uzavretd mnoZina.

b) Nech K C R™ je plny kuZel, t. j. K* je Spicaty kuzel, ktory spliia Predpoklad 2.1.
Ak plati lubovolnd podmienka v Tabulke 5 d), potom Minkowského suma S(AT) + K*

uzavretd mnozina a N (A) + K = R"™ je tieZ uzavretd mnoZina.
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Na zéaver kapitoly uvedieme tvrdenie, ktoré dava do suvislosti uzavretost Minkows-
kého stctu mnozin s uzavretostou obrazu linearnej tranformaéacie. Pre surjektivne linedrne
zobrazenie mozno néajst dokaz v [4]. Pre vSeobecné linedrne zobrazenie mozno néjst dokaz

v [6].
Tvrdenie 3.13. Nech K C R" je kuZel, ktory spliia Predpoklad 2.1. Potom plati

a) N(A) + cl(K) je uzavrety kuzel <= A(cl(K)) je uzavrety kuZel,

b) N(A) + K je uzavrety kuzel < A(K) je uzavrety kuZel.

Poznamka. Uzavretost kuzela N'(A) + cl(K) neimplikuje uzavretost kuzela N(A) + K.
Uvazujme kuZel K = {(x,y, DT eR | 2>0,y>0,2> 0} u {(O,O,O)T} a vektorovy
priestor N'(A) = {t (0,0, )T |t e R}. D4 sa ukazaf, ze plati

NA) + K ={(x,y,2)" €R®|2>0,y>02eR}U{(0,0,0)},
N(A) +(K) ={(z,9,2)" €R® |2 >0,y >0,z € R}.
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4 Vety o alternativach

V tejto kapitole uvedieme styri vety o alternativach, ktoré popisuju vlastnosti linearnych
sustav nad kuzelmi. Vety o alternativach sa rozdeluji do dvoch skupin v zavislosti na tom,
¢i sa vztahuju k primarnej tilohe konického programovania alebo k dualnej tilohe kénického
programovania. Do tohto textu tieto vety preberdme z ¢lanku [26, str. 10] a formulujeme
ich bez predpokladu uzavretosti kuzela. Pri dokazoch nevyuzivame vetu o separovacej
nadrovine, ale zakladné poznatky o kuzeloch z kapitoly 1 a poznatky z linearnej algebry.
Podobné vety boli dokdzané v [7], [19] a [28].

V nasledujicom texte budeme uvazovat kuzel K C R", ktory spliia Predpoklad 2.1,
maticu A typu m X n, kde m < n a vektory b € R™, ¢ € R".

Z linearnej algebry vieme, ze systém Ax = b ma riesenie prave vtedy, ked b € S(A),
teda ak vektor b mozno zapisat ako linedrnu kombindciu stlpcov matice A. V pripade b # 0
mozno kazdé rieSenie systému Az = b reprezentovat ako stcet partikuldrneho rieSenia 0 #
zp € S(AT) a rieSenia homogénneho systému 2y € N(A), t. j. Azy = 0. Dalej je zname,
ze partikuldrne rieSenie je jednoznacné: ak by existovali dve rozne partikularne riesenia,
potom ich rozdiel by riesil homogénny systém, teda by bol elementom N (A), ale zaroven
by musel byt elementom S(AT). Vzhladom na to, ze N'(A) = {S(AT)F, je zrejmé, ze
rozdiel dvoch partikularnych rieseni by musel byt nulovy vektor. RieSenie stustavy Ax = b
mozno teda symbolicky zapisaf v tvare xp + N(A) = {axp + zy | xg € N(A)}.

K partikuldrnemu rieSeniu zp systému Az = b # 0 vytvorme kuZel cone [xp] =
{t-zp | t > 0}. Dudlny kuzel k tomuto kuzelu ma tvar cone [zp]" = {y eR" | yTap > O},
ide teda o polopriestor, v ktorom sa nachiddza xp, ale nie linedrny obal span[zp| =
{t-zp |t € R}. VSimnime si, ze kuzel cone[zp] je konvexny, uzavrety a nie je to line-
arny podpriestor, a teda spliia Predpoklad 2.1. Z definicie tohto kuzela je zrejmé, ze ide

o Spicaty kuzel. Dudlny kuZel cone [zp]* je teda plny, pricom je mozné ukdzat, Ze plati
int(cone[zp|*) = {y eR" | yTzp > O}.
Pre kuzel cone [zp] plati takéto tvrdenie.

Tvrdenie 4.1. Nech A € M,,,(R), 0 #b € S(A) CR™ a nech xp € S(AT) je partiku-
larne riesenie systému Ax = b. Potom Minkowského sucet N'(A) + conelxp| je uzavretd

mnoZina a S(AT) N int(cone[zp]*) # 0.
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Doékaz. Pretoze xp € S(AT), plati cone [zp] C S(AT). To viak znamena, Ze plati
N (A) N cone[zp] = {6} .

Podla Désledku 3.12 a) je teda kuzel N'(A) + cone [xp| uzavrety. Podla Désledku 3.5 (i)
v Tabulke 4 c) plat{ S(AT) N int(cone[zp|*) # 0. O

Teraz uz mézeme pristupit k vysloveniu a dokadzaniu primarnych viet o alternativach.

4.1 Primarne vety o alternativach
4.1.1 Primarna veta o alternativach

Veta 4.2. Plati najviac jeden z nasledujicich viyrokov.

1. dx € cl(K) : Az =b.

2. 3zeR™: ATz e K* A 2Th < 0.
Navyse, ak je kuzel N(A) + cl(K) je uzavrety, potom plati prave jeden z vijrokov 1. a 2.
Dokaz. Dokaz rozdelime na 3 casti.
A) Dokaz vykondme najprv pre b # 0 a s predpokladom, Ze existuje nejaké rieSenie
systému Az =0, t. j. b € S(A).
1.) Ukdzeme, ze vyroky 1. a 2. nemo6zu naraz platit. Predpokladajme sporom, ze plati:

{(Fr e c(K): Az =b} A {FzeR™: A"z € K" A 2"b <0}

Podla vyroku 1. existuje & € cl(K) : Az = b a podla predpokladu o riesitelnosti systému
existuje partikuldrne riesenie zp € S(A”). Potom A(Z —xp) = 0. Podla vyroku 2. existuje

zeR™: ATz € K*, z7b < 0. Lenze zaroven plati
Z'Az = 2" Axp = Z"b > 0.

Posledna nerovnost vychadza z Definicie 1.8, pretoze ATz € K* az € cl(K). To je ale spor.
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2.) Ukazeme, ze pri predpoklade o uzavretosti N(A) + cl(K) vyroky 1. a 2. nemdzu

naraz neplatif. Predpokladajme sporom, ze plati:
{ﬂxECl(K):Amzb}/\{ﬂzeRm:ATzeK*/\ sz<0}
Vsimnime si, ze inklizia
S(ATYN K* C S(AT) N cone[zp*. (13)
je ekvivalentna neplatnosti vyroku 2., pretoze

S(ATYN K* € S(AT) N cone[zp|*

=

{ATz | ATz e K*} C {ATZ | TArp =2T0 > 0}
|}

VzeR™: ATz e K* = 2Tb >0

0

FoeR™: AT e KA 2Th <0
Podla predpokladu inklizia (13) plati. Pre prislusné dudlne kuzele teda plati
(S(AT) N conelzp]?)” € (S(AT) NK*)",

kde (S(AT) N cone[xp]*>* = cl(N(A) + cone[zp]) = N(A) + cone[zp], pricom posledna
rovnost vychddza z Tvrdenia 4.1 a (8 (ATYN K *>* = cl(N(A) + cl(K)). Za predpokladu
uzavretosti kuzela N (A) + cl(K) teda celkovo plati:

N(A) + cone[zp] C N (A) + cl(K).

Lenze to znamend podla Tvrdenia B.0.11 a), ze zp € N (A) + cl(K). A teda existuje roz-
klad 2p = rg+rg, kde xg € N(A) axg € cl(K). Adalejb = Axp = A(zg+rk) = Avg,

teda existuje zx € cl(K) : Azx = b. To je vSak spor s neplatnostou vyroku 1.

B) Uvazujme teraz sustavu, kde b = 0. Automaticky plati vyrok 1. a neplati vyrok 2.,
pretoze 0 € cl(K).
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C) Uvazujme teraz systém Ax = b, ktory vobec nem4 riesenie, t. j. o € R" : Az = b. Po-
tom podla znadmej Fredholmovej alternativy (pozri [11, str. 291]) 3z e R™ : ATz =0 € K*
s vlastnostou b'z < 0. Vyrok 2. je teda splneny. O]

Veta 4.2 sa da dokéazat aj inym sposobom: vyuzitim Lemy 1.10 a Tvrdenia 3.13. Tento
dokaz m4 vsak ist vihodu: poskytuje ndvod, ako zostrojit priklad, v ktorom kuzel N'(A)+

cl(K) nie je uzavrety a neplati ani vyrok 1., ani vyrok 2. Takyto priklad uvedieme neskér.

Pozndamka. Upustime od poziadavky uzavretosti kuzela N (A) + cl(K). Uvazujme kon-
vexny kuzel N'(A)+ cl(K), ktory nie je uzavrety. Existuje teda vektor 2 ¢ N (A) + cl(K),
ale x € cl(N(A) + cl(K)). Z konvexnosti tohto kuzela vSak vyplyva, ze vektor x ¢
relint(N(A) +cl(K)), a teda musi sa nachddzat na relativnej hranici x € d(N(A) +cl(K))
vzhladom na priestor lin(NV(A) + cl(K)). Podla Tvrdenia 2.3 b) vyplyva, Ze existuje
y € (S(AT) N K*) \ sub(S(AT) N K*) : yT'z < 0. PretoZe viak z € cl(N(A) + cl(K)) =
(S(AT) N K*)*, dostavame y'z = 0. Navyse y € S(AT), teda existuje z € R™ : y = AT 2.
Nakoniec dostdvame yTx = 2T Az = 2T Axp = 27b = 0. Ak teda upustime poziadavky na

uzavretost N (A) + cl(K), moze nastat pripad, ked neplati ani vyrok 1., ani vyrok 2.

Priklad 4.3. Uvazujme kuzel K = K* = {(xl,xg,xg)T eER3 | z3 > /22 + x%} a ststavu
Axr = b, kde

1 01 0
A= , b=
010 1
D4 sa Tahko nahliadnut, ze
Irp = (07 1, O)T>

N(A) = span[(1,0, —1)7],
S(A") = span[(1,0,1)", (0,1,0)"].
Ukazeme, xp ¢ N(A) + K. Ako vlastne vyzerd sucet N (A) + K7

t T

N(A)+ K = 0|+ To | 21,20, €R, ¢ > 1
—t q\/ 23 + 23

Ak by xp € N(A) + K, muselo by platit 1 = —t, 20 = 1 a —t + ¢vVt* + 1 = 0, resp.

(1 — ¢*)t? = ¢, avSak ¢ > 1, a teda nie je mozné najst vhodné t a ¢ > 1.
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Zoberme krivku

Zrejme Vt € R : T'(t) C K. Navyse

1 —t 0
1 _ 1
t| o |+ 1+1 = 1+1

~1 t2+(1+%)2 —t+1/t2+(1+%)2

Pre t — 400 viak dostaneme vektor xp = (0,1,0)7. To ale znamena, Ze kuzel N'(A) + K
nie je uzavrety, pretoze rp ¢ N(A) + K, ale nasli sme postupnost v N (A) + K, ktora

konverguje k bodu xp.

D4 sa dalej presvedcit, ze
./\/(A) + K = {(ZEhZL’Q,xg)T € R3 | T+ x3 > 0} U {(ZEhO,I'g)T € R3 | T+ x3 = 0}

Dalej mame
21
ATZ =1 29

21

Aby ATz € K*, musime poZzadovat, aby z; > /22 + 23. Teda nutne z; > 0 a 2o = 0. To

znamend, ze Vz; > 0: (21,0,2)T € K*, ale 27b=12,-0+0-1=0.

V tomto pripade neexistuje riesenie x € K : Az = b, ale neexistuje ani z € R™ : ATz ¢

K*, bTz < 0. Kvoli neuzavretosti kuzela N'(A) + K neplati ani vyrok 1., ani vyrok 2.

Poznamka. Alternativy vo Vete 4.2 maji zaujimavu interpretaciu v pripade, ze existuje
nejaké riesenie systému Ax = b: bud existuje riesenie stustavy Az = b, ktoré sa nachadza
v kuzeli cl(K), alebo existuje prvok z mnoziny S(AT) N K*, ktory zviera s partikuldrnym

rieSenim tupy uhol.
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4.1.2 Primarna veta o alternativach pre plny kuzel

Uvedieme este jednu vetu o alternativach, ktora plati specialne pre plné kuzele. Tato veta
nevyzaduje uzavretost kuzela K ani uzavretost jeho linedrneho obrazu. Dokaz tejto vety

mozno najst v [26, str. 10].

Veta 4.4. Nech K je plny konvexny kuZel. Potom plati prdve jeden z nasledujicich viyro-

kov.
1. 3z € int(K) : Az = b A rank(A) = m.

2.30#4£2zeR": ATz e K* A 2Th < 0.

4.2 Dualne vety o alternativach

Pred uvedenim a dokazanim dudlnych viet o alternativach, podobne ako pri primarnych
vetach o alternativach, uvedieme najprv pomocné vztahy a tvrdenia. V dudlnych vetach o
alternativach bude hrat déleziti tlohu vektor s := ¢ — ATy, kde y € R™ a ¢ € R" je pevny
vektor. Vektor ¢ moZno jednoznacne rozloZit na dve zlozky: cy € N(A) a cp € S(AT)
tak, aby ¢ = cy + cp; pre ¢ ¢ S(AT) plati ¢y # 0. Navyse, zlozka cp sa da vyjadrit
v tvare cp = ATyp pre vhodné yp € R™. Vektor s mozno potom zapisat v tvare s =
cg — AT (y —yp). Pre 2 € N(A) potom plati 27s = zTc = 2T cy.

Pre ¢ ¢ S(AT) vytvorme kuZel conelcy] := {t-cy | t > 0}. Dudlny kuzel k tomuto
kuzelu m4 tvar conelcy]* = {u eR™ | ulcy > 0}, opét teda ide o polopriestor, v ktorom
sa nachdadza cone[cy], ale nie linedrny obal span[cy| = {t - cy | t € R}. KuZel cone[cy] je
Spicaty, konvexny, uzavrety a nie je to linedrny podpriestor, teda splita Predpoklad 2.1.
Zo spicatosti kuzela conelcy| vyplyva plnost kuzela cone[cy|*. Navyse int(cone[cy]*) =

{u eR™ | ulcy > O}. Dalej je mozné odvodit analogické tvrdenie k Tvrdeniu 4.1.

Tvrdenie 4.5. Nech A € M,, ,(R) a nech cyg € N(A). Potom Minkowského sicet S(AT)+

conelcy] je uzavretd mnoZina a N(A) N int(conelcy]*) # 0.

Doékaz. Pretoze cyg € N(A), plati S(AT) N conecy| = {6} Plati podmienka (77) z Ta-
bulky 5 d) a podla Dosledku 3.12 je Minkowského stucet S(AT) + cone[cy] uzavretd mno-
zina. Podla (i) z Tabulky 5 d) navyse plati AN'(A) N int(cone[cy]*) # 0. O
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4.2.1 Dualna veta o alternativach

Veta 4.6. Najviac jedno z nasledujicich tvrdeni je pravdivé.

1. yeR™:c— ATy € K*.

2.3z€ c(K):Az=0A Tz <0.
Navyse, ak je kuZel S(AT) + K* uzavrety, potom plati prdve jeden z vyrokov 1. a 2.
Doékaz. Dokaz rozdelime na 3 casti.
A) Dokaz vykondme najprv pre ¢ = (cy 4 cp) & S(AT), t. j. ey # 0, a N(A) # {6}
1.) UkédZeme, Ze obe alternativy naraz platit nemo6zu. Predpokladajme, Ze plati

{EIyGRm:c—ATyE K*}/\{HZECI(K) cAz=0A cTz<0}.

Zoberme teda § € R™ a z € cl(K), ktoré spliiaji vyrok 1. a vjrok 2. Z vlastnosti dudlneho

kuzela, z Definicie 1.8, vSak mame
Zle—ATy) =7"c>0;
to je spor s platnostou vyroku 2.

2.) Ukézeme, Ze ak je kuzel S(AT) + K* uzavrety, obe alternativy nemozu naraz neplatit.

Predpokladajme, Ze plati
{VyERm:c—ATygéK*}/\{VzGCl(K):Az:6:> cTzzO}.
Vsimnime si, ze inkluzia

N(A)Ncl(K) C N(A) Nconeley]®. (14)
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je ekvivalentnéd neplatnosti vyroku 2., pretoze

N(A)Ncl(K) C N(A) N conelcy]*

=

2| Az=0, zecd(K)} C{z| Az =0, 2Tcyg =2Tc>0
{ jed }

Vzec(K): Az=0=2c¢>0

i}
=
|}
Azle <0

Prec(K): Az=0

Inklizia (14) podla predpokladu plati. Pre prislusné dudlne kuzele dostaneme vztah
S(AT) 4 conelcy] C cl(S(AT) + K*) = S(AT) + K™,
a teda cy € S(AT) + K*. To ale znamena, ze
Jy e R™ Ik* € K* :cy = AT (y — yp) + k¥,

respektive ¢ — ATy € K*. To je v8ak spor s neplatnostou vyroku 1.

B) Ak N(A4) = {6}, potom rank(A) = n = m. Potom pre k* € K* mame y =
(AT)"Y(c — k), t. j. automaticky plati virok 1. a neplati vyrok 2.

C) Ak ¢ € S(AT), potom Vz € N(A) : 2T¢c = 0, teda neplati vyrok 2. Plati vSak vy-
rok 1., pretoze vektor ¢ sa dé zapisat v tvare ¢ = ATyp pre vhodné yp € R™. To ale

znamend, ze pre y = yp mame ATyp — ATyp =0 € K*. O]

Pozndmka. V pripade, ked kuZel S(AT)+ K* nie je uzavrety, existuje cgy € cl(S(AT)+K*),
ale cg ¢ S(AT) + K*. Pretoze kuzel S(A”) + K* je konvexny, vektor ¢y ¢ relint(S(AT) +
K*), ale cy € O(S(AT) + K*), kde 9(S(AT) + K*) je relativna hranica vzhladom na
lin(S(AT)+ K*). Podla Tvrdenia 2.3 a) existuje z € (N (A)Ncl(K))\sub(N(A)Nel(K)) :
2Teg < 0. Pretoze viak cg € cl(S(AT) + K*) = (NM(A) N K)*, plati 2Tcy = 0. Navyse,
z € N(A) a teda plati 27cy = 27 (cyg — ATyp) = 27¢c = 0. Moze teda nastat pripad, ked

neplati vyrok 1. ani vyrok 2.
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4.2.2 Dualna veta o alternativach pre Spicaty kuzel

Uvedieme este jednu vetu o alternativach, ktora plati specialne pre Spicaté kuzele. Dokaz

tejto vety mozno néjst v [26, str. 11].
Veta 4.7. Nech cl(K) je spicaty kuzel. Potom plati prdave jedno z nasledujicich tvrdend.
1. Jy e R™: c— ATy € int(K™*).

2.3z€c(K), 2#40: Az2=0, "2 <0.
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5 Dualita v kénickom programovani

5.1 Primarna a dualna dloha kénického programovania

V tejto Casti, podobne ako v [26, str. 4], uvedieme primérnu a dudlnu tdlohu kénického
programovania, zakladni terminolégiu a znacenie. Dualnu tilohu odvodime pomocou kon-

ceptu Lagrangeovej duality.

Nech ¢ € R", b € R™ st dané vektory a A € M, ,(R) je dand m x n matica, kde m < n.
Nech K C R" je uzavrety konvexny kuzel. Primarna tloha kénického programovania ma

potom tvar

min ¢’z
X

Az =D, (15)

r e K.
Pre primarnu tlohu (15) sa definuje mnozina primarne pripustnych rieseni
P:={re€ K| Ax =}
a mnozina ostro (striktne) pripustnych rieseni
PY = {x € relint(K) | Av = b}.

Dalej sa definuje optimalna hodnota tilohy (15) ako p* := inf, {ch |z € 77}, ak P #£0a

p* := +00, ak P = (). Mnozina optimélnych rieSeni sa definuje ako P* := {x EP|cla= p*}.

Duélnu tlohu mozno odvodif standardnou Lagrangeovou technikou: k primarnej tlohe

sa definuje Lagrangeova funkcia L : K x R"™ — R nasledovne
L(z,y) = 'z —y" (Az — b) = 27 (c — ATy) + 470 (16)
Poéitajme G(y) := inf ek L(x,y):
G(y) = inf L(z,y) = y'b+ inf 27 (c — ATy).

23



Z Definicie 1.8 dualneho kuZela mozno vyvodit ohranic¢enie 27 (c— ATy) > 0, ak c— ATy €

K*. V opatnom pripade méze vyraz 27 (c— ATy) nadobtidat Tubovolne malé hodnoty, teda

0, ' — ATy € K*,
inf 27 (c — ATy) =
zeK .

—o00, inak.

Lagrangeova dualna tloha k priméarnej tilohe koénického programovania ma teda tvar

T
max y b
c— ATy e K*. (17)

Ak sa zavedie nova premennd s := ¢ — ATy € K*, tlohu (17) mozno formulovat v tvare

eyt
Aly+s=c (18)
se K*.
Pre dudlnu dlohu v tvare (18) sa definuje mnozina dudlne pripustnych rieseni
D= {(y,s) eR™ x K™ | ATy+s:c},
mnozina ostro (striktne) dudlne pripustnych rieseni

D’ = {(y,s) € R™ x relint(K*) | ATy 4 s = c} :

Optimalna hodnota sa definuje ako d* := sup, {bTy | (y,s) € D}, ak D # 0 a d* =
—o00, ak D = (). Mnozina optimédlnych rieSeni dudlnej tdlohy sa definuje ako D* :=
{(y, s)eD | bly = d*}.

Pozndmka. Ak rank(A) = m, potom medzi dudlnymi premennymi y a s existuje jedno-
znaéné zobrazenie, pretoZe ststava ATy = ¢ — s m4d pre vektor (¢ — s) € S(AT) prave
jedno rieSenie: teda ak pre nejaky vektor s € K* plati (¢ — s) € S(AT), potom existuje

prave jeden vektor y € R™, pre ktory plati ATy = c — s.
Pozorovanie. Pri predpoklade ostrej pripustnosti primarnej tlohy (15), t. j. P° # ), nie
je nutné, aby bol kuzel K uzavrety. Predpokladajme, Ze plati K # cl(K). Mnoziny P a
PO sa daju vyjadrit v tomto tvare

P={zeR"| Az =b}NK

P = {z € R" | Ar = b} Nrelint(K) = relint ({x € R" | Az = b}) Nrelint(K).
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Pretoze P° # (), plati podla [5, str. 32] vztah

c(P)={x e R" | Az = b} Ncl(K)
={z ecl(K) | Ax =b}.

Navyse sa da jednoducho ukéazat, ze optimalna hodnota tcelovej funkcie sa zachova, t. j.

plati inf, {ch |z € 77} = inf, {CT:U |z € 01(73)}. Zrejme plati nerovnost
inf {ch |z € cl('P)} < inf {ch |z € 73} .

Zoberme teraz Iubovolné ale pevné z € cl(P). To znamend, Ze existuje postupnost

{z,}2°, C P, 7e x, = 7. Plat{
VnGN:chnZinf{cT:p | :EEP}.
xX
Zo spojitosti funkcie ¢’z dostaneme ¢’ z,, =% ¢'z. To ale znamena
'z > inf {ch | x € 73}.
X

Pretoze x bolo Tubovolné, dostaneme

: T : T

H%f{c w[:cEcl(P)}zlgf{c x| xEP},

a teda inf, {ch |z € cl(P)} = inf, {ch |z € 73}. Duélna uloha ostane nezmenend

vdaka Tvrdeniu 1.9 d).

5.2 Slaba dualita

Vysledky v tejto kapitole su standardné vysledky, ktoré vyplyvaja priamo z konceptu

Lagrangeovej duality. V tejto praci ich pre uplnost uvddzame aj s dokazmi.

Veta 5.1 (Slaba dualita). Pre lubovolné primdrne pripustné riesenie x € P a pre lubo-

volné dudlne prispustné riesenie (y,s) € D plati
e —bly=sTz>0. (19)

Dokaz. Pretoze pre pripustné x a s plati: s € K* a v € K, dostavame na zdklade Definicie
1.8:

0<s’e=("—y"A)x=c"v—y" Az,
pretoze x € P, mame Az = b, a teda 0 < ¢’z — y7b. O
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Slaba veta o dualite mé niekolko dosledkov.

Désledok 5.2. a) Pre optimalne hodnoty p* a d* plati: d* < p*.

b) Ak pre nejaki primdrne pripustni hodnotu r € P a pre nejaki dudlne pripustni dvojicu
hodnét (y,3) € D plati 'z — b7y = sTz = 0, potom T je optimdlne riesenie tlohy (15) a
(y,5) je optimdlne riesenie ulohy (18).

c) Ak je dloha (15) (zdola) neohranicend, potom tloha (18) je nepripustnd. Ak je uloha

(18) (zhora) neohranicend, potom tloha (15) je nepripustnd.
Dokaz. a) Z Vety 5.1 plati Vo € P, V(y, s) € D: ¢’z > yb. Specidlne teda plati V(y, s) €
D :inf, {ch |z € 73} > yTb, respektive
p* = inf {ch | x € 73} > sup {yTb | (y,s) € D} =d".
x Y,

b) Z Vety 5.1 plati

V(y,s) € D:y'b < 'z =y"b,

VeeP:cle> gTb = 'z

Z definicie optimalneho rieSenia pre primarnu a dudlnu tlohu mame ¢’z = p* a y7'b = d*.
¢) Nech dloha (15) je (zdola) neohranicend, t. j. p* = —oo. Z Vety 5.1 vsSak plati
V(y,s) € D : p* > y’'b, nutne teda D = (). Nech tloha (18) je (zhora) neohranicend,

t. j. d* = 400. Z vety 5.1 vSak plati Vo € P : ¢z > d*, nutne teda P = (. n

Pozndmka. Vseobecny kontext k Vete 5.1 a Désledku 5.2 mozno néjst v [11, str. 173].

5.3 Vnutorné body a mnoziny optimalnych hodnét

V nasledujicej podkapitole uvedieme dve doélezité tvrdenia o primarnej a dualnej tlohe
konického programovania. Ide o zovseobecnenie znamych vysledkov pre linearne progra-
movanie [10] a semidefinitné programovanie [25]. Vysledky v tejto kapitole mozno najst v

[26]. Uvadzame ich pre tplnost a miestami dopliiami o kompletné dokazy.

V nasledujicom texte pozadujeme platnost Predpokladu 2.1. Navyse vyzadujeme, aby

bol kuzel K uzavrety.
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Tvrdenie 5.3. Nech x € relint(K). Definujme mnoZinu
Cz = {yEK* | JETySB},
kde 8 > 0 je lubovolnd konstanta. Potom mnoZina Cz N lin(K) je kompaktnd.

Dékaz. Mnozina C; N lin(K) je uzavretd, pretoze prienik dvoch uzavretych mnozin je
uzavretd mnozina. Predpokladajme, Ze tdto mnozina nie je ohrani¢ena. Potom existuje
postupnost {y, }.—;, € CzNlin(K) takd, Ze lim,_,o ||yn|| = +00. Bez ujmy na vseobecnosti

predpokladajme, 7ze Vn € N : y, # 0 a vytvorme novi postupnost {12, € C:n

lin(K) polozenim Y, = IIgZII' Tato postupnost je zrejme ohrani¢end, mozno z nej teda
vybrat konvergentni podpostupnost. Bez ujmy na vseobecnosti mézeme predpokladat, ze
postupnost {Y,,}°°, je konvergentna, t. j. existuje limita lim, .., Y, = Y. Z uzavretosti

Cz Nlin(K) navyse vyplyva, ze Y € C; Nlin(K). Mame teda

VYneN:0<zlY, =zt Yn < b ,
ynll = llyall

pri¢om lava nerovnost vychadza z Definicie 1.8. V limite n — +oo dostaneme z7Y = 0. To
je vSak v spore s Désledkom 2.5, pretoze Y € lin(K) = sub(K*)*, teda Y € K*\sub(K*)

a nutne musi platit z7Y > 0. O

Désledok 5.4. Nech K je plng kuzel, t. j. lin(K) = R™, a nech x € int(K). Potom

mnozina Cz definovand v Tvrdeni 5.3 je kompakind.

Pozndamka. Désledok 5.4 mozno néjst dokdzany v [25, str. 8] pre kladne semidefinitné

matice.

Veta 5.5. a) Nech P N lin(K*) # 0 a D° # 0, potom P* N lin(K*) je neprizdna a
ohranicend.
b) Nech rank(A) = m, DN (R™ x lin(K)) # 0 a P° # 0, potom D* N (R™ x lin(K)) je

neprdzdna a ohranicend.
Dékaz. a) Nech PNlin(K*) # 0, existuje teda vektor & € PNlin(K™*). Uvazujme mnozinu

75:{313673|CT:U§0T§:}.
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Vsimnime si, ze tloha (15) mé rovnaki mnozinu optimélnych rieSeni ako tloha

Pretoze D° # (), existuje dvojica (¢, 8) € D°. Poéitajme 57 z:

e =(c—AT") e =c"o — " Ax = T2z — b7y,

=clz-bvg<ci-bvg=c"2—9r Az = 3T (c — ATj) = 5'4.

Ohranicenie ¢’z < ¢”'2 moZno teda v tilohe (20) ekvivalentne nahradit ohrani¢enim 57z <

§T%, teda

P={veP|s"z<st}.

PretoZe § € relint(K*), podla Tvrdenia 5.3 dostaneme, 7e mnozina P N lin(K*) je kom-
paktna, t. j. uzavretd a ohrani¢end. Navyse 2 € P, teda P N lin(K*) # (). Pretoze tcelova
funkcia v tlohe (15), respektive v tlohe (20), je spojitéd, podla Weierstrassovej vety nado-
btida na (nepréazdnej) kompaktnej mnozine svoje extrémy, t. j. mnozina PN lin(K™*) je
neprazdna. Mnozina P* N lin(K™*) je navyse ohranicend, pretoze ide o podmnozinu ohra-

ni¢enej mnoziny P N lin(K*).

b) Nech rank(A) = m, potom N (AT) = {6} 7 dvojice (y,s), ktord spliia rovnicu
ATy = ¢ — s, mozno teda jednoznacne vyjadrit y v tvare y = (AAT)"1A(c — s). Me-

dzi premennymi y a s existuje jednozna¢ny vztah: s = c— ATy, resp. y = (AAT) "t A(c—s).

Nech DN (R™ x lin(K)) # 0. Potom existuje dvojica (7,5) € DN (R™ x lin(K)), teda

geR™a s e K*Nlin(K). Uvazujme mnozinu

D={(y.5) €D | ") <b'y}.
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Opat, dloha (18) mé rovnaki mnozinu optimélnych rieseni ako tiloha

T
max y b
T _
Aly+s=c, (21)
by > by,

se K"
Pretoze P° # (), existuje & € P°. Pocitajme 27 s:

iTs =T (c— ATy) =1Tc— 2T ATy = 2Tc — by,

IN

te—bv'g=a"(AT)+38) — by =2"s

Ohranicenie b7y > b7 mozno teda v tlohe (21) ekvivalentne nahradit ohrani¢enim 27s <
273, teda

D={(y,5) e D|i"s <"}
Pretoze 2 € relint(K), podla Tvrdenia 5.3 dostévame, 7e mnozina D N (R™ x lin(K)) je

kompaktna a neprazdna, lebo (§,3) € DN (R™ x lin(K)). Analogicky ako v a) dostaneme
D* N (R™ x lin(K)) je neprazdna a ohranicena. O

Specidlne, pre Spicaty a plny kuzel dostdvame tento ddsledok.

Désledok 5.6. a) Nech K je Spicaty kuzel. Ak P # () a D° # (0, potom P* je neprizdna
a ohranicend mnozina.
b) Nech K je plny kuzel. Ak rank(A) = m, D # 0 a P° # (0, potom D* je neprizdna a

ohranicend mnoZina.

Pozndmka. Podmienka rank(A) = m pomdaha rozsirit ohranic¢enost slackovej premennej

s € K*Nlin(K) na celt dvojicu (y,s) € DN (R™ x lin(K)).
Analogicky ako v [26] a v [28] je mozné dokazat aj obratené tvrdenia.

Veta 5.7. a) Nech K je spicaty kuzel. Ak P* je neprizdna a ohranicend mnozina, potom
DY £ 0.
b) Nech K je plng kuzel. Ak D* je neprdzdna a ohranicend mnoZina, potom rank(A) = m

a PO £ 0.
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Doékaz. a) Nech P* je neprdzdna a ohrani¢end. Predpokladajme, Ze mnoZina D° je prazdna.
To znamend, Ze neexistuje y € R™ : ¢ — ATy € relint(K). Vo Vete 4.7 plati vyrok 2. Exis-
tuje teda 0 # z € K : Az =0 a ¢’z < 0. Pretoze P* # ), existuje vektor & € P*; navyse

—o00 < p* = cT'# < +o00. Zoberme ¢ > 0 a pozrime sa na 14¢ {2 +tz | t > 0}.

Ukazeme, ze Vt > 0 : & + tz € P. Pretoze K je kuzel a z € K, plati Vi > 0 : tz € K.
Navyse, pretoze K je konvexny kuzel a © € K, plati Vi > 0 : & + tz € K. NavysSe
Vt > 0: A(Z +tz) = A% = b, pretoze & € P. Dalej plati

VE>0:c (3 +t2)=cd+tch 2 =p" +tch 2 < p.

Pretoze p* je optiméalna hodnota, mame V¢ > 0 : ¢I(2 + tz) > p*, a teda V¢ > 0 :
cT'(# + tz) = p*. To vsak znamend, Ze mnoZina P* obsahuje cely 1a¢ {# + ¢z | t > 0}. To

je v8ak v spore s ohrani¢enostou P*. Nutne teda D° # ().

b) Nech D* je neprdzdna a ohranic¢end. Predpokladajme, 7e mnoZina P je prazdna alebo
rank(A) < m. Vo Vete 4.4 plati vyrok 2. Existuje teda vektor 0 # z € R™, pre ktory
plati A2 € K* a 27b < 0. Podla predpokladu D* # (), teda existuje dvojica (§,5) € D*

a navyse —oo < d* = bT'§j < co. Uvazujme 1a¢ {§ — tz | t > 0}.

Ukazeme, 7e Vt > 0 : § —tz € D. Zrejme ¢ — AT € K* a VvVt > 0 : tAT2 € K*.
Pretoze K* je konvexny kuzel, mame Vt > 0:c— AT§+tATz = ¢ — AT(j) — tz) € K*.
Dalej mame

VE>0:0 (g —tz2) =b"g —th 2z =d" —tb 2 > d*.
Pretoze d* je optimélna hodnota, mame V¢t > 0 : b7 (§ — tz) < d*, a teda Vt > 0 :
bT (9 — tz) = d*. To v8ak znamena, Ze mnozina D* obsahuje cely 14¢ {§ —tz | t > 0}. To

je v8ak v spore s ohraniCenostou mnoziny D*. Nutne teda P° # () a rank(A) = m. O
Zhrnutim oboch viet dostaneme tento dosledok.

Déosledok 5.8. a) Nech K je spicaty kuZel. Potom mozina P* je neprdzdna a ohranicend
prave vtedy, ked P # O a D° # 0.

b) Nech K je plny kuZel. Potom moZina D* je neprdzdna a ohranicend prdve vtedy, ked
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rank(A) =m, D#0 a P° #£ 0.
c) Nech K je vlastng kuzel. Potom plati vijrok a) aj vgrok b).

5.4 Silna dualita

V tejto podkapitole uvadzame, ze ostrd pripustnost jednej z dvojice primarnej-dualnej
ulohy implikuje vlastnost silnej duality, t. j. p* = d*. Pre vlastné kuzele mozno najst tieto
vysledky v [2, str. 62] a v [27, str. 45]. VSeobecnejsie vysledky s predpokladom plnosti,
respektive Spicatosti, kuzela mozno najst v [26, str. 14]. V tomto texte zovSeobecnujeme
spominané vysledky na uzavreté kuzele, ktoré spliiaji Predpoklad 2.1. Silné dualita pre

vSeobecné kuzele bola odlisnym spdsobom skiimand v [19].

Tazisko nasho dokazu spoéiva, podobne ako v [27], hlavne vo vetach o alternativach:
Veta 4.2 a Veta 4.6. Aby sme mohli v tychto vetach vyuzif ostré nerovnosti, potrebujeme
zabezpecCit uzavretost kuzelov N (A) + K, respektive S(AT) + K*. V dokazoch pouZivame

tento rad implikacii:
ostra pripustnost = uzavretost N'(A) + K, resp. S(A") + K* = ostré nerovnosti.

Je nutné poznamenat, Ze ostra pripustnost je len postacujicou podmienkou na uzavre-
tost kuzelov N'(A) + K, respektive S(AT) + K*. Uzavretost tychto kuZelov je opit len

postacujucou podmienkou, ktord umoznuje pouzit striktné nerovnosti.

Veta 5.9. Nech K C R™ je uzavrety kuZel splriajici Predpoklad 2.1. Ak D° # (), potom

d* = p*. Navyse, ak optimdlna hodnota je koneénd, potom P* # ().

Dékaz. A) Ak d* = 400, potom z Désledku 5.2 a) vyplyva p* = +o00 a silnd dualita plati.

B) Nech d* < +oo. Navyse, pretoze DY # (), zrejme d* > —oo. Sporom predpokladajme,

ze plati d* < p*. Polozme

mXxXn bm
A=|""" € Mps1a(R), b=| """ erRm,
el ds
1xn 1x1

Z Vety 5.1 vyplyva Yo € P : ¢z > sup,, {yTb | (y,s) € D} = d*. Pri predpoklade

d* < p* dokonca plati Vo € P : ¢z > p* > d*. To viak znamend, Ze neexistuje taky
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vektor x € K, ktoré riesi sustavu

Az =b. (22)

Pretoze DY # (), existuje y € R™, pre ktoré plati ¢ — ATy € relint(K*). Navyse, d4 sa
lahko overit, 7e plati ¢ € S(AT) a Vy € R™ : ATy € S(AT), preto ¢ — ATy € S(AT).
To ale znamend, ze v Désledku 3.5 v Tabulke 3 a) je splnend podmienka (1), pretoze
S(AT)Nrelint(K*) # ). Podla Vety 3.7 dostaneme, ze kuzel A(K) je uzavrety, respektive
podla Tvrdenia 3.13 a) ekvivalentne plati, ze kuzel N'(A) + K je uzavrety. To znamena,
ze vo Vete 4.2 plati pre ststavu (22) vyrok 2. a neplati vyrok 1. Existuje teda vektor

Zmx1

7 = eR™ ATz e K* A blz <0,
t1x1

teda ATz +tce K*a 2Tb+td* < 0.

Existuju 3 moznosti:

e Nech t = 0. Potom ATz € K*, 27b < 0, a teda Va > 0 : ¢ — ATy + aATz =
c— AT(j — az) € K*. To viak znamena, 7e Vo > 0: (§ — az,c — AL (§ — az)) € D.
Dalej plati b”(§ — az) = by — ab”z. Pre a — 400 viak b'(y — az) — +oo; to

znamena, ze d* = 400, a to je spor.

e Nech ¢ > 0. Potom ATf +ce K~ —be > d*, a teda (—f,c+ ATf) € D. Pretoze
viak d* = sup, {yTb | (y,s) € D}, nutne plati —be < d*. Teda platnost —be >

d* je v spore s definiciou d*.

o Nech t < 0. Potom AT (—2) —c € K*, b (=) < d*. Vyraz d* + b7 (%) > 0, t. j.

t

je odrazeny od nuly. To znamena, ze

E|€>0:d*+bT<j)>€(:>d*—5>bT(—j>.

Pretoze d* = sup, , {yTb | (y,s) € D}, z definicie supréma plati:

1. Y(y,s) € D:y'b < d*,
2. V6 >0 (ys,85) €D :ylb>d* —0.
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Zvolme ¢ < e. Potom b” ((—%) - y(;) < (d*—¢e) = (d*—9) = 6 —e < 0. Pretoze
(ys5,s5) € D, plati ¢ — ATys = s5 € K*, a teda (¢ — ATys) + (AT (—5> — c) =

t

AT (( Z) - y5> € K*. Zrejme plati Vo > 0 : o AT ((—5) — y5> € K*. A teda

Tt t
VaEO:(c—ATy)—l—ozAT((—j) —y(;) =c— AT (y—a(—i—w)) e K™,

respektive ((—f — y(;) ,c— AT (gj -« (—f — y5)>> € D, Va > 0. Avsak

(o)) o

pre a — 4o00. To je spor s tym, ze d* je konecnd hodnota.

Vo Vete 4.2 neplati vyrok 2. a plati vyrok 1., teda existuje vektor & € K, pre ktory plati
Az =bacl's =d*, t. j. primarne pripustné riesenie & € P s vlastnostou ¢’ & = d* < +o0.

Podla Dosledku 5.2 b) plati & € P*. O

Veta 5.10. Nech K C R" je uzavrety kuZel spliajici Predpoklad 2.1. Ak P° % 0, potom

d* = p*. Navyse, ak optimdlna hodnota je koneénd, potom D* # ().

Dékaz. A) Z dosledku vety o slabej dualite, t. j. Dosledku 5.2 a), plati d* < p*. Ak

*

p* = —o0, potom nutne d* = —oco a silna dualita plati.

B) Nech —oo < p*. Navyse, pretoze PV # (), plati p* < +oo. Sporom predpokladajme, Ze

d* < p*. Definujme

¢
A=(A] —-b)eMy,1(R), c:= € R"t1

*

—-p

Z Vety 5.1 vyplyva V(y,s) € D : p* = sup, {ch | x € 77} > by, Pri naSom predpoklade
dokonca V(y, s) € D : p* > bly, teda 0 > bTy — p*. To ale znamen4, Ze neexistuje y € R™,
ze plati

c—ATyc K* xR, := K" (23)

Pretoze PY # (), existuje T € relint(K), pre ktoré plati Az = b, respektive

(A] —0) =0,
1
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teda A(z7 | 1)T = 0. Zrejme K = K x Ry, teda relint(K) = relint(K) x Ry, a teda
N(A) Nrelint(K) # 0. V Dosledku 3.5 v Tabulke 3 b) je splnend podmienka (ii). Podla
Désledku 3.11 b) plati, ze Minkowského sticet S(AT) 4 K* je uzavretd mnozina. Vo Vete

4.6 pre vektor (23) plati vyrok 2. a neplati vyrok 1., teda existuje vektor

Znx1

eK xR, :Az=0 A ¢z <0,

N
I

t1x1

teda Az —bt =0a cl'z —p't <.

Existuju 3 moznosti:

e Nech ¢t = 0. Potom Ya > 0 mdme 7 + az € P a ¢’z < 0. To vsak znamena, Ze

(7 + az) = —oo pre @ — +oo. To by znamenalo, Ze p* = —oco, to je spor.

e Nech £ > 0. PretoZe z € K, nutne aj 7 € K. Navyse AZ = b, teda 7 € P. Plat{ vSak

ch < p*. To je v spore s definiciou p*, pretoze p* = inf, {ch | x € 77}.

e Nech t < 0. Zrejme plati A2 = b a ¢"2 > p*. Hodnota ¢ 2 — p* je odrazend od
nuly, t. j. 3¢ > 0: "2 > p* +¢. Dalej, p* = inf, {ch | x € 73}, teda podla definicie
infima plati

1. Vz € P:p* <cla,

2. V6 >03xs €P:clas < p*+6.

Zvolme ¢ < . Potom
T A\ _ 1. T* . o s
cl\zs—y)=ca—c o <p +6—(p"+e)=50—e<0.

Pretoze z € K, plati —%

‘v’aZO:a(a:(;—f) € K. Navyée,‘v’aZO::E—i—a(x(;—f) € P, pretoze

€ K. Navyse, z5 € P, teda x5 € K. To znamena, ze

Va20:A<£+a<x5—i>):b+a~(b—b):b.

To znamend, ze ¢! (:E + « (l’g - %)) — —00, pre a — +00, a teda p* = —oo, to je

spor.
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Vo Vete 4.6 neplati vyrok 2. a plati vyrok 1. Existuje teda § € R™ : § := c — AT € K*,
teda (¢, 8) € D. Navyse plati b7§ > p* > —o0, a teda z Vety 5.1 vyplyva b7 = p*. Podla
Dosledku 5.2 b) plati, ze (7, §) € D*. 0

Vysledky z Vety 5.9, Vety 5.10 a Dosledku 5.8 do tychto dosledkov.

Désledok 5.11. Nech K C R" je uzavrety kuZel spliajici Predpoklad 2.1. Ak P° £ 0 a

DO £ 0, potom eristuje vektor & € P a dvojica vektorov (§,8) € D, pre ktoré plati
pr—d=cr-bvg=5"2=0.

Navyse, ak je kuzel K vlastny, potom mnozina P* je neprdazdna a ohranicend a ak rank(A) =

m, potom aj mnozina D* je neprazdna a ohranicend.

Dosledok 5.12. Nech K C R™ je uzavrety kuZel spliiajici Predpoklad 2.1. Ak plati lubo-

volnd z tychto podmienok
e D' #0, P+,
e P* je neprazdna a ohranicend

a navyse kuzel K je spicaty, potom plati —oo < d* = p* < +00.

Ak plati lubovolnd z tychto podmienok
o POA£(, D#D, rank(A) = m,
e D* je neprdzdna a ohranicend,
a navyse kuzel K je plny, potom plati —oo < d* = p* < +00.
Ak je kuzel K wvlastny a plati lubovolnd z predtym wvedenych podmienok, potom plati
—00 < d" =p* < +o0.
Z Vety 5.1, Vety 5.9, Vety 5.10 a Dosledku 5.2 dostaneme tento dosledok.

Désledok 5.13. a) Nech K C R" je uzavrety kuzel splriajiici Predpoklad 2.1. Ak D° # ),
potom p* = +o00 & df = +o0. Teda, ak existuje dudlne ostro pripustné riesenie, potom

plati: primarna uloha je nepripustna prdave vtedy, ked dudlna iloha je neohranicend.
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b) Nech K C R" je uzavrety kuzel spliajici Predpoklad 2.1. Ak P° # 0, potom d* =
—00 & p* = —o0. Teda, ak existuje primdrne ostro pripustné riesenie, potom plati: pri-

marna uloha je neohranicend prdve vtedy, ked dudina tuloha je nepripustnd.

Napokon uvedieme este jeden dosledok, ktory hovori o nutnych a postacujtucich pod-

mienkach na optimalitu pre ulohy (15) a (18).
Désledok 5.14. UvazZujme systém

Ax =b

Aly+s=c

2Ts =0 (24)
re K

s€ K*.

Nech K CR™ je uzavrety kuZel spliiajici Predpoklad 2.1.

Systém (24) je systém postacujicich podmienok na optimalitu pre ulohy (15) a (18), t.
J. ak ezistuje trojica vektorov (Z,9,8), ktord splria tento systém, potom T je optimdalne

riesenie dlohy (15) a dvojica (4, 8) je optimdlne riesenie dlohy (18).

Ak P° #£ (0 a D° # 0, potom systém (24) je systém nutnich podmienok na optimalitu
pre dlohy (15) a (18), t. j. ak existuje optimdlne riesenie & primdrnej ulohy (15) a opti-

mdlne riesenie (4, 8) dudlnej ilohy (18), potom trojica vektorov (7, 8) spliia systém (24).
Eristencia riesenia systému (24) je predpokladom P° # O a D° # 0 zarucend. Systém

(24) pri predpoklade P° # O a D° # 0 je systémom nutniyjch a postacujicich podmienok
na optimalitu pre dlohy (15) a (18).
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6 Silna dualita v tlohe konvexného programovania

V tejto kapitole sa budeme sustredit na klasickti ilohu konvexného programovania. Kla-
sické tlohy konvexného programovania tvoria Specidlnu triedu tloh kénického programo-
vania. Pomocou poznatkov o silnej dualite z kapitoly 5 budeme schopni ukézat sivislost

medzi Vetou 5.10 a zndmou Slaterovou podmienkou (pozri [11, str. 239]).

6.1 Uloha konvexného programovania

Pod klasickou tlohou konvexného programovania budeme podla [11] rozumiet takito mi-
nimalizacni tlohu
min fo(z)
filz) <0,i=1,2,...k (25)
Axr =0,
kde f; : 0 # X; CR"® - R, i=0,1,...,k st konvexné funkcie definované na otvorenych
konvexnych mnozinach X;, s maticou A € M,, ,(R), vektorom b € R™ a k < n. Spolo¢ny

defini¢ny obor funkcii f;, i = 0,1,...,k sa definuje ako X := NI, X;, pricom ide o

otvorenu a konvexnt mnozinu. Pre tlohu (25) sa definuji pojmy
e mnozina pripustnych rieSeni P :={zx € X | Ax =0, fi(z) <0, i=1,2,...,k};

e optimalna hodnota tcelovej funkcie p* := inf, {fo(x) | x € P}, ak P # () a p* :=
+o0, ak P = 0;

e mnozina optimélnych rieseni P* := {z € P | fo(x) = p*}.
K tlohe (25) prislicha podla [11] Lagrangeova funkcia v tvare

k
L:X xR™"xRY - R, L(z,y,\) = folz) +y" (b — Ax) + >\ fi(z)

=1

Lagrangeova duélna tloha k tlohe (25) ma tento tvar

max inf L(w,y,A)
A>0, y € R™ (26)
Analogicky sa definuji pojmy
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e mnozina pripustnych rieseni D := {(y, A) | A> 6},

e optimélna hodnota ticelovej funkcie d* := sup,, , {infzex Lz, y,\) | A >0, y € ]Rm},
ak D # () a d* := —o0, ak D = {);

e mnozina optimélnych rieseni D* := {(y,\) € D | inf,ex L(z,y,\) = d*}.

6.2 Transformacia na lohu kénického programovania

Ulohu konvexného programovania (25) mozno podla postupu v [27, str. 16] transformovat
na tlohu (15) kénického programovania. Uloha (25) sa najprv transformuje na tlohu s

linedrnou ucelovou funkciou

Polozme F := {(z,t) € X xR | fo(z) <t, fi(x) <0, i=1,2,...,k}. Mnozina F je prie-
nikom epigrafu konvexnej funkcie a podirovnovych mnozin konvexnych funkcii, a teda ide
o konvexni mnozinu. Kazdd konvexni mnozinu mozno podla [27, str. 15] vnorit do kon-

vexného kuzela. Vytvorme kuzel

K]: =

/
:{(xT,t,s)TeR”xRxR|x€X, s> 0, fo(x> <’ fi<x>§0, i:1,2,...,k}u
S S S S

u{d}. (27)
Ulohu (25) mozno prepisat do tvaru

min ¢
z,t,s

s=1, (28)



Duélna tloha k tlohe (28) mé tvar

max b’y + 2
¥,2,5

(y"A,0,2)" +5=(0",1,0)" (29)

SeKr yeR" zeR

Vektor S mozno vyjadrif v tvare

6.3 Slaterova podmienka

Znamou postacujicou podmienkou na platnost silnej duality v klasickej iilohe konvexného
programovania je tzv. Slaterova podmienka alebo podmienka S-regularity. Definiciu S-

reguldrnej lohy preberame z [11, str. 239], respektive [7, str. 226].

Definicia 6.1. Uloha konvezného programovania (25) sa nazyva S-requldrna, ak ezistuje
r € X také, Ze
Az =0, fi(x)<0, i=1,2,... k.

V tomto tvrdeni ukazeme, ako stuvisi Slaterova podmienka s vntatornymi bodmi kuzela

Kr.

Tvrdenie 6.2. Ak existuje vektor r € X, pre ktory plati
fi(z) <0, i=1,2,... k,

potom int(Kx) # 0 a plati (27, fo(z) +1,1)T € int(KF).

Dokaz. Funkcie f; st konvexné a definované na otvorenej konvexnej mnozine X. Podla
Vety 8.1 v [11, str. 212] st funkcie f; spojité na X. Z definicie spojitej funkcie vieme,
ze funkcia f : X € R™ — R je spojitda na otvorenej mnozine X prave vtedy, ked vzor
kazdej otvorenej mnoziny v R je otvorend mnozina v R", respektive v X. To znamena, ze
mnoziny f;*(—00,0), 4 =1,...,k st otvorené v R™. Dalej plati
k
€ fit(—00,0).

=1
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Mnozina N, f;i }(—o0,0) je otvorend, pretoze ide o prienik koneéného poétu otvorenych

mnozin. To ale znamena, ze vektor = je vniutorny bod mnoziny
M ={zeR"|zeX, fi(x)<0,i=1,...,k},

pretoZe existuje gula B.(z), pre ktort plati

PoloZzme
Myi=MxR={a" 1 eR"xR|ze€X, filz) <0, i=1,... k}.

Zrejme plati int(M;) = int(M) x R.

Definujme ¢ := fo(7) + 1. UkdZeme, Ze vektor (z7,¢)T je vntitorny bod mnoziny
My = {(a:T,t)T eR"XR|zeX, fo(r) < t}.

Definujme funkciu G : X x R — R s predpisom G(z,t) = fo(z) — t. Funkcia G je zrejme
konvexna funkcia definovana na otvorenej mnozine: je teda spojitda na X x R. Podla de-
finicie spojitej funkcie je mnozina G~!(—oc,0) otvorend mnozina v R"™!. Zrejme plati
(z7,1)T € G7'(—00,0), z Coho vyplyva, Ze vektor (z7, )T je vniitornym bodom mnoZziny

M.

Vsimnime si, ze plati F = My N M;. Pre vnttro mnoziny F plati podla [24, str. 7]
vztah

int(F) = int(Moy) Nint(M;).

Vektor (z7,1)T € int(F), pretoze (z1,t)T € int(My) a (27, )T € int(M,).

Definujme teraz perspektivu P : R"™ x R, , — R""! dant predpisom P : (z7,¢,5)7

(£ E)T. Zrejme plati

T
P_I(F)U{G} = {(mT,t,s)TeR” xRxR|s>0, (f,t> e]—“}u{ﬁ}:Kf.
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Perspektiva je na svojom definicnom obore, ktory je otvorend mnozina, spojita funkcia,
teda opat plati, Ze vzor Iubovolnej otvorenej mnoZiny v R™™! je otvorend mnozina v R™*2,

Pretoze (z7,)T € int(F), existuje gula B, (z7, 1), pre ktora plati
B.(z"', t)' c F.

T4to gula je otvorend mnozina v R, a tak jej vzor v perspektive P! (BT(fT, E)T) bude

tiez otvorena mnozina. Navyse plati

P (B,(z", 1)) € P7Y(F).

T

Pretoze ( T,

i\ T T 7 ;o ; T 1\ T , .
%) € B.(z,t)T, musi existovat vzor vektora (”TT, %) v zobrazeni P, t. j.

existuje vektor
@' 48" e P~ (B.(2".0)") : (

T

Vektor (27,1, 3)" sa nachddza v otvorenej mnozine, t. j. existuje gula B, (27,7, 5)7, Ze plati

B,(&",i,8)" c P71 (B,(a". ") € P7N(F) C K~

Z toho vyplyva, ze (27,%,5)T € int(Kx), t. j. int(KF) # 0.

Zrejme § > 0. Podla Tvrdenia 1.6 je mnozina int(Kx) U {6} tiez konvexny kuzel, teda
Ya > 0 plati (a2, of,as)” € int(Kr). Specidlne pre a = i > 0 mame (z7,¢,1)T =

(zT, fo(z) + 1,1)T € int(Kx). O

Podla Tvrdenia 6.2 existencia vektora r € X, ktory spiﬁa ostro spiﬁa ohranicenia s
nerovnostou, zarucuje neprazdnost vnutra kuzela Kr. Ak navyse vektor x spliia affnne
ohrani¢enie Az = b, potom je splnend Slaterova podmienka pre tlohu (25). Zaroven vsak
vektor (z7, fo(z) +1,1)T je pripustny vektor do kénickej tilohy (28). Navyse, ide o ostro
pripustné rieSenie, pretoze (z7, fo(7)+1,1)T € int(K ). Podla pozorovania v kapitole 5.1
mozeme vdaka ostrej pripustnosti nahradit kuzel K kuzelom cl(Kx) v tlohe (28).

Pre kuzel cl(K ) st splnené podmienky Vety 5.10. Podla Vety 5.10 plati silnd dualita,
t. j. p* = d*, pre konické ulohy (28) a (29). Navyse, ak —oco < d* = p* < +00, potom sa

dudlne optimalne riesenie nadobida.

71



Podmienku ostrej pripustnosti vo Vete 5.10 pre tlohu (28) mozno teda transformovat
na Slaterovu podmienku pre tlohu (25) v tomto zmysle: ak je splnend Slaterova pod-
mienka, potom je splnena podmienka vo Vete 5.10. Pre tlohu konvexného programovania

tak mozeme z Vety 5.10 odvodit tento dosledok.

Désledok 6.3. Ak dloha konvexného programovania (25) je S-reguldrna, potom plati

p* = d*. Navyse, ak 400 > p* = d* > —o0, potom
I ecR™ZcR: ScK:
Vig+z2=d =p"

Pozndamka. Dosledok 6.3 nehovori o existencii optimélneho riesenia primarnej tlohy (25),

respektive (28).

6.4 Analyza dualnych dloh

V tejto podkapitole sa budeme venovat klasickej Lagrangeovej dudlnej tilohe (26) a kénic-
kej duélnej ulohe (29). Budeme skimat, ¢i sa uloha (29) d& naformulovat v tvare tlohy

(26).
Z Definicie 1.8 pre K7 plati

K3 = {(uT,v,w)TeR" X R xR | V(:ch,t,s)TEK;:xTu+tv+sw20}.

Podla Tvrdenia 1.9 d) staci uvazovat pripad s > 0, t. j. 27u +tv + sw > 0, s > 0. Ak m4

platit S € K%, potom musi platit
T T a’ t
V(z' t,s) e Kr: ——A'y+-—22>0. (30)
s s
Vyraz (30) ma byt nezdporny pre vsetky vektory z kuzela Kz. Aj jeho najmensia hodnota
musi byf preto nezaporna, t. j.
a’r t T T
il’tlf ——Ay+-—=z| (2", t,8) € K, s>0; >0. (31)
x,t,s S S

Analogicky ako v Priklade 1.17 mézeme podmienku (31) prepisat do tohto tvaru

lng{_aTATy+B | @GX, fO(a)Sﬂv fl(a)§07 i:1a2a"'7k}227

)
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pretoze pre s > 0 plati (%,é,l)T € Kr & (27,t,5)7 € Kz. V tejto podmienke sa
mozeme zbavit ohranicenia fy(a) < [, pretoze ak pre nejaku pripustni dvojicu (&, B)
plati fo(&) < B, potom —aATy + 3 > —aATy + fo(&). Ak teda pre nejaké pripustné &
plati —a&A”y + fo(&) > z, potom pre Iubovolné 3 < fo(&) plati —& + 8 > z. Dostaneme
teda

aig)f({—ozTATy—i—fo(oz) | file) <0, i=1,2,... k} >z, (32)

Ulohu (29) teda prepisat do tohto tvaru:
max by + 2

inf {—aTATy + fola) | fila) <0, i=1,2,..., k} > 2. (33)

aeX

V tcelovej funkcii v tlohe (33) mozno eliminovat premennt z poloZzenim
— AT AT ; S
Z_égg‘({ a’ A y+f0(a) | fz(a) S()? 1= 1a27"'7k}'
Dostaneme teda ulohu
. T -
max inf {y"(b—Aa) + fola) | fila) <0, i=1,2,... k}. (34)

Vyraz inf,cx {yT(b — Aa) + fola) | fila) <0, i=1,2,... ,k} mozno vnimaft ako mini-

malizacni tlohu s parametrom y, ktorej prislicha Lagrangeova funkcia v tomto tvare
L:X xR R,

Lo, Niy) = fo(a) +y" (b — Aa) + > Nifi(a).

=1

Zo samotnej konstrukcie Lagrangeovej funkcie plati

1161)f( {yT(b — Aa) + fola) | fila) <0, i=1,2,.. .,k:} = inf sup L(a, \;y).

aeX A>0

Pri maximalizovani ucelovej funkcie v tlohe (34) teda dostaneme

sup inf {y”(b— Aa) + fola) | fi(a) <0, i=1,2,... k} =

yeR™ aeX

= sup {inf sup L’(a,)\;y)} =

yER™ aceX )\26

= sup {inf sup L(a, v, )\)} )

yeR™M acX A>G
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kde L(c,y, \) je Lagrangeova funkcia prislichajica tlohe (25).

Ulohu (29) nemozno bez dodatoénych predpokladov naformulovat ako tlohu (26). Ak
vSak mozno vymenit inf,ex sup,>g za sup,ginfaex, potom dostaneme

sup {inf supL(a,y,/\)} = sup {Sup inf L(a,y, /\)} = sup inf L(a,y,N).

yERmM aceX AZG yER™ AZG aceX yeRm)\Z(_)‘aEX

Ak teda plati infaex supysg L(a, y, A) = sup,sginfacx L, y, A), potom uz mozno tilohu

(29) ekvivalentne naformulovat ako tlohu (26), teda v tvare

max inf L(a, A, y)

YA aeX

A>0, yeR™ (35)

Pozndmka. Rovnost

inf sup L(c,y, \) = sup inf L(a,y, )
acX A>0 A>0 ae

nastava napriklad vtedy, ked existuje @ € X : f;(&) < 0,7 =1,2,..., k. V tomto pripade

totiz plati silna dualita pre ilohu

inf {y"(b— Aa) + fola) | fia) <0, i=1,2,.. Kk},

acX

pretoze pre tuto tlohu je splnend Slaterova podmienka. Pre Tubovolné ale pevné y € R™
mame
P (y) = O{g}f{ {yT(b — Aa) + fola) | fila) <0, i=1,2,.. .,k’} = OléIel)f( s/\lilgﬁ(oz,)\;y),

d*(y) :=sup inf L(a, \;y),

)\26 ae

a navyse Yy € R™ : p*(y) = d*(y).

Z tejto analyzy plynie zaver: kénickd dudlna tloha (29) a standardnd Lagrangeova
dudlna tloha (26) nie su ekvivalentné, pretoze bez dodato¢nych predpokladov nemozno
zamenit suprémum a infimum. V pripade existencie vektora, pre ktory st vazby dané
funkciami f; splnené s ostrou nerovnostou, ¢o podla Tvrdenia 6.2 implikuje int(Kr) # 0,
su tieto ulohy ekvivalentné.

V nasledujicom priklade ukazeme, ze ak vnitro kuzela int(Kz) je préazdne, potom

moze v ulohdch konvexného programovania (25) a (26) nastat nenulovd dudlna medzera.
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Na druhej strane, ak relint(Kz) je neprazdne a existuje ostro pripustné rieSenie konickej

ulohy (28), potom v kénickych tlohach (28) a (29) plati silna dualita.

Priklad 6.4. Uvazujme priklad 5.21 z [7, str. 280], teda dlohu

min e~ !
T1,T2

2
]
— <0 36
ZL’Q — 7 ( )

na defini¢cnom obore X = {(wl,xg)T ER? | xg > O} = R x R, ;. Mnozina pripustnych

rieSeni tejto tlohy ma tvar
22
7) == {(xl,xg)T € X ’ -l S 0} == {(0,$2)T | To > O} .
X2

To znamena, ze p* = 1 pre optimélne rieSenie £; = 0 a 5 > 0. Dalej si mézeme vSim-

nit, Ze v ilohe (36) nie je splnena Slaterova podmienka a neskor ukdzeme, Ze int(Kx) = 0.

Prislusnd Lagrangeova funkcia k tlohe (36) mé tvar
2
L:X xR, 5 R, L(zi,a0,)\) =e + AL,
L2
Zrejme plati V(z1, 22, )T € X x Ry : L(zy,22,)) > 0. Specidlne pre Iubovolné ale
pevné A > 0 a z1(t) = t, 25(t) = t*, t # 0 plati L(z(t),z2(t),\) = et + A\5. Zrejme

inf, 2o L(z1(t), z2(1), A) = 0, teda pre A > 0 plati
inf L A)=0.
e L2 Y)

Lagrangeova dudlna uloha ma tvar

A>0, (37)

a teda d* = 0. Medzi ulohami (36) a (37) neplati silnd dualita. Dudlna medzera medzi

tymito ulohami je nenulova: p* —d*=1—-0=1.

Koénické formulécia tlohy (36) mé tvar
min ¢
T1,T2,t,8

s=1, (38)

(131, Ta, t, S)T S K]:,
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kde

zq t 2 —
K;:{(xl,xg,t,s)TeRQXRxR| 250,650, % <, xlgo}u{o}:
s s’ xas
= t =

= )T e 0t xR R xR 1<}uo. 39

{($1>$2 s) G{}X t+ X RX Ry | =7 {} (39)
Zo vztahu (39) hned vyplyva, Ze int(Kx) = 0.
Dudlna tloha ku konickej tlohe (38) ma tvar

max z
(0,0,1,—2)" € K& (40)

UkdZeme, Ze (0,0,1,—1)T € K%, teda V(x1,79,t,8)T € Kz : t —s > 0, z ¢oho dosta-
neme ﬁ > 1. Tato podmienka je ale podla definicie Kz, t. j. vztahu (39), splnené. To ale
znamend, ze vektor (0,0,1,—1)T je pripustny vektor do tlohy (40) s hodnotou tcelovej
funkcie 4+1. Na druhej strane vieme, zZe optimalna hodnota ucelovej funkcie primarnej
tlohy (38) je p* = 1, pretoze ide o ekvivalentni formuldciu dlohy (36). Podla Désledku
5.2 b) plati sup, {z | (0,0,1,—2)" € K}} = p* = 1. Dudlna medzera medzi tlohami (38)

a (40) je nulova a plati silnd dualita.

V tomto priklade sme videli niekolko zaujimavych javov.

e int(Kr) = 0: to implikuje, Ze Slaterova podmienka pre tlohu (36) nie je splnena.

To sme aj overili.
e Nenulovd dudlna medzera medzi ilohami (36) a (37).
e Neekvivalencia medzi dudlnymi tlohami (37) a (40).

e Silna dualita medzi tlohami (38) a (40).

Silnd dualita medzi ulohami (38) a (40) je sposobend ostrou pripustnostou tlohy (38).
Zrejme plati

relint(Kx) = {(O,xg,t, ) |2y >0,5>0,s < t} :
Vektor (0,1,2,1)T € relint(Kx) je pripustny pre tlohu (38). To znamend, %e pre cl(Kr)
je splnend Veta 5.10, podla ktorej plati silnd dualita pre konické tlohy (38) a (40).
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Zaver

Cielom diplomovej prace bolo skimanie dualnych vlastnosti konickych tloh a analyza
dualnych vlastnosti specifickych podtried kénického programovania. V nasej praci sme sa
sustredili predovsetkym na vlastnost silnej duality medzi primarnou a dudlnou tlohou
kénického programovania.

Pri skiimani silnej duality sme vychadzali najmé z clanku [26], ktory sluzil ako teore-
ticka predloha tejto prace. Medzi dalsie zdroje, ktoré sme pri pisani pouzili, patri ¢lanok
[19], v ktorom sa nachddzaji niektoré vysledky o silnej dualite v kénickom programovani,
avdak tento ¢lanok je pisany silnym a komplikovanym matematickym akcentom. Dalsie
poznatky o silnej dualite sme cerpali zo zdrojov [17], [18], [23], [25], [27], [28], [29]. Se-
kundédrnym cielom prace bolo v tejto oblasti rozsirit a zovSeobecnif vysledky z c¢lanku
[26].

V ramci analyzy dudlnych vlastnosti Specifickych podtried kénického programovania
sme sa venovali §tandardnej tilohe konvexného programovania. Standardné tiloha konvex-
ného programovania sa dé ekvivalentne naformulovat ako tiloha kénického programovania.
Tento postup je v [27] opisany v dvoch krokoch: transforméciou p6vodnej tlohy na tlohu
s linedarnou tucelovou funkciou a naslednym vnorenim mnoziny pripustnych rieseni do kon-
vexného kuzela.

Aby sme boli schopni naplnit ciele prace, bolo nutné, aby sme najskor vybudovali silny
teoreticky zaklad. Tento zédklad sme budovali v prvych styroch kapitolach.

V prvej kapitole sme sa venovali kuzelom a ich zakladnym vlastnostiam. Uviedli sme
definiciu kuzela (Definiciu 1.2) a vo forme tvrdeni sme uviedli zakladné vlastnosti kuzela.
Uviedli sme aj priklady niektorych kuzelov. Dalej sme uviedli definiciu dudlneho kuZela
(Definicia 1.8) a zdkladné vlastnosti dudlneho kuzela. Niektoré vlastnosti sme ukazali na
prikladoch. V tejto ¢asti sa nachddza aj velmi dolezitd tzv. bipoldrna veta (Veta 1.11),
ktora dava do suvislosti dualny kuzel k dudlnemu kuzelu s povodnym kuzelom. Na za-
ver tejto kapitoly sme uviedli priklady niektorych dudlnych kuzelov. V tejto casti sme v
Priklade 1.17 odvodili vztah pre dudlny kuzel (vztah (5)) ku kuzelu (1), ktory sa v litera-
tare neuvadza. Ukazuje sa, ze kuzele tohto typu st velmi doélezité pri skimani kénickych
formulécii standardnych tloh konvexného programovania. V tejto kapitole sme poznatky

Gerpali z [1], [2], 7], [11], [16], [19], [22], [26], [27] a [30].
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Druhéa kapitola bola venovana vlastnostiam a charakterizaciam relativneho vnttra
konvexného kuzela. V Tvrdeni 2.2 a v Tvrdeni 2.3 sme rozsirili doposial zndme charak-
terizacie z [26] a z [19]. Dalej sme sktimali vztahy medzi zakladnymi mnozinami lin(-),
sub(+) a relint(-) pre kuzele K, K* a cl(K), ktoré sme prezentovali v Tabulke 2, a pouka-
zazali sme na rozdiel, ktory v tabulke vznikne, ak kuzel K nie je uzavrety. Aby sme boli
schopni odvodit spominané vzfahy, bolo nutné uviest doleziti Lemu 2.4, ktora dava do
suvislosti relativneho vnutro kuzela a relativne vnuatro uzaveru tohto kuzela, respektive
linearny obal kuzela a linedrny obal uzaveru tohto kuzela. Z tejto lemy vyplyva chrak-
terizécia relativneho vnitra konvexného kuzela, ktoré sme uviedli v Dosledku 2.5. Dalej
sme uviedli pomocné tvrdenia, Tvrdenie 2.6 a Tvrdenie 2.7, ktoré ulah¢ili a sprehladnili
dokazy tvrdeni v kapitole 3. Nie je ndm zndme, Ze sa tieto tvrdenia vyskytuja v literature.
V zévere kapitoly sme uviedli dalSie dolezité Tvrdenie [21], ktoré opisuje relativne vnttro
suctu dvoch konvexnych kuzelov, respektive relativne vnutro kartezianskeho stc¢inu dvoch

konvexnych kuzelov. V tejto kapitole sme poznatky cerpali z [5], [12], [19], [21] a [26].

V tretej kapitole sme skumali uzavretost linedirneho obrazu konvexného uzavretého
kuzela, respektive uzavretost Minkowského suctu kuzela a vektorového podpriestoru. Na
zaciatku kapitoly sme uviedli Priklad 3.1, na ktorom sme ukézali, Ze linedrny obraz kon-
vexného uzavretého kuzela nemusi byt nutne uzavrety kuzel. Dalej sme uviedli pomocnt
Lemu 3.2, ktort sme na rozdiel od [20] a [26] formulovali aj pre neuzavreté kuzele. Ddlezité
vysledky vyplyvajtice z tejto lemy sme prehladne uviedli vo forme tabuliek: Tabulka 3,
Tabulka 4 a Tabulka 5. Uviedli a dokazali sme doleziti Vetu 3.7 a uviedli sme niektoré jej
dosledky. Na zaver kapitoly uvaddzame Tvrdenie 3.13, ktoré dava do suvislosti uzavretost
linedrneho obrazu konvexného uzavretého kuzela a uzavretost Minkowského stuctu kuzela
a vektrového podpriestoru. V tejto kapitole sme Cerpali poznatky z [3], [4], [6], [20], [21],
[22] a [26].

V stvrtej kapitole sme sa venovali vetdm o alternativach, ktoré sme preberali z [26]. V
nasej praci sme vety o alternativach rozdelili do dvoch skupin: primarne vety o alternati-
vach a dudlne vety o alternativach. V praci sme uviedli dve primarne vety o alternativach:
Vetu 4.2 a Vetu 4.4, pricom Veta 4.4 plati Specidlne pre plny kuzel; a dve dudlne vety o
alternativach: Vetu 4.6 a Vetu 4.7, pri¢om Veta 4.7 plati $pecidlne pre $picaty kuzel. Dalej

sme v tejto casti uviedli Priklad 4.3, ktory ukazuje, ze predpoklad o uzavretosti kuzela
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N(A) + cl(K) je nevyhnutny na to, aby vo Vete 4.2 platil prave jeden vyrok. Na dokaz
Vety 4.2 a Vety 4.6 sme nepouzili standardny postup, t. j. vetu o separovacej nadrovine,
ale vyuzili sme poznatky z linearnej algebry, niektoré vlastnosti kuzelov z prvej kapitoly
a niektoré tvrdenia z tretej kapitoly. Dolezité a vSeobecne zndme poznatky z linearnej

algebry sme uviedli v kratkom tvode do tejto kapitoly.

Dualitu v kénickom programovani sme boli pripraveni skimat az v piatej kapitole.
Najskor sme uviedli sStandardny tvar tilohy kénického programovania, respektive prislusnej
duélnej tlohy kénického programovania. Dalej sme sa venovali slabej dualite, vnitornym
bodom a mnozindm optimalnych hodnoét priméarnej a dudlnej tlohy. Tieto vysledky sme
prebrali z [26] a miestami doplnili o kompletné dokazy. V poslednej ¢asti tejto kapitoly
sme sformulovali a dokazali najdolezitejsie vety v tejto praci: Vetu 5.9 a Vetu 5.10, ktoré
hovoria o postacujucich podmienkach na silnti dualitu. Tieto vety boli v [26] formulované
pre spicaty a plny kuzel, a teda sa podarilo rozsirit ich platnost na vseobecny uzavrety
konvexny kuzel, ktory netvori vektorovy podpriestor. Veta 5.10 a Veta 5.9 sa obsahovo
zhoduju (s vynimkou predpokladu uzavretosti kuzela) s vetami o silnej dualite, ktoré si
uvedené v [19]. Nase vety vsak boli dokdzané jednoduchsim a pre ¢itatela zrozumitelnejsim
sposobom, analogickym ako pri dokaze silnej duality v semidefinitnom programovani. Na
zaver tejto kapitoly sme uviedli styri dosledky, ktoré priamo vyplyvaji z viet o silnej
dualite, z vety o slabej dualite a z viet o mnozinach optimélnych hodndét. V tejto kapitole

sme vyuzili poznatky z [2], [10], [25], [26] a [28].

V poslednej kapitole sme sa zamerali na analyzu dudlnych vlastnosti standardnej tilohy
konvexného programovania. Vyuzijic postup z [27], podarilo sa ndm preformulovat tilohu
konvexného programovania na ulohu kénického programovania (28) s afinnymi ohranice-
niami a kuzelom (27). Uviedli sme aj prislusni dudlnu tlohu kénického programovania
(29). V dalsej podkapitole sme uviedli zndmu Slaterovu podmienku pre tlohu konvexného
programovania. Napokon sme sformulovali a dokazali vlastné Tvrdenie 6.2. Existencia
vektora, ktory ostro splita ohrani¢enia s nerovnostou v tlohe konvexného programova-
nia, implikuje neprazdne vnitro kuzela (27). Tymto tvrdenim sme vysvetlili stivis medzi
Slaterovou podmienkou a Vetou 5.10, ktory sme uviedli v Désledku 6.3. V poslednej
podkapitole sme analyzovali standardni Lagrangeovu duélnu tlohu (26) a dudlnu tlohu

k tlohe kénického programovania (29). Ukéazali sme, Ze tieto tlohy nie st vo vSeobec-
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nosti ekvivalentné. Ak viak existuje vektor, ktory ostro spliia ohrani¢enia s nerovnostou
v ulohe konvexného programovania, potom su tieto ulohy ekvivalentné. V zavere kapi-
toly sme uviedli Priklad 6.4, v ktorom neplati silnd dualita medzi tlohami konvexného
programovania, avsak silna dualita plati medzi ilohami konického programovania. V tejto
kapitole sme Cerpali poznatky z [7], [11], [24] a [27].

V tychto siestich kapitolach sa nam podarilo naplnit ciele prace stanovené v tivode
prace. Za prinosy tejto prace povazujeme rozsirenie tedrie, ktoré sme uviedli pri jednot-
livych kapitolach. Za prinos prace mozno povazovat aj kompaktné a ucelené spracovanie
niektorych teoretickych poznatkov z oblasti kénickej optimalizacie. Z vysledkov zo Siestej
kapitoly sa zda, zZe konicka formulacia tloh konvexného programovania umoznuje vy-
sporiadaf sa so zbytocne zlozitou reprezentaciou mnoziny pripustnych rieseni pomocou
funkcii, pri ktorej nemusi byt splnena Slaterova podmienka. M4 teda zmysel zaoberat sa
kénickou formulaciou niektorych tloh konvexného programovania, podobne ako v [16]. V
praci by sa na zaklade pozorovania v podkapitole 5.1 dala rozsirit Veta 5.10 na neuzavreté
kuZele. Dosledky, ktoré z nej vyplyvaji, by sa dali tiez nélezite upravit. Dalsf mozny smer
skiimania by mohol spocivat v stadiu konickych formulacii standardnych 1loh konvexného
programovania s dérazom na dudlnu dlohu (29) a na poznatky z Prikladu 1.17 a Lemy

1.15. Rovnako by bolo mozné skimat vlastnosti kuzelov (1) a (5).
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Priloha A

V tejto casti dokazeme ekvivalenciu Definicie 1.1 a Definicie 1.5 pre konvexné kuzele. Téato

ekvivalencia plati nielen pre konvexné kuzele, ale aj pre Ilubovolné konvexné mnoziny.

V tomto texte budeme uvazovat k-rozmerny vektorovy podpriestor ¥V C R™ v R" (k < n),
n x n maticu A € M, ,(R) v tvare A = [ay ay ... a,]. Stipce matice A tvoria vektory
ai,as,...,a, € R" navySe span [a, as, ..., a,] = R" a span[ay, as, ...,a;] = V. Matica A

je zrejme reguldrna, a teda existuje inverznd matica A~! k matici A.

Pod zapisom |[|A||, budeme rozumiet maticovii normu indukovani {; vektorovou normou

Ax "
Il = sup LA i3
2#£0 (E2lm 7=
kde ||z||, := Xt |#i]. Z takejto definicie automaticky vyplyva nerovnost Va € R" :

|All, lzll, > | Az|,. Dalej predpokladéme, Ze ||a,||, = 1, Vj = 1,2,...,n. To vSak zna-
mena, ze ||A], = 1.
Ozna¢me S; :={z e R" | ||z]|; <1} a
A(S)) ={yeR" |y=Ax, z € S1} ={Ax | x € S1}.
Dalej pre k € R, budeme pouzivat zapis
kS; :={ueR"| ||ul|, <k}.
Teraz ukazeme platnost tohto tvrdenia.

Tvrdenie A.0.5. a) A(S;) C Sy,
b) ﬁsl C A(S)) C S,

Dékaz. a) Zoberme Iubovolny vektor y € A(S;). To znamend, Ze existuje vektor z € S;

taky, ze y = Az. Pocitajme ||y||;:

lylly = 1 Az]ly < 1Al [lelly, = [lll, <1,
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teda y € S;. Z toho vyplyva A(S;) C S;.

b) Sta¢i ukézat Tavi inkliziu. Pravd inklizia vychadza z casti a). Zoberme lubovolny
vektor u € ﬁSl a pocitajme normu vektora ||A™ ul[;:
1

1 p—
AT

S, C A(S)).

a7t < ] ey < 4] L

teda A~'u € S;. To znamend, ze u € A(S}), a teda ﬁ
1

¢) Vychadza z b) a z tedrie mnozin: nech A, B,C st tri mnoziny a A C B, potom

AnCc CcBNC. ]
Definujme
On = {Z(Cl — Ci+n)ai ’ Z(CZ -+ CiJrn) = 1, Ciy Citn Z O, 1= 1, c. ,n} s
=1 =1

k k
Cr = {Z(c, — Citk) 0 | Z(Cz’ i) =1, copp 20, i=1,.. .,k}.

i=1 i=1
Teraz ukazeme plastnost tohto tvrdenia.
Tvrdenie A.0.6. a) C, NV = C},

b) A(S))NV=C,NV.

Dékaz. a) Inkluzia Cy, C C, N V:
Zoberme lubovolny vektor y € Cj. Polozenim ¢; = ¢;4, = 0prei =k+1,k+2,....n

dostaneme y € C),, NV, pretoze zrejme y € V ay € C,,.

Inklazia C}, D C, N V:

Zoberme Iubovolny vektor y € C,, N V. To znamend, ze y € V. Nutne musi platit ¢; = ¢; 1,
prei =k+1,k+2,...,n, vopatnom pripade y ¢ V. Plati teda y = > ;(¢; — Cin)a; =
S (¢ — Cipn)ai. Dalej plati 1 =28 ¢; + S0 cipn + 230 411 ¢i. Polozme teda

n
M =c Z Ci;
i=k+1

vii=c¢i, 1=2,3,...,k;

n
Vi+k = Ci4k T Z Cij
i=k+1

Yi+k = Citns L= 2737"'7k;
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Koeficienty v;, i = 1,2, ..., 2k st vhodné koeficienty do mnoziny CY, pretoze v; > 0, i =
1,2,...,2k a szlm = 1. Navyse,

n k
= Z Cz+n T = Z(CZ - CH—”)ai
i=1 i=1
k n n k
= Z — Citn)0; + Z G| ar — Z G| a1 = Z(% — Vitk)i-
i—1 i=k+1 i=k+1 i=1

To znamend, ze y € Cy, a C, NV C Ck.

b) Inklizia C, NV C A(S;)NV:

Pripomenme, ze

A(s1) = Lo | fell, <1} = { o | Jol <1,

V definicii mnoziny C,, polozme x; := ¢; — Ciypn, t = 1,2,...,n. Zrejme plati —1 < z; < 1,

i=1,2,...,n. Dalej plati

n n n n
S olwsl = e — civn] <D0 (el +lcinl) =D it cipn =1
=1 =1 i=1 =1

Z toho vsak vyplyva, ze C,, C A(S), respektive C, NV C A(S;) N V.

Inklizia A(S;)NY C C,NV:
Nech y € A(S:), teda existuje @ = (x1,22,...,2,)7, |lz|l, < 1, Ze plati y = Az =
> ax;. Ukdzeme, ze existuju koeficienty cq,co,...,con > 0, Zl 16 =1, 72e y =

S (e — ¢iyn)a,. Zistime, ¢ je tento systém pripustny:

1 = C1 — Cp+1,

To = Co — Cpy2,

Tp = Cn — Cpin,
1261+Cz+"'+02n,

OSCl,CQ,...,CQn.

Ak definujeme ¢ := (cy, ¢a, . . ., Can )T, potom moZeme tento systém prepisat do maticového
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tvaru:

In><n | - Inxn Tnx1
T Conx1 = ) (A-l)
1 1
1x2n (n41)x2n XU iyxa
& Z 02n><17

kde 17 = (1,1,...,1). Podla Farkasovej lemy (pozri [11, str. 292], [9] alebo Veta 4.2 pre

K =R?") je systém (A.1) pripustny préve vtedy, ked plati této implikdcia:

I‘ -1 Tnx1

Vz e RMH T <01, = 27 <0.

1T 11><1

Aby bol antecedent v implikacii pravdivy, je nutné, aby pre vektor z platilo:

21 -+ Zn+1 S O,

Zn + Zn+1 S 07

—21 -+ Zn+1 S O,

—Zn + Zn+1 S 07

respektive

IN

Zn41 _|21|7

Znp1 < — |2,

IN

Zn+1 — |Zn| .

Evidentne musi platit z,,; < 0.

Dalej plati tato séria nerovnosti:

Zny1 71| < =212,

Zni1 |T2| < — |z0ms],

Zn+1 |xn| S - |ann’ .
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Po s¢itani tychto nerovnosti dostaneme z,.1 |||, < — 37 |zx;| < — X7 22|, pricom
prava nerovnost vyplyva z trojuholnikovej nerovnosti. Pretoze z,11 < 0 a ||z[|; < 1, plati

Znt1 ||Z|l; = 2Zng1. Dostdvame teda

n n
Z 2| = Z ZiT;
=1

i=1

Zn+1 S - + Zn+1 S 0

T

Pri pocitani z dostaneme:

:L- n
T
z =Y 2%+ zpp1 <
1 i=1

n
D A

=1

+ Zps1 < 0.

To vSak znamena, ze systém (A.1) je pripustny, a teda A(S;) C C,,, respektive A(S;)NY C
C,NV. O

Teraz ukazeme platnost tohto tvrdenia.

Tvrdenie A.0.7. a) Nech x € R™. Potom plati

llly < llzfly < v llzlly,

b) Bo(n)={y€R" | lly—all, < 5} C{y €R" | lly—all, <} pre pevné z €R".

Dékaz. a) Zrejme ||z = ||z]5 + 2~ |zil |25, a teda |z|? > ||z||3. Z nezépornosti no-

riem vyplva [l2ll, > [l

Nech a,b € R. Potom plati 0 < (|a| — [b])? & |a| [b] < “E¥°. Dalej plati

el = S5 el e < D03

11]1

<Zn—+2n

2 2
T +

[\

Z nezépornosti noriem opat vyplyva ||z|, < /n |z,

b) Nech z € B%(x), teda ||z — x|, < Podla a) vsak ||z —z||, < Vnl|lz —z|, <¢, a

ﬁ.
teda ze {y e R" | |ly — x|, < e} O
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Veta A.0.8. Nech V C R™ je k-rozmerny (k < n) vektorovy podpriestor v R™ a () £ M C

V je konvexnd mnozina. Ak md vektor & € M vlastnost:
YVoeVIAN>0:24+ e M,

potom & € relint(M) vzhladom na vektorovy podpriestor V.

Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze mnozina {ai, as,...,a,} je
Tubovolné [; normalizovand béza priestoru R” taka, ze {ai, as, ..., ax} je baza vektorového

podpriestoru V.

Vytvorme mnozinu & := {ay,...,ax, —ay,...,—a}. Podla predpokladu vo vete ku kaz-
dému vektoru a € € existuje \, = A(a) > 0, ze plati & + A\,a € M. Pretoze mnozina M je

navyse konvexna, plati VA > 0: A\, > A plati £ + \a € M.

Pretoze mnozina £ ma len konecny pocet prvkov, moézeme polozit \,, := mingecg A, > 0.

Zrejme Va € € plati A\, > A\, > 0,atedaVae & : 2+ \ja € M.

Pretoze mnozina M je konvexnd, kazda konvexna kombinécia vektorov & + A\,a, a € £

bude patrit mnozine M, teda

k k
{Z (Z + An@i) + Cogn(Z = Amai) | D¢+ cive =1, ¢i,¢iq0 >0, i=1;2,~--,k5}=

— i=1
k k

= 52'+)\m2(ci_ci+k)ai | Zci"‘Cz‘Jrk =1, ¢,c4, 20, 1 = 1,27---7145} =
i=1 i=1

= :f‘} + A\ CrL C M
Podla Tvrdenia A.0.6 a) a b) plati C, = A(S7) N V. To vsak znamend, ze {2} + \,,Cy =

{2} + An(A(S)) N V) € M.

Podla Tvrdenia A.0.5 ¢) plati {2} + A\, (HA m, S1NY) C Az} + Mu(A(SH)NY) € M

Mame teda
{Z}+ A ! — SNV | =S+ A\y|yE€ ! —S5 NV
e\ Ay ) T T Y Y a7

A
=qzeR"| ||z — 2] Sm}ﬂV.
{ FoAT,
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Podla Tvrdenia A.0.7 b) plati

A
B am @)NVCLzeR"| ||lz—-2], < —=—73NV,
e @ { = =2l ||A—1||1}

to podla Definicie 1.1 b) znamend, ze Z € relint(M) vzhladom na vektorovy podpriestor

V. ]

Teraz dokazeme opacné tvrdenie.

Veta A.0.9. Nech V CR™ je k-rozmerny (k < n) vektorovy podpriestor v R™ a ) £ M C
V je konvexnd mnozina. Ak & € relint(M) vzhladom na vektorovy podpriestor V, potom

ma vektor T vlastnost

YoeVIAN>0:24+ e M.

Dékaz. Nech & € relint(M), potom podla Definicie 1.1 b) existuje & > 0, ze plati
B:(#) € M. Predpokladajme sporom, Ze by existoval vektor © € V, Ze pre vSetky A > 0
by platilo & 4+ Ao ¢ M. Zrejme © # 0, pretoze & € M. Z toho vyplyva, ze |9 # 0.

Zvolme \ := 2”5;7” > 0. Pre vektor § := & + 550 plati

To znamend, ze § € B:(Z) C M, ale zérovenn § ¢ M. To je spor. Nutne teda plati
YoeVIN>0:2+ e M. O

Pozndamka. a) Veta A.0.9 plati aj v pripade nekonvexnej mnoziny M, avSak Veta A.0.8

nemusi nutne platit pre nekonvexné mnoziny. Uvazujme V = R? a mnozinu
M = {(z1,22)" € R? | 2} + 23 =1} U {(0,0)"}.

Vektor (0,0)7 m4 zrejme uvedent vlastnost, ale urcite nie je vntitornym bodom mnoZiny

M.

b) Veta A.0.8 a Veta A.0.9 dokazuju ekvivalenciu Definicie 1.1 s Definiciou 1.5 pre pripad

konvexného kuzela.
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Priloha B

V tejto casti uvadzame zakladné vlastnosti Minkowského siuctu. Niektoré vlastnosti, ktoré
priamo suvisia s kuzelmi, mozno najst v Tvrdeni 1.7, v Tvrdeni 1.15 a v Tvrdeni 2.8.
Platnost tvrdeni, ktoré uvadzame v tejto casti, vyplyva priamo z definicie Minkowského
suctu. Tieto elementdrne tvrdenia si vseobecne zndme a mozno ich najst v literature.

Definiciu Minkowského stuc¢tu preberdame z [15].

Definicia B.0.10. Nech X,Y C R". Pod Minkowského siuctom mnozin X a'Y sa rozumie
mnozina

X+Y={(z+y)eR"|ze X, yeY}.

Pozndmka. Podla [15] je mozné ekvivalentne definovat Minkowského stucet dvoch mnozin
X,Y tymto sposobom
X+Y = {z}+7).

zeX
Tvrdenie B.0.11. Nech X,Y C R".
a) Ak 0 € X, potomY C (X +7Y).
b) AkO € X a0 €Y, potom (XUY)C (X +Y).

Pozndmka. Zrejme plati {6} +Y=Yald+Y =0.

Dékaz. a) V Definicii B.0.10 zvolme = 0,t. j. Vy € Y : y = y + 0, teda y € (X +Y).
Méame teda Y C (X +Y).

b) Za)méme Y C (X +Y)aX C(X+Y), a teda z vlastnosti zjednotenia (X UY') C
(X+Y). O

Tvrdenie B.0.12 (distributivnost + vzhladom na U). Nech X,Y,Z € R™. Potom X +
YuZ)=(X+Y)U(X+2).

Dékaz Inklizia X + (Y UZ) C (X +Y)U (X + 2):

Nech a € X + (Y U Z). To znamend, ze 3z € X a w € (Y U Z) také, Ze a = v + w. Ak
weY,potoma e (X+Y)aakwe Z, potom a € (X + Z). Celkovo teda a € (X +7Y)
alebo a € (X + Z). To znamena a € (X +Y)U (X + Z).

Inklizia X + (YU Z) D (X +Y)U (X + Z):
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Necha € (X +Y)U(X +Z). Ak a € (X +Y), potom existuje rozklad a = x + w, kde
reXaweY.Aka € (X + Z), potom existuje rozklad a =z +w, kde x € X aw € Z.
Analyzou tychto pripadov dostévame w € (Y U Z) a teda a € (X + (Y U 2)). O

Pozndmka. Operéacia + nie je distributivna vzhladom na operaciu N. Uvazujme mnoziny
X ={1D" 227} v ={(-2,-27} a Z = {(-1,-1)"}. Potom X + (Y N Z) =0,
ale (X +Y) N (X +2) = {(0,0)7}.

Tvrdenie B.0.13 (monoténnost). Nech XY, Z CR"™ a Y C Z. Potom plati X +Y C
X+Z.

Dékaz. Nech a € (X +Y), teda existuje rozklad x € X ay € Y taky, ze a = = + y.
Pretoze Y C Z, nutne y € Z. Preto a € (X + Z). O

V tomto tvrdeni uvedieme reprezentaciu konvexného kuzela vzhladom na vektorovy

podpriestor V ako Minkowského stcet kuzelov K NV a K N V.

Tvrdenie B.0.14. Nech K C R" je konvexny kuZel a V C R™ je vektorovy podpriestor v
R™. Potom plati
KNV+KnVtCK. (B.1)

Navyse, ak'V C K, potom plati
K=V+KnV-.

Doékaz. Inkltzia KNV + KNVt C K:
Zoberme Tubovolné vektory k1 € KNV C K a ky € KNVY C K, teda ky + ks €
KNV + KnNV+L Navyse, pretoze K je konvexny kuZel, dostaneme k; + ky € K.

7 poznatkov z lineadrnej algebry vieme, ze pre Iubovolny vektor £ € K existuje jedno-
znacny rozklad

k:?}1+v2,

kde v; € Vawv, € V1. Ak plati V C K, potom v; € K. Navyse, —v; € V, a teda —v; € K.

Pre vektor vy € V1 dostaneme vztah



Pretoze K je konvexny kuZel, plati v, € K, respektive vy € K N V*. To znamend, Ze plati

inklizia K C V + K NV+. Spolu so vztahom (B.1) dostaneme

K=V+KnV.
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