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Abstrakt v statnom jazyku

JABLONICKY, Dévid: Viacrozmerné rankové testy zohladiiujice clusterovanie [Diplo-
mova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: Mgr. Jan Somorcik, PhD.,
Bratislava, 2020, 63s.

V nasej praci sa venujeme niekolkym viacrozmernym rankovym testom. St to me-
tody z oblasti neparametrickej statistiky. Slizia na testovanie odliSnosti medzi sibormi
pri uvazovani zovseobecnenej Behrens-Fisher hypotézy. Skiimané metody maju vyuzi-
tie najmé v klinickych stidiach, kde je bezné clusterova (zhlukova) struktira meranych
charakteristik. V rdmci tychto zhlukov preukazuju charakteristiky vécsie vzajomné po-
dobnosti, ako charakteristiky z roznych zhlukov. Jednou zo skiimanych metod je neddvna
rankova metdda zohladnujica takého zhlukovanie. Tato metdéda bola vyvinuta na testo-
vanie vzajomnej odlisnosti iba dvoch stborov. Preto navrhujeme jej zovseobecnenie pre
pripad viacerych stiborov. Odvadzame asymptotické vlastnosti navrhnutej testovej statis-
tiky a taktiez odhady potrebnych parametrov. Na zaklade toho uvadzame postup vypoctu
p-value navrhnutého testu. Pravdepodobnost chyby 1. druhu a sila testu je skimana po-

mocou pocitacovych simulacii v prostredi R.

Klicové slova: Klinické studie, Neparametricka statistika, Rankové testy,

Viacrozmerné testy, Viacsiborové porovnania, Zovseobecnend Behrens-Fisher hypotéza



Abstract

JABLONICKY, Dévid: Multivariate cluster-adjusted rank-based tests [Master Thesis|,
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Jan Somorcik, PhD.,
Bratislava, 2020, 63p.

In our work we deal with several multivariate rank-based tests. These are non-para-
metric methods. They serve for testing differences among samples while considering the
generalized Behrens-Fisher hypothesis. Investigated methods are used especially in clinical
trials where cluster structure of measured characteristics is common. The characteristics
within these clusters share more similarities than the characteristics from different clusters.
One of the examined methods is a recent rank-based method that takes such clustering
into account. This method was developed for testing differences between two samples
only. Therefore, we propose its generalization for the case of multiple samples. We derive
asymptotic properties of the proposed test statistic as well as estimates of necessary
parameters. Based on this, we present a procedure to calculate the p-value of the proposed
test. The type 1 error rate and the power of the test is investigated by means of computer

simulations in the R environment.

Keywords: Clinical trials, Generalized Behrens-Fisher hypothesis, Multi-sample

comparison, Multivariate tests, Nonparametric statistics, Rank-based tests
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Uvod

Predtym, ako je nejaky novy liek, vakcina, ¢i ind forma liecby schvalend na pouzitie, musi
prejst tzv. klinickymi Stidiami. Klinické stiudie st experimenty, ¢i pozorovania robené v
klinickom vyskume, ktoré maji dva ciele. Prvym cielom je zistit ti¢innost (efficacy) danej
liecby, teda ¢i je dané liecba dostatocne dobra a druhym je zistit jej bezpecnost (safety).
Udinnost aj bezpecnost lie¢hby stt vyhodnocované relativne k tomu, aké iné sposoby lie¢hy
st k dispozicii alebo aka je vaznost danej choroby ¢i stavu, pricom jej vyhody musia
vzdy prevazit jej mozné rizikd. Statistika hra velmi vyznamnt rolu pri vyhodnocovani
spominanej uc¢innosti liecby. Vyuzitie statistickych metéd v klinickych stiudidch umoznuje
vyskumnikom vyvodzovat zo zozbieranych dat zmysluplné zavery na zdklade ktorych sa
mozu rozhodnit v pripade nejednoznacnosti.

Uéinnost sa v klinickych §tadidch meria zvy¢ajne na zdklade vacsicho po¢tu charakte-
ristik. Statistické met6dy pouzivané v tejto oblasti preto mozno rozdelit na dve skupiny;
na jednorozmerné testy a na viacrozmerné (globalne) testy. V pripade jednorozmernych
testov sa posudi uc¢innost pre kazdu jednu charakteristiku zvlast a o celkovej tc¢innosti
liecby sa rozhodne napr. pomocou pouzitia Bonferroni korekcie. V pripade viacrozmer-
nych testov mozno vyhodnotit celkovi uc¢innost liecby okamzite. Medzi bezne pouzivané
viacrozmerné metédy v tejto oblasti patria parametrické metédy odvodené za predpo-
kladu normality ako viacrozmernd ANOVA (MANOVA) alebo Hotellingov T? test. My sa
budeme v nasej praci zaoberat vyhradne neparametrickymi viacrozmernymi metédami.
Pojde o rankové testy, ktoré o tc¢innosti liecby rozhoduju na zaklade testovania zovse-
obecnenej Behrens-Fisher hypotézy. Konkrétne sa budeme venovat tzv. rank-sum-type
testom (O’Brien [4], Huang et al. [1]), Tina. testu (Liu et al. [3]) a Teprax testu (Zhang et
al. [6]). Vsetky tieto met6dy vyhodnocuji tc¢innost na zéklade porovnania nameranych
charakteristik vyhradne dvoch spdsobov liecby (siborov). V klinickych studidch je bezna
clusterova (zhlukova) struktira meranych charakteristik, kde takéto zhluky predstavuji
skupiny vzajomne podobnych charakteristik. Poslednym z vyssie uvedenych testov je ak-
tualny test z minulého roka, ktory vhodnym spésobom prihliada na takéto clusterovanie.
Teoretické poznatky tykajice sa tychto metdéd budeme cerpat najméa z povodnych ¢lankov
11, 13], 4] a [6].

Cielom nasej prace je skumat vyhody a nevyhody vyssie uvedenych viacrozmernych



rankovych testov a na zaklade ziskanych poznatkov navrhnit zovseobecnenie spominaného
T.ymax testu pre pripad porovnania viacerych suborov. Chceme odvodit asymptotické
vlastnosti takto zovseobecneného testu, na zaklade ktorych budeme moct skimat jeho

kvalitu pomocou pocitacovych simuldcii v prostredi R [5].



1 Metdédy na porovnanie dvoch siborov

V tejto kapitole sa budeme venovat metédam sliziacim na testovanie odlisSnosti polohy
dvoch siborov z viacrozmernych rozdeleni. P6jde o testy z oblasti neparametrickej sta-
tistiky, ktoré namiesto pévodnych dat pracujui len s ich usporiadanim - rankami. Najskor
opiseme konkrétne akym testovanim sa budeme zaoberat, uvedieme zakladné oznacenia a
testovi hypotézu, za ktorej platnosti boli vsetky sledované metody odvodené. Konkrétne
pojde o nasledovné metddy: tzv. rank-sum-type testy (O’Brien [4], Huang et al. [1]), Thnaz
test (Liu et al. [3]) a napokon T.prax test (Zhang et al. [6]). Autori tychto metéd na seba
navzajom nadvazovali, pricom kazda z novsich metdéd bola vzdy v istom zmysle vylepse-
nou verziou tej predoslej. Preto budua spominané testy uvedené v chronologickom poradi
tak, ako sa vyvijali, pricom na tento vyvoj neskor nadviazeme v praktickej casti nasej
prace. Pri kazdej zo spominanych met6d uvedieme motivaciu jej vzniku, definiciu prislus-
nej testovej statistiky, odvodené teoretické asymptotické vlastnosti a prakticky vypocet
p-value, pricom Cerpat budeme najmé z prislusnych ¢lankov [1], [3], [4] a [6]. Tieto infor-
macie doplnime o vlastné dodatky, vysvetlenia a ilustracie fungovania resp. nefungovania

kazdej met6dy pomocou pocitacovych simulacii v prostredi R [5].

1.1 Testovanie odlisnosti polohy dvoch stiborov, zovseobecnena

Behrens-Fisher hypotéza

Ako sa aj v [4] spomina, v praxi sa Casto vedd klinické Stidie za tcelom ohodnotenia
relativnych uc¢innosti dvoch alebo viacerych sposobov liecby. Tato uc¢innost sa zvycajne
meria pomocou viacerych charakteristik. Jednym z moznych Statistickych pristupov je po-
uzit jednorozmerné metody, ktorymi sa posudi kazd4 jedna charakteristika zvlast. Takyto
pristup moze byt uzitocny, no c¢asto je potrebné urobit aj jedno celkové statistické vyhod-
notenie toho, ¢i je danéd testovand liecba tc¢innd, alebo nie. Dévodom potreby takéhoto
testovania moze byt napriklad nizky pocet dat, ktoré mame k dispozicii. Ma teda prak-
ticky vyznam sa takymto simultdnnym viacrozmernym porovnanim zaoberat. V dalSom
budeme cerpat z [3] a [6], pricom zjednotime pouzité znacenie.

Uvazujme teda porovnanie m spojite meranych endpointov (endpoints, outcomes).

Majme dve oSetrenia (treatments), pricom nech X = (Xj,... ,Xm)T oznacuje endpointy
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prvého osetrenia anech Y = (Y7,.. ., Ym)T oznacuje endpointy druhého oSetrenia. Nech sa
X a Y riadia pravdepodobnostnymi rozdeleniami s distribuénymi funkciami F' : R™ — R

a G :R™ — R v tomto poradi. Plati teda

F(tl,,tm):P<X1§t1,,Xm§tm) a
Gty ..., tm) = P(Y1 <ty,.... Y, <tn).
Dalej nech k jednotlivim endpointom X} a Y;, prislichaji marginalne distribuéné funkecie
F,:R— R, resp. Gy : R — R, kde k =1,...,m. Plati teda
Fi(t)=P(Xx <t) a
Gk(t):P(YkSt), k‘:l,...,m.

Pre kazdy endpoint teraz definujme

Takto definovany parameter 6, sa nazyva relativny efekt osetrenia Y vzhladom k osetreniu
X pre k-ty endpoint. Nulovi hypotézu, ktori budeme dalej v tejto kapitole uvazovat,

potom zvolime nasledovne:
Hy:0,=0, k=1,...,m. (2)

Tato hypotéza sa casto oznacuje ako zovseobecnena alebo neparametricka Behrens-Fisher
hypotéza. V pripade spojite meranych endpointov sa nulova hypotéza z (2) dd4 pomocou

definicie (1) parametra 6; jednoducho prepisat na tvar
1
HO:P(Xk<Yk):P(Xk>Yk):§, k=1,...,m. (3)

Najma z tohto tvaru je vidno, ze zamietnutie nulovej hypotézy H, naznacuje odlisnost
medzi osetreniami v aspon jednom endpointe. A naopak jej nezamietnutie znaci, ze medzi
oSetreniami v istom zmysle ziaden signifikantny rozdiel nie je. Treba ale poznamenat, ze
aj za platnosti tejto hypotézy, moze stale platit odlisnost distribucii F' # G.

Uvazujme teraz uz vyssie nacrtnuty problém klinickych studii. Nech X predstavuje
skupinu pacientov s istym ochorenim lie¢enym danou metédou (treatment group 1). Nech
Y predstavuje skupinu inych pacientov s tym istym ochorenim, ktor{ sa liec¢ia za pomoci

odlisnej metddy (treatment group 2). Jednotlivé endpointy nech vyjadruji charakteristiky,
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na zaklade ktorych mozno ti¢innost danej liecby kvantifikovaf. Pri testovani rovnosti, resp.
odlisnosti i¢innosti dvoch skiimanych sposobov liecby mozno pouzit prave zovseobecnent
Behrens-Fisher hypotézu (2) (resp. (3)). Zamietnutie nulovej hypotézy Hy hovori o odlis-
nosti spominanych uc¢innosti, kedze sa skupiny v aspon jednej charakteristike signifikantne
lisia. Inak st obe metddy liecby rovnako uc¢inné.

Inym prikladom testovania, pri ktorom je vhodné uvazovat hypotézu (2), st tzv. case-
control studie. Nech X teraz predstavuje skupinu pacientov s danym ochorenim (treatment
group) a Y nech predstavuje skupinu Iudi bez tohto ochorenia (control group). Endpointy
nech teraz vyjadruju charakteristiky, ktorych hodnoty by sa mohli z dévodu ochorenia
menit. Zaujima nas, ¢i sa v danych charakteristikach skupina pacientov X a skupina
zdravych Tudi Y skutocne lisia. Zamietnutie hypotézy (2) (resp. (3)) ndm opét nazna-
cuje odlisnost skupin, ked hodnota aspon jednej charakteristiky X, je v istom zmysle
vicsia/mensia ako prislusna hodnota charakteristiky Y. Naopak pri nezamietnuti nulovej
hypotézy H, rozdiely medzi pacientami a zdravymi [udmi nerozpoznavame, a teda dané
charakteristiky so sledovanym ochorenim pravdepodobne nestvisia.

Teraz uvedieme zakladné oznacenia, ktoré budeme dalej pouzivat v ramci celej kapi-
toly, pricom vychddzat budeme z ¢lankov [3] a [6]. Nadalej uvazujme porovnanie dvoch
osetreni X a Y s m endpointami, distribué¢nymi funkciami F' a GG, a marginalnymi distri-
buénymi funkciami Fj a G, k = 1,...,m. Nech n, zna¢i pocet subjektov s osetrenim X a
nech n, znaci pocet subjektov s oSetrenim Y. Taktiez oznacme NN celkovy pocet subjektov,
ktoré uvazujeme, teda N = n, + n,. Ozna¢me teraz x;, pozorovanie k-teho endpointu na
1-tom subjekte s oSetrenim X, i =1,...,n,, k = 1,...,m. Podobne ozna¢me vy, pozo-
rovanie k-teho endpointu na [-tom subjekte s osetrenim Y, { =1,...,n,, k =1,...,m.
Predpokladajme, ze vektory (x;, ... Tim) ', i =1,...,ng, st nezévislé a taktiez, ze vek-
tory (yp, - - ,ylm)T, [l =1,...,n,, st nezavislé. V ramci k-teho endpointu spojime obe
osetrenia X a Y, a vSetkych N dostupnych pozorovani iy, ..., Tn,k, Y1k, - - - Yn,k ZOTa-
dime. Ozna¢me R, a R, ranky pozorovani x;;, a y, v tomto poradi. V pripade rovnosti
viacerych pozorovani sa za ich rank R, resp. Ry, zoberie priemer rankov ktoré by do-
stali, keby medzi nimi ,velmi tesne“ rovnost nenastala. Pre obe osetrenia X a Y este

oznacme priemerné ranky v k-tom endpointe cez vsetky subjekty s danym osetrenim ako

12



R}, resp. Ry.k, teda
_ 1 2=

Z Rmk a

nmzl

yk— ZRylk‘) :1,...,m.

yll

(4)

Pomocou takto zvolenych priemernych rankov R,.; a Ry.k budeme vediet zostrojit konzis-
tentny odhad parametrov 6y z (1). Teraz budi nasledovat dve pomocné lemy, na zaklade
ktorych potom tento fakt dokazeme vo vete 1.3. Prvi lemu, ktord popisuje znamy vztah

platiaci pre ranky, uvadzame bez dokazu.

Lema 1.1. Majme k dispozicii nahodny vyber Uy, ..., U, rozsahu n pochddzajici z lubo-
volného jednorozmerného pravdepodobnostného rozdelenia. Nech R; oznacuje rank prisii-
chajiici i-tej realizicii U;, i = 1,...,n. Oznaéme RS tz. centrovany rank prislichajici
i-tej realizdcii U;, definovany vztahom

RC—pg, "1
7 (2 2 )

1=1,...,n.
Pre centrovany rank RS potom platz’ vztah

ngnU U, i=1,...,n.

] 1

Pripadne pre povodny rank R; potom plati nasledovné:

1 1
Ri = §ngn(UZ — U]) —f—n;_,
7=1

i=1,...,n. (5)
Rovnost (5) ndm dava navod, ako mozno ranky spatne vyjadrit pomocou poévodnych
dat. Tento prechodny vztah sa ukazuje byt vSeobecne pri praci s rankami velmi uzitoc¢ny.

My ho teraz pouzijeme vo vlastnom dokaze nasledujicej pomocnej lemy, ktora popisuje

vztah uvedeny v ¢lanku [3].

Lema 1.2. UvazZujme porovnanie dvoch osetreni X a 'Y s m endpointami a prislusnym
znacenim zavedenym v tejto kapitole. Pre rozdiel priemernych rankov Ry.k a Ry, v k-tom

endpointe osetreni X a'Y potom plati vztah

Z Z (I{fﬂzk<y1k} I{zz‘k>ylk}) , k=1,...,m, (6)

2”%”2/ i=11=1

Ry — R

kde Iz, <yny @ Lzy>y,y SU indikdtory, teda

1 ak 2y < Yk, 1 ak x>y,
I{Iik<ylk} = a I{$ik>yzk} =

0 inak, 0 inak.

13



Dékaz. Nech k € {1,...,m} je pevné. Ranky Rk, - - . , Ren,k prislichajice pozorovaniam

Tk, -« - Tn,k k-teho endpointu v osetreni X moézeme podla vztahu (5) z lemy 1.1 vyjadrit
nasledovne:
1 &= 1 N+1 .
Ry = 3 > sgn (@ — zpg) + §ngn (Tt — yix) + 5 = L. ng.
i'=1 =1

Dosadenim tohto tvaru R,;, do rovnosti v (4) moéZzeme pre priemerny rank v k-tom end-

pointe R, pisat’

Ng Ng Ng Ny 1 Ny N + 1
Z Z sgn (Tix — Tirk) Z Z sgn (g — yix) + — ) ———
nx i=114'=1 Nz =1 =1 Nz =1 2

7 dovodu neparnosti funkcie signum je prva dvojita suma rovna 0, a teda dostavame

Bz Ty N+1
an ;;sgn Tik — Yik) + ——— 5

Analogicky pre priemerny rank v k-tom endpointe Ry.k oSetrenia Y dostavame

o N+1
LSS sen (- Tik) + =5
2ny =15

Teraz uz iba vyjadrime rozdiel dvoch ziskanych Vyrazov pre f{y.k a Ry, teda pocitame

_ ng Ny ng Ny
Ryr — Rer = — Zngn Yik — Tik) Z ngﬂ Tik — Yik) =
nyz 11=1 Nz 32114
ng Ny ng Ny
Zngn Ytk — Tik) ZZSgn Yk — Ti) =

2ny 513 N 21121
ny

Ny + Ny Z’” Z
= sSgn ka - Izk)
2”96”1; i=11=1

ng Ty

Z Z (I{$zk<y1k} ]{Iik>y1k}> ’

Q”x”y i=1 =1

pricom druhd rovnost opat vyplyva z neparnosti funkcie signum. O

Teraz uz bude nasledovaft veta popisujica konzistentny odhad parametrov 6 defino-

vanych vztahom (1). Tento odhad je uvedeny napr. v éldnku [6], pricom dopliiame vlastny

dokaz.

Veta 1.3. Uvazujme porovnanie dvoch osetreni X a Y s m endpointami a prislusnym

znacenim zavedenym v tejto kapitole. Potom odhad 6, definovany vztahom

é\k:;(éy-k_éx-k>a k‘zl,...,m, (7)

je nevychyleny odhad parametra 0y, teda plati
E(gk)zﬁk, k:zl,...,m.
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Dékaz. Nech k € {1,...,m} je pevné. Za rozdiel R, — R, v (7) dosadime podla odvo-
deného vztahu (6) z lemy 1.2 a pocitame stredni hodnotu nasledovne.

E6,) = JQVE (Ryk = o) =

) N ng Ny
= NE ( Z Z (I{xik<yzk} - I{Iik>yzk})> =
=F

2nany =15

1 ng Ny 1 nge Ny
( ZZI{Iik<yzk}> - E< ZZI{%/@XM}) =

NNy =1 121 NaMy 327 121

]

V désledku vety 1.3 mozno teda o platnosti nulovej hypotézy Hy z (2) zmysluplne
rozhodniif na zaklade odhadov 6, podla (7), resp. samotnych rozdielov ]_%y.k — R,.1. Hod-
noty odhadov 0), blizke 1 alebo —1 (resp. vyrazne nenulové hodnoty rozdielov Ry.k —R,1)
naznacuju neplatnost hypotézy Hy, kedze skutocné hodnoty 6, v takom pripade nulové
pravdepodobne nebudii. Naopak odhady 6, (vesp. rozdiely R, — R,.) blizke 0 hovoria
v prospech platnosti hypotézy Hj, kedy by skutoéné hodnoty 6; mohli byt rovné 0. Pri
testovani odlisnosti dvoch oSetreni, pokial uvazujeme zovseobecnenii Behrens-Fisher hy-
potézu, budi mat teda odhady 0, vyznamnua tlohu. Pri popisovani konstrukcie metod
v nasledujuicich podkapitolach ndm bude stacif uvazovat samotné rozdiely Ry.k — Ry,

kedze obsahuju rovnaké mnozstvo informécie. Preto si pre budtice potreby ozna¢me vektor

rozdielov E’y.k — Rx.k, k=1,...,m, nasledovne.
Zl Ry.l - Ra:~1
Zm Ry-m - Rz m

Takto zvoleny vektor Z bude tvorit jadro kazdej metdédy v ramci tejto kapitoly, pricom na
kazdi z metéd sa bude dat pozerat ako na funkciu zloziek tohto vektora. Ulohou jednot-
livy’ch metod bude v istom zmysle efektivne vyuzit informéciu obsiahnutt vo vektore Z a
v konectnom dosledku poskytnit informaciu o platnosti/neplatnosti testovanej hypotézy

vo forme vyslednej p-value.
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1.2 Rank-sum-type testy

V tejto casti sa pozrieme na historicky najstarsie zo sledovanych metéd; tzv. rank-sum-
type testy. Tieto testy navrhol O’Brien v roku 1984 vo svojom ¢lanku [4]. Na tento ¢lanok
neskor nadviazali Huang et al. v ¢lanku [1] z roku 2005, kde uverejnili vSeobecnejsie
pouzitelnti modifikaciu tychto testov. Poznatky budeme cerpat najma z tychto pévodnych
¢lankov [1] a [4]. Priddme vlastné vysvetlenia, postrehy a vysledky simuldcii, ktorymi
ilustrujeme fungovanie spominanych testov na jednoduchych datach.

O’Brien sa vo svojom ¢lanku venoval niekolkym metédam sliziacich na porovnavanie
skupin s viacerymi endpointami, s vyuzitim najmé v uz spominanych klinickych studiach.
Speciélne pre pripad dvoch oSetreni navrhol nasledovni neparametrick metédu. Uvazuj-
me porovnanie dvoch osetreni X a Y s m endpointami a prislusnym znacenim zavedenym
v tejto kapitole. Dalej definujme celkovy rank i-teho subjektu s oSetrenim X a celkovy
rank [-tého subjektu s osetrenim Y ako sumu ich rankov cez vSetkych m endpointov, a
oznac¢me ich R,;., resp. Ry, teda

m

sz:Zszka 7::1,...,”3;, a
k=1
m

Ryl. = ZRylky [ = 1,...,ny.
k=1

Na takto definované celkové ranky Rg1., ..., Rep,. a Ry, ..., Ry, teraz aplikujme jedno-
rozmerny dvojvyberovy t-test. V pripade predpokladu rovnosti disperzii vyberov pouzi-
jeme bezny Studentov t-test a dostavame jednu testovi statistiku, ozna¢me ju 7). Pokial
tento predpoklad neuvazujeme a pouzijeme Welchov ¢-test, dostavame druhu statistiku,
ozna¢me ju Ty. Tvary vyslednych Statistik st uvedené napr. v ¢lanku [1]. Testovi Statistiku

T1 mozno zapisat ako

R,. — R,.
L ©)
Ny Ny
a obdobne pre testovu Statistiku T5:
R, - R
T, = e (10)
L + Y
N Ny
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kde

_ 1 2=

Rx :E;Rma

_ 1 v

i, :7ZRyl7
Y i=1

Pokial pri testovani uvazujeme viac obmedzujicu hypotézu H{j o rovnosti distribtcii oset-
reni X a Y, teda

H):F =G,
¢o je Specialny pripad zovseobecnenej Behrens-Fisher hypotézy Hy z (2), tak sa obe Sta-
tistiky T a T, riadia priblizne Studentovym t-rozdelenim. Nech df; a df; oznacuju pocty
stupnov volnosti t-rozdelenia Statistiky 7; resp. Ty. Potom, ako sa aj napr. v [1] uvadza,

pre df; plati

dfy = N — 2 (11)
a dfy mozno zapisat ako
-1
¢ -9
dfy = 12
f2 <nx—1+ny—1 ’ (12)
kde o
(=% rr

Teda pri testovani pomocou Statistiky 7;, j = 1,2, definovanej podla (9), resp. (10),
hypotézu H zamietame na hladine vyznamnosti o pokial |Tj| > tgr; a/2, kde tas; o/2 je
(1 — %) kvantil ¢-rozdelenia s df; stupniami volnosti. Teraz bude nasledovat veta opisujtca
asymptotické rozdelenie testovych statistik 77 a T, za platnosti vSeobecnejsej nulovej
hypotézy Hy z (2). Toto rozdelenie odvodili Huang et al. az neskor v ich ¢lanku [1]. Vetu

uvadzame bez dokazu. Ten je mozné najst aj so samotnou vetou v [1].

Veta 1.4. Nech (n;/n,) — X ked N — oo pre nejaki konecni konstantu 0 < A <

+o00. Potom, za platnosti hypotézy (2), obe statistiky Ty a Ty definované podla (9) a (10)
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konverguji v distribicii k normalnemu rozdeleniu so strednou hodnotou 0 a disperziami

hi, resp. hy, ked N — oo. Disperzie hy, hy su dané vztahmi

Z (1 + /\)2 (ak1k2 + bk1k2)‘>
hl - L )

(13)

hgz )

kde

Vysledkami tejto vety poukézali Huang et al. na nedokonalost navrhnutych testov
O’Briena. D4 sa ukdzat, ze disperzie hy a hy dané (13) st obe rovné 1, pokial plati rov-
nost distribtcii F' = G. Pokial teda uvazujeme prisnejsiu hypotézu H) : F' = G, obe
statistiky 77, Ty sa asymptoticky riadia Standardnym normélnym rozdelenim N (0, 1). D6-
sledkom toho dokazu prislusné testy udrzat pravdepodobnost chyby 1. druhu na pozado-
vanej irovni, ako je blizsie odévodnené v [1]. Avsak pre vSeobecné distribiicie F' # G mame
hy # 1 a hy # 1, a teda statistiky 77, T5 budi mat sice asymptoticky normélne rozdelenie,
ale s nekonstantnymi disperziami. A kedZze za platnosti zovseobecnenej Behrens-Fisher hy-
potézy Hy z (2) rovnost distribiicii vSeobecne neplati, pouzitie testovych statistik 77 a Ty
na testovanie tejto hypotézy moéze mat za néasledok vyrazné zvicSenie pravdepodobnosti
chyby 1. druhu vyslednych testov.

Toto pozorovanie motivovalo Huanga et al. navrhnit dpravy povodnych sStatistik 77,
T, tak, aby aj v pripade roznych distribtcii F' # G mali testy pravdepodobnost chyby
1. druhu pod kontrolou, a teda boli vhodné aj na testovanie nulovej hypotézy Hy z (2).
Povodné statistiky navrhli vo svojom ¢lanku [1] upravit priamo na zdklade vysledkov

vety 1.4 doplnenim konzistentnych odhadov disperzii h; a he z (13) do ich menovatelov.
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Oznacme T}, a T}, upravené verzie statistik 17 a Ts. Testovu Statistiku T},; potom mdzeme

zapisat ako

R, — R..

T =—F% —— (14)
oy (s +55)
a analogicky pre testovu statistiku T},
R,. — R,.
The = Y (15)

~ A 52 ’
ha (4 5)

kde }\Lj je konzistentny odhad disperzie h;, j = 1,2, danej vztahom (13) pri vSeobecnych F'
a (. Treba poznamenat, ze pri testovani pomocou tychto upravenych statistik zamietame
nulovi hypotézu Hy z (2) rovnako ako v pripade pévodnych statistik, teda za pouzitia
kvantilov t-rozdelenia s rovnakymi po¢tami stupnov volnosti df; a dfy danymi (11) a (12).
Konzistentné odhady hy a hy pouzité v (14) a (15) st v [1] odvodené pomocou empirickych

odhadov pre F' a GG nasledovne. Oznac¢me

o Ry (w;,) rank x v rdmci {Ti, Y1k, - - - Ynyk )
o R.(zy) rank zy v rdmci {1, ..., Tk},
o R, (yi) rank yy, v rdmci {yg, T1k, - - -, Tnyk} &

o R, (yu) rank y; v rdmci {yix, .- . Yn,k}-

Dalej nech A;, Ay st dve n, X m matice a nech By, By st dve n, X m matice dané

Al = <2Ry<xzk) -2- Ny + ny§k>i1 ng’ (16)
k=1....m
AQ = <2Rx(xlk) —-1- n””)i:l ng’
k=1,..m
B, = (QRx(Z/lk) —2—ng — nl"ék)zl ey (17)
k=1, m
By, = <2Ry<ylk) —-1- nﬂ)l:l,...ﬂ@’
k=1,...m

kde 6 je konzistentny odhad parametra 6, definovany vztahom (7). Potom Ry a hy moZno

vyjadrit ako

; N2JT (AT Ay + BIBy) J
1= a
nmnyJT ((Al + AQ)T (A1 + A2) + (B1 + BQ)T (B1 + BQ)) J (18)
; N2JT (AT Ay + BT By) J
2 =

JT (ni <A1 + AQ)T (Al + AQ) + n% (Bl + BQ)T (Bl + BQ)) J’
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kde J znaci m-rozmerny vektor jednotiek. Asymptotické rozdelenie testovych statistik T},
a Ty pri volbe takto odvodenych konzistentnych odhadov hy a hs popisuje nasledujica
veta vyslovena v [1]. Uvddzame ju bez dokazu, ten je opdt mozné najst v spomenutom

¢lanku.

Veta 1.5. Nech platia predpoklady vety 1.4. Potom Statistiky Th1 a The definované podla
(14) a (15) s hy a hy dangmi vatahom (18) konwverguji v distribicii k Standardnému nor-

mdlnemu rozdeleniu, ked (ny/n,) — A, a N — oo.

Pri testovani pomocou takto upravenych statistik 7j;, T2, mame teda kontrolu nad
pravdepodobnostou chyby 1. druhu bez ohladu na to, ¢i rovnost distribucii F' = G plati,
alebo nie. Ttto situaciu ilustrujeme v nasledujucich simulaciach.

Uvazujme porovnanie dvoch osetreni X a Y s m endpointami robené pomocou testo-
vania zovseobecnenej Behrens-Fisher hypotézy Hy z (2). Specidlne majme 5-rozmerné
vektory pozorovani, teda m = 5 a normélne rozdelené data, teda X ~ Ns(p,, 2;),
aY ~ Ns(uy,Xy). Z dovodu symetrie normélneho rozdelenia sta¢i na platnost nulo-
vej hypotézy H, volba rovnakych strednych hodnot p, a p,, pre jednoduchost zvolme
te = [y = 05. Kvoli poukdzaniu na odliSnosti Statistik O’Briena a Huanga et al. z po-
hladu udrzatelnosti chyby 1. druhu sme uvazovali pripad F' = G aj F # G. Tie sme
jednoducho dosiahli volbou rovnakych resp. roznych kovarianénych matic, konkrétne sme

zvolili
o >, =, =I5, alebo
o X, =I5, 2y =415,

kde I5 je 5 x 5 identicka matica. Pre kazdy z tychto dvoch pripadov rozdeleni X a Y sme
v prostredi R [5] ndhodne generovali 5-rozmerné data pre nasledovné tri volby velkosti

osetreni ng a ny:
o n, =20, n, = 30,
e n, =80,n, =120 a

o n, = 320, n, = 480.
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Na takto generované data sme aplikovali testy pomocou testovych statistik 17, Ts, Thy,
Tha, definovanych v poradi podla (9), (10), (14) a (15), pricom sme testovali na hladine
vyznamnosti a = 0,05 a vykonanych bolo 10 000 simulacii. Ziskané odhady pravdepodob-

nosti chyby 1. druhu zaokrihlené na 3 desatinné miesta si vypisané v tabulke 1.
Tabulka 1: Pravdepodobnost chyby 1. druhu rank-sum-type testov

Yo=2y Yo F Xy
n,=20 n,=80 n,=320|n,=20 n,=80 n, =320
ny =30 mn, =120 n, =480 | n, =30 n, =120 n, =480
Ty 0,049 0,052 0,051 0,046 0,042 0,041
T, 0,050 0,052 0,051 0,061 0,059 0,059
Th1 | 0,049 0,052 0,051 0,051 0,050 0,048
The | 0,048 0,051 0,051 0,051 0,050 0,048

Ziskané vysledky su v stlade s asymptotickou tedriou, ktorti sme v predoslych cas-
tiach popisovali. V pripade rovnosti distribticii F' = G testové statistiky T; a Ty drzia
pravdepodobnost chyby 1. druhu priblizne na nomindlnej hodnote 5%. To ale neplati pri
rozdielnych distribiicidach F' # G, ako mozno vidiet pri vysledkoch statistiky 75 v tabulke
1, kde pp. chyby 1. druhu pre vSetky volby n, a n, vrastla rddovo na 6%. Pri upravenych
statistikach Ty, a Tho uz ale tento problém nenastava a pp. chyby 1. druhu st na drovni
5% bez ohladu na tvar rozdelenia druhého siboru.

Teraz sa budeme venovat sile vyssie definovanych rank-sum-type testov. Bude nas teda
zaujimat ako dobre tieto metédy zamietaji testovant nulovi hypotézu Hy z (2), pokial
neplati. Zo vztahov (9), (10), (14) a (15) definujicich testové Statistiky T4, Ty, Th1 a The
je zrejmé, ze vsetky Statistiky su principidlne rovnaké. Jadrom kazdej z nich je vyraz
(Ry.. — Rx,.), teda rozdiel priemerov celkovych rankov subjektov s osetrenim X a Y, a
odlisuju sa iba v pouzitom odhade disperzie tohto rozdielu. Je Tahké ukazat, ze vyraz

(Ry.. — Rm..> mozno prepisat na tvar

Ry-- - R:}: = i (Ryk - Rmk) = i Zk;
k=1 k=1

teda na sumu zloziek vektora Z podla (8). Pri kazdej z metéd nulovi hypotézu Hy za-

mietame na zadklade kvantilov symetrického t-rozdelenia. Chceme teda, aby v pripade
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neplatnosti Hy boli statistiky vyrazne nenulové, na ich znamienku nezalezi. Ak H, plati,
tak vsetky Zp, k = 1,...,m, st blizke 0, teda aj ich suma je pravdepodobne blizka 0
a Hy sa pravdepodobne nezamietne. Ak H, neplati tak aspon niektoré Z, by mali byt
vyrazne nenulové, avsak zamietnutie alebo nezamietnutie nulovej hypotézy bude velmi za-
visiet od ich znamienok. Ak maji vyrazne nenulové Z (resp. aspon ich vicsina) rovnaké
znamienka, ich suma (a teda aj vyslednd Statistika) bude opat vyrazne nenulova a H
sa pravdepodobne zamietne. Vysledkom by potom mali byt silné testy. V tomto pripade
na znamienkach vyrazne nenulovych Z; z dévodu symetrie t-rozdelenia samozrejme neza-
lezi. Avsak v pripade ked sa znamienka vyrazne nenulovych Z striedaju (teda niektoré
Zy < 0, iné Zy > 0), z dévodu ich s¢itovania mdzeme dostat vysledné testové statistiky

blizke 0. Inymi slovami, aj za neplatnosti Hy z (2) moze stale platit Y 6, = 0, a teda
k=1

podla vztahu (7) méoze platit to isté aj pre jadro tychto testovych statistik f Z,.. Nulovi
hypotézu Hy mozu teda testy nezamietnut aj napriek tomu, zZe jasne ne[]il:;ti. V tomto
pripade sa moéze pouzitim Statistik T4, Ts, Ty1 a Tjo stratit velké mmnozstvo informacie a
vysledné testy moézu byt velmi slabé. Sila rank-sum-type testov bude teda velmi zavisla
od charakteru neplatnosti Hy, ako to ukazeme v nasledujucich simulaciach.

Uvazujme porovnanie dvoch osSetreni X a Y s m endpointami robené pomocou tes-
tovania zovSeobecnenej Behrens-Fisher hypotézy Hy z (2). Rovnako ako pri predoslych
simulaciach zvolme m = 5 endpointov a uvazujme normalne rozdelené osSetrenia X, Y,
teda X ~ N5(pug, 2;), Y ~ N5(py, X,). Zaujima nas sila testov, data teda budeme gene-
rovat pri nesplnenej nulovej hypotéze Hy. Na to nam staci zvolit rézne stredné hodnoty
e & [ty, dovodom je opét symetria normdlneho rozdelenia. Motivovani predchadzajicim
odsekom sme sa rozhodli uvazovat dva rozne pripady dat. Strednt hodnotu p, oSetrenia
X sme v oboch pripadoch zvolili rovnak, za stredni hodnotu p, osetrenia Y sme volili

rozne vektory ,u; a ,uz. Konkrétne sme ich zvolili nasledovne:

0 0,75 1
0 1 0,1

_ 1 _ 2 _
,ux - O 9 ,uy - 0,75 9 ,uy - _1
0 0,25 0,1
0 —0,25 —0,1

Kovarianéné matice ¥,, ¥, sme pre jednoduchost zvolili v oboch pripadoch rovnaké,
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konkrétne Y, = X, = 25I5, kde I5 opat znaci 5 x 5 identickti maticu. Pre ilustraciu

charakteru tychto dvoch typov dat sme na obrazku 1 znézornili priemerné hodnoty zloziek

vektora Z z (8) ziskané z 10 000 simulacii pre volby velkosti osetreni n, = 320 a n, = 480.

Z1

Z2

30
|

20

10

Z3

Z4

-10

z5

(a) Rozdelenie Y so strednou hodnotou 4,

40

20

-20

-40

Z1

Z2 Z4

Z3

z5

(b) Rozdelenie Y so strednou hodnotou 4,

Obr. 1: Priemerné hodnoty zloziek vektora Z ziskané z 10 000 simulacii pre dva rozne pripady

normalnych rozdeleni oSetreni X, Y a pri volbe n, = 320, n, = 480.

Pre kazdy z tychto dvoch pripadov rozdeleni X a Y sme v prostredi R [5] ndhodne ge-

nerovali 5-rozmerné data pre rovnaké tri volby velkosti osetreni n, a n, ako pri predoslych

simulaciach. Na takto generované data sme aplikovali testy pomocou testovych statistik

Ty, To, Thi, The, definovanych v poradi podla (9), (10), (14) a (15), pricom sme opéf tes-

tovali na hladine vyznamnosti a = 0,05 a vykonanych bolo 10 000 simulacii. Ziskané sily

testov zaokrihlené na 3 desatinné miesta st vypisané v tabulke 2.

Tabulka 2: Sila rank-sum-type testov

Hy Iy
n,=20 n,=80 n,=320|n,=20 n,=80 n, =320
ny, =30 n, =120 n, =480 | n, =30 n, =120 n, =480
Ty 0,112 0,326 0,851 0,049 0,049 0,048
T 0,112 0,327 0,851 0,049 0,050 0,048
Th | 0,112 0,327 0,851 0,050 0,050 0,048
The | 0,110 0,327 0,851 0,049 0,050 0,048

7 vysledkov si ako prvé mozeme vsimnut takmer totozné ziskané sily pre kazdy zo

sledovanych testov. To je v siilade s tedriou, pretoze statistiky O’Briena T}, Ts a statistiky
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Huanga et al. Tj,1, Tjo st asymptoticky rovnaké, kedze plati ?Ll ~h =1a B2 ~ hy = 1. Co
sa tyka sily testov pre jednotlivé pripady dat si vysledky presne také ako by sme ocakavali.
7 obrazku 1 vidime, ze volba ,ull/ ako strednej hodnoty osetrenia Y ma za nasledok data
vyhovujice rank-sum-type testom. Vyrazne nenulové priemery zloziek 71, Zs a Z3 maju
vsetky kladné znamienko. Vysledné statistiky boli teda casto vyrazne nenulové a testy
nulovi hypotézu Hj relativne Casto zamietali. S rasticim poc¢tom dat n,, n, vysledné
sily testov primerane rastli, pricom pri poctoch n, = 320, n, = 480 dosiahli sily testov
uroven az 85%. V tomto pripade teda rank-sum-type testy dokazali v ddtach identifikovat
signifikantné odlisnosti osetreni X a Y. V pripade volby 1“32; ako strednej hodnoty Y tomu
uz tak ale nebolo. Z obrazku 1 vidime, ze jediné vyrazne nenulové Z; a Z3 maji opacné
znamienka a navyse v absolitnej hodnote velmi podobné hodnoty. Vysledné sStatistiky
boli teda casto blizke 0 a testy nulovi hypotézu zamietali iba v priblizne 5% pripadov, a
to pre vsetky pocty n,, n,. V tomto pripade rank-sum-type testy nedokazali identifikovat
rozdiely medzi oSetreniami X a Y, aj napriek tomu, ze boli v datach pritomné. Tento
vyrazny nedostatok rank-sum-type testov viedol k vzniku metdédy, ktorou sa budeme

zaoberat v nasledujicej podkapitole.

1.3 T,,.: test

V tejto casti sa budeme venovat T),,, testu, ktory navrhli Liu et al. v roku 2010 v ¢lanku
[3]. Uvedieme definiciu samotnej testovej statistiky 7},q., SpOsob, akym sa pri tejto metdde
prakticky pocita p-value, a taktiez dokazané asymptotické vlastnosti. K tymto poznatkom,
ktoré budeme ¢erpat najmé zo samotného ¢lanku [3], opat priddvame vlastné dodatky a
ilustraciu praktického fungovania testu na zaklade vysledkov vlastnych simulédcii.
Motivovani nedostatkom rank-sum-type testov popisanym na konci predchadzajicej
podkapitoly, Liu et al. vo svojom ¢lanku navrhli jednoduchy test, ktory dava uspokojivé
vysledky bez ohladu na znamienka rozdielov Ry.k — Ry Uvazujme porovnanie dvoch
oSetreni X a Y s m endpointami robené pomocou testovania zovseobecnenej Behrens-
Fisher hypotézy Hy z (2) a prislusné znacenie zavedené v tejto kapitole. Testova Statistika

Tonaz, uvedend v ¢lanku [3], mé& potom tvar

Tmax = Inax ! (‘Ryk - ka

ke{l,...m

). (19)
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Na zéklade oznacenia (8) moézeme tuto testovi Statistiku zapisaf priamo ako funkciu

vektora Z nasledovne:

Tnae = ke?ll%i(m} (1Z]) = 1Z]|, (20)
kde || - [[s zna¢i maximovi normu vektora. Takto definovana testova Statistika 7T),4, 0Ci-

vidne dosahuje iba nezdporné hodnoty. Za platnosti nulovej hypotézy Hy z (2) ocakdvame
odhady pre 0y, k = 1,...,m, blizke 0. Na zaklade vztahu (7) potom plati to isté aj pre
samotné zlozky Z, a vyslednd testova statistika T,,., by teda podla (20) mala byt blizka
0 sprava. Pokial hypotéza H, neplati, tak aspon niektory z odhadov pre 6, ocakavame
vyrazne nenulovy. V takom pripade bude aspon jedna zo zloziek Zj; vektora Z vyrazne
nenulova (¢i uz Zy < 0, alebo Z; > 0) a vysledna testova statistika T, by teda podla
(20) mala byt vyrazne kladnd. Preto pdjde o test, ktory nulovi hypotézu Hy z (2) zamieta,
ak plati Tyuue > Craz, pre nejaka kriticktt hodnotu ¢,,., > 0. Na rozdiel od rank-sum-type
testov z predoslej podkapitoly, T},.. test pracuje s absolitnymi hodnotami zloziek vektora
7. Pokial data vykazuji neplatnost nulovej hypotézy Hy, Ty test tento fakt zaregistruje,
a to bez ohladu na znamienka zloZiek Z; (teda rozdielov ]_%y.k — R$,k). D4 sa teda ocakavat
uspokojiva sila testu pre lubovolny charakter neplatnosti Hy.

Prejdime teraz k sposobu vypoctu p-value pri T),,, teste. Nech ¢ > 0 znaci hodnotu

nameranej testovej statistiky. Na zdklade vztahu (20) plati
Pyy (Thae > t) =1 = Py (Thpae <t) =1— P, (|| Z]|ec <),
¢o mdzeme prepisat na nasledovny vztah uvedeny v ¢lanku [3]
Puy (Thar >t) =1 — Py, (|Z1] < t,...,|Zn| <t). (21)

Vyuzitim faktu, Ze testova statistika 7),,., je vlastne vektorova norma, mézeme v pripade
tohto testu p-value pocitat ako mnohorozmerny integral hustoty vektora Z z (8). Kedze
ide konkrétne o maximovi normu, integrac¢nou oblastou je m-rozmernd kocka centrovana
v bode 0,, s hranami dizky 2¢ a rovnobeznymi so stiradnicovymi osami. V dosledku vztahu
(21) ndm na vypocet p-value staci poznat rozdelenie vektora Z, a teda rozdelenie samotnej
testovej Statistiky 7T vObec nepotrebujeme. Rozdelenie vektora Z z (8) za platnosti
nulovej hypotézy Hy z (2) opisuje v [3] nasledujica veta. Uvddzame ju bez ddkazu, ten

mozno najst v prilohe spominaného ¢lanku.
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Veta 1.6. Za platnosti nulovej hypotézy Hy z (2) sa vektor Z dany vztahom (8) asympto-
ticky riadi viacrozmernym normdlnym rozdelenim so strednou hodnotou 0,, a korelacnou

maticou A = (Pkiky) s Pre min{ng, n,} — 00, a ns A 0 <A< oo, kde

B Ay oy + ADky 1y
Pkiks = )
\/(a’klkl + )\bk'lkl) (ak2k2 + Akakz)

QA1 ky = COV (le (Xkl) 7Gk2 (sz))?
bk1k2 = Cov (Flﬁ (Y}ﬁ) 7F/€2 (Ykz) )7

pre vsetky kv =1,....m, ko =1,...,m.

Pozndmka: V prilohe ¢ldnku [3] st v rdmci dokazu vety 1.6 za platnosti nulovej hypotézy
Hy z (2) odvodené aj disperzie zloziek Zj, vektora Z daného vztahom (8). Preskdlovanim
asymptotickej korelacnej matice A odmocninami z tychto disperzii vieme teda pre vektor

Z za platnosti Hy ziskat aj asymptoticka kovarianéni maticu.

Ako sa aj v ¢lanku [3] spomina, odhady nezndmych kovariancii ay,,, bg,k, odvodili
uz Huang et al. v ich ¢lanku [1] nasledovne. Uvazujme pomocné matice A; a B; defino-
vané vztahmi (16), (17) v predchadzajicej podkapitole. Konzistentné odhady @, iy, Dy,

kovariancii ag,k,, bg,k, potom mozno v maticovej podobe vyjadrif ako

1
~ T
(aklb)kl:l,“.,m = 4 2A1 Al a
5 1
T
(bk1k2)k1=1,...,m = An2 Bl B;.
ko=1,....m n:vny

Na zéklade vysledkov vety 1.6 s dosadenymi konzistentnymi odhadmi @y, s,, bpr, podla
(22) a vyuzitim vztahu (21), budeme teraz skimaft silu 75,4, testu z (19) v nasledujicich
simuléciach.

Uvazujme porovnanie dvoch osetreni X a Y s m endpointami robené pomocou tes-
tovania zovseobecnenej Behrens-Fisher hypotézy Hy z (2). Kvoli poukazaniu na odolnost
Tnaz testu voci striedajicim sa znamienkam rozdielov Ry.k — R,B.k, uvazujme druhy pripad
volby 5-rozmernych normalnych rozdeleni X, Y, ktory sme uviedli na strane 23 pri simu-
laciach sily tam spominanych rank-sum-type testov. Charakter tychto dat bol ilustrovany
pomocou priemernych hodnét zloziek vektora Z z (8) na obrazku 1 (b). Pre tuto volbu

rozdelenia X a Y sme v prostredi R [5] ndhodne generovali 5-rozmerné déta pre rovnaké
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tri volby velkosti osetreni n, a n, ako pri predoslych simulacidch. Na takto generované
data sme aplikovali test pomocou 7}, definovanej podla vztahu (19) s vypoctom p-value
podla (21). Opét sme testovali na hladine vyznamnosti o« = 0,05 a vykonanych bolo 10
000 simulécii. Ziskané sily testu, zaokruihlené na 3 desatinné miesta, vysli pre jednotlivé

volby poctov dat n,, n, nasledovne:
e 0,088, pri volbe n, = 20, n, = 30,
e 0,234, pri volbe n, = 80, n, = 120 a
e 0,809, pri volbe n, = 320, n, = 480.

Porovnanim tychto vysledkov s vysledkami sily rank-sum-type testov z pravej casti
tabulky 2 si mozeme hned vsimnut vyrazny rozdiel. Kym testy O’Briena a Huanga et al.
nedokéazali z dovodu roéznych znamienok rozdielov Ry.k — R,.;, neplatnost nulovej hypotézy
zaznamenat, T,,.. test hypotézu H, zamietal relativne casto. Sila T,,, testu s rasticim
poctom dat primerane narasta a pri poctoch n, = 320, n, = 480 dosiahla az takmer
81%. Z dovodu robustnejsej testovej Statistiky dokaze tento test identifikovat signifikantni
odlisnost oSetreni X a Y bez ohladu na charakter tejto odliSnosti. A preto sa T}, test

javi byt vhodnou alternativou rank-sum-type testov z predchadzajicej podkapitoly.

1.4 TCMAX test

Teraz prejdeme k poslednému testu, ktorému sa budeme v tejto kapitole venovat. Navrhli
ho Zhang et al. v roku 2019 v ich ¢ldnku [6]. Autori priamo nadvézuji na ¢lanok [3] autorov
Liu et al., pricom navrhnuty test je v istom zmysle zovseobecnenim 7,,,, testu, ktorému
sme sa venovali v predchadzajucej casti. Najskor uvedieme motivaciu k vzniku tohto
testu, definiciu samotnej testovej statistiky T.p;ax a odvodené asymptotické vlastnosti,
pricom cerpat budeme najmé z ¢lanku [6]. Opéat dopliiame vlastné postrehy, vysvetlenia
a vysledky nasich simulacii.

Ako sa v [6] pise, v mnohych aplikdcidch maji endpointy prirodzent clusterovii struk-
tiru. Tieto clustery (clusters, zhluky) predstavuji skupiny vyrazne kladne korelovanych
endpointov, v ramci ktorych endpointy preukazuju vécsie podobnosti, ako tie spomedzi
roznych clusterov. Pre endpointy v ramci jedného clustera ocakavame relativne efekty

oSetreni s rovnakymi znamienkami a podobnymi hodnotami, naopak medzi clusterami sa

27



budt relativne efekty skor lisif. Preto ak test berie tuto clusterovi struktiru do tvahy,
tak ma k dispozicii istil informéciu navyse a da sa ocakavat jeho vacsia sila. Uvazujic
spominani clusterovu struktiru endpointov teraz upravime doposial pouzivané znacenie.

Nadalej uvazujme dve osSetrenia s m endpointami. Predpokladajme, Ze tieto endpointy
mozno prirodzene zadelit do J clusterov. Nech X = (X I X ?)T oznacuje sadu cluste-
rov prvého osetrenia a nech Y = (YlT, . ,YJT>T oznacuje sadu clusterov druhého osetre-
nia. Ozna¢me m; pocet endpointov patriacich do j-teho clustera, j = 1,...,J, pricom pre

J T
celkovy pocet endpointov m plati m = >~ m;. Potom vektory X, = (le, e ,ijj) ,
=1

resp. Y; = (le, e ,ijj)T, oznacuju j-ty cluster, j = 1,...,J. Nech sa X a Y riadia
pravdepodobnostnymi rozdeleniami s distribu¢nymi funkciami F : R™ - Ra G : R™ - R
v tomto poradi. Dalej nech k jednotlivim endpointom X jk @ Y prislichaji margindlne
distribuc¢né funkcie Fj, : R — R, resp. Gj : R = R, pre j =1,...,J, k =1,...,m;.
Podobne ako predtym, pre kazdy endpoint definujme parameter 65, teda relativny efekt

oSetrenia Y vzhladom k oSetreniu X pre k-ty endpoint v j-tom clusteri nasledovne:
ij:P(Xjk<Y;'k)—P(Xjk>Y}k>, jzl,...,J,k:].,...,mj. (23)

Opat budeme uvazovat zovseobecnenti Behrens-Fisher hypotézu, teda nulovi hypotézu
H, definovanu ako

HO:ij:O, jzl,...,J,k'Zl,...,mj. (24)

Nadalej nech n,, n, znacia pocty subjektov s osetreniami X, Y a taktiez nech N = n,+n,
znaci celkovy pocet subjektov. Podobne ako v predchadzajtucich podkapitolach, nech
T, znaci pozorovanie k-teho endpointu v j-tom clusteri na i-tom subjekte s oSetre-
nim X, 7 =1,...,n,, 7 = 1,...,J, k = 1,...,m;. TaktieZ nech ¥, znaci pozorova-
nie k-teho endpointu v j-tom clusteri na [-tom subjekte s oSetrenim Y, [ = 1,...,n,,
j=1...,J,k =1,...,m;. Nadalej uvazujme predpoklad nezdvislosti vektorov pozo-
rovani, teda nech vektory (z;1,... ,a:iJmJ)T, i = 1,...,n,, s nezavislé a taktiez nech
vektory (Y1, - - - ,lemJ)T, [ =1,...,ny, s nezavislé. V ramci k-teho endpointu v j-tom
clusteri analogicky spojime obe osetrenia X a Y, a vsetkych N dostupnych pozorovani
Tjks - > Trgjhs Yljky - - - > Ynyjk z0radime. Na zdver oznaCme ranky pozorovani g a yix
ako Ryijr a Ry, v tomto poradi.

Uvazujme teda porovnanie dvoch osetreni X a Y s m endpointami zadelenymi do J
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clusterov robené pomocou testovania zovseobecnenej Behrens-Fisher hypotézy Hy z (24)
a prislusné znacenie zavedené vyssie. Definujme priemerné ranky v k-tom endpointe v

ramci j-teho clustera osetrenia X a Y ako

_ 1 e
Roji=—) Ruj a
L

L (25)
Ry-jkzizRyljka jZl,..‘,J,k?:L...,mJ'.

Ny 1=
Pomocou takto definovanych priemernych rankov vieme podla vysledkov vety 1.3 rovnako

zostrojif nevychyleny odhad HAjk parametrov 6, z (23) nasledovne:

. 2 _ .

ij:N(Ry.jk—Rx.jk), jzl,...,J,/{Z:L...,mJ'. (26)
Ako sa aj v [6] spomina, takto definovany odhad §jk je navySe aj konzistentnym odhadom
nezndmeho parametra 6¢;,. Rozdiely priemernych rankov Ry.jk — Rx.jk teda nadalej hraja
pri testovani nulovej hypotézy Hy z (24) vyznamni ulohu. Preto si tak, ako v ivode tejto

tejto kapitoly, oznaéme m-rozmerny vektor tychto rozdielov nasledovne.

Zn Ry11 — Ry
Zlm1 Ry~1m1 - Rm~1m1
7 = : = : (27)
ZJl Ry-Jl - Rz-]l
ZJmJ RmeJ - R$~JmJ
Pokial endpointy vykazuju clusterovii struktiru, tak v ramei daného clustera j € {1,...,J}
by mali mat relativne efekty 6, k = 1, ..., m;, definované vztahom (23), vSetky rovnaké

znamienka a podobné hodnoty. Na nevychyleny a konzistentny odhad tychto parametrov
méame teda rovnaké ocCakavania, preto podla vztahu (26) by malo platit to isté aj pre
samotné rozdiely E’y.jk — Rx.jk. Sc¢itovanim, resp. priemerovanim zloziek vektora Z daného
vztahom (27) v ramci jednotlivych clusterov sa teda informécia kumuluje. Z pohladu sily
testu sa preto ukaze byt vyhodné, ak test v pripade clusterovej struktiary endpointov
pracuje priamo s takymito priemermi zlozZiek Zj;. V ramci j-teho clustera preto este de-

finujme priemerné ranky cez vsetky endpointy daného clustera a cez vsetky subjekty s
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danym osetrenim X, resp. Y, ako

mj ng

Rx.j. = Z Zijk a

nl’mlk 1i=1

_ m] Ny (28)
R, = R lik s j = 1 J
T m, kz:l 12; ylj
Podla definicie (25) priemernych rankov Rm.jk a Rx.jk potom trivialne plati vztah
Rm.j. = — Z Rx]k a
1 k 1
1 29
Ry.j.:—ZRyjk, g=1...,J
mj =1

Na zdklade tohto prepisu a podla vztahu (26) potom plati, ze §j = % (Ry.j. — Rx.j.) je
nevychylenym a konzistentnym odhadom pre ;. = i Z% Ojr, 7 = , J. Pre buduce

potreby si napokon este oznac¢me vektor rozdielov prlemernych rankov Ry j-a R,. g J =

1,...,J, definovanych vztahom (28) nasledovne.
th Ry-l- - Rx 1
ze=1| + | = : (30)
Z5 Ry; — Ry

Motivovani dosledkami clusterovej struktiry endpointov popisanymi vyssie, navrhli

Zhang et al. v ich ¢lanku [6] robustnu testovu Statistiku T.pr4x definovant vztahom

Temax = max dizi ; (31)

Fe{lnd D

\/ Var R,.;. — R,.; )
kde var (Ry.j. — RM) je konzistentny odhad disperzie rozdielu Ry.j. — Rx.j., g=1,...,J.
Vyuzitim oznacenia (30) mozeme pre testovi statistiku Tip4x potom pisat
7¢

TcMAX = max — . (32)

]6{1,...,J} \7é,\r (Z;)
Tak, ako v pripade T},4. testu z predchadzajicej podkapitoly, aj testova statistika T,y 4x
dosahuje iba nezaporné hodnoty. Ako sa v [6] spomina, tento test je ekvivalentny rank-
sum-type testom Tp; z (14) resp. Tpe z (15), ak uvazujeme iba jeden cluster, teda volbu

J = 1. A pokial uvazujeme iba jeden endpoint v ramci kazdého clustera, teda volby
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m; = 1,5 =1,...,J, tak je tento test ekvivalentny T,,., testu z (19). Zo vztahu (32)
vidime, zZe testova statistika 7.y, 4x vznika vyberom v absolitnej hodnote najvéicsej zlozky
standardizovaného vektora Z¢ z (30). A kedZze tento vektor na zaklade prepisu (29) vznikd
priemerovanim zloziek Zj, vektora Z z (27) v ramci jednotlivych clusterov, tak sa na
T.amax test da aj vseobecne pozerat ako na istt kombinaciu spominanych rank-sum-type
testov Th1, resp. Tha, a Tyuae testu. Ako sme uz spominali, v pripade clusterovej struk-
tury endpointov budi maft rozdiely osetreni v endpointoch v rdmci daného clustera skor
rovnaké znamienka a podobné hodnoty, ¢o je situacia, kedy sa da naplno vyuzif sila rank-
sum-type testov plynica zo séitovania dokazov. Preto je vyhodné, Ze v ramci clusterov
pocita testova statistika T.p;4x priemery zloziek vektora Z, ¢oho vysledkom je vektor Z¢.
Naopak, medzi roznymi clusterami sa mozu v pripade clusterovej struktiry endpointov
rozdiely osetreni velmi lisif. To je situdacia, kedy je vyhodné pouzif robustny test akym je
Tonaz, aby sa scitanim ,protichodnych“ dékazov o neplatnosti Hy z (24) tato informécia
nakoniec nestratila. Preto T.pr4x test vhodne voli maximum z absoliitnych hodnot (Stan-
dardizovanych) zloziek vektora Z¢ ako findlnu testovi Statistiku. D4 sa teda ocakéavat, ze
v pripade clusterovej struktury endpointov bude maf pouzitie testovej statistiky T,.prax
danej vztahom (31), resp. (32), za nésledok velki silu testu.

Aj napriek tomu, ze testova Statistika T,.p;4x nie je z dévodu pritomnej Standardizacie
priamo maximovou normou vektora, vieme p-value pocitat v principe tak, ako sme to po-
pisovali v predchadzajucej podkapitole pre pripad T},.. testu. Opéat ide o mnohorozmerny
integral hustoty nahodného vektora cez jednoduchu oblast. Tymto vektorom je podla de-
finicie testovej Statistiky (32) J-rozmerny vektor Z¢ dany vztahom (30) a integracnou
oblastou je z dovodu standardizécie vSeobecne J-rozmerny kvader. Na vypocet p-value
nam preto staci poznat rozdelenie vektora Z¢. Toto rozdelenie spolu s potrebnymi konzis-
tentnymi odhadmi popisuji v ¢lanku [6] nasledujtce dve vety. Dokaz vety 1.7 mozno néjst

vo webovej prilohe k ¢lanku [6], ndcrt dokazu vety 1.8 je uvedeny v ¢élanku samotnom.

Veta 1.7. Pre min{n,,n,} — oo a Z—: — A\ < o0 konverguje ndhodny vektor ﬁZC dany

vztahom (30) k mnohorozmernému normdlnemu rozdeleniu so strednou hodnotou

VN (1 m 1™ 4
= — [ — 01k, ... 0
K 9 ml;; 1k> ) Z Jk

my =
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a kovariancnou maticou ¥ = (0},j,) ;. 5, ktorej zlozky si dané vztahom
1 My Mg

1
Ojije = — — Z Z ( (1 + )\) A ky joks T (1 + )‘) bj1k17j2k2

mjlij ki1=1ko=1
1 2
— <\/X + \/X> 0j1k10j2k2) 3

Aj1ky,joke = COV (Gj1k1 (lelﬁ) >Gj2k2 (ijkQ) )’ a
bj1k1,j2k2 = cov (‘F}Ikl ()/jlkl) ’P1j2k‘2 (}/jzk‘z) )

Veta 1.8. Uvazujme predpoklady vety 1.7. Konzistentné odhady pre aj ik, joks @ Ujiky joks

kde

st dané v poradi vztahmi
1 Je y 1—6,
= — _ - Yk
g1 k1, joks = n Z n Z {ylj1k1<$¢j1k1} 9
T =1 Y =
3 L ke
Ny 1= {ylj2k2 <xij2k2} 2

~ 1 1 &= I+ 9]1161
bj1k17j2k2 - Fy g [( Zz: {Izglk1<yljlk1} 9
1 i: _ M
{xuzkz <yl]2k2} ’

kde odhad gjk, jg=1,...,J, k=1,...,my, je dany vztahom (26). Potom konzistentny
odhad kovariancnej matice ¥ je matica S = (s;,5,) ;. 5, pre ktorej zloZky plati

1 m]'l m]'2

1\
Sjjp = ——— > Y ( (1 + /\) juk goks + (14 N) Dby ok

My M =1 ky=1
2
<\/_ + \/—) J1/€19]2k’2

Ako sa aj v [6] spomina, z vysledkov vety 1.8 vyplyva, Ze konzistentny odhad disperzie
var (Ry.j. - ]_%I.j.> z (31) je dany vztahom

Wt (Ryj. — Rej) = Nsjj, j=1,....J. (33)
Vyuzitim vysledkov viet 1.7, 1.8 a ich dosledku (33) moézeme teraz v dalsom simulacne
skimat silu navrhnutého testu T.prax z (31).

Uvazujme porovnanie dvoch osetreni X a Y s m endpointami robené pomocou testo-

vania zovSeobecnenej Behrens-Fisher hypotézy Hy z (24). Opét zvolme m = 5 endpointov
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a normalne rozdelenie osetreni X, Y, teda X ~ N5(pz, X;), a Y ~ Nj5(py, £y). Uvazujme
clusterovi struktiru endpointov s poc¢tom clusterov J = 2 a poc¢tami endpointov v ramci
danych clusterov m; = 3, my = 2. Kvoli skiimaniu sily testov sme data generovali pri
nesplnenej nulovej hypotéze Hy, ¢o sme opat docielili volbou roznych vektorov strednych

hodnot pi, a p,. Konkrétne sme zvolili

0,75
0,7

py=1_ 0,75
—0,75
—0,7

Ko =

o O o o O

Kovarianéné matice X,, ¥, sme zvolili rovnaké, konkrétne

25 20 20 0 O
20 25 20 0 O
Ypo=Xy,=120 20 25 0 0
0 0 0 25 20
0 0 0 20 25

Pre ilustraciu charakteru tychto dat sme na obrazku 2 znazornili priemerné hodnoty
zloziek vektora Z z (27) ziskané z 10 000 simulécii pre volby velkosti osetreni n, = 320 a
n, = 480.

Pre tito volbu rozdelenia X a Y sme v prostredi R [5] ndhodne generovali 5-rozmerné
data pre rovnakeé tri volby velkosti osetreni n, a n, ako pri predoslych simuléciach. Na
takto generované data sme aplikovali test pomocou testovej statistiky T.p;4x definovanej
podla vztahu (31) a taktiez testy pomocou 11, Ty, Thi, The, Timex z predchadzajicich
podkapitol, definovanych v poradi podla (9), (10), (14), (15), a (19). Opét sme testovali
na hladine vyznamnosti o = 0,05 a vykonanych bolo 10 000 simulacii. Vysledné sily testov
zaokrihlené na 3 desatinné miesta si vypisané v tabulke 3.

Ziskané vysledky su opat v stulade s intuiciou. Z obrazka 2 vidime, Ze vyssie popisand
volba rozdelenia X a Y ma za nasledok rovnaké znamienka a podobné hodnoty zloziek
Z;i, vektora Z (a teda aj parametrov §;;) v ramci daného clustera, no medzi clusterami
sposobuje velké odlisnosti. Ide teda o data nevyhovujice rank-sum-type testom, c¢oho

dokazom je fakt, zZe ich sila bola pre kazdu volbu poctov dat n,, n, vyrazne nizsia, ako
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Obr. 2: Priemerné hodnoty zloziek vektora Z ziskané z 10 000 simulacii pre normalne rozdelenie

osetreni X, Y s clusterovou struktirou endpointov a pri volbe n, = 320, n, = 480.

Tabulka 3: Sila rankovych testov v pripade clusterovej struktiry endpointov

n,=20 n,=80 n, =320
ny, =30 n, =120 n, =480

Tomax | 0,127 0,232 0,702
Toae | 0,100 0,217 0,674
T, 0,051 0,060 0,095
T, 0,050 0,060 0,096
T | 0054 0,060 0,097
Twe | 0052 0,060 0,097

sila zvySnych dvoch testov. Aj pri najvyssich poctoch n, = 320, n, = 480 dosiahli testy
vyuzivajuce testové sStatistiky 17, To, Tp1 a Tpe silu iba priblizne 10%. Z tohto dévodu
su v pripade clusterovej struktiry endpointov rank-sum-type testy O’Briena a Huanga et
al. nevhodné na testovanie zovSeobecnenej Behrens-Fisher hypotézy Hy z (2). V pripade
Thae testu st vysledky uz ovela lepsie. Z dovodu robustnej testovej statistiky nie je sila
tohto testu negativne ovplyvnend striedanim znamienok Zj;, (resp. 6;;). Preto aj napriek
tomu, ze neprihliada na clusterova struktiru, zamietal T,,,, test nulovi hypotézu H
relativne ¢asto, pricom pri poc¢toch n, = 320, n, = 480 dosiahla sila testu Groven az 67%.
Najlepsie avsak obstal T,y 4x test. Vhodna volba jeho testovej Statistiky mé za nasledok

najvyssiu silu testu spomedzi vsetkych sledovanych testov, a to pre kazdua volbu poctov
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dat n,, n,. Pri najvyssich poctoch n, = 320, n, = 480 dosiahla sila T.y;4x testu troven
az 70%. V pripade clusterovej struktiry endpointov T,y 4x test teda vyhodne kombinuje
silu rank-sum-type testov O’Briena a Huanga et al. s robustnostou 7., testu Liuho et
al. Preto sa na testovanie zovseobecnenej Behrens-Fisher hypotézy H, ukazuje byt T,y ax

test ako velmi vhodné volba.
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2 Zovseobecnenie T,.,,4x testu pre pripad viacerych
suborov

V tejto kapitole uz prejdeme k vlastnému prinosu nasej prace. Navrhneme metédu na tes-
tovanie odlisnosti polohy Iubovolného poctu stiborov z viacrozmernych rozdeleni. Tento
test bude priamym zovSeobecnenim Ty 4x testu (Zhang et al. [6]), ktorym sme sa zaobe-
rali v zavere prvej kapitoly. Najskor uvedieme motivaciu k zvolenému sposobu tohto zovse-
obecnenia, na zaklade ¢oho upravime znacenie z predchadzajuicej kapitoly. Dalej opiseme
volbu samotnej testovej statistiky a vyjadrime sa k ocakdvanym vlastnostiam vysledného
testu. Pre zvolenu testovu Statistiku odvodime v dalSej casti jej teoretické asymptotické
vlastnosti a taktiez odhady potrebnych parametrov vyuzivajice iba dostupné data. Vy-
chddzat budeme z uz dokdzanych vztahov a vlastnosti uvedenych v ¢lankoch [1], [3] a
[6]. Na zéklade tychto vysledkov budeme potom schopni prakticky pocitat p-value nésho
testu, o vyuzijeme v poslednej casti na skiimanie jeho kvality pomocou pocitacovych
simulécii v prostredi R [5]. Ziskané odhady pravdepodobnosti chyby 1. druhu a sily navr-
hnutého testu pre rézne data budeme porovnavat s vysledkami pre znamy parametricky

pristup - MANOVA test.

2.1 Motivacia

Zhang et al. v ich ¢lanku [6] odvodili silny a robustny test T.prax, ktory avsak rovnako
ako aj ostatné metddy z predchadzajiucej kapitoly slizi vyhradne na porovnanie dvoch
stiborov. No ako aj samotni autori v ¢lanku [6] pisu, malo by byt jednoduché ho rozsirit na
porovnanie lubovolného poctu suborov. Ako priklad takéhoto rozsirenia spominajta autori
zostrojenie rankovej testovej Statistiky na sposob testovej statistiky Kruskal-Wallis testu
(Kruskal a Wallis [2]) v kazdom endpointe a nésledné spojenie tychto jednorozmernych
statistik pomocou nimi navrhnutého postupu, teda spriemerovanim v ramci jednotlivych
clusterov, a vyberom maximélnej (Standardizovanej) absolitnej hodnoty. Bez uviadzania
detailov, Kruskal-Wallis test (alebo jednofaktorovdi ANOVA na rankoch) porovnava lu-
bovolny pocet suborov na zaklade testovania nulovej hypotézy o tom, ¢i dané subory
pochddzaji z rovnakého jednorozmerného rozdelenia (Specidlny pripad zovsSeobecnenej

Behrens-Fisher hypotézy). Testova statistika tohto testu pracuje s priemernymi rankami
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pre pooled sample vsetkych suborov dohromady a dosahuje iba nezaporné hodnoty (viac
v [2]). KedzZe relativne efekty vystupujice v Behrens-Fisher hypotéze sa z principu veci
viazu vzdy iba k danej dvojici siborov (osetreni), dé sa ukézat, ze ich nie je mozné na za-
klade tychto celkovych rankov odhadovat. Pri volbe testovej statistiky tohto typu by teda
bolo potrebné prejst k spominanej hypotéze o rovnosti distribticii. Navyse navrhnuty po-
stup priemerovania jednorozmernych testovych statistik v rdmci jednotlivych clusterov a
vyberu maximélnej (Standardizovanej) absolitnej hodnoty mé vyznam len v pripade, ked
mozu mat tieto testové statistiky Iubovolné znamienko. Nema teda zmysel tento postup
pouzit v pripade nezapornych testovych statistik, akou je testova statistika Kruskal-Wallis
testu. Preto sme sa rozhodli T,.y;4x test zovseobecnit inym sposobom, pri ktorom budeme
moct nadalej uvazovat zovseobecnent Behrens-Fisher hypotézu, a teda vyuzit teoretické

vysledky z predchédzajicej kapitoly.

2.2 Znacenie

Teraz uvedieme oznacenia a zakladné definicie, ktoré budeme v ramci tejto kapitoly uvazo-
vat. Motivovani predchadzajicou castou zvolime znacenie zo zaveru predchadzajtcej kapi-
toly rozsirené pre pripad Iubovolného poctu oSetreni. Vseobecne teda uvazujme g osetreni
s m endpointami. Predpokladajme, Ze tieto endpointy mozno prirodzene zadelit do J clus-

terov. Nech X, = (XT

T
als - ,XaTJ> oznacuje sadu clusterov a-teho osetrenia, a =1,...,g.

Ozna¢me m; pocet endpointov patriacich do j-teho clustera, 7 = 1,...,J, pricom pre
celkovy pocet endpointov plati m = il m;. Potom vektor X,; = (Xajl, e ,Xajm].)T
oznacuje j-ty cluster a-teho osetrenia, aj — 1,...,9,5=1,...,J. Nech sa X, riadi pravde-
podobnostnym rozdelenim s distribu¢nou funkciou F, : R™ = R, a = 1,. .., g. Dalej nech
k jednotlivym endpointom X, prislichaji marginalne distribucné funkcie Fi;;, : R — R,
prea=1,...,9,5=1,...,J,k=1,...,m;. Ako sme spominali v predoslej casti, nadalej
budeme chciet pracovat so zovSeobecnenou Behrens-Fisher hypotézou, resp. s jej rozsire-
nim pre pripad Iubovolného poctu osetreni. Preto podobne ako v prvej kapitole definujeme
pre kazdy endpoint relativne efekty osetreni. Avsak tentokrat bude z dévodu vseobecného

poctu osetreni g potrebné definovat m takychto parametrov pre kazdu dvojicu osetreni

zvlast. Oznac¢me teda Hﬁ’b) relativny efekt osetrenia X, vzhladom k osetreniu X, pre k-ty
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endpoint j-teho clustera definovany vzfahom

9§Z7b) :P(Xajk <ij/€) _P(Xajk >ijk)a aab: 17"'797 @#b, (34)
=1, k=1,...,m,

V dalsom budeme teda uvazovat rozsirenu verziu zovseobecnenej Behrens-Fisher hypotézy

Hy dana vztahom
Hy: 0P =0, ab=1,...,9,a<b, j=1,....J, k=1,...,m,. (35)

Dalej ozna¢me n, pocet subjektov s oSetrenim X,, a = 1,...,¢. Potom nech Zqiji Znaci
pozorovanie k-teho endpointu v j-tom clusteri na ¢-tom subjekte s oSetrenim X,, a =
1,...,9,i=1,...,n,5=1,...,J, k=1,...,m;. Uvazujme predpoklad nezavislosti vek-
torov pozorovani, teda nech pre lubovolné a € {1,..., g} st vektory (411, - .. 7xaiJmJ)T,
1 = 1,...,n,, nezavislé. Opat budeme pracovat iba s usporiadanim tychto pozorovani.
Avsak, ako sme v predchadzajicej podkapitole nacrtli, bude potrebné uvazovat ranky pre
pooled sample iba jednotlivych dvojic oSetreni. Nech teda a,b € {1,..., g}, a # b. V ramci

k-teho endpointu v j-tom clusteri spojime oSetrenia X, a X}, a vSetkych n, + n, dostup-

nych pozorovani Z,ijk, - - -, Tangjks Toijk, - - - » Tonyjk z0radime. Takto ziskané ranky pozoro-
i ¢me ako R a RY v tomt di, i =1 I=1

vani Tk & Ty oznacme ako R, a Ry v tomto poradi, i = 1,... 0., [ =1,...,m,

j=1...,J, k=1,...,m;. Definujme priemerné ranky pre pooled sample X, a X; v

k-tom endpointe v ramci j-teho clustera tychto osetreni ako

a]k - ZRawk

nazl

(36)
(a,b a,b .
Réj;ﬁznb;Rlﬂug, ab=1,....9. atb j=1,....J k=1,....m,

Pomocou takto deﬁnovan}'/ch priemernych rankov vieme podla vysledkov vety 1.3 zostrojit

nevychyleny odhad «9 parametrov QQZ’b) z (34) nasledovne:

2 _ _
o5 = RD _REDY Gy b=1,...,9, a#b,
Ny + My ( b-jk a]k) g 7£ (37>

Vychadzajuic z ¢lanku [6], takto definovany odhad 6 Je taktiez aj konzistentnym odha-
dom neznameho parametra Ojk’ . Vyuzitim oznacenia (36) este definujme v rdmci j-teho

clustera priemerné ranky pre pooled sample X, a X, cez vSetky endpointy daného clustera
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a cez vsetky subjekty s danym osetrenim ako

1
R(a b) . Z R(C.L ;) a

aj- m; “ a-jk
J k=1 (38)
~(a,b .
mg;mewa,1www¢mFLmJ
m; =
2 3 7 P p s v ’\(a,b) . 2 *(a,b) o 7(0‘,'b)
Na zaklade tejto definicie a podla vztahu (37) potom plati, Ze 6 = oo R, ;- Ra.J.
je nevychylenym a konzistentnym odhadom pre 6](‘1 Z 9 , a,b=1,...,9,a#0b,

mf k=1
j = 1,...,J. Pre budice potreby si napokon este pre kazdu dvojicu osetreni X,, X,

a,b = 1,...,9, a # b, oznacme vektory rozdielov priemernych rankov R,()a]b) a Rg,lj’-l,)),
j=1,...,J, definovanych vztahom (38) ako
Z{a,b) Rl(;zl, R(a ,b)
Z@b) — : = : . a,b=1,...,9, a#b. (39)
Z§a,b) Rl()aj R(a b)
2.3 Volba testovej statistiky 7.9, 4
Uvazujme porovnanie g osetreni X,, a = 1,...,¢9, s m endpointami zadelenymi do J

clusterov robené pomocou testovania rozsirenej verzie zovseobecnenej Behrens-Fisher hy-
potézy Hy z (35) a prislusné znacenie zavedené v predchadzajicej ¢asti. Podobne, ako v
predchédzajicej kapitole, aj teraz budeme o platnosti nulovej hypotézy Hy rozhodovat
na zaklade hodndt odhadov é -(a’b) z (37), resp. samotnych rozdielov priemernych rankov
RIEZ’Z) — R((l ]k) Kedze uvazujeme clusterovi struktiru endpointov, z dévodov opisanych
v zavere prvej kapitoly bude vhodnejsie pracovat priamo s priemermi tychto rozdielov
cez vsetky endpointy daného clustera, teda s rozdielmi Réajb) — R(“ib) deﬁnovan}’fmi podla
vztahu (38). Tieto rozdiely st podla oznacenia (39) zlozkami Z]( vektorov Z(@b) . Ako
sme aj vo vztahu (35) uviedli, v predpise nulovej hypotézy Hy ndm sta¢i uvazovat rela-
tivne efekty pre rozne dvojice osetreni X,, X, teda pre volbu indexov a < b. Dévodom je
fakt, ze z nulovej hodnoty parametra 9(~a’b) podla definicie (34) trividlne vyplyva aj nulova
hodnota parametra 9]('2,(1) = 9]( & ¥ Preto nam aj pri volbe testovej statistiky bude stacit
uvazovat vektory rozdielov priemernych rankov Z(®% z (39) rovnako pri volbe a < b. Za
platnosti nulovej hypotézy ocakavame vsetky zlozky Z](a’b) tychto vektorov blizke 0, inak

by aspon niektoré Z;a’b) mali byt vyrazne nenulové (¢i uz ZJ(a’b) < 0, alebo Zj(a’b) > 0), ¢o

39



je rovnaka situacia, akt sme opisovali pri T,y ax teste. Preto vychadzajic z testovej sta-
tistiky T.arax testu pre pripad dvoch oSetreni definovanej vztahom (31), oznacme 7.5,
jej zovseobecnenie pre pripad vseobecného pocétu g osSetreni a definujme ju vztahom
Ry — R
Tc%\/[AX = ?laXJ} > ) (40)
je{l,..., b b
aj,be{l,.,.,g} Var (Réa ) R(a. )>
a<b

-5 a-j-

kde var (}?l(,ajb) — R b)> je konzistentny odhad disperzie rozdielu R(a b Rleb)

aj- o

a,b =

1,...,9,a<b,j=1,...,J. Tento odhad, ktory odvodili Zhang et al. v ich ¢lanku [6],
sme uz uvadzali vo vztahu (33) v predchadzajicom znaceni pre pripad dvoch oSetreni. V
znaceni pouzivanom v ramci tejto kapitoly ho uvedieme neskor vo vztahu (66). Vyuzitim

oznacenia (39) mozeme testovi Statistiku 7.9, 4 prepisat na tvar

Z('a’b)
TI . 41
duax = e, | |T— “
a,befl,....g} Var( j )
a<b

7 dévodu zvyraznenia vztahu tejto rozsirenej testovej sStatistiky voci tej povodnej pre

pripad dvoch oSetreni moZzeme testovi Statistiku 7.9, 4y eSte zapisat ako

a,b
TcMAX = bg{lﬁ?f’g} (TC(MIL)1X>7 (42)
a<b

kde T f)lX je testova sStatistika T,.arax testu z (31) aplikovand na dvojicu oSetreni X, a

X,, teda

7@  —  max R(a P Rt(l('ljv'l'))
cMAX je{1,....J} \/V&r (R(a ,b) R(a?b))
a-j-

Najméi z tohto vztahu (42) je vidno, Ze testova Statistika T.5,4x 2z (40) je skutoéne zo-
vSeobecnenim testovej Statistiky Teprax z (31). Pri uvazovani iba dvoch oSetreni, teda
pri volbe g = 2, st tieto dve testové statistiky identické. Pre vseobecny pocet osetreni g
vznikne T.9, 4y Vypoctom testovej Statistiky T.yax pre kazda réznu dvojicu oSetreni X,
a Xy, a,b=1,...,9, a < b, a naslednym vyberom tej najvacsej z takto ziskanych neza-
pornych hodnot. Vysledkom je teda opat nezdporna statistika. Takto zovSeobecneny test
nadalej vyuziva robustnost testovej statistiky T.p;ax a jej vhodnu konstrukciu pre pripad
clusterovej struktiry endpointov, preto mozno ocakéavat uspokojiva silu testu, najma v
pripade nizsieho poc¢tu oSetreni g. Asymptotickym vlastnostiam testovej Statistiky 7.5, 4

z (40) sa budeme venovat v nasledujicej casti.
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2.4 Asymptotické rozdelenie

Podobne ako pri T.prax teste z (31), aj pri tejto zovSeobecnenej verzii testovej Statistiky
nam na vypocet p-value bude stacit poznat rozdelenie istého vektora. Z dovodu volby tes-
tovej Statistiky 7.9, 4 x podla (40) pdjde o blokovy vektor tvoreny ndsobkami J-rozmernych
vektorov rozdielov priemernych rankov Z(% a.b =1,...,g, a < b, definovanych podla
vztahu (39). V pripade uvazovania vSeobecného poétu g osetreni je pocet tychto vektorov
Z@b rovny T = @. Vysledkom je teda 7.J-rozmerny vektor, ozna¢me ho Z a definujme
ho nasledovne:

1 502
NOET

Z = z . (43)

1
\/ Mg—117g

Asymptotické norméalne rozdelenie blokov tohto vektora bolo odévodnené napr. v ¢lanku

7(9-19)

[6], my sme tento fakt uvadzali vo vete 1.7. KedZze zvoleny blokovy vektor nie je singulérny,
d4 sa ocakavat asymptotické normalne rozdelenie aj celého vektora Z z (43). Dokaz tejto
normality je nad ramec nasej prace, avsak z vysledkov simulacii uvedenych na konci tejto
kapitoly sa 7.J-rozmerné normalne rozdelenia vektora Z javi ako spravna hypotéza. V na-
sledujucej ¢asti odvodime stredni hodnotu a asymptoticku kovarianéni maticu blokového
vektora Z z (43) za platnosti nulovej hypotézy Hy z (35). Postupovat budeme po zloz-

kach, teda odvodime stredné hodnoty resp. vzajomné kovariancie vsetkych jednotlivych

zloziek mZ(a b) a,b=1,...,9g,a<b j=1,...,J, vdosledku ¢oho bude zndme aj
rozdelenie samotného vektora Z. Ako sme spominali v ivode tejto kapitoly, vychadzat

budeme z uz dokazanych vztahov a vlastnosti uvedenych v ¢lankoch [1], [3] a [6].

Nech a,b € {1,...,9}, a < baje {1,...,J}. Uvazujme vyraz \/%Z dany

oznacenim (39) a upravme ho vyuzitim vztahu (38) nasledovne:

1 (ab) _ 1 S(ab)  plab) ) _ plad
et = e (R - REY) = e S (R - D).

Podla dokdzaného vztahu (6) z lemy 1.2 plati rovnost

R(a,b) R(a b)) na + o & I
bjk — tlagk T Qnanb 21; ( {$a¢1k<rbuk} o {Im‘jk>$szk}> ’
(3
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na zaklade ktorej dostavame

1 (ab) _ o (M + 1y ( )
N A I — 1 =
/na + J /na + nb Z 2nanb Z:ZI l:zl {Iaz‘jk<l“b1jk} {Iaijk>xbljk}
yETm g

QmJnanb —1imi= (I{xaijk<$bljk} - I{%ijk>xszk}) :

Kvoli jednoduchosti este zavedme pre rozdiel indikatorov v predchadzajicom vyraze ozna-
cenie
(ab) _ _
wﬂjk - [{fﬁaz‘jk<$bljk} I{zaijk>$bljk}
pre vsetky a,b=1,...,g,a<b,t=1,...,ng, l=1,...,mp,5=1,...,J, k=1,...,m,.
1

Pre zlozky vektorov WZ (@b) sme teda ziskali vyjadrenie

L glen _Vatm Z nzaiwl e (44)
NPT menanb k=1i=1I=1 v

Tento tvar sa ukazuje byf vhodny na manipulaciu s priemernymi rankami, preto s nim

budeme dalej pracovat. Vychadzajic z definicie (34) je zjavné, ze plati

E (vi) = 05" (45)

Pre strednt hodnotu vyrazu WZ (@0 teda podla (44) dostavame

E ( 1 Z(a,b)) (\/na +nb %inzw ab)) _ Vg —i—nb ie(a’b).
Vg +np ! 2mnany (= == iljk 2m; — Ik

Specidlne za platnosti nulovej hypotézy Hy z (35) teda plati

Vg +ny !
Nech teraz ay,as,b1,bo € {1,...,9}, a1 < by, as < by a j1,j2 € {1,...,J}. Oznacme
Eg?;;bl (12,b2 kOV&I‘lanCIU VyI'aZOV \/mZ(alybl) \/MZJ(;’QJD POdIa (44) mézeme

pisat nasledovné:

2(a1,b1),(a2,b2)_co 1 Z(a17b1) 1 Z(ag,bz) _
e Vit M, F g,

o (B By S )

1 a .
Eun, <Z< ”’>> =0, ab=1,....g,a<b, j=1,...,J (46)

tilijikr? i2l2j2k2
thnal 2m]2 Nay

Moy o =1i1=11,=1 My fy—1io=115—1

Vyuzitim vlastnosti kovariancie potom dostavame vztah

Mj; My May Nag Mby Mg
(@), (az ba) _ /(s + 1) (10 + 1) S YD YN cov (B i
j1j2 T AMe M. T T T 1111]1161’ iglajoks
J1'102 a1 bas by The i =1 fo=1i1=1ia=111=1ly=1

(47)
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(@1,b1),(az,b2)

Pomocou tohto vseobecného vztahu budeme teraz kovariancie ;5 vyjadrovat

konkrétnejsie za platnosti nulovej hypotézy Hy (35). Ich hodnoty budi pre rozne pripady
dvojic parov ai,b; a as, by principidlne odlisné, preto ich budeme odvadzat pre kazdy

taky pripad osobitne. Zakazdym budeme postupovat tak, ze si najskér vyjadrime hod-

a1,b1) w (a2,b2
1 )

itk Cisloja k2) pre vsetky moznosti indexov i1, 9, l1, [ a prislusni

noty kovariancii cov (w

Z(al b1),(az,b2)

i potom dostaneme dosadenim tychto kovariancii do vztahu (47). V celej na-

sledujucej casti uvazujeme Iubovolné clustery ji, jo € {1,...,J}.

I.CZl:aQ:a,blsz:b

Ako prvému sa budeme venovat pripadu dvoch rovnakych parov osetreni a,b €
{1,...,9}, a < b. Toto je jediny pripad ktorym sa v ¢lankoch [3] a [6] zaoberajui, kedze

trividlne pri uvazovani dvoch oSetreni (¢ = 2) ind moznost nenastava. Aproximaciu ko-

(a,b),(asb)

i1ia mozno najst v spominanych élankoch aj s dékazom (aj ked v

variancie typu X"
¢lanku [3] bez uvazovania clusterov). Pre tplnost jej odvodenie ale uvddzame aj tu, a to
vo vlastnej verzii s nasim znacenim a detailnejsimi vypoctami. Poéitajme teda hodnoty

(a,b)
kovariancii cov (% Liky s wm Lojiaks

(a) i1 # i, I # 1o
Ako prva uvazujme situaciu réznych vektorov pozorovani v oboch osetreniach a,

b. Kvoli nezavislosti vektorov pozorovani st nezavislé aj ndhodné premenné w a

2111]1k1

w( teda plati

i2lajaka>

a,b a,b . .
cov (Vi) Vgt ) = 0, i1 # i, 1y # Lo, (48)

(b) i = in =i, i # by
v A . ‘ , / (a,b) (a,b) ’
Teraz uz z dovodu prepojenia ndhodnych premennych vy a ¥y, volbou rov-
nakého vektoru pozorovani z a-teho oSetrenia nezavislost neplati, preto ich kovarianciu

vyjadrujme dalej. Podla vztahu (45) za platnosti nulovej hypotézy (35) plati
(a,b) (a,0) '\ _ (a,b) ) (a,b) (a,b) (a,0) '\ _
cov (%zljlkp%mkz) =E (¢illj1k1¢ilzj2k2) - E (%mkl) E (wilzjékz) -
o (a,b) a,b)
=E <¢1l1]1k1¢1l2]2k2)

a na zaklade vlastnosti podmienenej strednej hodnoty moézeme pisat

(a,b) (ab) 1\ _ (a,b) ) (a,b) _ _ _
cov (wllljlkl’ wllgjzkg - E E willjﬂﬁ’l?bilzjzkg Xajlk’l - xaij1k17Xaj2k2 - xaiij?Q -

= F [E (¢-(a’(?) Xaj1k1 = xaij1k1) E (77Z}z(la2f2)k2

il1j1k1

Xaj2k2 - maijzka)} .
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Samostatne teraz vyjadrime obe podmienené stredné hodnoty, ktoré potom spétne dosa-

dime do tohto vztahu. Poc¢itajme teda bokom:

Xajlkl = xaijllﬂ) =K ([

(a,b) _ _
E (willjlkl Xajlkl = Laijiks | =

{$a¢j1k1<$bl1j1k1} {$aij1k1>$bl1jlk1}

=P (xaijlkl < Tty by | Xajiky = %z’jlkl) - P (%ijlkl > Tty k| Xajiks = Jiaijlkl) =

= 1= Fyjiny (Zaigins [Xajits = Taiin ) = Fojuy (Taijums| Xajihs = Tasjuhy ) =
=1~ 2Fbj1k1 (Xajlkl) .

Rovnakym postupom by sme ziskali analogicky druhti podmienenti strednt hodnotu

a,b
E (V| Xajoks = Taijors) = 1= 2Fhjk, (Xajaps) -

Ich spatnym dosadenim potom dostavame

cov ( Eﬁffklawggjzh) = E|:<1 - 2Fbj1k1 (X(ljlkl)) (1 - 2Fbj2k2 (Xajzkz) )] =

1 1
=4F {(2 - Fbj1k1 (Xajlkl)) (2 - Fbjzkz (Xaj2k2) :| :
Ako sa v [3] piSe, za platnosti hypotézy Hy (35) plati

1

E(Fbj1k1 (Xaj1k1)) - E<Fbj2k2 (Xaj2k2)> B 5

Vyuzitim tejto vlastnosti v predchadzajicom vztahu dostavame findlne vyjadrenie

cov (wzlll.]l]ﬂ?wz(;llf_]gkz) = 4cov (Fbjlkl (Xajikr) s Fojaks (Xajgkz))v i1 =13 =101 #la.
(49)
(¢) i1 # g, i =1y =1
Tu nastava v principe rovnaké situdcia ako v bode (b), preto kovarianciu
cov (wz(f”ljbl)k 1,2/12(;1,’;72) k2) analogicky upravujme. Podla vztahu (45) za platnosti nulovej hypo-

tézy (35) a na zaklade vlastnosti podmienenej strednej hodnoty obdobne plati

Xb]1k1 mbljl’ﬂ) E (wl(zljz)kz

COV( z(?z’;')l)kpwglﬁkz) =K [E (%&z;fm Xbjoky = :Ebljsz)} .

Opét pocitajme bokom:

a,b
E (wi(1lj1)k1 ijlkl - xbljlkl) =F <I ijlk‘l - l’blj1k1> -

{x‘”ljlkl <xblj1k1} {xailjlkl >xblj1k1}

Xojiky = xbljlkl) - P (xaz‘u‘lkl > otk | Xojiky = xbljlkl) =

ij1k1 - xblﬁh)) -

=P (xailjlkl < Tbljrky
= Fajlkl (xbljlkl ijlkl - xbljlkl) - (1 - Fajlkl (xbljlkl

= 2Faj1k1 (ijlkl) - L
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Analogicky pre druht podmienenu stredni hodnotu potom plati

(a,b)
E (wiglekg

ijsz = xblj2k2> = 2Faj2/€2 (ij2k2) -1
a po ich spatnom dosadeni dostavame

a,b a,b
cov ( z(1lj1)k1’ 77/)1(2”2)]@) = E|:<2Faj1k1 (ij1k1> - 1> (2Faj2k2 (ij2k2) - 1)] =

1 1
=4k [(Fajlkl (ijﬂﬁ) o 2) <Faj2k2 (ij2k2) - 2>] .

Opét sa odvolame na ¢lanok [3], podla ktorého za platnosti hypotézy Hy (35) plati

1

E(Faj1k1 (ijlk'l)) = E(FankQ (ij2k2)> =5

a vyuzitim tejto vlastnosti ziskavame vyjadrenie

cov (Vi) s Vieiors ) = A€oV (Fujiks (Xigins) s Fajors (Xirs) )5 i # izl =l = L.

(50)
(d)iy=da=1,l1 =1y =1

Ako posledna nam ostala volba rovnakych vektorov pozorovani v ramci oboch oSetreni
a aj b. Pre nezndme kovariancie vo vyjadreniach (49) a (50) z ¢asti (b) a (c) boli odvo-
dené konzistentné odhady, ktoré aj neskér v praci uvedieme. V tomto pripade sa avsak k
podobnému vyjadreniu nie je mozné dopracovat, hodnoty kovariancii cov (wfﬁfzil,%bfﬁfiz)
sa teda nedajui odhadovat na zaklade samotnych dat, a preto sa ich budeme musiet ,,zba-
vit® vyuzitim asymptotiky pre rastice pocty dat n,,n,. V tomto bode preto ukazeme, ze
st skimané kovariancie ohrani¢ené konstantami nezavislymi od poctu dat n,, n,, kedze
sa v takom pripade ich hodnoty neskor ukazu byt asymptoticky zanedbatelné. Nahodné

premenné 1/11(;;1(’,11 a w§§;",§2 mozeme v pripade spojitych endpointov zapisat nasledovne:

1 ak @ik, < Toijiks 1 ak  Zaijoks < Toijokss

(ah) (ab)  _
wiljlkl - a wll‘jgkz -

—1 ak Taijikr = Toljrkrs —1 ak Taijoks = Thljoks-

(a,b) \2 (a,b) \2 . . ;. , ,
Ich druhé mocniny (1/11131 kl) a (wuth) si potom zjavne konstantné nahodné premenné,

ktorych hodnota je 1 s pravdepodobnostou 1. Na zdklade tohto a podla vztahu (45) za
a w( teda

platnosti nulovej hypotézy (35) mozeme pocitat disperzie 1/) iljnks

1lJ1/<?1

2
wr (i) = 8| (o) | - Juiid] =1

2
v (vith) = | (05i0)° | - Bviith| =1
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Ako priamy dosledok dostavame rovnost
cov (4 i, ) = cor (40, i)
a teda pre skiimanu kovarianciu trividlne plati ohranicenie
cov (@Di(fl’fg)'lklaﬁbglf;zkz) €l-L1, ii=iz=ilL=kL=1 (51)

b Ax
Tym sme doriesili vSetky jednotlivé pripady kovariancii @ZJ“ZI ik & 1/11(5123-2 ks & MOZeme sa

(a,b),(a,b)

vratit k samotnej ;7. Uvazujme vyjadrenie (47) pri volbe a; = ay = a, by = by = b,

dosadme don podla odvodenych vztahov (48), (49) a (50), a dalej upravujme nasledovne:

Mj1 Mjs ng  ng

ab),(a ne +n -
Egljl;)( Y= —b Z Z Z Z Z Z COV( leljlkl’wl212.ﬂ2k2> -

dmg mg,n 2np k1=1ko—=1i1=14i2=111=1lp—=1

m32

na _'_ nb Na Na

= 4 2 Z Z Z Z Z Z COV( 1lj1k17wll]2k2)
mj,mgning ki=1ko=1 | i1=1do=11=11lo=1
i1:i2:i l1:l2:l

ajiky thkl) ) Faj2k2 (ij2k2) >

Ng MNa Nb Ny

+ Z Z Z Z 4COV<
i1=1i2=111=112=1
11#£12 li=l2=l

Nag MNa Nb Ny (

+ Z Z Z Z 4 cov thlﬁ aj1k‘1) ) Fbjzkz (Xaj2k2)>

i1=11i2=111=11y=1
i1=t2=1 l1#l2

Ng Nb N

FEY S Yol -

i1=1io=111=11l3—1
117102 l1#l

My My Na N
Mgty + Ny
4m M n Z Z Z Z cov ( Zlhkl’wdhk’z)
J1 ]2 b k1=1ko=1 i=11[=1

+ 4na(na - 1>nb cov <Faj1k1 (ijlkl) 7Faj2k2 (ij2k2))

+ 4ngny(ny — 1) cov (Fbj1k1 (Xajik) s Fojoks (Xajoks) )) =

mg mg
J1 J2 (na+nb

2 & (g £ S oottt
1=

mJlmjz k1=1 ko=1
ng +np)(ng — 1
+ ( b)< ) cov (Fajlk‘l (ij1k1) ) Faj2k2 (ij2k2)>

NaMyp
N (ng + np)(np — 1)
NNy

cov (Fbjlkl (Xajlkl) 7Fbj2k2 (Xaj2k2) )) .

e , , L b b . —
Kvoli neznamym hodnotam kovariancii cov (wi(lajl ,11, wl-(ij,zQ) sa pozrime na asymptotické

spravanie posledné¢ho vyrazu. Nech ¢ — A0 < oo pre min{n,,ny} — oo. Pocitajme
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teraz limity jednotlivych ¢lenov obsahujtcich pocty dat ng, n, pre min{n,,n,} — oo. Pre

prvy ¢len na zdklade ohranicenia (51) mozeme pisat

L ii ”a+nb S (ab) (ab Na + Ny ¢
1< ZEFW#uk,ZkS > D1
dnZny = i i=1 =1 <”11 ”22) A
teda
na+nb<na+nb§’:§’: @)(ab) o) )<na+nb
_ cov , < .
dngny, T 4Aning =i iljiky Viljzky Angny
Kedze zjavne plati
Ng +n 1 1
lim £+~ """—  lim i( +):o
)
min{ng,np}—o0  4n,ny min{ng,np}—o00 4n,  4ng

pre ohranic¢eny ¢len rovnako dostavame

Nag N

Ng +1n a o
lim b Z Z cov <¢z(ljlbk1 ’ wzljzblﬁ) - O’

min{ngq,ny }—oo 4’]127’% =1 I=1

(a,b)

“lmkl,q/%lmb) pre iy =iy =1, l1 = lo = [ st skutocne

a teda hodnoty kovariancii cov (2/1
asymptoticky nesignifikantné, ako bolo uz avizované. Dopocitajme este limity zvysnych

dvoch vyrazov, teda

lim (M0 + )10 —1) _ lim NaMp + N2 —ng — ny -
min{ng,np}—00 NgMNyp min{ng,np }—oo0 NgMp
a 1 1
= lim <1+n——>:1+)\(a,b>7
min{ng,np }—oo np Ty Ng

lim (ng +np)(np — 1) _ lim NNy + ng —Na— M _

min{nq,np }—o0 NNy min{nq,np }—oo NaMNyp

11 1
—  lim (Hf“——)—1+

min{nq,np }—oo )\(a b)’

(a, b) (a,b)

i dostavame za platnosti

Dosadenim ziskanych limit do vyjadrenia pre kovarianciu X
nulovej hypotézy Hy (35) a dostatocne velké pocty dat n,, n, aproximéciu
1 My Mjy

Z Z ((1 + )\(a7b)) cov (Faj1k1 (ijlkl) 7Faj2k2 (ijQk'Q))

Mg My 1 =1 kg1

1
+ (1 + )\(thb)) cov (Fbj1k1 (Xaj1k1> 7Fbj2k2 (Xajél@) )) :

(a,b),(a,b)
Zjljz ~

(52)

II.CLIZGQZG,bl%bQ

(a1,b1),(az,b2)
J172

Teraz sa uz dostavame k vlastnym odvodeniam kovariancii >2; , pri ktorych

sa uvazuje viacero osetreni (g > 2). Postupy budu ale analogické tym z ¢lankov [3] a

[6]. V tomto pripade bude zdvislost /nezévislost ndhodnych premennych wzflfjll fy 8 wfslszb
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zavisiet iba od volby indexov 7y, i3 pozorovani a-teho osetrenia. Pozorovania osetreni by,
by v dalSsom preto uvazujeme lubovolné, teda iy € {1,...,np, }, lo € {1,... ,mp, }.
(a) i1 # iz

Podobne ako v bode (a) pripadu I. tu mame situédciu Styroch roznych vektorov pozo-

rovani, a teda z dévodu ich nezavislosti plati
b b . .
cov (17/}1?[1;1)]{171/}1;[2;2)]{2) =0, 41 # (53)
(b) iy =iy =1

Tu je situdcia principidlne totozné tej z bodu (b) pripadu I. a pri upravovani ko-

a,b1) w (a,b2)

. ; , N , ,
intiivkss Vil j2k2> sa da postupovat presne rovnakym sposobom. Vysledné

variancie cov (w
vyjadrenie mozno preto ziskat zo vztahu (49) zdmenou indexu b za index by, resp. by na

prislusnych miestach. Plati teda

(a,b1) (a,b2) _ L
cov (w1111]1k17w1212]2k2> - 4COV (Fbljlkl (Xajlkl) ) Fb2j2k2 (Xaj2k2) )’ Z]- - 22 =1 (54)
Uz méame k dispozicii vSetko potrebné a mozeme vyjadrit vysledni kovarianciu

s(@0:(@b2) o yatahu (47) pri volbe a; = as = a, by # by dosadme podla (53) a (54), a

J1J2

upravujme:
mi,. m Ny, MNp
s(ab).(ab) _ /() (10 + 1) 2]:1 f i: Z i i P et ) =
Jije - A Ms 2N N Cov 11l1j11€1’ iglojoka )
g2 oq b1 Thby k1=1ko=141=1142=111=11lr=1
\/<na+nb1) na+nb2 Mmjp Mjgy by Ty

- DI DIDIDIPN.

, 2
A, M, g, T, ki=1ko=1 | i1=1ia=111=1lo=1
i1 ia

Ng Ng "1 Ty
+ Z Z Z Z 4 cov <Fb1j1k1 (Xajﬂﬂ) 7Fb2j2k2 (Xaj2k2)> -

i1=112=1101=113=1
11=t2=1

0 10 (0 5 m0,) 12

= 4 2 Z Z 4nanb1nb2 cov (Fb1j1k1 (Xaj1k1) ) szjzkz (Xaj2k2)> =
T 5 Ty T Thhy Ty k1=1 ko=1

1 \/(na + nbl)(na + nb2 &

= Z Z cov <F51]1k1 (Xajlkl) ) Fb2j2k2 (Xaj2k2) )

mg,mj, Na k1=1ko=1

A napokon algebraickou tupravou druhého zlomku dostavame pre kovarianciu E§?}Zl)’(a’b2),
b1 # by, za platnosti nulovej hypotézy Hy (35) vyjadrenie

Z(avbl)v(avbQ) —

j1j2
N, nbg My Mg (55)
\/(1 + n) ( ) Z Z cov (Fb1]1k1 (Xaj1k1) ) Fb2j2/€2 (Xajsz) )

a k1=1ko=1

M5 M,
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II1. aq 7éa2, bl :bgzb

Teraz bude o zavislosti/nezavislosti ndhodnych premennych @blflll’h ! @DZ;lf;]Q k, T0zho-
dovat iba volba indexov [y, [ pozorovani b-teho osetrenia. Pozorovania osSetreni ay, as v
dalSom preto uvazujeme ITubovolné, teda i; € {1,...,n4}, 42 € {1,..., N4, }

(a) I; # 1y
Rovnako ako v predchadzajicich pripadoch, pre styri rozne nezavislé vektory pozoro-
vani plati
COV( z(lewbl)kla 1/%(3522@) =0, h#lb. (56)
(b)li=1,=1
Tu je situdcia principidlne totozna tentokrat tej z bodu (c) pripadu I., preto mozno

vysledné vyjadrenie ziskat zo vztahu (50) zdmenou indexu a za index a;, resp. as na

prislusnych miestach. Plati teda

cov < z(1al117jlk17 wz(:ghkz) =4cov (Faljlkl (ij1k1> 7Ff12j2k2 (ij2k2) )7 ll = 12 =1 (57>

E(al ,b),(az,b)

N . Dalo by sa postupovat

Teraz moézeme pristupit k vyjadreniu samotnej
tak, ako v predoslych pripadoch dosadenim ziskanych kovariancii do vyjadrenia (47). Na
zéklade porovnania vztahov (56) a (57) so vztahmi (53) a (54) si ale mézeme uvedomit, ze
by bol tento postup tiplne rovnaky tomu v predchéadzajicom pripade II., iba pri vymenenej

ulohe osetreni aq, as a by, by. Preto mézeme vysledné vyjadrenie kovariancie ziskat priamo

zo vztahu (55) zdmenou indexov a, by, bs za indexy b, ay, ay v tomto poradi. Za platnosti

(a17 ) (a27b)

)
i , a1 # ag, vztah

nulovej hypotézy Hy (35) dostavame teda pre kovarianciu 33’

(a1,b),(az,b) __
Ejljlé =

1 Na, Mjp Mjg (58)
m;j,mj, (1 + e ) ( > klz:l k;I cov ( aijiki (ijlk'l) ) Fa2j2k2 (ijzkz) )

IV. a; # az, by #by, a1 =by =5

V tomto pripade spravime rozdelenie na zaklade volby indexov ¢, l; pozorovani oset-
renia s, pozorovania ostatnych oSetreni uvazujeme Iubovolné, teda iy € {1,...,n4,},
Lhe{l,... npy}.

(a) i1 # Iy

Tu mame opéat situaciu styroch réznych vektorov pozorovani, preto z ich nezavislosti

vyplyva
cov (wﬁfif}fklwf;’é}m) =0, i1 #b. (59)
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(b)ir=1Ily=p
7 dovodu zévislosti kovarianciu cov (@bp‘;lgll kp%;l;}QkQ) dalej upravujme. Na zdklade

vztahu (45) za platnosti nulovej hypotézy (35) a vyuzitim vlastnosti podmienenej strednej

hodnoty dostavame

8,b1) (az,s (s,b1) _ (a2,s) _
cov (wplwlk‘ﬂ wlzppkz) K [E (wplljlkl ij1k1 = Tspjiks 77b12p]2k2 sjeks = Lspjaks ) | -

Obe tieto podmienené stredné hodnoty sme uz pocitali v casti I. v bode (b), resp. (c).

Vyuzitim tychto vysledkov teda mozeme po prisposobeni indexécie priamo pisat

s,b
E (%(;zljll)kl Xsjihr = fl?spjlkl) =1=2Fjir; (Xsjir,)

E (2/}7,(;15‘7’23432 X8j2k2 = xSPijz) = 2Fazj2k2 (Xshkz) - L

Ich spatnym dosadenim dostavame

s,b a2,s
cov ( ’11(7113'11)k17¢z2172]23€2) - E|:<1 - 2Fb1j1k1 (ijlkl) ) <2Fa2j2k2 <X5j2k2) - 1)] =

1 1
= —4F [(2 - Fb1j1k1 <X5j1k1)> (2 - Fazj2k‘2 (X5j2k2)>:|

a opat vyuzitim vlastnosti

1

E(Fbljlkl (X8j1k1> ) = E<Fa2j2k2 (X8j2k2) ) = 5

spominanej v ¢lanku [3] dostavame za platnosti nulovej hypotézy Hy (35) vyjadrenie

7b ) .
cov (wz(fh;zkﬁ wz(gaé]?kz) = —4cov (Fbljlkl (ij1k1> ) Fa2j2k2 (ijsz) )7 i1 =l = p. (60)

Vyjadrujme teraz vyslednt kovarianciu ng;’;) (925 Do vztahu (47) pri volbe a1 # as,
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by # by, a; = by = s dosadme podla (59) a (60), a upravujme:

\/(TLS + nb1><na2 + ns m“ Lz ms o tez thi s,b1) )

E§f3b21)’(a2’s) = o000 COV( uzlglkw%:zZ}SQ)ka

A, M, 2N 0, My ki=1ko=1i1=1io=1 ;=1 lo=1

n
Vet ) (10, 00) Ty [ ne T

- D DIDIDIDN’

A, M, N2, M, ki=1ko=1 | i1=1lo=142=111=1
i1#l2

na2 TLbl

+ Z Z Z Z —4cov (Fbljlkl (X8j1k1) ) Fa2j2k2 (X8j2k2)) -
11=11a=142=1101=1
i1=la=p

(ns + nb1)(na2 + ns mjl ]
= \/ Z Z 4nsna2nb1 cov (Fb1]1k1 (ijlkl) 7Fa2j2k’2 (ijzkz) ) =

. . M2
4m]1m12nsna2nb1 k1=1 ko=1

1 (ns + 1y, ) (Nay +1ng) WL 22
_ \/ ! 2 Z Z cov (Fbljlkl ijlkl) ) Fazjgk‘z (X8j2k2) )

M, Mj, N k1=1ko=1

a 9
Pre kovarianciu B¢ 28

i Jz za platnosti nulovej hypotézy Hy (35) teda plati vztah

(s,b1),(az,s) _
Zh]zl 2=

1 \/(1 nb1> ( ) ”i ”f (Fosis (Xonis) - Fonps (Ko (61)
- + cov ( Fyy ik (Xsjikr ) > Fagjoks (Xsjoks) )-
mjlmjg Ng 1J1k1 J1Kk1 2J2FK2 J2K2

k1=1ko=1

V.ay # az, by # by, a3 =b1 =5

Pre uplnost uvadzame aj tito moznost volby indexov oSetreni. Z dovodu symetrie

(a1,s),(s,b2) _ E(S b2),(a1,s)

vis ot , tym padom je tento pripad

kovariancie avsak plati rovnost 2’
totozny pripadu IV., a teda mozeme pouzit uz odvodeny vztah (61).
VL. ay # ag, by # by, a1 # by, as # b

Ako poslednd ndm ostala volba Styroch odlisnych osetreni ay, as, b1, bo. V tomto pripade

ind ako volba Styroch réznych vektorov pozorovani nastat nemoze, a teda z dévodu ich

nezavislosti budu vSetky kovariancie ndhodnych premennych wzlel}bllk ) %(5122;222;2 nulové.
Pre kovarianciu ng;le)’(az”bQ , a1 # ag, by # by, a1 # by, as # by, teda podla vztahu (47) na
zaver dostavame

et <o, (62)

Tymto sme vycerpali vSetky moznosti volby Stvorice indexov osetreni a kovarianciu

Zg‘f;;bl) (2252) 1 dme teda vyjadrent pre vietky ai, as, bi, by € {1,...,g}, a1 < by, as < by,
J1,72 € {1,...,J}. Ked sa teraz spétne pozrieme na vysledné vyjadrenia v jednotlivych
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pripadoch I.-VI., tak si moézeme vSimnuf, ze sme dostali iba 3 principialne odlisné vysledky.
Prvym je vztah (52) z bodu I. (dve spolo¢né oSetrenia), druhym st vztahy (55), (58) a
(61) z bodov IL.-V. (jedno spolocné oSetrenie), a tretim je vztah (62) z posledného bodu
VI. (Ziadne spolo¢né osetrenie). Uvazujme teraz pripady I1.-V. a poktsme sa pre nich
ziskané vyjadrenia kovarincif Zg?;;bl)’(QQ’bz) zjednotit. Nech teda aq,as,b1,b0 € {1,..., 9},
a1 < by, as < by a nech plati prave jedna z rovnosti a; = as,b; = by, a1 = by, as = by.
Tieto rovnajtce sa indexy oznacme s, zvysny index z dvojice a, by ozna¢me r; a podobne

oznac¢me 79 zvysny index z dvojice as, bs. V takomto znaceni mozno odmocninové vyrazy

vystupujuce vo vztahoch (55), (58) a (61) jednotne zapisat ako \/(1 + %) (1 + "—2> A

Ns

podobne pre kovariancie vystupujice v dvojitych sumach v kazdom z tychto vztahov, tie
mozZeme jednotne zapisat ako cov (Fr1j1k1 (Xsjikr) s Frojoks (Xsjoka) ) Vyjadrenia (55) a (58)
sa od vyjadrenia (61) avSak este lisia v znamienku. Mo6zZeme si vSimnut, ze v pripadoch
II. a III. plati rovnaké usporiadanie dvojic indexov oSetreni s, a s,79, konkrétne s <
ri,s < ro v pripade II. a s > r1,s > ry v pripade III. To ale neplati pre pripad IV.,
kde maju dvojice s, a s,79 opacné usporiadania, teda s < ry,s > r9. Na zaklade tohto
pozorovania moézeme toto znamienko jednotne zapisat pomocou funkcie signum, napr.

ako stdin sgn (s — 1) sgn (s — r9). A teda ak uvazujeme volbu indexov ay, as, by, be, resp.

7 7 Ve 7 . . (CLl,bl),(lZz,bQ) v 7 /.
71,72, S, popisanu vyssie, dostdvame pre kovarianciu ;' spolo¢ny zapis

a a 1 . ”
S = san (s — 1) sgn s — r2) V (15 (+52)
M, M, Ng Ns
mjy Mg ( )
X Z Z cov (Fﬁh/ﬂ (X8j1k1) ) Fr2j2k2 (ijsz) )
k1=1ko=1

(al,bl),(ag,bg)

1ia je na zaver este po-

Kvoli praktickému vyuzitiu odvodenych kovariancii X
trebné odhadniit nezndme kovariancie typu cov (Fr1 ik (Xsjirr) s Frojoks (Xsjoks) ) vystupu-
juce vo vztahoch (52) a (63). Ako sme aj spominali, pre kovariancie tohto typu uz boli od-
vodené ich konzistentné odhady. Je ich mozné néjst napr. v ¢lanku [6] alebo v inej forme v
¢lanku [1] aj s dokazom. Nech teraz ri, o, s € {1,..., g}, 11 # 8,79 # 8, j1,j2 € {1,...,J},
kie{l,....,m;}, ko € {1,...,mj,} anech c/oT/(lekl (Xsjik1) s Frojoks (ijQkQ)) oznacuje

konzistentny odhad kovariancie cov (E1 ikt (Xsjikr) s Frojoks (Xsjoks) ) Podla ¢lankov [1] a
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[6] potom plati vztah

C/OT/(ijlkl (ij1k1) ) ijzkz (XSJ'ka) ) =

- {I71l1hk1<xw1k1} (64)
Z {IT212J2’€2<$SU2’€2} B 2 ’

nT? lo=1

kde §]§:7b) je nevychyleny odhad parametra Qj(-Z’b) z (34), definovany podla vztahu (37).
Teraz uz mame k dispozicii vSetko potrebné k tomu, aby sme skiimané kovariancie od-
hadli iba za pomoci déat. Nech ay,as,b1,bs € {1,...,9}, a1 < by, as < by a nech jy, s €

{1,...,J}. Oznacme S](f’;fl (2202) k onzistentng odhad kovariancie Eé-‘fjl»;bl)’(@’bﬂ. Uvazujme

odvodené vyjadrenia (52), (62) a (63). Vyuzitim odhadov zo vztahu (64) a nahradenim

(a1,b1),(a2,b2)
SJ1]2

Aeb) podielom poctov dat n, a ny, dostavame pre konzistentny odhad vyjad-

renie

1 Mgy Mgy e\ __
> (1 + n) cov (Faj1k1 (Xtjirr) > Fajoks (ij2k2)>
b

mjlmj? k1=1ko=1
np\ —
+ (1 + n) COV(Fbjlkl (Xajika) s Frjaks (Xaj2k2)>
akalzagza,blzbgzb,
() (1)
mjlmjz Ng Ng
Ji1Jj2 myi, My,

X Z Z COV( rijik1 ij1k1)>FT2j2k2 (ij2k2>)

k1=1ko=1

S(al b1),(az,b2) Sgn (3 - 7"1) sgn (3 — 7"2)

ak plati prave jedna z rovnosti a; = ay = s,b; = by = s,
a1 = by = s,a9 = by = s a 11,9 oznacuju zostavajice indexy

tak, aby k nim prislichali indexy 71, 72 v tomto poradi,

0 1inak.
(65)

(a,b) R(a b)

V doésledku vyjadrenia (65) dostdvame pre konzistentny odhad var (Rb. i - ) vystu-

pujtci v definicii (40) testovej Statistiky 7.9, vztah

war (B = RY) = (na+mp) S5 ab=1,.. .9, a<b j=1,...,J (66)

a-]
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2.5 Vypocet p-value

Vychadzajuc zo vztahov odvodenych v predchadzajicej casti teraz uvedieme prakticky
sposob vypodtu p-value zovSeobecneného T, 4 testu s testovou Statistikou definovanou
podla vztahu (40). Tento postup bude v principe rovnaky tomu pre pripad T, ax testu pri
uvazovani dvoch osetreni (¢ = 2). Nech ¢ > 0 znac¢i hodnotu nameranej testovej statistiky.

Podla tvaru testovej statistiky 7.9, 4 uvedeného v (41) pre hodnotu p-value plati

P, (TCSJ]\/IAX > t) =1— Ppy, (TC%MX < t) =

=1— Py, I{IllaX b
E a7
ajbe{l, L9} Var Z](
Po uprave poslednej pravdepodobnosti mézeme pisat
PHO (Tc?\/[AX Z t) =
Z(a,b)
=1-—Py, || ——|<t, j=1,....,J, a,b=1,...,9, a<b
var (2,

a dosadenim za odhad var (Zj(a’b)) podla (66) dostavame na zaver vztah

PHO (Tcg\/[AX > t) =

\/ na + nb a )(a b)

Vyrazy vystupujice v absolitnych hodnotéch vo vztahu (67) st jednotlivé standardizo-

(67)

<t, j=1,...,J, a,b=1,...,q, a<b).

vané zlozky vektora Z z (43). Preto mozeme skiimanu p-value pocitat pomocou integralu

g(g—1)

5—. Tuto hustotu vieme za platnosti nu-

T.J-rozmernej hustoty vektora Z, kde 7 =
lovej hypotézy Hy z (35) aproximovat na zaklade predpokladanej normality vektora Z
a vyuzitim jeho odvodenej strednej hodnoty podla (46), a odhadu kovariancénej matice
podla (65), ktory preskdlujeme na korela¢ni maticu. Integra¢nou oblastou je podla (67)
rJ-rozmerné kocka centrovans v bode 0, s hranami dlzky 2¢ a rovnobeznymi so strad-

nicovymi osami. Vyuzitim asymptotickej normality vektora Z a na zaklade vztahov (46),

(65), a (67), budeme v nasledujiicej Casti simula¢ne skiimat kvalitu zovseobecneného testu

g
TCMAX :
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2.6 Simulacie

Uvazujme porovnanie g osetreni X,, a = 1,...,¢9, s m endpointami zadelenymi do J
clusterov robené pomocou testovania rozsirenej verzie zovseobecnenej Behrens-Fisher hy-
potézy Hy z (35) a prislusné znacenie zavedené v ramci tejto kapitoly. V nasledujicich
simulaciach sa blizsie pozrieme na kvalitu navrhnutého zovseobecnenia T,y 4x testu. Po-
mocou odhadov pravdepodobnosti chyby 1. druhu overime spravnost vyssie odvodenych
asymptotickych vlastnosti a odhadov a taktiez spravnost sposobu vypoctu p-value, ktory
sme uviedli v predchadzajicej casti. Taktiez nas budu zaujimat odhady sily navrhnutého
testu, ktoré ndm zase nieco povedia o vhodnosti volby samotnej zovseobecnenej testovej
Statistiky T.%,4x 2z (40). Déata budeme generovat pre 3 rdzne scenare v prostredi R [5].
V kazdom z nich budeme uvazovat m = 6 endpointov s clusterovou struktdarou, pricom
vzdy zvolime pocet clusterov J = 3 a pocty endpointov v ramci danych clusterov m; = 3,
me = 2, m3 = 1. Kvoli porovnaniu budeme pri kazdom scenari uvadzat aj vysledky ziskané
pre jednofaktorovy MANOVA test.

V ramci prvého scendra uvazujme g = 4, teda testovanie odliSnosti Styroch oSetreni
X4, a = 1,...,4. Budeme uvazovat dve rézne volby rozdeleni tychto osetreni. Prvym
bude 6-rozmerné normélne rozdelenie, teda X, ~ Ng(pta, X0), @ = 1,...,4. Druhym bude
6-rozmerné zovseobecnené Studentovo t-rozdelenie s poctom stupnov volnosti df = 3,
pricom k osetreniu X, prislicha vektor strednych hodnét pu, a Skalovacia matica »,, a =
1,...,4. V pripade pocitania odhadov pravd. chyby 1. druhu je potrebné data generovat
za platnosti nulovej hypotézy Hy z (35). To pre oba pripady rozdelenia oSetreni docielime
volbou rovnakych vektorov strednych hodnot p, = 0g, a = 1, ..., 4. Pri skimani sily testu

sme stredné hodnoty zvolili rozne, konkrétne

1,5 -2

0,5 -0

0,5 0
M1 3=

0 0

0 0

0

0

Il
o @] o o ] o
=
[\
I
=
w
|
=
N
Il
(@] (@) @) (@] (@) (@)

Kovarianc¢né matice v pripade normalneho rozdelenia, resp. skalovacie matice v pripade
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zovseobecneného t-rozdelenia, sme zvolili rovnaké, konkrétne

100 36 16 0 0 0
36 25 4 0 0 0
16 4 4 0 0 0
Y= , o a=1,...,4
0 0 0 00225 0,01 0
0O 0 0 0,01 001 ©0
0 0 0 0 0 0,25

Pre kazdy z tychto dvoch pripadov rozdeleni X,, a = 1,...,4, sme v prostredi R [5]

nahodne generovali 6-rozmerné data pre nasledovné tri volby velkosti osetreni n,:
e n; = 50, ny = 60, ng = 50, ng = 40,
e ny = 100, ny = 120, ng = 100, ny = 80 a
e ny = 200, ny = 240, ng = 200, ny = 160.

Na takto generované ddta sme aplikovali test pomocou 7.9, 4 definovanej podla vztahu
(40). Testovali sme na hladine vyznamnosti « = 0,05 a vykonanych bolo vzdy 10 000
simulécii. Ziskané odhady pravdepodobnosti chyby 1. druhu a sily testu zaokrihlené na

3 desatinné miesta si vypisané v tabulke 4. Pre porovnanie uviddzame aj vysledky pre

MANOVA test.

Tabulka 4: Pravdepodobnost chyby 1. druhu a sila T}, ,  testu, 4 oSetrenia, homoskedasticita

Pravd. chyby 1. druhu Sila testu
Ng ~ 50 ng ~ 100 ng, ~200 | ng~50 n, ~ 100 n, ~ 200

6-rozmerné normélne rozdelenie

TS,.x | 0080 0,068 0,056 | 0,199 0,353 0,654
MANOVA | 0,050 0,052 0,049 | 0291 0,621 0,953

6-rozmerné zovseobecnené Studentovo t-rozdelenie

T ax | 0085 0,067 0,053 | 0,160 0,226 0,443
MANOVA | 0,039 0,046 0,046 | 0,124 0,235 0,467

7, vysledkov uvedenych v tabulke 4 vidime, Ze odhady pravdepodobnosti chyby 1.

druhu navrhnutého testu s pre obe volby rozdeleni nad troviiou 5%. Tento nedostatok
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je najvyraznejsi pri nizsich poc¢toch dat n,. Jeho dévodom moze byt fakt, Ze pre zvoleny
pocet osetreni ¢ = 4 ma kovarian¢na matica vektora Z velké mnozstvo parametrov na
odhadovanie, ¢oho dosledkom moze byt mensia presnost vysledného odhadu. S rasticim
poctom dat sa avsak situdcia zlepsuje, ¢o modze indikovat spravnost uvedenych asymp-
totickych vlastnosti a odvodenych asymptotickych odhadov. Co sa tyka sily rozsireného
testu, tam st vysledky v principe v poriadku. Test dany testovou Statistikou 7.9, 4y z
(40) v datach identifikuje signifikantné odliSnosti a nulovi hypotézu H, zamieta rela-
tivne Casto. V porovnani s vysledkami pre MANOVA test je ale navrhnuty test pre obe
volby rozdeleni slabsi. A to aj napriek tomu, Ze z dévodu vyssej pravd. chyby 1. druhu
moze byt sila nasho testu mierne zvacsena. Kvoli presnejsiemu porovnaniu sme sa preto
v nasledujicom scenari pozreli na pripad nizsieho poc¢tu osetreni a vyssieho poctu dat.
Zvolme teraz g = 3, ¢o je pripad troch osetreni X,, a = 1,...,3. Uvazujme rovnaké
dva typy rozdeleni, ako v predchadzajicom scenari, teda 6-rozmerné normalne rozdelenie
a 6-rozmerné zovseobecnené Studentovo t-rozdelenie s poc¢tom stupnov volnosti df =
3, pricom zachovajme oznacenia parametrov p,, >4, a = 1,...,3. V pripade pocitania

odhadov pravd. chyby 1. druhu opéf zvolime rovnaké nulové vektory strednych hodnot

ta = 06, a =1,...,3. Pri skimani sily testu sme stredné hodnoty zvolili nasledovne:
0 1 —-1,5
0 0,5 —0,25
0 0,25 0
H1 = ) H2 = 3 M3 =
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Kovarian¢né (resp. skalovacie) matice ¥,, a = 1, ..., 3, sme zvolili rovnako, ako v predché-

dzajicom pripade pre g = 4. Pre kazdy z tychto dvoch pripadov rozdeleni X,,a =1, ..., 3,
sme v prostredi R [5] ndhodne generovali 6-rozmerné data pre nasledovné tri volby velkosti

oSetreni n,:
e n; = 100, ny = 125, ng = 140,
e n; = 200, ny = 250, n3 = 280 a
e n; = 400, ny = 500, ng = 560.
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Na takto generované ddta sme opét aplikovali test pomocou T.9,4x 7z (40), pricom sme
testovali rovnako na hladine vyznamnosti a = 0,05 a vykonanych bolo 10 000 simulacii.
Ziskané odhady pravdepodobnosti chyby 1. druhu a sily testu zaokrihlené na 3 desatinné
miesta st vypisané v tabulke 5. Pre porovnanie opéf uvadzame aj vysledky pre MANOVA
test.

Tabulka 5: Pravdepodobnost chyby 1. druhu a sila 70, , y testu, 3 oSetrenia, homoskedasticita

Pravd. chyby 1. druhu Sila testu
Ng ~ 125 n, ~ 250 n, ~ 500 | n, ~ 125 n, ~ 250 n, ~ 500

6-rozmerné normalne rozdelenie

T ax 0,057 0,054 0,051 0,203 0,376 0,719

C

MANOVA 0,046 0,051 0,048 0,434 0,800 0,991

6-rozmerné zovseobecnené Studentovo t-rozdelenie

T ax 0,062 0,052 0,055 0,148 0,258 0,511

C

MANOVA 0,045 0,047 0,047 0,167 0,324 0,626

Ziskané odhady pravdepodobnosti chyby 1. druhu uvedené v tabulke 5 su v stulade s
nasim ocakavanim. Navysenie poc¢tov dat n, malo za nasledok, Ze vysledné odhady st opét
o nieco blizsie k hodnote 5%. Pre obe volby rozdeleni a vSetky pocty dat si tieto odhady
pravd. chyby 1. druhu maximdlne na trovni 6%. D4 sa teda ocakévat, ze asymptoticky
drzi zovSeobecneny test dany testovou sStatistikou 7.9, 4 z (40) pravd. chyby 1. druhu na
pozadovanej drovni a. Odhadované sily tohto testu su ale stale mensie, ako tie ziskané
pre MANOVA test. Tento rozdiel je najvyraznejsi pri norméalnom rozdeleni osetreni. To
je avsSak ocakavatelné, kedze pri zvolenom normalnom rozdeleni si z dévodu volby rovna-
kych kovarianénych matic (teda homoskedasticity) splnené vsetky predpoklady MANOVA
testu. Preto sme sa v nasledujiicom scenari pozreli na pripad heteroskedastickych dat.

Ako posledny zvolme pripad rozdeleni z predchadzajiceho scenara pri narusenej ho-
moskedasticite dat. Majme teda g = 3 oSetrenia X,, a = 1,...,3, a nadalej uvazujme
6-rozmerné norméalne rozdelenie a 6-rozmerné zovseobecnené Studentovo t-rozdelenie s
poc¢tom stupnov volnosti df = 3, pricom zachovajme oznacenia parametrov fi,, 24, a =
1,...,3. Vektory strednych hodnot ., a = 1,...,3, zvolme aj za platnosti, aj za neplat-

nosti Hy z (35) rovnako, ako v predchadzajicom scenari. Z dévodu uvazovania heteros-
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kedasticity ale zmenime volby kovarian¢nych (resp. skalovacich) matic ¥,, a = 1,...,3.
Maticu ¥ zvolime tak, ako v predchadzajicich simulaciach. Ostatné matice Yo, >3 zvo-

lime iné, konkrétne

36 10 4 0 0 0 64 25 10 0 0 0

10 4 15 0 0 0 25 16 5 0 0 0

4 15 1 0 0 0 10 5 225 O 0 0
22 = 723 =

0O 0 0 0,04 0,02 0 0 0 0 0,09 005 0

0 0 0 002 00225 0 0 0 0 005 004 0

0O 0 O 0 0 0,64 0 0 0 0 0 0,04

Pre kazdy z tychto dvoch pripadov rozdeleni X,, a = 1,...,3, sme v prostredi R [5] na-
hodne generovali 6-rozmerné data pre rovnaké tri volby velkosti osetreni n,, a =1,...,3,
ako v predchadzajicom scenéri. Na takto generované data sme aplikovali test pomocou
T Srax 2 (40). Testovali sme rovnako na hladine vyznamnosti a = 0,05 a vykonanych bolo
10 000 simulécii. Ziskané odhady pravdepodobnosti chyby 1. druhu a sily testu zaokrih-

lené na 3 desatinné miesta su vypisané v tabulke 6. Pre porovnanie opéaf uvadzame aj

vysledky pre MANOVA test.

Tabulka 6: Pravdepodobnost chyby 1. druhu a sila T}, ,  testu, 3 oSetrenia, heteroskedasticita

Pravd. chyby 1. druhu Sila testu
Ng ~ 125 ng, ~ 250 ng ~ 500 | ng ~ 125 n, ~ 250 n, ~ 500

6-rozmerné normalne rozdelenie
Tirax 0,057 0,055 0,050 0,397 0,721 0,968
MANOVA 0,070 0,075 0,072 0,529 0,895 0,999

6-rozmerné zovseobecnené Studentovo t-rozdelenie
Thrax 0,058 0,054 0,058 0,263 0,515 0,870
MANOVA 0,063 0,065 0,064 0,215 0,401 0,750

Porovnanim ziskanych vysledkov s vysledkami uvedenymi v tabulke 5 si mézeme vsim-
nut, Ze zmena kovarianénych matic neovplyvnila pravd. chyby 1. druhu nésho testu. V
pripade MANOVA testu mala avsak tato zmena z dévodu porusenia predpokladov za

nasledok ich vyraznej$i narast. Co sa tyka sily testu pomocou T.9,,x z (40), tak mal
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prechod k heteroskedasticite dokonca priaznivé ucinky. V porovnani s vysledkami pre ho-
moskedasticitu uvedenymi v tabulke 5 sila testu vyrazne vzrastla. V pripade norméalneho
rozdelenia s odhady sily MANOVA testu stale o nieco vysSie, treba avsak prihliadat
na vyrazny narast pravd. chyby 1. druhu tohto testu. Pre pripad t-rozdelenia st odhady
sily testu pomocou T.9, 4y uz pre vsetky volby poctov dat n, vyssie ako pre MANOVA
test, a to aj napriek zvysenej pravd. chyby 1. druhu MANOVA testu. Podobne ako test
pomocou T.yax z (31) pre pripad dvoch oSetreni, aj pri pouziti T.%, 4y podla (40) je vy-
sledkom robustna neparametrickd metoda, pre ktort sa daju ocakavat vyborné vysledky

pre heteroskedastické data. Preto sa testova statistika 7.9, 4x z (40) javi byt jej vhodnym

zovsSeobecnenim.
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Zaver

Cielom tejto diplomovej prace bolo nadviazat na vyvoj rankovych testov z podkladovych
clankov, navrhnit zovseobecnenie najaktualnejsej z tychto metdd pre pripad lubovolného
poctu suborov a po odvodeni asymptotickych vlastnosti a odhadov skimat kvalitu na-
vrhnutého testu pomocou pocitacovych simuldcii v prostredi R [5]. Poznatky tykajice
sa sledovanych viacrozmernych metéd na porovnanie dvoch stiborov sme ¢erpali najma z
povodnych ¢lankov [1], [3], [4] a [6].

V 1vode prvej kapitoly sme strucne opisali problematiku klinickych studii, ¢im sme
poukéazali na dodlezitost viacrozmerného testovania. Po zadefinovani zovSeobecnenej Beh-
rens-Fisher hypotézy sme vysvetlili jej prepojenie so spominanymi klinickymi stidiami.
Uviedli sme pomocnii lemu a vetu s vlastnymi dokazmi a na zaklade ich vysledkov sme
vysvetlili, ako mozno tiato nulovii hypotézu testovat za pomoci rankovych testov.

Ako prvym sme sa venovali tzv. rank-sum-type testom. Vysvetlili sme, ako moze mat
pouzitie testovych Statistik O’Briena z [4] na testovanie zovSeobecnenej Behrens-Fisher hy-
potézy za nasledok zvacsenie pravdepodobnosti chyby 1. druhu prislusnych testov. Uviedli
sme tpravy tychto testovych statistik navrhnuté Huangom et al. v [1], pri ktorych maji
vysledné testy aj pre pripad tejto nulovej hypotézy pravd. chyby 1. druhu pod kontrolou.
Tento fakt sme potvrdili na zdklade vysledkov vlastnych simulécii. Vysvetlili sme zavislost
sily tychto testov od charakteru neplatnosti zovSeobecnenej Behrens-Fisher hypotézy. V
pripade rovnakych znamienok relativnych efektov 6y testy spravne kumuluju dokazy o
neplatnosti nulovej hypotézy, ¢o ma za nasledok velku silu testu. Inak sa ale z dovodu
sC¢itovania hodnot s opa¢nymi znamienkami, teda spajania dokazov nerovnakého typu,
moze stratit velké mnozstvo informéacie a vysledné testy mozu byt velmi slabé. Tento jav
sme pre oba pripady ilustrovali vo vlastnych simuléciach.

V dalSej ¢asti sme sa v kratkosti zaoberali T,,,, testom, ktory navrhli Liu et. v [3].
Na zaklade vysledkov vlastnych simulacii sme ukazali, ze tato volba jednoduchej, no
robustnej testovej statistiky ma za nasledok uspokojivi silu testu pre ITubovolny charakter
neplatnosti nulovej hypotézy.

V dalsom sme spomenuli, ze v mnohych aplikaciach tvoria endpointy prirodzent cluste-
rovu strukturu. Vysvetlili sme, ako bol tento fakt vyuziti pri konstrukcii testovej statistiky

Temax, ktort navrhli Zhang et al. v [6]. Naznadcili sme, Ze tento test vhodne kombinuje
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silu rank-sum-type testov a robustnost testovej statistiky 7T.,..., a teda Ze pren mozno
v pripade clusterovej struktury endpointov ocakavat velku silu testu. Tieto ocakavania
potvrdili vysledky nasich simulécii, kde sme na zaklade porovnania odhadov sily vset-
kych sledovanych rankovych testov demonstrovali vyhodnost pouzitia tejto metédy na
testovanie zovseobecnenej Behrens-Fisher hypotézy.

V ramci druhej kapitoly sme navrhli vlastné zovseobecnenie testovej statistiky Toprax
pre pripad viacerych stiborov. Vysvetlili sme, preco sme sa rozhodli tuto testovu statis-
tiku zovSeobecnit inym sposobom, ako tym, ktory navrhli samotni autori v ¢ldnku [6].
Uviedli sme definiciu navrhnutej testovej statistiky 7.5,4x a vyjadrili sme sa k oc¢aka-
vanym vlastnostiam vysledného testu. Ciasto¢ne sme odévodnili asymptoticki normalitu
pomocného vektora Z. Vychadzajic z ¢lankov [1], [3] a [6] sme za platnosti zovseobec-
nenej Behrens-Fisher hypotézy detailne odvodili jeho strednii hodnotu a asymptotick
kovarianéni maticu, uviedli sme odhady potrebnych parametrov a taktiez sme opisali
prakticky sposob vypoctu p-value nasho testu. Vyuzitim tychto poznatkov sme simulacne
sktimali kvalitu navrhnutého zovseobecnenia T, 4y v porovnani so zndmou parametric-
kou metddou - jednofaktorovym MANOVA testom. V prostredi R [5] sme generovali data
s clusterovou struktirou endpointov pre 3 rézne scenare. Ziskané odhady pravd. chyby
1. druhu nasho testu su s rasticim poc¢tom dat stale blizSie k pozadovanej tdrovni a,
¢o naznacuje spravnost odvodenych asymptotickych vlastnosti a odhadov. V pripade ne-
platnosti nulovej hypotézy ju navrhnuty test zamietal relativne ¢asto, ¢coho dékazom st
vSeobecne uspokojivé odhady sily testu. Najlepsie vysledky nas test vykazoval pre pripad
heteroskedastickych déat z rozdelenia s tazkymi chvostami, kde dosiahol vyssiu silu testu
ako MANOVA test a to pri nizsich trovniach pravd. chyby 1. druhu. Celkovo sa teda navr-
hnuty test dany testovou Statistikou 7.9, 4 javi byt vyhodnou neparametrickou metédou

na testovanie zovseobecnenej Behrens-Fisher hypotézy pre pripad viacerych stuborov.
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