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Abstrakt v statnom jazyku

JANKECHOVA, Zuzana: DEA modely s ohrani¢eniami na véhy [Diplomova pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a statistiky; skolitel: doc. RNDr. Margaréta Halicka,
CSc., Bratislava, 2020, 70 s.

V diplomovej praci sa zaoberame DEA modelmi s ohranic¢eniami na vahy. V obalko-
vej analyze dat existuje viacero modelov, ktoré nejakym sposobom obmedzuju volbu
vah. V tejto praci sa snazime analyzovat zname postupy pouzivané pri stanovovani
ohraniceni na vahy. V literature sa aplikuju dodatocné ohranicenia zvycéajne nad orien-
tovanymi modelmi. V nasej préaci aplikujeme ohranic¢enia aj nad hyperbolickym a Rus-
sellovym modelom, ktoré st neorientované. Uvadzame konkrétne typy ohraniceni, s
ktorymi sa mozno v literatire najcastejsie stretnit. Na prikladoch ilustrujeme zmenu
vlastnosti jednotlivych modelov po zacleneni dodato¢nych ohrani¢eni na vahy. Taktiez
uvadzame jednoduché testy konzistentnosti ohraniceni, vdaka ktorym vieme identifiko-
vat, ¢i dodatocné ohranic¢enia nesposobuji v modeli problémy. V poslednej casti prace
aplikujeme nami zvolené ohranic¢enia na cvicnom priklade, v ktorom analyzujeme efek-

tivitu bankového systému na Slovensku.

Klicové slova: DEA modely, ohrani¢enia na vahy, hyperbolicky model, Russellov

model, testovanie konzistentnosti



Abstract

JANKECHOVA, Zuzana: DEA models with restricted weights [Diploma Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Margaréta
Halicka, CSc., Bratislava, 2020, 70 p.

In this Diploma thesis we deal with DEA models with restricted weights. There are
several models in the Data Envelopment Analysis that somehow limit the choice of
weights. In this paper, we try to analyze the well-known procedures used in determi-
ning weight restrictions. In the literature, additional weight restrictions are applied,
usually over oriented models. In our work, we also apply weight restrictions over the
hyperbolic model and Russell model, which are unoriented. We list specific types of
weight restrictions that are most often used in the literature. We illustrate on examples
the change in the properties of individual models after the inclusion of additional we-
ight restrictions. We also introduce simple consistency tests to help us identify whether
additional weight restrictions are causing problems in the model. In the last part of
the work we apply our chosen weight restrictions on a practical example, in which we

analyze the efficiency of the banking system in Slovakia.

Keywords: DEA models, weight restrictions, hyperbolic model, Russell model,

testing for consistency
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Uvod

Obélkovéa analyza dat (Data Envelopment Analysis, skratene DEA) sa zacala roz-
vijat koncom 70. rokov 20. storocia, kedy bola publikovana praca Measuring the effi-
ciency of decision making units od Charnesa, Coopera a Rhodesa. Vyuzitie DEA je v
stucasnosti pomerne bezné vo viacerych oblastiach, napr. bankovnictve, zdravotnictve,
skolstve alebo statnej sprave, ¢comu nasvedcuje narastajici pocet publikacii, ktoré sa
tejto problematike venuju.

Obalkova analyza dat je neparametrickd metoda, ktorda sa zameriava na vyhodno-
covanie a porovnavanie technickej efektivity urcitej skupiny organizacnych jednotiek.
DEA modelovanie sa zvycajne predstavuje ako aplikacia linedarneho programovania, na-
kolko véac¢sinu modelov mozno interpetovat ako linedrne optimalizacné tlohy. V stucast-
nosti vsak nadobidaju na popularite aj niektoré nelinedrne modely, napriklad Russellov
model alebo hyperbolicky model.

V DEA modeloch si kazda organizacna jednotka hlada vhodné vahy, ktoré prisli-
chaju jednotlivym vstupom a vystupom. Tieto vahy urcujui, ako dolezité su vstupy resp.
vystupy pre dand jednotku pri maximalizacii svojej efektivity. Zakladné DEA modely
na tieto vahy neurcuju ziadne apriorne ohranic¢enia okrem predpokladu nezapornosti.

Nakolko sa DEA modely v stcasnosti vyuzivaji najma pri vypoctoch tykajuicich sa
problémov redlneho sveta, je potrebné do analyzy zaclenit tzv. value judgement. To
znamena, ze chceme vyuzif informécie, ktoré o danej oblasti mame. Takymito infor-
méaciami moze byt dolezitost jednotlivych vstupov / vystupov, ich dostupnost, ceny na
trhu atd. Toto je len jeden z dévodov, pre ktoré sa do DEA modelov zacali zaclenovat
dodatoc¢né ohranic¢enia na vahy:.

V stucasnosti mézeme néjst viacero publikacii, ktoré sa zaoberaju zaclenenim ohra-
niceni na vahy do DEA modelov. Zakladom pre tieto analyzy si linedarne modely,
najcastejsie radidlne orientované CCR alebo BCC modely. Z tychto publikécii taktiez
vieme, ze dodato¢né ohranicenia na vahy moézu model vyrazne zlepsSit, no na druhu
stranu mozu sposobit aj viacero problémov.

Cielom tejto diplomovej prace je prehladne spracovat zndme poznatky z oblasti
vyuzivania dodato¢nych ohraniceni na vahy a analyzovat zauzivané postupy. Tieto po-

znatky a postupy rozsirime aplikovanim na niektoré nelinedrne neorientované modely.



Praca je rozdelena na pat kapitol. V prvej kapitole uvadzame zakladné poznatky z
teérie DEA modelov a symboliku, kora sa v praci dalej pouziva. Vysvetlime, ¢o je to
technolégia a uvedieme modely (CCR, BCC, hyperbolicky a Russellov model), ktoré
budeme v tejto praci pouzivat. V druhej kapitole sa zaoberame zaclenenim ohraniceni
na vahy do modelov. Vysvetlime zédkladné dovody, preco sa ohranic¢enia do analyzy za-
clenuju a uvedieme aj v akej forme mézu byt tieto ohrani¢enia do modelov zaclenené.
Dalsia kapitola obsahuje jednoduché priklady, na ktorjch ukézeme, akym spdsobom
ovplyvnuje zaclenenie dodatoénych ohraniceni pouzity model respektive jeho vlastnosti.
V stvrtej kapitole uvadzame dva pristupy, ktorymi mozno testovat konzistentnost zvo-
lenych ohranic¢eni na vahy. Posledna kapitola obsahuje prakticku cast, resp. cviény
priklad s nami navrhnutymi ohrani¢eniami na vahy v oblasti, ktora ¢asto vyuziva ana-
Iyzu pomocou DEA modelov, a to bankovnictvo. Konkrétne budeme analyzovat ban-
kovy sektor na Slovensku pomocou pristupu orientovaného na sluzby. Vyuzivat budeme

orientované (BCC) aj neorientované modely (hyperbolicky, Russellov model).



1 Uvod do DEA modelovania

Na zaciatku tejto prace uvedieme zakladné poznatky z teérie DEA modelov a zaroven
zadefinujeme niekoré pojmy, ktoré budeme neskor v praci pouzivat. Vychadzat budeme

hlavne z [6].

1.1 Symbolika

Podstatou DEA modelov je urcovanie relativnej efektivnosti jednotlivych producen-
tov v ramci urcitej skupiny. Pojem efektivnost sa viaze na urcity spésob vykonava-
nia nejakej ¢innosti. Tito ¢innost budeme v stlade s ekonomickou tedriou nazyvat
technolégiou, produkénou ¢innostou alebo produkciou. Technolégiou v tomto pripade
rozumieme sposob, akym subjekty vytvaraju zo svojich zdrojov vysledné produkty.
Dolezitym predpokladomm DEA modelov je homogénnost danej skupiny producentov,
¢o znamena, ze mozeme porovnavat len utvary, ktoré sa zaoberaju rovnakym druhom
¢innosti (vyrobnej alebo nevyrobnej).

Technoldgia T je charakterizovana vstupmi, ktoré spotrebovava a vystupmi, ktoré
produkuje. Uvazujme technolégiu 7', ktord je charakterizovand m vstupmi a s vystupmi

(vid Obr. 1).

I 0
I . 0,
S Technolégia

Obr. 1: Technolbgia a jej vstupy a vystupy (Zdroj: [6])

Jednotlivé vstupy (inputy) oznacujeme I;, (i = 1,...,m), vystupy (outputy) zase
O,,(r = 1,...,s) a v struénosti hovorime o i-tom vstupe, kde i = 1,...,m a o r-
tom vystupe, kde » = 1,...,s. Konkrétne hodnoty vstupov v technolégii 7" budeme
oznacovat vektorom x € R™ a konkrétne hodnoty vystupov vektorom y € R®.

Ak pre dvojicu (z,y) plati, Ze mnozstva y vystupov sa daji v technologii 7' vyrobit

z mnozstiev vstupov z, tak hovorime ze dvojica (x,y) je pre technolégiu T' pripustna.



Mnozina vSetkych pripustnych dvojic (z,y) sa nazyva mnozinou produkénych moz-
nosti, ktora sa oznacuje GG. Pre nase potreby pouzivame len jej aproximaciu M, ktorej
dva pripady si definované nizsie. Pri konstrukcii mnoziny M budeme vychadzaf z
pozorovanych dat a axiom odvodenych v [6].

Uvazujeme teraz skupinu n homogénnych producentov alebo organizacnych utvarov,
& jednotiek, ktoré sa riadia technolégiou 7. Utvary oznacujeme DM Uj,(j=1,...,n)
a hovorime o j-tom tutvare, pre 7 = 1,...,n. Skratka DMU pochadza z anglického
Decision Making Unit a vyjadruje nezavislost rozhodovania kazdého ttvaru o premene
vstupov na vystupy. Kazdy ttvar je tak charakterizovany svojimi vlastnymi hodnotami
resp. mnozstvami kazdého z m vstupov a s vystupov. Vektor vstupov j-teho utvaru
oznacujeme z; a vektor vystupov y; . Predpokladdme, Ze z; € R a y; € R3. V tejto
praci budeme predpokladat, Ze hodnoty vsSetkych vstupov a vystupov si pre kazdy
utvar nezaporné a ze kazdy utvar ma aspon jeden kladny vstup a aspon jeden kladny
vystup. Hodnotu i-teho vstupu pre j-ty ttvar oznacime z;;, hodnotu r-tého vystupu

pre j-ty dtvar y,;, a teda

T, Yij
ajj: x” , yJ: yrj , (jzl,,n>
xmj ysj

Hodnoty vstupov a vystupov pre vsetky DMU; mozeme zapisat pomocou matice

vstupov X typu m X n, a matice vystupov Y typu s X n, to znamena:

T .- Tij .- T1in Y1 - Y15 - Yin
X = Til oo Ty e Tin | Y = Yrl oor Yrj oor Yrp
Tmi -+ Tmj --- Tmn Ys1 oo Ysj -+ Ysn

Zrejme z; € R - vektor hodnot vstupov atvaru DMU; - je j-ty stIpec matice X.
Podobne y; € R - vektor hodnot vystupov utvaru DMU; - je j-ty stlpec matice Y, a
teda
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Ulohou DEA modelov je z danych vstupnych tdajov uréit, ktoré utvary su efektivne
a ktoré neefektivne. Spomedzi vsetkych utvarov DMU;, j = 1,...,n budeme osobitne
oznacovat ten utvar, ktorého efektivnost budeme prave zistovat. Tento itvar oznacime
pomocou Specidlneho indexu, ktorym je malé pismeno o € {1,...,n}.

Budeme uvazovat pripad konstantnych vynosov z rozsahu (CRS z anglického Cons-
tant Return to Scale), kedy technolégia vykazuje vlastnost, ze s kazdou pripustnou
dvojicou hodnét (z,y) je pripustnou dvojicou aj (kz, ky), pre kazdé k > 0. Ak takito
informaciu nemame, hovorime o variabilnych vynosoch (VRS z anglického Variable
Returns to Scale).

Na zaklade n pozorovanych dat (organizacnych jednotiek) a tzv. axiém produkénej
mnoziny (konvexnost, free disposability, vynosy z rozsahu), ktoré sit uvedené v [6] sa de-
finuje mnozina produkénych moznosti s konstantnymi vynosmi z rozsahu nasledujicim

vztahom.

Mcors = {(z,y) eR™ | XA<z, YA>y, >0}, (1)

kde A = (A1,...,A\)T. Mnozina Mcgs je konvexny kuZel generovany vektormi jednot-
liviych DMU; rozsireny o dvojice, ktoré maju vacsie vstupy alebo mensie vystupy.
Podobne sa definuje mnozina produkénych moznosti s variabilnymi vynosmi z roz-

sahu vztahom:

MVRS = {(J},y) & ]Rm+8 | X)\ S Z, Y)\ Z Yy, Z/\] = ]_, )\ Z O}, (2)
7=1

kde A = (A1,..., )T, MnoZina My rg je konvexnou mnozinou opit generovanou vek-
tormi jednotlivych DMU; rozsirenou o dvojice, ktoré maju vacsie vstupy alebo mensie
vystupy.

Dvojicu (z,y) € M nazyvame Pareto-efektivnou v M prave vtedy, ked neexistuje
taky bod (2',y") € M ze (2/,y') # (x,y) a zdroven x > 2’ ay < y/.

Je zrejmé, ze efektivna dvojica musi byt z hranice mnoziny M. Na hranici vsak mozu
lezat aj body, ktoré nie su efektivne. Takéto dvojice nazyvame pseudoefektivne. Body,
ktoré lezia vo vnutri mnoziny M, nazyvame neefektivne.

Vo vseobecnosti existuju dva pristupy k interpretacii efektivity. Obalkovy pristup sa

zaoberd skracovanim m rozmerného vektora vstupov a/alebo predlzovanim s rozmer-

11



ného vektora vystupov, az kym sa nedostaneme na hranicu obalky dat. V algebraickom
pristupe sa pomocou multiplikdtorov vah vytvara z vektora vstupov a vektora vystupov
jednorozmerny vstup a jednorozmerny vystup a maximalizuje sa efektivita vzhladom
na volbu vah. Tento pristup sa vdaka multiplikatorom vah nazyva multiplikativnym.
Kazdy z tychto dvoch pristupov povedie na urciti tlohu linedrneho programovania,

ktoré budu k sebe navzajom dudlne.

1.2 DEA modely

Historicky prvym DEA modelom bol model z prace [3], ktory sa sice v praxi nepouziva,
no predstavuje zéklad pre odvodenie mnohych v praxi pouzivanych modelov, formulo-

vanych ako tlohy linearneho programovania.

1.2.1 CCR model

CCR model autorov Charnesa, Coopera a Rhodesa z roku 1978 je historicky prvym
DEA modelom, ktory nasiel praktické uplatnenie. Napriek istym nedostatkom patri
dodnes medzi najpouzivanejsie modely. CCR model zodpoveda konstantnym vynosom
z rozsahu, viaze sa teda na prislusni mnozinu produkénych moznosti Mogrg z (1). Po-
zname jeho dve verzie: vstupny a vystupny CCR model, pri ich definovani ¢erpame z [6].
Pri vstupnom modeli radidlne skracujeme vstupy pri nezmensenych hodnotach vystu-
pov. Pri vystupnom modeli radialne predlzujeme vystupy pri nezviacsenych hodnotach
vstupov.

Pod vstupnym CCR modelom v obalkovom zapise (CCR-I-OM), aplikovanym na

DMU, rozumieme tlohu:

min 6 (3a)

pri podmienkach Y z;); < 0z, (3b)
=1

D Ui = Yo, (3¢)
j=1

A>0,. (3d)

12



Pod vystupnym CCR modelom v obalkovom zapise (CCR-O-OM), aplikovanym na

DMU,, rozumieme tlohu:

r{lpc:i)\x Y (4a)

pri podmienkach > z;\; < x, (4b)
j=1

Z y])\j Z wy07 (4C>
j=1

A>0,. (4d)

Nerovnosti v ohrani¢eniach mozeme previest na rovnosti zavedenim doplnkovych
premennych, ktoré budeme nazyvat z anglického originalu slacky. Zapis modelu s tymito

nezapornymi ohranic¢eniami budeme potrebovat pri interpretéacii rieseni.

(CCR—I1—-0M —-S),: (CCR-—0O0—-0M—-2S5),:
oS Y

> xiAj+ 5" = Oz, >z + 5" = 1,

j=1 j=1

> Ui — ¥ = Yo, DU — sV =V,

j=1 j=1

AZ0py 8720, $>0; A2 0, 8" 20m, s¥>0,

Vyssie uvedené modely CCR-I-OM aj CCR-O-OM maju tvar tilohy linearneho prog-
ramovania (LP). K obom tak vieme zostrojit prislusné duélne tlohy - modely v mul-
tiplikativnom zapise.

Pod vstupnym CCR modelom v multiplikativnom zapise (CCR-I-MM), aplikovanym

na DMU, rozumieme tlohu:

max u’y, (5a)

pri podmienkach v’z, = 1, (5b)

uly; —vTz; <0, j=1,...,n, (5¢)

u> 05 v >0 (5d)

Uéelovti funkeiu budeme oznacovat U, := Us(u,v) := uly, a jej optimdlnu hodnotu

13



Pod vystupnym CCR modelom v multiplikativnom zépise (CCR-O-MM), aplikova-

nym na DMU,, rozumieme tlohu:

nlrLuUn v, (6a)

pri podmienkach u”y, =1, (6b)
uly; —vTz; <0, j=1,...,n, (6¢)

w>0, v>0, (6d)

Ucelovti funkciu budeme oznacovat V, := V,(u,v) := v’

T, a jej optimalnu hodnotu V.
Oba multiplikativne modely (vstupny aj vystupny) mozno odvodit z nasledovného

modelu v zlomkovom tvare, ktory mé bezprostrednt interpretaciu.

uy,
7
e (7a)
uTy;
pri podmienkach —=~ <1, j=1,...,n, (7b)
v l’j
u>0; 20 (7c)

V tomto modeli hladame vahy u a v tak, aby produktivita atvaru DM U, reprezento-
vand ucelovou funkciou v (7a) bola maximalna pri podmienkach, Ze vahy si nezadporné
a pri podmienkach (7b), Ze produktivity vsetkych uvazovanych ttvarov st mensie alebo
rovné jednej. Kedze pri CRS sa definuje efektivita ako podiel produktivity ku maximél-
nej produktivite v siibore tak podla [6] model (7), vdaka normaliza¢nym podmienkam
(7b), vlastne maximalizuje efektivitu DMU,,.

Pri interpretacii multiplikativnych CCR modelov vychddzame z optimélnej hodnoty
tcelovej funkcie prislusnej tlohy, pricom U € (0,1] a V) € [1,00). Pomocou tychto
hodnét definujeme efektivitu £ = U} v pripade vstupne orientovaného modelu, resp.

1
Er = vV pripade vystupne orientovaného modelu. Pri interpretacii riesenia taktiez

o
potrebujeme informaciu o existencii optimalneho riesenia, ktoré je kladné vo vsetkych

zlozkach (u*,v*) > 0.
Podla silnej vety o dualite vieme, ze ak existuje optimalne rieSenie primarnej tulohy;,
potom existuje optiméalne riesenie pre dualnu tlohu a hodnoty ucelovych funkcii sa

rovnaju.

14



0, =U;, o=V,
Taktiez plati nasledovna ekvivalencia z [6]:
E|(u*,v*)opt.r.(MM) tut > 07 vt >0& v(s”*,sy*)opt.r.(OM) HERES 07 s¥* = 0. (8)

Pri interpretacii vysledkov CCR modelov potrebujeme vedief rozlisit, ¢i optimalna
hodnota tucelovej funkcie prislusnej tlohy LP vyjadruje efektivitu, alebo len pseudo-
efektivitu. Podla vyssie uvedenej ekvivalencie (8) nam k tomu staci overif splnenie
niektorej z uvedenych ekvivalentnych podmienok. Na overenie platnosti tychto pod-
mienok existuje niekolko nastrojv, napr. metéda vntutorného bodu, e-metéda alebo
dvojfazova metoda.

V tejto praci budeme na overenie podmienok pouzivat metédu vniatorného bodu,
pripadne dvojfazovii metodu. Vysledkom tlohy s pouzitim metédy vntutorného bodu
je primérno-dudlne optimalne riesenie (u*,v*, s**, s¥*), ktoré je ostrokomplementérne.
Ostrd komplementarita znamend, ze pre kazdé ¢ je prave jeden cinitel v sicine v} s?*
nulovy. Analogicky to plati o vektoroch u* a s¥*.

Myslienku dvojfazovej metdédy vysvetlime na vstupne orientovanom CCR modeli.
Rovnako sa da aplikovat aj na vystupne orientovany model. Metéda sa aplikuje na
obélkovi formu modelu. VyrieSsenim tlohy (CCR-I-OM-S), dostaneme optimalne rie-
Senie 0%, \*, s™* s¥*. Ak sme rieSenim tlohy dostali s** # 0 alebo s¥* # 0 mozeme
povedat, ze ide o pripad pseudoefektivity. Ak v rieseni plati s** = 0, s¥* = 0, budeme

riesit ulohu:

max H:=els" +els? (9a)

pri podmienkach Y x;); + s* = 0%z, (9b)
j=1

DY — 87 = Yo, (9¢)
=1

A, 8% sY >0, (9d)

kde 0* predstavuje optimalnu hodnotu ucelovej funkcie povodnej tlohy. Ak optimalna
hodnota tucelovej funkcie H* > 0, potom niektora zlozka vektora s alebo s¥* mu-
sela vyjst kladna, co znamend, ze ide o pseudoefektivitu. Ak H* = 0, musi platit
s =0,sY" =0, a teda ide o efektivitu. Teraz vieme interpretovat vysledky z multip-

likativnych aj obalkovych CCR modelov podla tabuliek uvedenych nizsie.
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u*, v* sT*, sY* Uy=0:|LE:=U;| DMU, efektivita/pseudo
A(u*,v*) >0 | V(s™,s¥*)=(0,0) | Usr=1 | EX=1 | efektivne efektivita
A(u*,v*) >0 | V(s™,s¥*)=(0,0) | U <1 | EX <1 | neefektivne efektivita
Bu*,v*) >0 | 3(s™,s%*) #£(0,0) | U =1 | Ef =1 | pseudoefektivne | pseudoefektivita
Bu*,v*) >0 | 3(s™,s%) #(0,0) | U <1 | Ef <1 | neefektivne pseudoefektivita
Tabulka 1: Interpretacia rieseni vstupne orientovaného CCR. modelu
1

u*,v* s7F sV VE=qr | B = o DMU, efektivita/pseudo
A(u*,v*) >0 | V(s™,s¥)=(0,0) | V=1 | EI=1 efektivne efektivita
A(u*,v*) >0 | V(s™,s¥*)=(0,0) | VF>1 | EX <1 | neefektivne efektivita
Bu*,v*) >0 | 3(s™,s%*) £ (0,0) | Vi=1 | Ef=1 pseudoefektivne | pseudoefektivita
Bu*,v*) >0 | 3(s™,s%*) #£(0,0) | VF>1 | Ef<1 neefektivne pseudoefektivita

Tabulka 2: Interpretacia rieseni vystupne orientovaného CCR modelu

1.2.2 BCC model

CCR modely z predchadzajicej podkapitoly odpovedaju konstantnym vynosom z roz-

sahu s odpovedajicou mnozinou produkénych moznosti Mcgrgs. Mnozine My rs, od-

povedajucej variabilnym vynosom z rozsahu, odpovedaju analégie CCR modelov pre

variabilné vynosy z rozsahu. Takéto modely zostavili autori Banker, Charnes, Cooper v

roku 1984 a oznacujeme ich skratkou BCC. Rovnako ako CCR modely sa BCC model

vyskytuje v dvoch verziach: vstupny a vystupny BCC model, pri ich definovani znova

Cerpame z [6)].

BCC modely sa od obalkovej verzie CCR modelov lisia iba pridanim ohranicenia

"1 Aj = L.V prislusnych dudlnych tlohdch (multiplikativny tvar modelu) sa této

zmena prejavi pribudnutim volnej premennej z € R.

Pod vstupnym BCC modelom v obalkovom zapise (BCC-I-OM), aplikovanym na
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DMU, rozumieme tlohu:

min 0 (10a)

pri podmienkach Y z;); < 0z, (10b)
=1

Zyj)\j 2 Yo, (10C>
§=

SA=1, A>0,. (10d)
j=1

Pod vystupnym BCC modelom v obalkovom zapise (BCC-O-OM), aplikovanym na

DMU, rozumieme ulohu:

I?p%\X W (11a)

pri podmienkach > z;\; < x,, (11b)
j=1

Zyj)\] Z wyou (11C>
j=1

A=1, A>0, (11d)

—t

<

Pod vstupnym BCC modelom v multiplikativnom zépise (BCC-I-MM), aplikovanym

na DMU, rozumieme tlohu:

max uly, + 2 (12a)

pri podmienkach v'z, = 1, (12b)
uly; — vl +2<0, j=1,...,n, (12c¢)

u>05 ©v>0, 2zR. (12d)

Pod vystupnym BCC modelom v multiplikativnom zépise (BCC-O-MM), aplikova-

nym na DMU, rozumieme ulohu:

{LHJIZI vz, — 2 (13a)

pri podmienkach u”y, =1, (13b)
uly; — o'z, +2<0, j=1,...,n, (13c)

u>0, ©v>0, zcR (13d)
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Optiméalne riesenia BCC modelov interpretujeme analogicky ako v pripade CCR
modelov, t.j. optimalna hodnota tucelovej funkcie vstupného, resp. prevratena hodnota
vystupného modelu urc¢uji hodnotu efektivity (pseudoefektivity). Existencia kladného
rieSenia modelu v multiplikativnom tvare, pripadne nulovost slackov v kazdom opti-

malnom rieseni modelu v obalkovom tvare rozhodnu o vyltuceni pseudoefektivity.

1.2.3 Hyperbolicky model

Hyperbolicky model, ktory predstavili Fare, Grosskopf a Lovell v roku 1985 kombinuje
vstupné a vystupné orientované radialne modely do jedného. Model sa snazi o maxi-
malnu moznu proporcionalnu zmenu vo vsetkych premennych, t.j. zvysenie vSetkych
vystupov a znizenie vsetkych vstupov sicasne. Tato vlastnost hyperbolického modelu
sa ukazala ako velmi uzitoéna najméa pre aplikicie z environmentdlneho prostredia s
neziaducimi vstupmi alebo vystupmi. Predpokladajme, ze vSetky vystupy sa zvysia 1)-
krat a vsetky vstupy sa znizia 6-krat. Kedze hladdme maximéalnu mozni proporcionalnu
zmenu sucasne vo vsetkych premennych, budeme predpokladat ) = ;
Hyperbolickym modelom v obalkovom tvare zodpovedajicom variabilnym vynosom

7 rozsahu rozumieme tlohu:

min 0 (14a)
pri podmienkach Y z;); < 0z, (14b)
j=1
" 1
Zyj/\j > gym (14c)
j=1
YoA=1 A=0, (14d)
j=1

kde A predstavuje n-rozmerny vektor a 6 predstavuje koeficient maximéalneho skratenia
vstupov, resp. predlZenia vystupov. Ak by sme cheeli model zodpovedajici konstant-
nym vynosom z rozsahu staci vynechat ohranicenie >°7 | A; = 1.

V ¢lanku [8] bol odvodeny multiplikativny tvar hyperbolického modelu zodpoveda-
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jucemu variabilnym vynosom z rozsahu:

max  —o0—2z (15a)
pri podmienkach Y w,yr; — Y vy <o, j=1,...,n, (15b)
r=1 i=1
1—vTx, z
=0, (15¢)
z Ty,
u,v > 0. (15d)

Ak chceme multiplikativny tvar hyperbolického modelu zodpovedajicemu konstant-
nym vynosom z rozsahu, staci polozit o = 0.

Hyperbolicky model je radialny neorientovany model, ktory je naformulovany ako
uloha nelinedrneho programovania, a preto si vyzaduje pouzitie konvexnych programo-
vacich technik. Napriek tomu podla [8] Fare, Grosskopf a Zaim v roku 2002 ukazali
vztah medzi hyperbolickym modelom pri konstantnych vynosoch z rozsahu s CCR

modelmi. Stac¢i prendsobit nerovnosti parametrom 6 > 0 a pouzif oznacenie
Aecre1 =M, Occr-1 = 0, (16)

vdaka ¢omu dostavame vstupne orientovany CCR model. Potom medzi optimalnymi

rieSeniami modelov plati:

* * * >‘* —
HM — \/ 9003717 )‘HM = ~gerl (17)

" .
QCCRfI

Hyperbolicky model mé geometrickt interpretaciu, z ktorej je odvodeny nazov tohto
modelu. Minimalizécia 6 vedie k posunu po hyperbolickej krivke (6x,, ;yg) 70 zalia-
tocného bodu (z,,y,) do bodu na hranici mnoziny produkénych moznosti. Hodnota 6,
pri ktorej krivka dosiahne hranicu mnoziny produkénych moznosti, je optimalna hod-
nota (0* € (0, 1]). Ak nie je mozny ziaden posun, bod (z,,,) lezi na hranici mnoziny
produkénych moznosti a jeho hodnota efektivity je rovna 1.

Nakolko je hyperbolicky model zovseobecnenim vstupného a vystupného modelu
moze projektovat na hranicu pseudoefektivnosti, a teda nezachytava vsetku neefektiv-

nost. Z toho dovodu moze za efektivne oznacit aj utvary, ktoré st v skutocnosti pseudo-

efektivne, ¢ize sa nachddzaji na neefektivnej hranici mnoziny produkénych moznosti.
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Rovnako ako pri predchadzajtucich modeloch mézeme pomocou slackov nerovnosti v
obélkovom tvare hyperbolického modelu previest na rovnosti. Pri rozliSovani efektivity

a pseudoefektivity budeme znova vyuzivat dvojfazovi metddu:

nax H:=e"s" 4 els¥ (18a)

pri podmienkach Y z;); + % = 0%z, (18b)
=1

doyih — st = g+ Yo (18c)
j=1

SN =1, (18d)
j=1

A 5% 8% >0, (18e)

kde 6* predstavuje optimalnu hodnotu tucelovej funkcie pévodnej tlohy.

1.2.4 Russellov model

Dalsi priklad na nelinedrny model je takzvany Russellov model, ktory podla [15] na
zaklade Russellovych teoretickych prac predstavili Fare a Lovell v roku 1978 ako alter-
nativu k radialnym modelom orientovanym na vstupy resp. vystupy.

Russellovym modelom v obalkovom tvare rozumieme tlohu:

: T T 1
g};& m—|—3(e 9+€¢ ) (193)
pri podmienkach Y z;\; <fouz, 0<e, (19b)
j=1
Soyidi = oy, b >e, (19¢)
j=1
A2 O, (19d)

S =1, (19e)
j=1

kde e je vektor jednotiek prislusnej velkosti, premenna 6 je m-rozmerny vektor, pre-
menna ¢ je s-rozmerny vektor a symbol o oznac¢uje Hadamardov siac¢in po zlozkach.
Tento model odpovedda variabilnym vynosom z rozsahu. Ak z modelu vynechame

ohranicenie (19e), tak bude odpovedat konstantnym vynosom z rozsahu. Model sme
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sformulovali v tvare nerovnosti, ale je mozné ukézat, ze ak v (19b) a (19¢) nahra-
dime prvé nerovnosti rovnostami, tak model poskytne rovnaké optimélne riesenia ako
povodny model.

Pri interpretécii Russellovho modelu definujeme:

j=1
yrzzyrj)\;’ T:1,...7S. (21)
j=1

Utvar (,7) je projekciou titvaru (,,4,) na efektivnu hranicu mnoziny produkéngch

Z; .
moznosti. Hodnoty — < 1 a @ < 1 interpretujeme ako parcialne efektivity vstupu ¢

Tio Yy
a vystupu r. Potom dostavame:

T; 1 TO
0F = Lio 2 Yo (22)

T OF Y
a teda optimalna hodnota tohto modelu reprezentuje aritmeticky priemer vsSetkych
parcidlnych vstupnych a vystupnych efektivit. Kedze vsetky parcidlne efektivity si z
intervalu (0, 1], ich aritmeticky priemer ma rovnaki vlastnost. Utvar (z,,y,) je vyhod-
noteny ako Pareto-efektivny, vtedy a len vtedy ak jeho parcidlne efektivity st rovné
1.

V ¢lanku [7] bol tento model prevedeny do multiplikativneho tvaru. Russellovym

modelom v multiplikativnom tvare rozumieme tlohu:

max - — o+ S WYro — > Viltio + 1 — Y (21, + 200 + 223,) (23a)
Tl 2 r=1 i=1 r=1
pri podmienkach Y u,y,; — Y viay <o, j=1,...,n, (23b)
r=1 i=1
1 1
v; > —, i=1,...,m, (23c¢)
m -+ S T,
urzﬁ, r=1,...,s, (23d)
Yro
1 21y Z3r
21 = , Ly = e =0, r=1,...,s. (23e)
m+s Z3r  Z2r

Model uvedeny vyssie odpovedda variabilnym vynosom z rozsahu. Rovnako ako pri
hyperbolickom modeli, ak chceme dostat multiplikativny tvar Russellovho modelu od-

povedajicemu konstantnym vynosom z rozsahu staci polozit premennt o rovnu 0.
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2 Ohranicenia na vahy

V tejto kapitole sa budeme zaoberat dodato¢nymi ohranic¢eniami na vahy. V zaklad-
nych multiplikativnych DEA modeloch je mnozina pripustnych vstupnych vah v a
vystupnych véh u apriorne obmedzend iba na ich nezdpornost. Podla [9] sa vo véicsine
literatury flexibilita vah povazovala za jednu z hlavnych vyhod DEA modelovania v
porovnani s inymi technikami na meranie efektivnosti.

Uvedieme niekolko zakladnych dévodov, preco sa ohrani¢enia na vahy zacali za-
radovat do DEA modelov a aké problémy mozu tieto ohranic¢enia spdsobit. Takisto
uvedieme rézne typy ohraniceni, s ktorymi sa mézeme v literatiire stretniit. Cerpat

budeme najma z [1], [5], [9] a [12].

2.1 Do6vody zaclenenia ohraniceni na vahy

Pri zakladnych multiplikativnych DEA modeloch uvazujeme vahy u,v tUplne volné.
Okrem prirodzenych ohraniceni na nezapornost vah na ne nekladieme ziadne apriorné
poziadavky. To znamena, ze vahy spojené s jednotlivymi vstupmi a vystupmi nie sa
vopred nijak Specifikované, a teda vyberie ich pouzity model tak, aby zobrazoval kazdu
organizaéni jednotku v ¢o najpriaznivejSom svetle. Uplne volnd volba véh vSak nemusi
byt vzdy vhodna.

Autori starsej literattry napr. [1] alebo [9] uvadzaji nasledovné dévody na zaclenenie

dodatoc¢nych ohranic¢eni na vahy:

e Dodatoc¢né informacie
V suicasnosti sa velakrat DEA modely aplikuji na problémy redlneho sveta. Prave
to je dovod, preco chceme do analyzy zaclenit tzv. value judgement. V niektorych
pripadoch moézeme ocakéavat, ze je dostupné urcité mnozstvo informécii o dolezi-
tosti vstupov / vystupov resp. o cendch a ziskoch. Zaclenenie takychto informéci

do analyzy sa vSeobecne povazuje za vyhodné.

e Nulovost vah
V DEA modeloch bez ohraniceni na vahy sa castokrat mohlo stat, ze niektort z
vah pre vstupy resp. vystupy urcil model za nulovia. V takom pripade bol dany

vstup / vystup odignorovany. Ak vstupy a vystupy v analyze nie st rovnako ddle-
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zité, nie je rozumné tvrdit, Ze organizacna jednotka DMU je relativne efektivna,
ak vahy priradené k dolezitym vstupom a vystupom st nulové, resp. velmi nizke,

a teda dominuju menej dolezité faktory.

e Homogenita organizacnych jednotiek
V Kapitole 1 sme uviedli, Ze uvazujeme homogénne organizacné jednotky resp.
homogénnych producentov. To znamena, ze sa zaoberaji nejakou spolo¢nou ¢in-
nostou, resp. produkuji rovnaky druh vystupov a maju rovnaké celkové ciele,
a preto moze byt neprijatelné predpokladat, ze relativny vyznam (véhy), ktory
pripisuje k jednotlivym vstupom a vystupom jedna jednotka sa bude vyrazne

lisit od tych, ktoré k nim pripisuje ina jednotka.

e RozliSovanie medzi efektivnymi DMU
V zédkladnych DEA modeloch je mozné, ze model vyhodnoti velmi vela organi-
zacénych jednotiek za efektivne. V pripade, ze do modelu zaclenime dodatocné
ohranicenia na vahy, ocakavame, ze efektivity sa budu rovnat alebo budii men-
sie ako efektivity dosiahnuté modelom bez ohranic¢eni na vahy. To znamena, ze
ziskame menej efektivnych jednotiek, medzi ktorymi si budeme musiet vybrat

najlepsieho kandidata.

2.2 Typy ohraniceni

V tejto casti prace uvedieme akym sposobom resp. v akom tvare mozu byt dodatoéné
ohranicenia na véhy do modelov zaclenené. Cerpat budeme najma z [1], [5] a [12].
Neskor v tejto praci sa budeme zaoberat jednym typom zapisu ohranic¢eni na vahy,
ale v tejto casti uvadzame prehlad ohraniceni, s akymi sa mdzeme stretnit v dostup-
nych publikdcidch. V starsej literatire (napriklad [1] alebo [5]) sa mézeme najcastejsie
stretnit s ohrani¢eniami na vahy uvedenymi vo vSeobecnej formulacii v Tabulke 3, pri-
com predpokladédme 1 <r<p<g<sal<i1<k<Il<m.V Tabulke 3 su tieto

ohraniCenia rozdelené na vstupné (s indexom /) a vystupné (s indexom O).
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0; < < ¢ (a]) Pr < Up SNy (ao)

kiv; + kevg < v (br) | wetty +wpuy <ug o (bo)

V; Uy

(0% S - S Bz (CI) gr S - S C’r (CO)
Vi Uy

Vivi > Uy (d)

Tabulka 3: Zname druhy ohraniceni na vahy

Autori publikécii [1] a [5] tieto ohranicenia dalej rozdeluji do nasledovnych kategérii:

e Absolute weights restrictions
Tento typ ohranic¢enia na vahy podla [5] prvykrat pouzili Dyson a Thanassoulis
v roku 1988 a st reprezentované nerovnostami v Tabulke 3 ako (ay) pre vstupy
a (ap) pre vystupy. Prevazne sa zavddzaji na prevenciu toho, aby niektory zo
vstupov / vystupov bol ignorovany resp. mu bola priradend prilis nizka véha. Tak-
tiez zabranujui, aby niektory vstup / vystup bol zbytocne prilis zdérazinovany, a
teda mu bola priradend prilis vysoka vaha. Hodnota obmedzenia zavisi od kon-
textu tlohy, mdze napriklad predstavovat maximalne alebo minimalne naklady
daného faktora. Vzhladom na svoju nehomogenitu zaclenenie takychto ohraniceni

do DEA modelov sposobuje vazne problémy.

e Assurance regions
Tieto ohranicenia sa dalej delia na Assurance region typu I, skratene ARI (v
Tabulke 3 oznacené ako (by), (bo), (cr), (co)) a Assurance region typu II, skratene
ARII (v Tabulke 3 oznacené (d)). Podla [1] st zavislé od skdlovania vstupov
a vystupov, teda su citlivé na merné jednotky jednotlivych faktorov. ARI st
zavadzané do analyzy kvoli zacleneniu relativneho poradia hodnét vstupov /
vystupov. Pre ARI sa beznejsie pouziva (¢r) a (co), a to aj v Specidlnych tvaroch
iba s jednostranym ohrani¢enim. Podla [1] Charnes a Thompson ukézali, ze pri
pouziti ARI bude existovat vzdy aspon jedna efektivna DMU. ARII sa zavadzaju
pre zddraznenie prepojenia vstupov a vystupov, nakolko efektivita ma reflektovat
prave toto prepojenie a v mnohych aplikacidich DEA modelov sa toto prepojenie

vyzaduje.
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V novsej literature (napriklad [12], [13]) autori viéSinou pracuji so vSeobecnym

zapisom ohranic¢eni na vahy:
QtTu’_p;F,USCta tzla"'7K7 (24)

kde zlozky vektorov ¢; € R* a p; € R™ a skalar ¢; mozu byt kladné, zaporné alebo nu-
lové. Ohranicenie t je zmiesané ak oba vektory p; a ¢; st nenulové, inak je ohraniCenie
jednoduché. Ohranic¢enia autor dalej rozdeluje na homogénne, ak ¢; = 0 a nehomogénne
v ostatnych pripadoch. V [12] autor uvadza, ze pri konstantnych vynosoch z rozsahu a
pouzitim normalizacnej rovnosti v multiplikativnych modeloch mozno akékolvek neho-
mogénne ohranic¢enie nahradif homogénnym. Pri variabilnych vynosoch z rozsahu tato
moznost nie je. V praktickej ¢asti tejto prace sme sa rozhodli pouzivat len homogénne

ohranicenia.

2.3 Problémy sp6sobené zaclenenim ohraniceni na vahy

V predchadzajicej ¢asti sme uviedli niekolko dovodov, preco je vyhodné zaclenif ohra-
nicenia na vahy do modelov. Je vSak potrebné poznamenat, ze dodato¢né ohranicenia
na vahy mozu priniest niekolko novych problémov. Dékladnejsia analyza je uvedena v
¢lanku [4], z ktorého ¢erpame v nasledovnom texte.

Problémy spdsobené zaclenenim dodatoénych ohraniceni na vahy:

e Odoévodnenie ohraniceni
Jednym z cielov zavedenia ohraniceni na vahy je jednoduchsie rozliSovanie me-
dzi efektivnymi DMU pri posudzovani vykonnosti organiza¢nych jednotiek. Pri-
padne, lepsie odrazat délezitost jednotlivych vstupov / vystupov. V oboch pri-
padoch je potrebné, aby ohranicenia na vahy boli zmysluplné a opodstatnené.
Zvycajne je velmi obtiazne vysvetlit, preco by mali byt jednotlivé ohranicenia

pouzité.

e Neprenosnost ohraniceni
Neprenosnostou sa mysli fakt, ze vyznam urcitého ohrani¢enia moze byt odlisny
pri réznych modeloch, dokonca aj pri ekvivalentnych modeloch. Preto ak modifi-

kujeme model, hrozi nam, 7Ze ohranicenia na vahy zaclenené do pévodného modelu
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nebudeme méct aplikovat na novy model. Podla [4] sa nehomogénne ohranice-
nia nedaji vo vSeobecnosti preniest z jedného modelu na iny. Ako priklad autor
uvadza model (7) s dodatoénymi ohranic¢eniami v tvare (ay) resp. (ap) z Tabulky
3, ktory vo vSeobecnosti nie je ekvivalentny s linearnymi formami tohto modelu
(modely (5) a (6)) s rovnakymi dodatoénymi nehomogénnymi ohranic¢eniami. To
znamend, ze efektivita DMU bude vo vSeobecnosti v tychto modeloch odlisné.
Homogénne ohranicenia maju vsak v tychto troch modeloch rovnaky vyznam a

ak ich vieme oddévodnif v jednom modeli, mézeme ich aplikovat aj v ostatnych

dvoch.

e Interpretacia vysledkov
Vysledky dosiahnuté z DEA modelov s dodatoénymi ohrani¢eniami na vahy ne-
mozu byt vo vseobecnosti interpretované rovnako ako vysledky dosiahnuté bez
tychto ohraniceni. Optimalna hodnota 6* modelu (3) sa standardne interpretuje
ako koeficient radidlneho skracovania vstupov, ktorym sa musia prenasobif vstupy
DMU,, aby sa utvar dostal na efektivnu hranicu. Analogicky sa optiméalna hod-
nota 1* modelu (4) interpretuje ako koeficient radidlneho predlzovania vystupov.
Pri standardnej definicii technologickej mnoziny a zavedeni dodato¢nych ohrani-
¢eni na vahy nezostane platna ani jedna z tychto interpretécii. Podla [4] sa DEA
model s dodatocnymi ohraniceniami na vahy uz nemdze povazovat za radidlny
model. Meni sa taktiez interpreticia multiplikativneho modelu, ktori budeme

rozoberat v Casti 3.4.

¢ Redundantné ohranicenia
Urcité typy nehomogénnych ohraniceni na vahy sa mozu ukazat ako redundatné
(prebytocné), ¢o znamend, ze nemaji ziadny efekt na maximum relativnej efek-

tivnosti organizacnej jednotky.

Podla nasho nazoru moze byt dalsim problémom nekonzistentnost ohraniceni. Ak
dodatocné ohranic¢enia na vahy nie su konzistentné, zvycajne to poukazuje na chybu v
ich posudzovani a malo by sa ich zaclenenie znovu zvazit. Problém nekonzistentnosti

budeme neskor v tejto praci blizsie analyzovat.
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2.4 Zmiesané ohranicenia

Ohranicenia v tvare (24) s oboma vektormi p;, ¢; nenulovymi budeme nazyvat zmiesané

a v nadvaznosti na Tabulku 3 oznacovat ako ARII. Autori dostupnej literatiry ohrani-

¢enia v tomto tvare zacélenuju do orientovanych CCR modelov. V tejto praci uvedieme

len vstupne orientovany model so zmiesanymi dodatoc¢nymi ohrani¢eniami. Ako sme uz

spomenuli vyssie, budeme sa zaoberat len homogénnymi ohranic¢eniami. Pre vystupny

model je postup analogicky.

max U Y,

pri podmienkach vz, =1,

T

QtTU_p?US()a

u > 04,0 2> 0.

yju—xJTUSO,

Na preukézanie toho, ze ohrani¢enia na vahy vedu k rozsireniu standardnej mnoziny

produkénych moznosti zodpovedajiicej CRS, uvazujeme dudlnu tlohu (obalkovil) k

modelu uvedenému vyssie:

min 0
0.\, 7,s% sY

n K
pri podmienkach Z TiN\j + Zpﬂrt + s = Oz,

=1

n K
Z?Jg)\j + Z%Wt —sY =1y,,

j=1

A, s, sY > 0.

(26a)

(26b)

(26¢)

(26d)

Uvedeny model umoziiuje priamu interpretaciu. (Z,9) = (7=, 757, 25—, ¥;;) je

jednotka zo Standardnej mnoziny produkénych moznosti s CRS. (Z,7) je dalej modi-

fikované vyrazmi generovanymi ohrani¢eniami na vahy: (p;, q;),

t=1,...,K. Tieto

vyrazy Specifikuji simultdnne zmeny vstupov a vystupov a st implementované v po-

meroch m = (my,...,7k) > 0. Vektory slackov s a s¥ zodpovedaju predpokladu free

disposability vstupov a vystupov.

27



V nadvéznosti na Podinovského [10] zavedieme tymto vyrazom (p:,q:) nézov pro-

dukéné trade-offy. Dalej zavedieme maticové oznacenie:

P=(prpi ) (27)

Q= (ql,...,qK>. (28)

Niekedy pre nas bude vyhodné pouzit tspornejsi maticovo vektorovy zapis modelu

v multiplikativnom aj obalkovom tvare:

max uly, (29a)

pri podmienkach v'z, =1, (29b)
YTy — XTv <0, (29¢)

QTu — PTv < 0, (29d)

u > 05,0 > 0. (29¢)

Q,A?,isg,sy 0 (30a)

pri podmienkach X\ + Pr + s* = 0z, (30b)
YA+ Qm—sY =y,, (30c)

A\ 7,87, 8Y >0, (30d)

T T
kde)\—<)\1,...,)\n> aﬂ-_<7rla"'77TK> .

Minimalizéciou 6 model identifikuje vstupnu radialnu projekciu DMU, na hranici
rozsfrenej mnoZiny produkénych moznosti MAELL ktortt Podinovski v [10] definuje

nasledujucim sposobom:
MERY = {(2,y) € RY™ | XA+Pr<z, YAX+Qr>y, Mm>0}, (31)

T T
kde)\:<)\17...,)\n> aﬂ-:<7r17--'77TK> :

Je zname, Ze v niektorych pripadoch moéze byt multiplikativny model nepripustny, ¢o
zodpoveda neohranicenej optimalnej hodnote dudlneho modelu. Podinovski a Bouzdine-
Chameeva v [13] dokézali, ze vo vsetkych takychto pripadoch umoznuje rozsirena mno-

zina produkénych moznosti volnti produkciu. V tomto pripade sa ohrani¢enia na vahy,
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resp. produkéné trade-offy nazyvaji nekonzistentné (so stiborom tdajov vytvorenym
pozorovanymi DMU). Podinovski a Bouzdine-Chameeva ukéazali, Zze ohrani¢enia na
vahy moézu byt nekonzistentné, aj ked je pouzity model s danymi dodatoénymi ohrani-
¢eniami na vahy pripustny a ma konecni hodnotu optimalneho riesenia * pre vsetky
pozorované DMU,, a vyvinuli analytické a vypoctové testy konzistentnosti, ktoré bu-

deme rozoberat v dalSej kapitole.

2.5 Jednoduché ohranicenia

Ako sme uz spominali vyssie, ohranicenie ¢ v tvare (24) nazyvame jednoduché, ak je
jeden z vektorov p;, ¢; nulovy. Znova uvazujeme len homogénne ohranicenia, a teda

mozeme ich zapisat nasledovne:

G u<0 to=1,..., Ko, (32)

—pv<0 t;=1,... K. (33)

Tieto ohrani¢enia budeme v silade s Tabulkou 3 nazyvat ARI. Pozrime sa bliz-
Sie na to, ako su vektory p,, g, zostrojené. Kazdy vektor predstavuje prave jedno
jednostranné ohranicenie na vahy. Ideu zostrojenia vektorov ukazeme na vystupnych
ohranic¢eniach. Pri vstupnych je postup analogicky.

Ak méme ohranicenia v tvare (bp) z Tabulky 3:
Wrtly + Wplly < Ug & Welly + Wyl — Ug <0,
potom prislusny vektor ¢, v ohranic¢eni (32) vyzerd nasledovne:
a, = (0,...,0,w,,0,...,0,w,,0,...,0,—1,0,...),

pricom nenulové zlozky vektora st prave na r, p a g-tom mieste.

Ak mame ohranicenia v tvare (co) z Tabulky 3:

potom tieto ohranicenia mozeme rozpisat na jednostranné ohranicenia nasledovne:

U — Gou, <0,

—u, + 0,u, <O0.
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Potom prislusné vektory v ohraniceniach (32) vyzeraji nasledovne:

¢, =(0,...,0,1,0,...,0,-¢0,...),
a4 =(0,...,0,-1,0,...,0,6,,0,...),
pricom nenulové zlozky vektora st prave na r a p-tom mieste.

Rovnako ako pri zmieSanych ohraniceniach zaclenime jednoduché ohranicenia do

vstupne orientovaného CCR modelu v multiplikativnom tvare:

max u’y, (34a)
pri podmienkach v'z, =1, (34b)
iju—xJTUSO, j=1,...,n, (34c)
—pv<0, t;=1,... K, (34d)
qu<0, to=1,...,Ko, (34e)
u > 05,0 > 0, (34f)
kde K a Ko vyjadruju pocet ohraniceni na vstupy, resp. vystupy.
Pre tplnu interpretaciu vysledkov je potrebna aj obalkova verzia modelu:
min 7 (35a)
O\, ,7,8%,8Y

n Ky
pri podmienkach > z;A; + Y py,m, + s° = Oz, (35b)

j=1 tr=1

n Ko
Zyj)‘j + Z GtoTto — 5" = Yo, (35C)

j=1 to=1
A\ 7,T, 87,87 >0, (35d)

T T T
kde/\:()\l,,,,,)\n> ,7T=<7T1,...,7TKI> aT:(Tl,...,TKO) .

Aj pri jednoduchych ohrani¢eniach budeme pouzivat maticovy zapis podobny (27)
a (28), pricom rozmer matic P a @) zavisi od poc¢tu ohraniceni, t.j. K; a Ko a taktiez

maticovo vektorovy zapis modelov:
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max uTyo (36a)

[

pri podmienkach o'z, = 1, (36b)
YTy — XTv <0, (36¢)
— Py < 0g,, (36d)
Q"u < O, (36e)
u> 04,0 >0y, (36f)
kde K; a Ko vyjadruju pocet ohranic¢eni na vstupy, resp. vystupy.
O.\,7,7,5% 59 0 (372)
pri podmienkach X\ + Prm + s = 0z, (37b)
YA+ Q1 — s =y, (37c)
A\ 7,787, 87 >0, (37d)

T T T
kde A = <)\17-~~7>\n> , T = (7T1,...,7TKI> aT= (7'1,...,7'[(0) .

Efektivnost DMU, v zmysle CCR-ARI multiplikativneho aj obalkového modelu sa
urcuje analogicky ako pri standardnom CCR modeli, a teda mozeme znova vychadzat
z Tabulky 1.

Pre efektivity daného utvaru DM U, dosiahnuté pomocou CCR a CCR-ARI modelu
plati, 7e Uscp > Utcr_arr- Coho ddsledkom je fakt, Ze pri modeli s ohrani¢eniami na
vahy sa nezvysi pocet efektivnych ttvarov oproti poc¢tu efektivnych ttvarov pri modeli
bez ohranic¢eni na vahy. V porovnani s CCR modelom sa vplyvom zavedenych ohra-
niceni multiplikatorov v CCR~-ARI modeli mnozina produkénych moznosti niektorymi
smermi rozsiri. Ak v pripade konstantnych vynosov z rozsahu bola mnozina produkc-
nych moznosti dana predpisom (1), tak po pridani ohraniceni (32) a (33) dostaneme

mnozinu
Méﬁé ={(z,y) eR™ | XAX+Pr<z, YAX+Qr>y, A\m7>0}, (38)

T T T
kde A = ()\1,,_,,)\71) , T = (717-~:7TK1> aT = (7-1,,,‘77-KO> . MozZeme teda

zapisat: Mors C MAEL.
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Pre CCR model vzdy existuje optimalne rieSenie. Podobne je tomu tak aj teraz,
stac¢i aby platila nasledovnd veta inspirovana tvrdenim uvedenym v [6] bez dokazu. V
dokaze nasledovnej vety budeme vychddzat zo vstupne orientovaného CCR modelu.

Dokaz pre vystupne orientovany model je analogicky.

Veta 2.1. Ak existuje v > 0, také, Ze —PTv < 0 a zdroven existuje u > 0, také, Ze

QTu <0, potom pre CCR-ARI model vidy existuje optimdlne riesenie.

Dékaz. Nech existuje 7 > 0, také, ze —PTv < 0 a zdroveni existuje @ > 0, také, ze
QTu < 0. Potom pre kazdé a > 0 a 3 > 0 taktiez platia nerovnosti —PTav < 0 a

QTpu < 0. Z ohranicenia v'x, = 1 vieme vyjadrit konkrétnu hodnotu parametra o

nasledovne:
avlz, =1,
_ 1
a= i
vz,
Nésledne z ohranicenia y]Tu — x]Tv <0,7=1,...,n, po dosadeni ziskavame:
Ta— T .
y; pu—z;av <0, j=1,...,n,
1
T T .
5yju—@Txoxjv <0, j=1,...,n,
1
70
v x .
/6 S ;1 Y j — 17 7n (39>
Yy u
Volbou: ]
T
= . Joulax, !
f = min -
j y;u
zabezpe&ime splnenie nerovnic (39) pre vietky j = 1,...,n a teda (B, @) tvori pri-
pustné rieSenie.
MozZno vidiet, ze uc¢elova funkcia tejto tlohy je zhora ohranicend, kedze o € {1, ..., n},

tak z (36¢) mame:

ylu —xlv <0,

z ¢oho vyuzitim (36b) dostavame

yoTu < 1.
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CCR-ARI model dany vztahom (36) je maximalizacnou tlohou linedrneho progra-
movania. Pre takito tlohu podla [6] plati, Ze ak je tloha pripustnéd a ucelova funkcia
je na mnozine pripustnych rieseni zhora ohrani¢end, potom existuje optimélne riesenie

tlohy. O

Pomocou matic P, ) mozno pridat ohranicenia (36d) a (36e) ku akémukolvek mo-
delu v multiplikativnom tvare, alebo modifikovat obalkovy model podobne ako v (37).
KedZe pridanim ohranic¢eni k multiplikativnemu modelu sa z(zi mnozina multiplikato-
rov (vah) na istu Specidlnu oblast (regién), z toho pochadza i anglicky nazov Assurance
Region (AR). Pri takomto dodato¢nom ohraniceni sa vSak zmenia niektoré vlastnosti

modelov, ktoré budu viac analyzované v Kapitole 3.
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3 Zmena vlastnosti modelov s ohraniceniami na vahy

V tejto ¢asti na niekolkych prikladoch ukadzeme, akymi spésobmi moze zavedenie ohra-
niceni na vahy ovplyvnif model. Ako sme uz spomenuli v Kapitole 2, pri zavedeni
dodatocnych ohranic¢eni na vahy sa zmenia niektoré vlastnosti modelov, ¢o moéze spo-
sobit problémy, ale taktiez to moze model aj vyrazne vylepsit.

KedZe ohranic¢enia zmensuji mnozinu pripustnych vah (u,v) tlohy linedrneho prog-
ramovania multiplikativneho modelu, prislusné hodnoty efektivit sa urcite nezvysia,
mozu sa vsak znizit. Mozno preto ocakavat ubytok poctu efektivnych utvarov. Vhod-
nou volbou ohraniceni ubudne rieseni s nulovymi vahami (ubudne pseudoefektivit). Na
druhej strane nevhodnou volbou ohraniceni sa tloha linedrneho programovania moze

stat nepripustnou.

3.1 Rozsirenie mnoziny produkénych moznosti

Na ilustraciu vplyvu produkénych trade-offov na mnozinu produkénych moznosti uva-
dzame nasledujice dva priklady od Podinovského z [11] a [13].

Uvazujme 3 organizacné jednotky A, B a C znazornené na Obr. 2. Predpokladame,
ze tieto utvary maji rovnakd hodnotu jediného vstupu, ktory nie je zobrazeny, a rozne

hodnoty dvoch vystupov.

Output 2
BlF-——#+-—— 4 —d e e m e m— —lm — — b — — — b — — — 4 —
| | ] ] | | | ] ]
u : : : : : : : :
5( Y U U U | | O U U U I
1 | 1 1 I | | 1 1
: ; A : : : : :
Y- : Uit At ineiee et sl sl
| | 1 1 | | | 1 1
| | 1 1 I | | 1 1
R e e e N N i el et e
| | 1 | | I | | |
| | 1 | | | 1 1
P O S N N N S IO S
: : : : I I | | |
: : | | C Nl | : :
1F R e D R [ I - - -Tr-=-"r—-"-T1T"
| | 1 | I I | |
' . : : : W |
0 1 2 3 4 5 6 Output 1

Obr. 2: Rozsirenie mnoziny produkénych moznosti spésobené ohrani¢eniami na vahy (Podla:

[11])
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Efektivnou hranicou mnoziny produkénych moznosti, zobrazenej Sedou, je tsecka
AC. Utvar B sa nachddza na hranici mnoziny produkénych moznosti, ale dominuje
mu utvar A, to znamend, ze utvar B je pseudoefektivny. Optimalna hodnota tcelovej
funkcie pri vystupnom BCC modeli pre dtvary A a C je rovna 1.

Zavedme nasledovné produkcéné trade-offy:

1 -3

q1 = ) g2 = )
—1 1

ktoré mdézeme vyjadrif pomocou ohrani¢eni na vahy nasledovne:

up —ug <0,

—3U1 + Uo S 0.

Prvy trade-off znazornuje skutoc¢nost, ze pre ktorykolvek tutvar, napriklad A, mézeme
zvysit mnozstvo vystupu 1 a sticasne znizit mnozstvo vystupu 2 o rovnaké mnozstvo.
Tento postup sa moéze opakovat viackrat, ¢im sa vytvori priamka AW. Vyuzitim pred-
pokladu free disposability do mnoziny produkénych moznosti priddme aj nezapornu
oblast pod AW. Pri druhom trade-offe postupujeme analogicky, ¢im ziskavame priamku
AU, ktort spolu s nezapornou oblastou pod nou, doplnime do mnoziny produkénych
moznosti.

Celkovo mé zaclenenie vyssie uvedenych trade-offov za nésledok rozsirenie mnoziny
produkénych moznosti zo Sedej oblasti na Obr. 2 na oblast pod ¢iarou UAW, ktord
tvorf novi efektivnu hranicu. Utvar A zostava efektivny, zatial ¢o ttvary B a C uZ nie

su efektivne a projektuji sa na utvary E a F.

V druhom priklade ilustrujeme vplyv zmiesanych ohranic¢eni na vahy. Uvazujme
tlohu s jednym vstupom a jednym vystupom pri variabilnych vynosoch z rozsahu.
Majme dve organizacné jednotky A a B, ktoré su obe efektivne a generuji mmnozinu

produkénych moznosti zobrazenu na Obr. 3.
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Obr. 3: Rozsirenie mnoziny produkénych moznosti spdsobené ohrani¢eniami na vahy (Podla:

[13])

Zavedme dodatoc¢né ohranicenie na vahy resp. trade-offy v tvare:
—u+2v <0, resp. p1 = (=2),q1 = (1)

Toto ohranicenie je zobrazené na Obr. 3 iseckou LB, ktora po dodani ohranicenia tvori
efektivnu hranicu mnoziny produkénych moznosti. Vidime, Ze mnozina sa rozsirila a
utvar A uz nelezi na hranici, ¢o znamena, Ze uz nie je efektivny.

Na predchadzajicich prikladoch vidime aj to, Ze rozsirenie mnoziny produkénych
moznosti ma za nasledok aj zmenu hranice efektivnosti. Preto sa pdvodne efektivne
jednotky, ktoré vo svojom optiméalnom rieseni nespfﬁajfl ohranicenia vah, presuna do

neefektivnej oblasti.

3.2 Nepripustnost tulohy

Je zname, ze zaclenenim ohraniceni na vahy do multiplikativnych CCR a BBC modelov
moze viest k ich nepripustnosti (vychddzajiac z [1] a [9]). Podobny problém sa moze
vyskytnut, ked si produkéné trade-offy zaclenené do obalkovych DEA modelov. Podla
teorie duality, ak je multiplikativny model s ohrani¢eniami na vahy nepripustny, jeho
dudlny obélkovy model (ktory je vzdy pripustny) musi byt neohraniceny.
Neohranicenost ucelovej funkcie ¥ vo vystupne orientovanom CCR alebo BCC mo-
deli naznacuje, Ze zaclenenie ohrani¢eni na vahy (resp. produkénych trade-offov) ve-

die ku neohranicenosti vystupného vektora y. (Pretoze 1y moze viest do nekoneéna
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pri zachovani konstantného vstupného vektora x.) Naznacuje to, Ze sa pri konstrukeii
ohranic¢eni na vahy alebo produkénych trade-offov vyskytla chyba.

Neohranicenost tcelovej funkcie 6 vo vstupne orientovanom CCR alebo BCC mo-
deli naznacuje, ze v modeli je pripustnd moznost § = 0. V dosledku toho je mozna
volnéa produkcia vystupného vektora y, z nulového vektora vstupov z, Toto je rovnako
problematicka situacia, ktord naznacuje, ze by sa mali zaclenené ohranicenia na vahy
opatovne zvazit.

Podinovski a Bouzdine-Chameeva v [13] ukézali, Ze k volnej a neohranicenej pro-
dukcii vystupnych vektorov moze dojst, aj ked je tloha pripustna a vsSetky vysledné
hodnoty efektivit sa zdaji byt vierohodné. V takychto pripadoch je technolégia mode-
lovana nespravne a hodnoty efektivit si taktiez nespravne. Preto sa nemozno spoliehat
na skutocnost, kedy sa hodnoty efektivit javia ako bezproblémové. Stale moze existovat
neodhaleny problém s ohranic¢eniami na vahy, ktory zneplatnuje vysledky analyzy a je
potrebné ho opravif. Tento jav budeme dalej rozoberat v nasledovnej podkapitole.

Na ilustrdciu problému neohranic¢enej produkcie pouzijeme priklad z [11], ktory sme
pouzili aj v Casti 3.1. Tentokrat zavedieme produkéné trade-offy nasledovne:

4 -3

1 = y 42 = )
—1 2

ktoré mdzeme vyjadrif pomocou ohraniceni na vahy nasledovne:

4U1 — U9 S O,

—3U1 + 2’LL2 S 0.

Aplikovanim prvého trade-offu na tvar A zvysime mnozstvo prvého vystupu o Styri
jednotky a zaroven znizime mnozstvo druhého vystupu o jednu jednotku, ¢im vznikol
bod E;. Pri aplikovani druhého trade-offu postupujeme analogicky, ¢im sa dostavame
do bodu A;. Tento postup je mozné opakovat niekolkokrat, ¢im vznikne postupnost
utvarov Ay, t = 1,2,.... Vyuzitim predpokladu free disposability doplnime do mnoziny
produkénych moznosti aj oblast utvarov, ktorym dominuje A;. Nakolko ¢t — oo, tato

oblast pokryva cely nezdporny ortant.
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Obr. 4: Neohrani¢end produkcia spésobend ohrani¢eniami na vahy (Podla: [11])

Na ilustraciu problému volnej produkcie uvazujme tlohu s dvoma vstupmi a jed-
nym vystupom a tromi pozorovanymi DMU: A, B a C. Predpokladajme, ze vystup je
rovnaky pre vsetkych producentov. Mézeme preto obmedzif nasu ilustraciu iba na dvoj-
rozmerny priestor vstupov. Predpokladajme, ze sme zaviedli nasledovné ohranicenia na

vahy:
2’1]1 — V2 S 0, —V1 + 2’02 S 0,

ktoré vieme prepisat do maticového tvaru nasledovne:

—2 1
b1 = y D2 =
1 -2

Je zrejmé, e jediné vahy, ktoré spliiaju ohraniCenia, si v; = vy =0 .

Obr. 5 zobrazuje fakt, ze aplikacia prvého ohranicenia na tutvar A znizi prvy vstup
o dve jednotky a zaroven zvysi druhy vstup o jednotku, ¢im vytvara utvar E;. Apliko-
vanie druhého ohranic¢enia na F; vedie analogickym spdsobom k A;. Oba vstupy A; st
mensie ako vstupy A. To vedie k neredlnemu dosledku, ze mozeme znizif oba vstupy
daného DMU bez toho, aby to malo negativny vplyv na jeho vystup. Opakovanim
tohto postupu sa vytvori postupnost Aq, As,... az vznikne limitny utvar A;, ktory
produkuje vystup ttvaru A s oboma vstupmi nulovymi. V [10] je dokdzané, 7Ze rozsi-
rend mnozina produkénych moznosti je uzavretd, a teda obsahuje aj limitny utvar A;.

To znamena, ze dve ohranic¢enia pouzité v tomto priklade vytvorili volnti produkciu.
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Obr. 5: Volna produkcia sposobend ohrani¢eniami na vahy (Podla: [13])

Nase vysvetlenie toho, ako pridanie ohranic¢eni na vahy zmeni mnozinu produkénych
moznosti z predchadzajtcich dvoch prikladov mézeme vidiet na Obr. 6. Je zalozené na
interpretécii popisanej v [6]. V tejto interpretécii rieSenia na kazdy bod pévodnej mno-
ziny zavesime kuzel generovany produkénymi trade-offmi a nova mnozina produkénych
moznosti zobrazena na Obr. 6 je zjednotenim vsetkych takychto mnozin. Ako moézeme
vidief kuzele st v oboch pripadoch nekonvexné. Aplikovanie axiémy konvexnosti spo-
sobi, ze mnozinou produkénych moznosti bude cely priestor, ¢o umoznuje volnu aj

neohranicent produkciu.

AN

-
1
I
1

- === =

o

6 7 Output1

Obr. 6: Zmena mnoziny produkénych moznosti
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3.3 Zaporna efektivita

Uvazujme tlohu s variabilnymi vynosmi z rozsahu a mnozinu produkénych moznosti

generovanu utvarmi A, B a C zobrazenymi na Obr. 7.

Output

“F—t-A--1—6fF-—t-A--F—t-—+4—-l—~F—+— -

4 -3 2 -1 0 1

Obr. 7: Projekcia do zapornej oblasti (Podla: [13])

Zavedieme produkcéné trade-offy v tvare:

Po aplikovani tychto trade-offov na ttvar C ziskavame priamku CM, ktort spolu s
oblastou pod nou doplnime do rozsirenej mnoziny produkénych moznosti. Ako mdézeme
z obrazku vidiet, technologia umoznuje volnti produkciu reprezentovanu utvarom W.
Taktiez mozeme vidiet, ze vstupne orientovany BCC model projektuje ttvar A na
utvar F. Riesenim obalkového modelu ziskavame konecnu optiméalnu hodnotu 6* =

-2
— = —0,4. Tato ,efektivita® zjavne nema vyznam.

5)
Output
Slm—F—4-d-6|-—t -4 -l - -t —d4 = - —F -+
I | | | | | I | ICI | I

1

bk -d-d-gf- - L - d - - L -
1
|

Obr. 8: Nezachyteny problém s ohranic¢eniami (Podla: [13])

Ak by sme v predchadzajicom priklade neuvazovali utvar A, ziskali by sme mnozinu

produkénych moznosti generovant utvarmi B a C zobrazent na Obr. 8.
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Pouzijeme rovnaké trade-offy ako v predchadzajicom priklade, ktoré generuji priamku
CM a s nou aj rozsireni mnozinu produkénych moznosti. Vstupnd radidlna efektivita
utvaru C je rovna 1 a utvaru B je rovna 3, ¢o sa zda byf bezproblémové. Avsak ako
sme uviedli pri predchddzajicom priklade, dany trade-off zapric¢inil volnta produkciu, a
preto toto ohranic¢enie nemdze byt povazované za rozumné. Aj ked sa zda, ze efektivita
utvaru B je hodnoverna, v skutoc¢nosti sa tento utvar projektuje na hranicu, ktora by
sa mala povazovat za nespravnu, a preto efektivitu atvaru B hodnotime ako nespravnu.

V [13] autori dokézali niekolko tvrdeni, ktoré poukazuji na to, Ze nepripustnost mul-
tiplikativneho modelu s ohrani¢eniami na vahy alebo jeho nekladna kone¢na optiméalna
hodnota je priamym dosledkom toho, Ze ohranicenia na vahy vyvolali volni resp. neo-
hranic¢ent produkciu. Taktiez uvadzaju dva pristupy, ktoré mozno pouzit na testovanie
existencie volnej alebo neohranic¢enej produkcie. Tymito postupmi sa budeme zaoberat

v Kapitole 4.

3.4 Benchmarking

Podla konvencnej interpretacie multiplikativneho modelu, jeho optimalne vahy zobra-
zuju rozhodovaciu jednotku v najlepsom svetle v porovnani so vsetkymi pozorovanymi
DMU;,5 = 1,...,n. V pripade multiplikativnych modelov s dodato¢nymi ohranice-
niami na vahy je podla [12] takdto interpretdcia vSeobecne povazovana za nespravnu
(Specidlne ak st ohranicenia na véhy zlozené alebo nehomogénne). V [12] autor doké-
zal, ze optimdlne vahy (u*, v*) multiplikativneho modelu s dodato¢nymi ohraniceniami
zobrazuju DMU, v najlepsom svetle v porovnani s rozsirenou mnozinou produkénych
moznosti, nie len s pozorovanymi utvarmi.

Nasledujuci priklad ukazuje, ze vdhy (u,v), ktoré zobrazuju DMU, v najlepsom
svetle v porovnani so vSetkymi pozorovanymi DMU, sa vSeobecne lisia od vah, ktoré
zobrazuju DMU, v najlepsom svetle v porovnani so vSetkymi ttvarmi v rozsirenej
mnozine produkénych moznosti.

V Tabulke 4 st uvedené tudaje o dvoch pozorovanych utvaroch A, B. Pouzijeme
vstupne orientovany CCR model v multiplikativhom tvare, do ktorého zaclenime do-

datocéné zmiesané ohranicenie: 4uy — v; < 0. Pre ttvar A potom dostavame nasledovni
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DMU || Input | Output 1 | Output 2

A 1 1 2
B 1 2 1

Tabulka 4: Udaje pozorovanych ttvarov

ulohu linearneho programovania:

max uj + 2us
Uul,u2,v1

v =1,
uy + 2uy — vy <0,
2uq +ug — v <0,

duy — v <0,

Uy, U2, Z 0.

Tuato tlohu vieme jednoducho vyriesit graficky. Oblast pripustnych rieseni vah u; a

usy je zobrazend na Obr. 9. Vaha v; = 1 pre akékolvek pripustné rieSenie.

0.75
0.5

0.25(

Obr. 9: Grafické riesenie prikladu (Podla: [12])

Z Obr. 9 vieme jednoducho vycitat optimalne riesenie tejto tlohy, ktorym je bod
U s hodnotami uj = 0,375, uy = 0,25 a v] = 1. Zodpovedajica optimalna hodnota

ucelovej funkcie je 8* = 0,875. Vyjadrime produktivitu pozorovanych utvarov A a B
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ako pomer vazeného suctu vystupov k vazenému suctu vstupov nasledovne:

2
Pau,v) = 102,
1
2
Py(u,v) = ul;ru?
1

Dosadenim vyssie uvedenych optimélnych vah dostdvame Pq(u*, v*) = 0,875 a Pg(u*,v*) =
1, a teda utvar A by mal byt povazovany za neefektivny.

Avsak uvazujme iné pripustné riesenie tejto tulohy: uy = 0, us = 0,25 a v; = 1.
Toto riesenie predstavuje bod V na Obr. 9. Pomocou tychto vah ziskavame nasledovni
produktivitu pozorovanych utvarov: P4(u,v) = 0,5 a Pg(u,v) = 0,25. To znamena,
ze pre vahy reprezentované bodom V mé utvar A maximalnu produktivitu spomedzi
pozorovanych utvarov, a preto by mal byt povazovany za efektivny.

Teraz je zrejmé, ze optimalna hodnota 6* = 0, 875 multiplikativneho modelu uvede-
ného vyssie nepredstavuje najvyssiu hodnotu efektivity, ktort méze itvar A dosiahnut
pri porovnavani so vsetkymi pozorovanymi DMU.

Autor [12] dokazal, ze optimélne hodnoty u, uj a vf zobrazuju Gtvar A v najlepsom
svetle v porovnani so vSetkymi ttvarmi v rozsirenej technologickej mnozine. Okrem
toho autor dokézal, Ze optimalna hodnota tcelovej funkcie (0* = 0,875) je najvysSou
hodnotou produktivity, akit méze DMU A dosiahnut, ak je tento utvar porovnévany so

vsetkymi dtvarmi v rozsirenej technologickej mnozine a nielen s pozorovanymi DMU.

3.5 Ubytok efektivnych ttvarov a pseudoefektivit

Na nasledovnom priklade si ukdzeme, ako sa zmenia efektivity jednotlivych DMU po
zavedeni dodato¢nych ohrani¢eni na vdhy. Data k prikladu ¢erpdme z [16] a uvddzame
ich v Prilohe A.

V tejto tlohe porovnavame efektivitu 13 robotov. Zadané st tri vystupy (Repeat,
Load, Velocity) a vstupom st néklady (Cost). Vystup Repeat chdpeme ako schopnost
robota vykonavaf opakovani ¢innost za urcity cas, Load predstavuje nosnost robota a
Velocity jeho rychlost. V. DEA modeloch je vac¢sia hodnota vystupov hodnotena ako
lepsia oproti nizkej hodnote. Preto pri vystupe Repeat budeme brat obratené hodnoty
zadanych hodnot, nakolko ak robot dokaze zopakovat ¢innost za kratsi cas, povazujeme

ho za lepsi. Taktiez vSetky data normalizujeme tym, Ze ich predelime priemerom daného
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vstupu resp. vystupu.

Na tieto data sme najskor pouzili vstupny CCR model. Dodali sme ohranic¢enie na

vystupné vahy nasledovne:

Uy > Uy > U3,

ktoré mozeme zapisat ako produkéné trade-offy nasledovne:

1 =

-1
L
0

g2 =

0

1

Tieto ohranic¢enia sme zaclenili do CCR modelu a taktiez do Russellovho a hyper-

bolického modelu s konstantnymi vynosmi z rozsahu. Vysledné efektivity jednotlivych

robotov st uvedené v Tabulke 5. Udaje oznacené symbolom ” predstavuji psuedoefek-

tivity. Na rozliSovanie efektivity a pseudoefektivity sme pouzili metédu vniutorného

bodu.

Robot || CCR CCR s AR ohr. | RM RM s AR ohr. | HM HM s AR ohr.
1 0.7000° | 0.4691 0.5749 | 0.5521 0.8367" | 0.6849
2 1 0.6419 1 0.6707 1 0.8012
3 0.4722 | 0.4722 0.5772 | 0.5754 0.6872 | 0.6872
4 0.4266" | 0.2819 0.4882 | 0.4235 0.6531° | 0.5310
5 1 1 1 1 1 1

6 1 0.6972 1 0.6383 1 0.8350
7 1 1 1 1 1 1

8 0.7365" | 0.5841 0.6885 | 0.6617 0.8582° | 0.7643
9 1 1 1 1 1 1

10 0.8293 | 0.6690 0.7946 | 0.7482 0.9107 | 0.8179
11 0.3992 | 0.3131 0.5032 | 0.4801 0.6318 | 0.5595
12 0.7664 | 0.5309 0.6539 | 0.5533 0.8754 | 0.7286
13 0.5322° | 0.4219 0.5719 | 0.5397 0.7295° | 0.6495

Tabulka 5: Efektivity jednotlivych robotov pri modeloch s CRS
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Vidime, ze zatial ¢o pri kazdom modeli bez ohranic¢eni na vahy ziskavame 5 efektiv-

nych jednotiek, pri modeli s dodatoé¢nymi ohrani¢eniami na vystupné vahy sme ziskali

len 3. Taktiez pomocou udajov z Tabulky 5 vieme jednoducho overit vztah (17) medzi

CCR a hyperbolickym modelom. Vsimnime si, ze tieto vztahy platia, aj ak do modelov

zaClenime ohranicenia na vahy.

Rovnakt analyzu tidajov o robotoch sme vykonali aj s modelmi pri variabilnych

vynosoch z rozsahu. Vysledné efektivity si uvedené v Tabulke 6.

Robot || BCC BCC s AR ohr. | RM RM s AR ohr. | HM HM s AR ohr.
1 0.9120° | 0.6892 0.5781 | 0.5541 0.9375° | 0.7061
2 1 0.6473 1 0.7357 1 0.8160
3 0.5154° | 0.5066° 0.6698 | 0.6331 0.7091 | 0.6993
4 0.4507° | 0.3357 0.5530 | 0.4604 0.6655° | 0.5311
5 1 1 1 1 1 1

6 1 0.7413 1 0.6590 1 0.8816
7 1 1 1 1 1 1

8 0.9435° | 0.7216 0.6886 | 0.6652 0.9600° | 0.7732
9 1 1 1 1 1 1

10 0.9417° | 0.8358 0.7961 | 0.7523 0.9558 | 0.8462
11 1 1 1 1 1 1

12 0.7777° | 0.5313 0.7082 | 0.5830 0.8927" | 0.7663
13 0.5731° | 0.4683° 0.6460 | 0.5823 0.7506 | 0.6851

Tabulka 6: Efektivity jednotlivych robotov pri modeloch s VRS

Vidime, ze v tomto pripade ziskavame dokonca az 6 efektivnych jednotiek pri kazdom

modeli bez ohraniceni na vahy a 4 efektivne jednotky pri modeloch s dodatoénymi

ohrani¢eniami. Celkovo sa hodnoty efektivit pri vsetkych modeloch zvysili pre kazdua

pozorovant jednotku. Taktiez sa zvysil pocet pseudoefektivit.

V podkapitole 2.1 sme ako jeden z dovodov zaclenenia dodato¢nych ohrani¢eni na

vahy uviedli nulovost vah. Na predchadzajicom priklade ukazeme, Ze vhodnou volbou

ohrani¢eni ubudne rieseni s nulovymi vahami, a teda ubudne pseudoefektivit.
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Udaje v Tabulke 5 oznadené symbolom ° predstavuji hodnoty psuedoefektivit. Tieto
hodnoty sa vyskytuju iba pri CCR a hyperbolickom modeli, nakolko Russellov model
vzdy projektuje na efektivnu c¢ast hranice mnoziny produkénych moznosti. Z vysledkov
mozeme vidiet, ze po pridani dodatoénych ohraniceni na vahy sa pri danych robotoch
uz nevyskytuju pseudoefektivity. VSetky hodnoty predstavuju efektivitu.

V Tabulke 6 sa sice pseudoefektivne utvary vyskytuju aj pri dodatocnych ohranice-

niach na vahy pri BCC modeli, ale taktiez pozorujeme tbytok tychto pseudoefektivit.
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4 Testovanie konzistentnosti ohraniceni na vahy

Ako sme uz vyssie spomenuli, v [13] autori dokazali tvrdenia, ktoré poukazuji na to, ze
nepripustnost multiplikativneho modelu s ohrani¢eniami na vahy alebo jeho nekladna
konecna optimalna hodnota je priamym dosledkom toho, Ze ohranic¢enia na vahy vy-
volali volna resp. neohranicent produkciu. Jedno z tychto tvrdeni vysvetluje povahu
problematickych vysledkov v modeloch s CRS. Podla tohto tvrdenia v takychto mo-
deloch znamen4 existencia volnej produkcie taktiez existenciu neohranic¢enej produkcie
a naopak. Dalsie tvrdenie z [13] dokazuje, Ze ak su ohranicenia na vdhy v technoldgii
CRS problematické, potom st problematické aj v technologii VRS a naopak.

Autori [13] a [14] vo svojich pracach uvadzaju dva pristupy, ktorymi mozno testovat
existenciu volnej alebo neohranicenej produkcie.

Prvy je zalozeny na technike linedrneho programovania a da sa pouzit na vsetky typy
ohrani¢eni na vahy. Druhym pristupom je analytickd podmienka, ktora sa dé& Tahko
overit, ale je pouzitelna len na jednoduché ohranicenia. V [14] rozsirili tito podmienku
aj na zmieSané ohranicenia. Takymto testovanim je mozné zistit, ¢i st ohranic¢enia na
vahy resp. produkcéné trade-offy konzistentné.

Podla [14] s ohranic¢enia na vahy konzistentné pre danti mnoZinu pozorovanych
utvarov (organizac¢nych jednotiek), ak rozsirend mnozina produkénych moznosti ne-
umoznuje volni a neohrani¢enii produkciu. Treba poznamenat, zZe rovnaké ohranicenia
na vahy mozu byt konzistentné pre jednu sadu pozorovanych ttvarov a nekonzistentné

pre ind sadu.

4.1 Vypoctovy pristup

Autori [14] dokazali tvrdenie, ze existencia volnej a neohranicenej produkcie v mnozine
produkénych moznosti s variabilnymi vynosmi z rozsahu a konstantnymi vynosmi je
vzajomne prepojena. Nevyhnutnou a postacujicou podmienkou, ktora vylucuje vsetky
tieto moznosti (a potvrdzuje platnost ohraniceni na vahy), je to, ze v mnozine produk¢-
nych moznosti s konstantnymi vynosmi z rozsahu nie je mozné neohranic¢ena produkcia.

Vyssie spomenuté sa da testovat rieSenim s dodato¢nych DEA tloh (jedna tloha

pre kazdy vystup). Myslienkou tohto postupu je fakt, ze ak nejaky vystupny vektor
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Yo # 0 vieme vyprodukovat v neobmedzenom mnozstve zo vstupného vektora z,, potom
jednotlivé kladné zlozky vystupného vektora y, mézu byt tiez vyprodukované z x, v
neobmedzenom mnozstve.

Na otestovanie tejto moznosti musime rozsirif mnozinu pozorovanych tatvarov DMU
zahrnutim dalsich umelo ,pozorovanych® jednotiek, z ktorych kazda produkuje iba
jeden z vystupov r = 1,...,s. Musime taktiez zaistit, aby nové ,pozorované“ jednotky
boli dominované uz existujicimi redlne pozorovanymi organiza¢nymi jednotkami, a
teda aby mnozina produkénych moznosti pouzitda v DEA modeli nebola ovplyvnena.

Konkrétne pre kazdé r definujeme vektor g, € RS , ktor¢ho zlozky k =1,...,s st
nasledovné:

(9 )k = (40)
0, Yk # r.

Ako je uvedené vyssie, chceme testovat, ¢i je mozné ktorykolvek z jednotlivych vy-
stupov vyprodukovaf v neobmedzenom mnozstve pri mnozine produkénych moznosti,
ktora obsahuje nové umelo pozorované tutvary, ale zaroven je identickd s pdvodnou
mnozinou produkénych moznosti bez tychto dodatoénych tutvarov.

Na testovanie konzistentnosti ohraniceni na vahy potom rieSime s loh v nasledov-

nom tvare:

IEIUH vz, (41a)

pri podmienkach u’g, =1, (41Db)
uly; —ovTz; <0, j=1,...,n, (41c)

ulg, —ovle, <0, r=1,...,s, (41d)

ulgq —olp, <0, t=1,... K, (41e)

u>0s ©v>0,,. (41f)

Podla tohto pristupu, mnozina produkénych moznosti umoznuje neohrani¢enti pro-
dukciu vtedy a len vtedy, ak existuje r =1, ..., s, pre ktoré je model (41) nepripustny.
V takom pripade st ohranicenia na vahy nekonzistentné pre danii mnozinu pozorova-
nych utvarov a treba tieto ohrani¢enia prehodnotit.

Tento sposob testovania konzistentnosti vah vsak moze byt vypoctovo velmi narocény.

48



4.2 Analytickd podmienka

Predpokladajme, ze v nasej analyze sa nachadzaji ohranicenia na vahy v nasledovnej

podobe:
qz;u Sout():lv"'7K07 (42)
—pv<0,t;=1,..., K], (43)
Gdu—plv<0,t=1,... K. (44)

Taktiez predpokladajme, Ze ohranicenie z (44) je zmiesané, a teda p, # 0 a ¢, # 0
pre kazdé t =1,..., K.

Literatira zaoberajica sa DEA modelovanim s ohrani¢eniami na vahy naznacuje,
ze (42) a (43) st najbeznejsim typom ohraniceni na vahy pouzivanym v aplikacidch. V
[13] autori zaviedli kritérium pre jednoduché ohranicenia, ktoré umoznuje presktimat
existenciu volnej produkcie bez rieSenia dodato¢nych tloh ako v pripade vypoctového
pristupu z predchadzajicej casti. Podla tohto kritéria mnozina produkénych moznosti
neumoznuje neohrani¢ent produkciu vtedy a len vtedy, ak st splnené nasledovné dve

podmienky:
(i) existuje kladny vektor @ > 0, ktory spliia (42),

(i) existuje nezdporny vektor © > 0, ktory splia (43) a taky, ze (7)"x; > 0 plati pre

vSetky pozorované utvary j =1,...,n.

Ak niektoré ohranicenie z (42) a (43) chyba, potom sa zodpovedajica podmienka (i)
alebo (ii) vynecha.

Podla [13] vo vécsine praktickych aplikdcii moze byt platnost ohraniceni na vahy
potvrdena kontrolou nasledovnej postacujicej podmienky: Ak existujia kladné vektory
@ a v, ktoré vyhovuju (42) a (43), potom mnozina produkénych moznosti neumoziiuje
neohranicent produkciu. Tato podmienka je ekvivalentna s nasou Vetou 2.1, podla
ktorej existencia kladnych vektorov w a o vylucuje nepripustnost multiplikativneho
modelu.

Ak do analyzy zaclenime aj zmieSané ohranicenia v tvare (44), potom vyssie uvedené
body (i) a (ii) tvoria nutni podmienku konzistentnosti ohrani¢eni, nie vSak postacu-

jucu.
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Je potrebné zdoraznit, ze vyssie uvedené kritérium nevyzaduje, aby vektory u a v
spliiali akékolvek ohranienia resp. nerovnosti z multiplikativnych modelov, vektory
musia spliiat iba ohranitenia na vahy (42) - (44). TaktieZ moZno poznamenaf, Ze ak
vSetky vstupy vSetkych pozorovanych dtvarov si kladné, t. j. x; > 0 pre vsetky j =
1,...,n, potom sa d4 podmienka (ii) uvedend vyssie ekvivalentne vyjadrit ako v >
0,0 #0.

V [14] autori taktiez dokazali tvrdenie, podla ktorého postac¢ujicu podmienku kon-
zistentnosti zmiesanych ohranic¢eni na vahy tvoria podmienky (i) a (ii), ak vSetky zlozky

vektorov py,t = 1,..., K z (44) st nezaporné.
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5 Aplikacia na realne data

DEA modely st jednou z najpopularnejsich metdéd uplatnovanych v studiach zamera-
nych na meranie efektivnosti réznych spoloénosti. Oblastou ¢astych a tspesnych apli-
kacii DEA modelov je aj hodnotenie efektivnosti bankového sektora. Takéto aplikacie
boli zverejnené v mnohych nedavnych publikaciach. V tychto pracach st vacsinou pou-
zité prevazne zakladné CCR a BCC modely. V nasej praci sme sa rozhodli na cviénom

priklade analyzovat efektivnost bankového sektora na Slovensku, pricom do pouzitych

modelov zaclenime aj dodato¢né ohranic¢enia na vahy.

5.1 Vyber dat

Podla Néarodnej banky Slovenska aktualne k 1.4.2020 na Slovensku posobi 27 bank a
pobociek zahrani¢nych bank. Na Slovensku st stavebné sporitelne taktiez klasifikované

ako banky. Do nasej analyzy sme sa rozhodli nezaclenit pobocky zahrani¢nych bank, a

teda budeme uvazovat len instittucie z Tabulky 7.

Poradie

Obchodné meno spolo¢nosti

—_

Ceskoslovensks obchodna banka, a.s.

CSOB stavebnd sporiteliia, a.s.

OTP Banka Slovensko a.s.

Postova banka, a.s.

Prima banka Slovensko, a.s.

Privatbanka, a.s.

Prva stavebna sporitelna, a. s.

Slovenska sporitelna, a.s.

© [0 [ | O | O | = | W | N

Slovenska zaruéné a rozvojova banka, a. s.

—
]

Tatra banka, a.s.

—_
—_

Vseobecné tuverova banka, a.s.

12

Wiistenrot stavebnd sporitelna, a.s.

Tabulka 7: Zoznam bank posobiacich na Slovensku
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Analyzovat budeme najaktudlnejsie zverejnené tdaje, ktorymi si tdaje za rok 2018

ziskané z vyroénych sprav jednotlivych bank. Tieto idaje uvddzame v Prilohe B.

5.2 Vyber orientacie modelu a pouzitych parametrov

Nasa tloha je zalozena na variabilnych vynosoch z rozsahu, ktory predpoklada, ze pri
proporcionalnej zmene vsetkych vstupov nedochédza k proporcionalne rovnakej zmene
vystupov.

Podla [2] boli vyvinuté a intenzivne sa pouzivaju tri zakladné pristupy pri hodno-
teni efektivnosti komerénych bank: pristup sprostredkovania, pristup orientovany na
sluzby a pristup orientovany na zisk. Hlavnym rozdielom medzi nimi je zaobchédzanie
s vkladmi, ktoré mozu mat vstupny aj vystupny charakter.

Podla pristupu sprostredkovania je komercéna banka hlavnym finanénym sprostred-
kovatelom v ekonomike a jej primarnou tlohou je premena vkladov na uvery. Tento
pristup povazuje za vystup uvery a investicie, pricom sa ako vstupy vyuzivaja vklady,
pracovna sila a kapital. Pristup orientovany na sluzby predpokladé, ze cielom komerc-
nych bank je produkovat vklady, ako aj uvery a dalSie sluzby, preto vklady spolu s
uvermi a urokovymi vynosmi povazuje za vystupy. Pristup orientovany na zisk je naj-
novsi z uvedenych troch. V tomto pristupe sa za vstupy bert urokové ndklady a /
alebo neurokové naklady a trokové vynosy a / alebo netrokové vynosy sa pouzivaji
ako vystupy.

V nasej praci sme sa rozhodli vyuzif pristup orientovany na sluzby, a teda tavery a
vklady budeme povazovat za vystupy. DalSou sluzbou, ktord banka svojim klientom
poskytuje je pocet dostupnych bankomatov, ¢o bude tvorit dalsi z vystupov. Za vstupy
budeme uvazovat naklady spojené s prevadzkovanim banky a taktiez pocet zamestnan-
cov danej banky. Celkovo teda pouzijeme 5 faktorov uvedenych v Tabulke 8.

Rozhodli sme sa pouzit vstupne a vystupne orientovany BCC model a taktiez dva

neorientované modely a to hyperbolicky a Russellov model pri VRS.
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Vstupy | Charakteristika Vystupy | Charakteristika
1 prevadzkové naklady | v, uvery poskytnuté klientom
T pocet zamestnancov || o vklady klientov

Y3 pocet bankomatov

Tabulka 8: Zoznam pouzitych faktorov

5.3 Volba dodatoc¢nych ohranic¢eni na vahy

Ako sme uviedli vyssie, do analyzy zaclenime dodato¢né ohrani¢enia na vahy, ktorymi

chceme rozlisit délezitost jednotlivych vstupov resp. vystupov.

Tabulka 9 uvddza hodnoty efektivit a / alebo pseudoefektivit jednotlivych bank
vypocitanych pomocou vstupne orientovaného BCC modelu (BCC-I), vystupne orien-

tovaného BCC modelu (BCC-0), hyperbolického modelu (HM) a Russellovho modelu

(RM) bez dodato¢nych ohraniceni na vahy.

DMU || BCC-I BCC-O HM RM

1 0,8528" 0,8663" 0,9267 0,8297
2 1 1 1 1

3 0,7609° 0,7301° 0,8633" 0,7362
4 0,7112° 0,7524° 0,8573" 0,7552
5 1 1 1 1

6 0,8407° 0,6772° 0,8815 0,6596
7 1 1 1 1

8 1 1 1 1

9 0,7276 0,4083" 0,7805° 0,4903
10 0,9179° 0,9241° 0,9598° 0,8421
11 1 1 1 1

12 1 1 1 1

Tabulka 9: Efektivity bank bez pouzitia dodato¢nych ohraniceni na vahy

53

V Prilohe C uvadzame tabulky s hodnotami jednotlivych vah priradenych k pouzi-




tym vstupom resp. vystupom. Vo viacrozmernych tlohach akou je aj tato, kde nemame
geometrickd predstavu o hranici mnoziny produkénych moznosti, si hodnoty optimal-
nych rieseni délezité pre ziskanie predstavy o danom utvare. Velkost optimalnej vahy
poukazuje na to, ako je prislusny vstup, ¢i vystup pre dany utvar dolezity.

Pri dokladnejsej analyze vah uvedenych v Prilohe C si m6zeme vS$imnut, Ze pomerne
velké mnozstvo vah vychadza nulovych. Najvacsi problém podla nasho nazoru tvoria
nulové vahy prvych dvoch vystupov pre banku ¢. 3 (OTP Banka Slovensko a.s.) pri BCC
modeloch aj hyperbolickom modeli. Tieto nulové vahy znamenaju, ze pri vyhodnocovani
efektivity danej banky st odignorované uvery poskytnuté klientom, ako aj vklady od
klientov a jedinym vystupnym ukazovatelom efektivity je pocet bankomatov.

Predpokladédme, ze pre banku st poskytnuté tuvery dolezitejSim parametrom nez
vklady klientov. Pri averoch poskytnutych klientom banka vyzaduje od klientov za-
platit vyssie aroky v porovnani s tirokmi, ktoré banka klientom vyplaca za vklady na
terminované ucty. Taktiez predpokladame, Ze pre banku je najmenej délezitou sluzbou,
ktoru klientom pontika, pocet dostupnych bankomatov. Pri tychto predpokladoch do

analyzy zaclenime nasledovné dodato¢né ohranic¢enia na vystupné vahy:

Uy Z Uz,

Uy > U3,

ktoré moézeme prepisat na nasledovny produkény trade-off:

Ak cheeme tieto ohrani¢enia zaclenit do analyzy, musia spiiiat podmienky uvedené
v Kapitole 4. V nasom pripade, kedy mame jednoduché dodatocéné ohranicenia len
na vystupy, musi platit podmienka (i). T vieme jednoducho overit. Majme napriklad

vektor u dany nasledovne:

T
(5 2 1) >0
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Po dosadeni do podmienky (42) ziskavame:

3
o [-1 10 0
Q u= 2| < :
0 -1 1 0
1

¢im je splnend podmienka (i), a tym aj analytickd podmienka konzistentnosti ohrani-
¢eni na vahy.

V Tabulke 10 uvadzame vysledky jednotlivych modelov po zacleneni dodatoénych
ohraniceni na vystupné vahy. Hodnoty jednotlivych vah priradenych ku vstupom a

vystupom uvadzame v Prilohe D.

DMU | BCC-I BCC-0O HM RM

1 0,8500° 0,8663° 0,9266° 0,8297
2 1 1 1 1

3 0,6496 0,6075° 0,7882° 0,7362
4 0,6051° 0,6354 0,7857° 0,7529
5 1 1 1 1

6 0,8327 0,6499 0,8738 0,6596
7 1 1 1 1

8 1 1 1 1

9 0,7276° 0,4083° 0,7805 0,4903
10 0,8381° 0,8539 0,9202 0,8417
11 1 1 1 1

12 1 1 1 1

Tabulka 10: Efektivity bank s pouzitim dodatoénych ohraniceni na vystupné vahy

Z Prilohy D vieme usudit, ze zaclenenim dodatoc¢nych vah sa vyrazne znizil pocet
nulovych vah pre vystupy. Taktiez ale vidime, Ze pre vstupy zostalo stdle mnozstvo
vah nulovych, a to najma pre vstupny BBC model a hyperbolicky model. Nakolko pre
vstupy nie s ziadne oc¢ividné ohranicenia resp. trade-offy, ktoré by sme mohli aplikovaf,
budeme postupovat technicky a ohrani¢ime pomery vah vstupov pre jednotlivé banky

nasledovne:
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0,01 < 2 < 100,
%)

respektive zavedieme produkény trade-off tvaru:

1 —1
pP—
—0,01 100

Aj pre tieto ohranic¢enia musi byt splnena analytickda podmienka konzistentnosti z
Kapitoly 4, aby v analyze nesposobovali problémy. Pre ohrani¢enia na vstupné vahy

musi platit podmienka (ii). Majme teda vektor ¥ dany nasledovne:

T
@:(1 1) > 0.

Po dosadeni do podmienky (43) ziskavame:

. [—1 0,01) (1 0
_P - S )
1 —-100 1 0
¢im je splnend prva c¢ast podmienky (ii). Nakolko vSetky hodnoty vstupov si kladné
¢isla, druhd cast podmienky (ii) pre vektor o: (9)"z; plati pre vSetky j =1,...,n. To
znamena, ze nami zvolené ohranicenia spiﬁajﬁ analyticki podmienku konzistentnosti

ohraniceni na vahy, a teda podla [13] tieto dodato¢né ohranicenia na vahy nespdsobuji

v analyze problémy s volnou resp. neohrani¢enou produkciou.

5.4 Vysledky a diskusia

Po dosadeni vSetkych ohraniceni z predchéddzajicej ¢asti (vstupnych aj vystupnych) do
jednotlivych modelov ziskavame vysledky uvedené v Tabulke 11.

Pri porovnani s vysledkami z predchadzajicej ¢asti vidime, ze dodatocné ohranic¢enia
na vahy vyrazne neovplyvnili vysledné hodnoty efektivit jednotlivych bank. Pri vset-
kych modeloch ziskavame znova Sest efektivnych ttvarov: CSOB stavebnd sporiteliia,
a.s., Prima banka Slovensko, a.s., Prva stavebnd sporitelna, a. s., Slovenska sporitelna,
a.s., VSseobecna uverova banka, a.s. a Wiistenrot stavebna sporitelna, a.s.

Priliz velky pocet efektivnych ttvarov (v nasom pripade polovica dtvarov) moze
napovedat o nevhodnom pomere poc¢tu DMU vzhladom na pocet vstupov a vystupov.

Tento problém by sa dal riesit zaclenenim vacsieho poc¢tu bank do analyzy. Mohli by
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DMU | BCC-I BCC-0O HM RM

1 0,8478 0,8641° 0,9254° 0,8297
2 1 1 1 1

3 0,6496 0,6073 0,7882 0,7362
4 0,6046 0,6354 0,7857 0,7529
5 1 1 1 1

6 0,8314 0,6499 0,8731 0,6596
7 1 1 1 1

8 1 1 1 1

9 0,7247 0,4078 0,7786 0,4903
10 0,8381° 0,8539 0,9202 0,8417
11 1 1 1 1

12 1 1 1 1

Tabulka 11: Efektivity bank s pouzitim dodatocnych ohraniceni na vstupné a vystupné

vahy

sme napriklad analyzovat bankovy sektor Slovenska spolu s krajinami Vysehradske;j
stvorky.

Pozitivnym faktom je, ze sa vo vysledkoch vyrazne znizil pocet nulovych vah. Z vy-
sledkov v Prilohe C sme za najvacsi problém povazovali mnozstvo nulovych vah, ktoré
boli priradené vstupom resp. vystupom polovice pozorovanych ttvarov. V Prilohe E vi-
dime, zZe po zacleneni dodato¢nych vah na vstupy aj vystupy do vstupne orientovaného
BCC modelu st nulové vahy priradené uz len dvom pozorovanym utvarom (Slovenské
zarucna a rozvojova banka, a. s. a Tatra banka, a.s.). Nakolko nase vypocty poskytuji
ostro komplementarne vysledky, nulovost vah naznacuje pseudoefektivitu tychto utva-
rov. Pri hyperbolickom modeli a vystupne orientovanom BCC modeli s dodato¢nymi
ohrani¢eniami na vstupné a vystupné vahy ziskavame nulové vahy pri troch pozorova-
nych utvaroch.

Moznym rozsirenim by mohlo byt zaclenie zmieSanych ohrani¢eni, ktoré by spliiali

podmienku konzistentnosti a zaroven rozsirenie poc¢tu pozorovanych utvarov.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali DEA modelmi s ohrani¢eniami na vahy. V prvej
Casti prace sme sa venovali spracovaniu zakladnej teérie o DEA modeloch. Uviedli sme
zékladné pojmy a sformulovali vybraté modely. Dalej sme zostavili prehlad o dévodoch,
sposoboch a moznostiach zaclenenia ohraniceni na vahy do modelov. Blizsie sme sa
venovali konkrétnym typom ohraniceni, ktorymi st zmiesané a jednoduché ohranicenia.
Pre jednoduché ohranic¢enia nad CCR-I modelom sa ndm podarilo dokézat existenciu
optiméalneho riesenia vo Vete 2.1.

V dalSej casti sme sa venovali zndAmym zmenam vlastnosti modelov, ku ktorym
dochadza po zacleneni dodato¢nych ohraniceni. Ku kazdému poznatku sme uviedli
jednoduchy konkrétny priklad, na ktorom dani zmenu ilustrujeme. V tejto casti sme
zvacsa ukazali, k akym problémom mozu ohranicenia viest. RieSenim na problémy za-
pri¢inené zaclenenim dodatoénych ohrani¢eni na vahy su testy konzistentnosti uvedené
v Kapitole 4. Tieto testy boli odvodené v praci [13] uz v roku 2013, ale s redlnym vy-
uzitim, a teda testovanim konzistentnosti ohranic¢eni na vahy sme sa nestretli v ziadnej
literattre, ktora sa zaoberala DEA modelmi s ohrani¢eniami na vahy a ich aplikdciami.

V posledne;j casti nasej prace sme na zaklade teoretickych poznatkov, nadobudnutych
z predchadzajuicich casti, vytvorili vlastni aplikaciu, v ktorej sme do beznej analyzy
bankového sektora zakomponovali ohrani¢enia na vahy. Analyza bankového sektora
je beznou aplikdciou DEA modelov. V roznych publikdciach sa mézeme stretnif s
analyzou bankového sektora urcitej krajiny resp. skupiny krajin. V tychto pracach
autori zvacsa vyuzivaju zakladné orientované DEA modely bez dodato¢nych ohraniceni.
My sme sa rozhodli vyuzit orientované a taktiez aj neorientované modely, akymi st
hyperbolicky a Russellov model. Do tychto modelov sme podla vlastného uvazenia
zaclenili ohranicenia na vstupné a vystupné vahy. Tieto vahy sme otestovali pomocou
testu konzistentnosti, ktory potvrdil, ze v modeloch nesposobuji zbytocné problémy.
Vysledky mozno najst v casti 5.4.

Za hlavny prinos tejto prace povazujeme najma spracovanie podrobného prehladu
o poznatkoch spojenych s problematikou DEA modelov s ohrani¢eniami na vahy. Za
novy postupom v oblasti DEA modelov s ohrani¢eniami na vahy povazujeme v tejto

praci aplikaciu ohraniceni do neorientovanych modelov, konkrétne do hyperbolického a
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Russellovho modelu. Prinosom je taktiez aj ukazka zaclenenia a testovania ohraniceni
na vahy v analyze bankového sektora Slovenskej republiky, vysledky ¢oho moézu byt

motivaciou pre dalsi vyskum.
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Priloha A

Data k prikladu o robotoch

Robot Cost Repeat | Load | Velocity
($10000)

1 6 0.2 6 1.50
2 9 0.40 60 2.90
3 9.5 0.08 28 1

4 12.5 1 60 1.20
5 7 0.05 20 2.50
6 7.2 1.25 115 1 0.90
7 4.25 0.10 50 0.70
8 5.8 0.15 15 1.50
9 11 0.025 10 0.67
10 5 0.2 40 1

11 4 0.5 10 0.50
12 8.5 1.25 100 | 0.90
13 9 0.25 70 0.65
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Priloha B

Data k prikladu o bankach

Vstupy Vystupy
DMU previdzkové # zamestnancov ivery vklady # bankomatov

néklady (v tis. €) (v tis. €) | (v tis. €)
1 186 055 2239 | 7115588 | 6 278 268 270
2 4728 127 145 424 224 273 0
3 41 532 686 | 1124840 | 1120 371 158
4 88 043 1344 | 2468 821 | 3 595 201 186
5 55 071 866 | 3054 489 | 3 087 787 296
6 13 144 192 381 914 547 637 0
7 41 738 400 | 2227 112 | 2 789 698 0
8 281 101 4 105 | 13 008 000 | 13 653 000 801
9 15 362 200 286 675 183 513 0
10 240 841 3 858 | 10 269 773 | 10 928 189 325
11 227 971 3809 | 13 324 663 | 11 055 766 592
12 6413 257 348 318 384 433 0
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Priloha C

DMUO E; U1 (%] Uy U9 us

1 0,8528 0 0,6730 0,5248 0 0,0823
2 1 16,3217 2,7242 1,5546 1,6769 1,8364
3 0,7609° 92,4118 0 0 0 0,8968
4 0,7112° 1,1377 0 0 1,0302 0,0614
5 1 1,0712 0,7153 0,1937 0,2050 1,0122
6 0,8407 0 7,8485 0 2,4871 0,5401
7 1 0,1680 3,5036 0,5962 2,2431 0,1459
8 1 0,1589 0,2034 0,8781 1,4995 3,6813
9 0,7276" 0 7,5346 2,9374 0 0,4293
10 0,9179° 0,4159 0 0 0,4105 0

11 1 0,2787 0,1447 7,7756 0,3443 0,2261
12 1 14,9466 0,2525 5,6368 1,8991 0,7779

Tabulka 12: Efektivity bank bez pouzitia dodatocnych ohraniceni na vahy - BCC-I

DMU, | E; V1 Vo Uy Us U3

1 0,8663" 0 0,6894 0,6296 0 0

2 1 38,0449 22,5078 10,9687 12,8838 7,0677
3 0,7301 3,7275 0 0 0 1,3861
4 0,7524 1,2964 0 0 1,1740 0,0700
5 1 0,7586 0,6593 0,0971 0,0960 0,6420
6 0,6772° 12,1810 1,0148 0 8,1940 0,3524
7 1 0,2165 4,0934 0,2391 1,4173 0,2114
8 1 0,0399 0,0440 0,0679 0,0947 0,1407
9 0,4083" 0 40,0823 15,6262 0 2,7917
10 0,9241° 0,4160 0 0 0,4106 0

11 1 0,1713 0,0434 0,3056 0,0238 0,0120
12 1 25,9847 0,5111 10,7506 1,9152 1,2733

Tabulka 13: Efektivity bank bez pouzitia dodato¢nych ohranic¢eni na vahy - BCC-O
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DMUO E; U1 (%) U1 U2 us

1 0,9267 0 0,3222 0,2513 0 0,0394
p 1 14,9250 2.3008 1,2883 1,1962 1,5456
3 0,8633" 1,2910 0 0 0 0,4801
4 0,8573" 0,0185 0 0 0,4696 0,0280
5) 1 0,4028 0,2879 0,0747 0,0739 0,3783
6 0,8815 0 5,6439 0 1,7885 0,4313
7 1 0,1217 1,6104 0,3214 0,5823 0,0934
8 1 0,0117 0,0125 0,0649 0,0842 0,1335
9 0,7805° 0 95,7578 2,2447 0 0,3507
10 0,9598" 0,1994 0 0 0,1969 0

11 1 0,0448 0,0153 0,2585 0,0198 0,0153
12 1 9,6715 0,1346 3,3648 1,1231 0,5132

Tabulka 14: Efektivity bank bez pouzitia dodato¢nych ohraniceni na vihy - HM

DMU, || E} Uy Vg Uy Ug U3

1 0,8297 0,1077 0,1681 0,1205 0,0984 0,0455
2 1 10432 8948 2209,4 1862,8 47444
3 0,7362 0,4824 0,4393 0,2003 0,1919 0,1519
4 0,7552 0,2275 0,2242 0,1503 0,2102 0,0723
5 1 24,435 24,523 14,006 15,051 13,89
6 0,6596 1,5258 1,5697 0,8928 0,7579 0,3502
7 1 980,41 21837 680,74 8195,5 4479,8
8 1 7,8442 9,8937 5,9162 8,5619 6.6417
9 0,4903 1,3041 1,5069 1,1183 0,4114 0.3002
10 0,8421 0,0943 0,0781 0,0647 0,0711 0.0301
11 1 17,561 9,6201 16,962 7,7211 4.9794
12 1 25523 273,51 8791 1831,4 4441 4

Tabulka 15: Efektivity bank bez pouzitia dodatocnych ohraniceni na vahy - RM
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Priloha D

DMUO E; (% (%) Uq U9 us

1 0,8500 0 0,6730 0,4537 0,0877 0,0877
2 1 14,2671 3,8750 3,4622 1,7525 0,5678
3 0,6496 0,1375 2,0715 0,4111 0,4111 04111
4 0,6051° 1,1377 0 0,4748 0,4748 0,0238
) 1 1,1819 0,6094 0,6133 0,4869 0,4530
6 0,8327° 0 78485 1,3719 1,3719 0,3953
7 1 0,2166 3,4273 1,8580 1,1936 0,0759
8 1 0,1874 0,1741 6,8339 3,9666 1,5201
9 0,7276° 0 75346 2,9374 0 0

10 0,8381° 0,0722 0,3228 0,2001 0,2001 0

11 1 0,2516 0,1690 13,5641 0,8995 0,1660
12 1 14,9959 0,2340 5,0522 2,3258 0,4012

Tabulka 16: Efektivity bank s pouzitim dodato¢nych ohranic¢eni na vystupné vahy - BCC-I

DMU, | E; V1 Vo Uy Us U3

1 0,8663° 0 0,6894 0,6296 0 0

2 1 39,8316 28,9797 16,5752 9,2421 4,2167
3 0,6075° 4,2962 0 0,8182 0,8182 0,8182
4 0,6354 0,5351 0,9715 0,6417 0,6417 0,1557
5 1 1,0382 0,5553 0,4902 0,3677 0,3054
6 0,6499 12,5067 2,0898 4,8240 4,8240 0,3173
7 1 0,1831 4,1351 1,3075 0,5629 0,1308
8 1 0,0323 0,0423 0,1448 0,1050 0,0711
9 0,4083° 0 40,0823 15,6262 0 0

10 0,8539° 0,0763 0,3412 0,2115 0,2115 0

11 1 0,2008 0,0401 0,2730 0,0565 0,0180
12 1 24,9870 0,5033 8,9747 3,5271 1,3883

Tabulka 17: Efektivity bank s pouzitim dodato¢nych ohranic¢eni na vystupné vahy - BCC-O
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DMUO E; (%1 V2 Uy U2 us

1 0,9266" 0 0,3149 0,2876 0 0

2 1 15,2152 1,7799 92,3112 1,1362 0,4601
3 0,7882" 1,2670 0 0,2413 0,2413 0,2413
4 0,7857° 0,5489 0 0,2291 0,2291 0,0115
5 1 0,5177 0,2712 0,2832 0,2072 0,1656
6 0,8738° 0 25,7186 0,9996 0,9996 0,2190
7 1 0,1160 1,6097 0,6398 0,3319 0,0618
8 1 0,0104 0,0113 0,1651 0,0989 0,0436
9 0,7805 0 D,7578 2,2447 0 0

10 0,9202" 0,0341 0,1524 0,0945 0,0945 0

11 1 0,0296 0,0154 0,2677 0,0321 0,0069
12 1 9,4954 0,1539 3,3293 1,2483 0,3130

Tabulka 18: Efektivity bank s pouzitim dodato¢nych ohranic¢eni na vystupné vahy - HM

DMU, || E} Uy Vg Uy Ug U3

1 0,8297 0,1077 0,1681 0,1205 0,0984 0,0455
2 1 19268 13101 4503,1 4486,4 44326
3 0,7362 0,4824 0,4393 0,2003 0,1919 0,1519
4 0,7529 0,2275 0,2242 0,1784 0,1784 0,0776
5 1 28,33 28,466 23,344 16,282 10,462
6 0,6596 1,5258 1,5697 0,8928 0,7579 0,3502
7 1 1139,2 24061 5845,3 4937,7 4458,8
8 1 6,4242 10,67 9,461 7,1358 4,4503
9 0,4903 1,3041 1,5069 1,1183 0,4114 0.3002
10 0,8417 0,0904 0,0781 0,0654 0,0654 0.0315
11 1 16,456 9,2592 16,099 8,2709 3,76
12 1 28741 447,81 7746,6 5363,3 4478,6

Tabulka 19: Efektivity bank s pouzitim dodato¢nych ohraniceni na vystupné vahy - RM
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Priloha E

DMU, | E} (0 Vs Uy Us U3

1 0,8478 0,0066 0,6647 0,4532 0,0866 0,0866
2 1 13,6721 4,2082 2,9373 1,6023 0,6856
3 0,6496 0,1375 2,0715 0,4111 0,4111 0,4111
4 0,6046 1,1263 0,0113 0,4749 0,4749 0,0253
5 1 1,1589 0,6314 0,6276 0,5108 0,4625
6 0,8314 0,0777 7,7685 1,3856 1,3856 0,3337
7 1 0,2670 3,3481 1,8149 1,2385 0,0745
8 1 0,1433 0,2195 69,5668 40,6075 14,0253
9 0,7247° 0,0745 7,4485 2,9630 0 0

10 0,8381 0,0722 0,3228 0,2001 0,2001 0

11 1 0,1852 0,2289 145,5518 9,2799 1,6385
12 1 14,5385 0,4057 7,5653 1,8982 0,3656

Tabulka 20: Efektivity bank s pouzitim dodato¢nych ohranic¢eni na vahy - BCC-I

DMU, | E; U1 Vg Uy Us U3

1 0,8641° 0,0064 0,6433 0,3901 0,2718 0

2 1 584,7653 17,7634 17,7396 8,4858 4,8020
3 0,6073 4,2547 0,0425 0,8182 0,8182 0,8182
4 0,6354 0,5351 0,9715 0,6417 0,6417 0,1557
5 1 0,7795 0,7795 0,6863 0,3807 0,1998
6 0,6499 12,5067 2,0898 4,8240 4,8240 0,2580
7 1 0,9761 2,5890 1,3307 0,5444 0,1582
8 1 0,0504 0,0405 0,1363 0,1049 0,0779
9 0,4078° 0,3928 39,2811 15,6262 0 0

10 0,8539° 0,0763 0,3412 0,2115 0,2115 0

11 1 0,1648 0,0610 0,2681 0,0649 0,0158
12 1 24,4583 0,5997 9,6097 2,9507 1,2082

Tabulka 21: Efektivity bank s pouzitim dodato¢nych ohranic¢eni na vahy - BCC-O
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DMU, || E} V1 Vo Uy Ug Us
1 0,9254° 0,0031 0,3113 0,2866 0 0
2 1 14,3188 2,3292 2,2457 1,0991 0,4422
3 0,7882 1,2539 0,0125 0,2411 0,2411 0,2411
4 0,7857 0,5427 0,0054 0,2288 0,2288 0,0122
5 1 0,4750 0,3309 0,2931 0,2032 0,1546
6 0,8731 0,0564 0,6425 1,0064 1,0064 0,2584
7 1 0,1910 1,4684 0,6263 0,3527 0,0517
8 1 0,0193 0,0214 0,1533 0,0937 0,0430
9 0,7786° 0,0567 02,6738 2,2571 0 0
10 0,9202° 0,0341 0,1524 0,0945 0,0945 0
11 1 0,0443 0,0263 0,2439 0,0347 0,0079
12 1 8,9770 0,3466 3,7735 0,8490 0,2489
Tabulka 22: Efektivity bank s pouzitim dodato¢nych ohranic¢eni na vahy - HM
DMU, || E} Uy Vg Uy Ug U3
1 0,8297 0,1077 0,1681 0,1205 0,0984 0,0455
2 1 32238 456,82 7074 2953,7 5187
3 0,7362 0,4824 0,4393 0,2003 0,1919 0,1519
4 0,7529 0,2275 0,2242 0,1784 0,1784 0,0776
5 1 427,78 6,3562 164,72 121,51 83,759
6 0,6596 1,5258 1,5697 0,8928 0,7579 0,3502
7 1 83946 12072 36109 33392 44178
8 1 95,071 3,3321 68,296 04,403 36,755
9 0,4903 1,3041 1,5069 1,1183 0,4114 0,30002
10 0,8417 0,0904 0,0781 0,0654 0,0654 0,0315
11 1 155,38 3,4903 98,918 59,708 26,84
12 1 36395 463,23 10689 T475,7 48079

Tabulka 23: Efektivity bank s pouzitim dodato¢nych ohraniceni na vihy - RM
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