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Abstrakt

KANDRICAK, Jakub: Optimalizdcia portfélia s ohrani¢enim na riziko [Diplomova
praca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informa-
tiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky, skolitel: doc. Mgr. Igor Melichercik,
PhD., Bratislava, 2020, 46 s.

V predkladanej diplomovej praci sa venujeme tloham optimalizacie portfélia na ko-
necnom casovom horizonte. V praci struc¢ne popisujeme predpoklady a klucové pojmy
pri optimalizacii portfélia. Zaoberame sa tilohou nezaisteného investora, ale aj ilohami
s rizikovymi ohranic¢eniami ako s loha VaR-RM investora a tiloha zaistenie portfélia.
Zameriavame sa najmé na dotiahnutie detailov dokazov v tlohach optimalizacie port-

folia. Taktiez definujeme tlohu maximéalnej dolnej hranice pri ilohe VaR-RM investora.

Kltcové slova: Rizikova miera, Optimalizacia portfélia, Mertonova tloha, Rizikové
ohranic¢enie, Value at Risk, Uloha Var-RM investora, Dolna hranica, Zaistenie

portfélia, Optimalna stratégia



Abstract

KANDRICAK, Jakub: Portfolio optimalization with risk constraint [Diploma Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr. Igor Meli-
chercik, PhD., Bratislava, 2020, 46 p.

The main focus of this thesis is on portfolio optimization problems related to a finite
time horizon. In the thesis, we also briefly describe assumptions and the key concepts of
portfolio optimization. We deal with Merton problem, VaR-RM problem and Portfolio
insurance problem, with the main focus on finalising the details of the proofs associated
with portfolio optimization problems. We also define the maximum floor problem for

VaR-RM problem.

Keywords: Risk measure, Portfolio optimization, Merton problem, Risk constrain,

Value at Risk, VaR-RM problem, Floor, Portfolio insurer, Optimal strategy
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Uvod

Optimalizacia rozlozenia portfélia ma bohatt histériu. Jednou z prvych bola praca
Mertona [10], kde uviedol spojitii ilohu stochastického programovania, ktora je zakla-
dom vyskumu v oblasti optimalizacie portfélia. Merton nadviazal na pracu Samuelsona
[12] z roku 1969, ktory tlohu optimalizacie portfélia uviedol ako diskrétnu tlohu sto-
chastického dynamického programovania [5].

V dalsich pracach autori zacali merat riziko portfélia pridavanim rizikovych ohrani-
ceni k zakladnej Mertonovej tlohe. Postupne sa do popredia dostavala rizikova miera
VaR, ktord sa pre svoju jednoduchost stala v praxi standardom. V préci [I] autori
definovali zédkladné axiémy rizikovych mier, kde popisali aj vlastnosti koherentnych
rizikovych mier. Tu nastal zlom v pouzivani rizikovej miery VaR.

Basak a Shapiro vo svojej praci [2] z roku 2001 uviedli problematické vlastnosti
rizikovej miery VaR. Okrem iného uvadzaju, ze tato rizikova miera nie je koherentné
ako aj to, ze disperzia sa pri pouzivani VaR pri optimalizacii portfélia zvysuje v zlych
casoch. Pri pouzivani tejto miery sa pri optimalizacii portfélia dosahujui nizsie hodnoty
vyplatnej funkcie v zlych stavoch ako pri modeli nezaisteného investora, pretoze pre
investora optimalizujiceho pomocou VaR su prilis drahé, aby sa proti nim zabezpecil
[2].

Po uverejneni danej prace, sa touto problematikou zacalo zaoberaf viac autorov.
Vzniklo viacero préac, napr. [4], v ktorej sa zacali pouzivat iné rizikové miery na me-
ranie rizika. Rovnako aj Basak a Shapiro [2] navrhli novi rizikovi mieru LEL, ktora
ohranic¢ovala ocakavanu stratu.

Optimalizacii hodnoty portfélia pri ohranicenej ocakavanej strate sa venovali aj Ga-
bih, Sass a Wunderlich [4] pomocou rizikovej miery EL. Oproti VaR, rizikové miery LEL
a EL bert do uvahy nielen pravdepodobnost straty, ale aj jej vysku. AvSak rovnako
ako VaR nie st tieto miery koherentné.

Palmquist a Uryasev [7] navrhli rizikovi mieru AVaR, ktord riesi problém kohe-
rentnosti a kontroly vysky strat. Kvoli tymto dobrym vlastnostiam sa stala tato miera
oblibend vo vyskume, v ktorom sa skiimaju vlastnosti optimalnych rieseni a optimélnej
stratégie [5].

Nadalej sa rizikova miera VaR najviac pouziva v praxi, a to aj v nariadeniach da-



nych regulatorom. Avsak po poslednej hospodarskej krize sa zacala riesit otazka zmeny
pristupu k pouzivaniu tejto rizikovej miery.

Hlavnym cielom predkladanej diplomovej prace je dotiahnutie dokazov publikova-
nych vo vyznamnych pracach v oblasti optimalizacie portfélia. Snazime sa to dosiahnut
putavou formou a rovnako spracovat ulohy optimalizacie pre c¢itatela tak, aby ho tato
praca zaujala.

Dalsimi cielmi diplomovej prace je vysvetlenie zakladnych pojmov, struéné objasne-
nie predpokladov, ako aj jasné odvodenie pouzivanych vyrazov. To sa snazime podat
komplexne, ale zaroven v ¢o najjednoduchsej forme, aby to bolo pre ¢itatela zrozumi-
telné. Stucasne dbame na matematicki korektnost jednotlivych tvrdeni.

Uvodom diplomovej prace sa venujeme predpokladom a zakladnym pojmom v ob-
lasti optimalizicie portfélia. Dalej sa zaoberame zakladnou Mertonovou tlohou, ktort
pouzivame ako benchmark v dalsich kapitolach. Taktiez uvadzame stru¢ny prehlad jed-
notlivych, v praxi najpouzivanejsich, rizikovych ohranic¢eni pri optimalizacii portfélia.
V hlavnej ¢asti prace sa zaoberame vlastnostami, optiméalnymi rieSeniami a dopliianim

dokazov v tlohe VaR-RM investora a tlohe zaistenia portfélia.



1 Vseobecné predpoklady modelov

V tejto kapitole sme sa zaoberali popisom vSeobecnych predpokladov, ktoré st totozné
pre vSetky zakladné tilohy smerované na optimalizaciu portfélia. Vychadzali sme hlavne
z [§] a [11]. Avsak zékladné predpoklady a nastavenia sme ¢erpali aj z [2], ale aj z dalsich

zdrojov [5] a [4].

1.1 Predpoklady

Uvazujme trh s n rizikovymi aktivami (napr. akcie) a jedinym bezrizikovym aktivom
(bezrizikovy dlhopis). Nech je tento trh likvidny, ¢o znamend, Ze mozeme nakupit a
predat Iubovolné mnozstvo aktiv za trhové ceny, aj necelo¢iselné. Uvazujme konecny
¢asovy horizont [0, 7], ktory si zvoli investor [2].

Dalej predpokladajme, Ze na tomto intervale sa cena rizikovych aktiv riadi Itévym

procesom, kde pohyb ceny i-tej akcie je zadany stochastickou diferencidlnou rovnicou
dS} = S} (it + ojdw,) [ (1)

pricom S§ > 0 a proces w; je Standardny n-rozmerny Brownov pohyb na pravdepo-
dobnostnom priestore (2, F,{F:}0,P) s filtraciou {F;}»0 generovanou Brownovym
pohybom w. Procesy i a o! st ohrani¢ené, adaptované procesy na {F;};»0 s hodno-
tami v R, resp. v R"[g].

Cena bezrizikového aktiva, je v ¢ase t popisana rovnicou
dB, = Byrdt, (2)

kde r; > 0 je ohraniceny adaptovany proces trokovej miery [§]. Pre zjednodusenie
predpokladame, Ze na zaciatku casového horizontu je cena aktiva rovna 1, takze By = 1.
Pouzitim Itovej lemy sa da lahko dostat, ze B, = exp ( ft rsds).

Za ucelom, aby trh, ktory uvazujeme, bol uplny boez moznosti arbitraze, predpo-
kladdme, 7ze matica o, ktorej i-ty riadok je of, je reguldrna [8| str. 3] pre kazdy cas

t € [0,T] a zaroven proces

ke =0y (e = 7e1),

1V celej praci index t vyjadruje cas t.

10



kde 1 je vektor samych jednotiek, je ohrani¢eny adaptovany proces. Tento proces na-
zyvame aj trhova cena rizika.

Podla [11), Kapitola 10.2], proces n; pre t € [0,T'] definovany ako

t t
1
N = exp (— f ksdwg — 5 f s ||2ds) , (3)
0 0

kde |kZ| = K|k, je P-martingal. NavySe, podla [I1, Tvrdenie 10.2.1] existuje jedina
rizikovo-neutrdlna miera Q pre odirocené ceny rizikovych aktiv S!/By, i = 1,..., N,
pre t € [0,T] a Radon-Nikodymova derivécia rizikovo-neutralnej miery Q vzhladom na

realnu pravdepodobnostni mieru P je

d
d% =nr =&{rBr, (4)

kde podla [2] str. 375] je zmena & = B;'n, pre t € [0,T] popisana stochastickou dife-

rencidlnou rovnicou
d& = =&rdt — & Rrpdwy

s pociato¢nou podmienkou

§o=1. (5)

Pouzitim Itovej lemy sa da lahko ukazaf, ze

§t=§oexp(—ftrsds—ftmsdws—%ft|f£$||2d8). (6)

0 0 0

Dalej sme si oznacili hodnotu nasho portfélia v ¢ase t ako W;. Investor ma v ¢ase t
investované prostriedky v jednotlivych aktivach a snazi sa maximalizovat svoj celkovy
uzitok z hodnoty vyplatnej funkcie W v case T

Podla [11, Definicia 10.2.1] je trh tplny, ak kazda Fpr-meratelna, Q-integrovatelnd a
zdola ohranic¢ena nahodna premenna Wr moze byt replikovana pripustnou investi¢nou
stratégiou ¢y, pre t € [0,T]. Podla [I1] Definicia 10.1.7] je pripustné stratégia adap-
tovand, samofinancovand a hodnota portfélia W; v case t € [0,T] replikujiceho Wy
je zdola ohrani¢end pre Vt € [0,7T]. Nase predpoklady implikuji podla [I1, Tvrdenie
10.2.1], ze trh popisany rovnicami — je uplny.

11



Vdaka tomu, ze mame uplny trh, tzn. Ze vieme kazdu vyplatna funkciu replikovat

pomocou dynamickej samofinancovanej stratégie z aktiv S; a By, pricom plati [9]:

W, %TSt + 1 By,

th = gOIdSt + ¢tdBt

QO;FSt(ILLtdt + Utdwt) + @Z)tBtTtdt. (7)

kde ¢, je vektor poctov jednotlivych rizikovych aktiv v portféliu a 1, je pocet bezrizi-
kovych aktiv pre samofinancovaciu stratégiu [g].

Ak W, > 0 potom mézeme definovat proces stratégie 0;, kde jednotlivé zlozky

st dané ako hodnota podielu i-tej akcie na hodnote portfélia v kazdom case t € [0, t].

Pomocou stratégie 6; mozeme hodnotu portfélia zapisat
Wt = WtQtT + Wt(]- - gtTl]_),

kde 1-60/1 = thB;t' Zmenu hodnoty vyplatnej funkcie W, v case t, rovnica , sa da

rovnako zapisaf pomocou stratégie 6,
th = Wtez—(ﬂtdt + Utdwt) + Wt(l - le)rtdt (8)

Cielom investora je urcit investicnu stratégiu 6;, t.j. podiely v jednotlivych akti-
vach, ktora maximalizuje jeho uzitok a v kazdom case popisuje podiely portfélia v
jednotlivych rizikovych aktivach.

Hodnota replikovaného portfélia W, v case t € [0,T'] sa d4 pre kazdi Fpr-meratelnt
funkciu Wy zdola ohraniceni a Q-integrovatelni podla [11], Tvrdenie 10.1.2] vypocitat

ako
B;*W, = Eg[ B Wr|Fi]. 9)
Rovnicu @D mozno prepisat pomocou Radon-Nikodymovej derivacie (4] na
W, = Ep[&rWr|Fi].
7 toho vyplyva, ze hodnotu vyplatnej funkcie vypocitame

Wt = éEIP[STWTL?.t]

12



Z tejto rovnice a z (5)) vyplyva
Wo = Ep[§rWr|F].

Funkciu uzito¢nosti, budeme ju oznacovat wu(z), predpokladdme [2, str. 375-376]
spojitt, dvakrat diferencovatelnd, rasticu a konkdvnu funkeiu, ktord zdroven spliia
Inadiho podmienky [4]: liné u'(x) =00 alim u'(x) = 0. Zaroven dalej v préaci predpokla-

dame r, =7 a K; = K.
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2 Uloha nezaisteného investora

V tejto kapitole sme uvazovali investora, ktory chce maximalizovat ocakavani hodnotu
svojho portfélia bez rizikovych ohraniceni. T.j. takého investora, ktory hlada straté-
giu zo vSetkych stratégii, ktora by maximalizovala jeho uzitok. Tato tloha sa vola aj
Mertonova tloha[4].

V tejto kapitole sme sa zamerali aj na prehladné postupy vyjadreni optimalnej
hodnoty portfélia v case t, ako aj optimalnej stratégie, ktorych hodnoty st uvedené,

napr. v [2].

2.1 Mertonova tuloha

Jedinym ohranicenim je pre nasho investora vyska kapitdlu, ktort moze investovat na
zaCiatku. Z toho, ze oddrofend hodnota vyplatnej funkcie [Br'Wr] je Q-martingal
[9, str. 170] vyplyva, ze strednd hodnota vyplatnej funkcie na konci ¢asového hori-
zontu musi byt mensia nanajvys rovna hodnote kapitalu investora na zaciatku tohto
horizontu. Volne povedané, moze investovat maximalne tolko, kolko ma na zaciatku.

Tuato tlohu moézeme zapisat v tvare

VsItIrla%g(gie E]P [U(WT)] (10)

E@[B%IWT] <W.
Podla a mozeme nerovnicu v ilohe prepisat do tvaru

Eq[Br'Wr] = Es[¢rWr] < Wi, (11)

Kedze nés trh je uplny, tak maximalizacia cez stratégie je ekvivalentnd maximalizécii
cez vyplatné funkcie. Spojenim a dostavame vyslednii tilohu nezaisteného

investora [B], str.23]

max  Eplu(Wr)] 12
E]p[fTWT] < Wo.

RieSenie tejto tlohy je uvedené napr. v [5] a [2] a my ho uvddzame v nasledujicej vete.

Veta 2.1 (Riesenie tlohy nezaisteného investora, [10]). Riesenim ulohy nezaisteného

investora, definovanej v (@, je vyplatnd funkcia

W (r,y) = I(yér),

14



kde I1(.) je inverznd funkcia prvej derivacie funkcie uzZitocnosti u(.) a y >0 je rieSenim

rovnice

E[&W¥ (ér,y)] = Wh.

Dokaz je uvedeny napr. v [5], str. 23]. Tvar optimalneho riesenia Mertonovej tlohy

mozeme vidiet na Obr. [l

W 4

ET

Obr. 1: Optimalne riesenie tlohy nezaisteného investora.

2.2 Optimalna hodnota portfélia v Case t

Nech r, = r a k; = k su konsStanty. Za tohto predpokladu sme odvodili optimalnu
hodnotu portfélia pre kazdy cas t € [0,T]. V Kapitole [1| sme uviedli hodnotu portfélia
v tvare

1
Wt = —E[gTWT|ft]

t

vz . v v . ' , . 7 P .
Pouzitim funkcie uzito¢nosti v tvare u(x) = - a dosadenim optimalneho riesenia z

15



Vety [2.1] sme dostali

S

1 p—fl 1
1E [ngT Y
3

1 2. 1
- gl
1

yrt [ﬂ
= Eler
3 r

kde sme poslednii rovnost dostali z toho, ze & je nositelom vsetkych informacii do ¢asu

d

d

&|. (13)

t [8, str. 10]. Vyjadrenim & pomocou &

e = gexp(-(re 3 IelP) (T =) - w(wr )

a néslednym dosadenim do sme dostali

W, - WLE[53mp(lL(—Q+%mﬂﬂ«r—w—g@@—wg»}

&t p-1

Tento vyraz sme si upravili do tvaru

o (7“ + %H/@HQ) (T - t)) E [exp (—I%l/i(WT - wt))] :

kde sme si vybrali vsetky nendhodné ¢leny pred strednti hodnotu. Takze nam zostal

Wiy = @Koﬁlam(—

jediny nahodny ¢len v strednej hodnote, ktory mé lognormalne rozdelenie, kde

ﬂlLﬁm@—ngN(q( P |d)(T—ﬂ)

p-1 (p-1)

Pouzitim znameho vzorca na vypocet strednej hodnoty nahodnej premennej s log-

normalnym rozdelenim sme dostali

E[exp(—}%l (wT—wt))] = exp(%(2(pp_1)|l_€“)2(T—t)).

Spojenim predchadzajucich vysledkov sme dostali optimalnu hodnotu portfélia W,

W, - <y£t>zi1exp[ (s r)<T—t>)]. (14)

p-1\\2(p-1)

2.3 Optimalna stratégia v case ¢

Optiméalnu stratégiu pre ulohu nezaisteného investora sme vypocitali pomocou dife-
rencialu optimélnej hodnoty portfélia v case ¢ , ktori sme si oznacili ako funkciu

Wi = g(t,&). Pomocou Itdvej lemy sme dostali diferencial
dg 10%g

_ dg 2
dW, = 8tdt+ a&d&ﬁ 28@2 \V|?dt, (15)

16



kde

g, = —ftTdt—ft/dewta

N N T T A Y
g = (y&)? eXplp—l((Z(p—l) 7")(T t))],
V = gt/‘iT

a jednotlivé parcidlne derivacie s

b0 p (e
ot p-1\2(p-1) ’

el l

%  dg1 1 1 1 11[1 ]11[2—])]
1| =g — | .

8_5152 ) aftftp 1 29

Dosadenim do sme dostali

aw, = -g P ( ”KP) )dt gl[ ! ]d§t+ &2 k| g5 ! [2_p]dt

p-1\2(p-1 & 1
a naslednymi tpravami sme dostali
1 P 2-p
aw, = g—— 2 —pr—|&|? dt
= o (g - s
1
ft [ ] (ﬁtrdt + gt/dewt)
1 2 2 2-p L 7
= g— - dt d
o (Il gty o Wl o s
2 1
= 97— (|| H2 (- )+(1 p)r)dt+g1 k! dw,

kT dwy.

1 1
= 1—( ,'<J||2+7“)dt+g1

Po dosadeni optimélnej vyplatnej funkcie za funkciu g sme dostali

1 1
dw, = th_p(||/i\|2+r)dt+Wt1_ k! dw,

a nasledne po dosadeni za s

dw, = kT dw,

1 1
(/iTO'_l(/L -rl)+ 7”) dt + W, .
_p —

1
Tot(udt + odw,) + W, (1 - 1—/£T011L) rdt.
-D

Porovnanim s rovnicou sme dostali, ze optimalna stratégia je rovna 6 = ﬁa‘lm.
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3 Mertonova dloha s pridanymi rizikovymi ohrani-
ceniami

V tejto kapitole sme sa zaoberali modifikaciami Mertonovej tlohy pridanim rizikovych
ohranic¢eni. Pozreli sme sa na v aplikacidch najviac pouzivané rizikové ohranicenia.
Rovnako sme sa pozreli aj na vyhody a nevyhody jednotlivych mier na meranie rizika.

Podkapitola[3.1] je spracovand podla [2] a [5], podkapitola[3.3 podla [4] a podkapitola
podla [g].

3.1 Uloha VaR-RM investora

Majme investora, ktory okrem maximalizovania hodnoty portfélia, ako v ilohe nezais-
teného investora (12)), ma navyse poziadavku na svoje portfdlio, aby hodnota celého
portfélia, s nejakou pravdepodobnostou, nespadla pod nim uvedeni hranicu.

Takze dostavame ohranicenie
P(Wr>2W)21-a, (16)

kde W je spodnéa hranica, na ktoru je ochotny investor, s pravdepodobnostou «, nechat
spadnit hodnotu svojho portfélia. Spojenim ohranicenia s p6vodnou Mertonovou
tilohou dostdvame tilohu
max Ep[u(Wr)]
Ep[&rWr] < Wy (17)
P(Wr>W)>1-a.
Téato uloha sa oznacuje ako tloha VaR-RM investora, pretoze pridané ohranicenie

(16]) sa da prepisat pomocou rizikovej miery VaR. Této miera je definovand ako naj-
vysSia mozné strata, ktori méze portfélio dosiahnut s pravdepodobnostou (1 - ).

Rovnicu (16) mdzeme prepisat do tvaru
P(Wo-Wr<Wo-W)>1-a.

Ak maximalnu akceptovatelni stratu Wy — W nahradime VaR(«), tak z definicie VaR

dostaneme rovnost
P(WO - WT < VGRQ(WT - Wo)) =1-a.
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Ak v ulohe vezmeme « = 1, tak dostavame povodnii tlohu nezaisteného investora.

Problém miery rizika VaR je, Ze neberie do ivahy vysku moznych strat, iba ich prav-
depodobnost. To znamend, Ze s malou pravdepodobnostou mézu nastat ovela vécsie
straty, aké by investor normalne predpokladal. Tieto straty by pre investora mohli mat
znacny dopad.

Dalsou nevyhodou VaR je, Zze VaR nie je koherentné rizikova miera [I]. Pri VaR je
mozné zvysenie rizika pri diverzifikdcii, ktoré je teoreticky dokézané [I]. Napriek tymto
nedostatkom je tato rizikova miera nadalej v praxi najviac pouzivana, a to hlavne pre

svoju jednoduchost.

3.2 Uloha zaistenia portfélia

Majme investora, ktory okrem maximalizovania hodnoty svojho portfélia chce od svojho
portfélia, aby jeho hodnota nespadla pod nim ur¢ent hodnotu. Takze dostavame ohra-
nicenie
Wp>W. (18)
Pridanfm ohrani¢enia k Mertonovej tilohe dostédvame tlohu
max E[p: [U(WT)]
Wr
Ep[&rWr] < Wy (19)
Wp>W. (20)
Thato tlohu si mozeme prepisat do tvaru
max E[p [U(WT)]

Wr2W (21)
Ep[&rWr] < W,

kde sme zmenili pridané ohranic¢enie na oblast, cez ktori maximalizujeme.
Porovnanim a je zrejmé, ze uloha zaistenia portfélia je limitnym pripadom
ulohy VaR-RM investora pre a = 0.

3.3 Uloha EL-RM investora

Majme investora, ktory okrem maximalizacie hodnoty portfélia chce navyse, aby oca-

kavand strata, ktord moze jeho portfélio nadobudnit pod nim urc¢enou dolnou hranicou

19



W, bola mensia, ako nim urcena hodnota. Takze dostavame ohranicenie
Ep[(Wp -W)7] <,

kde £ je nim urcend maximélna moznd ocakavana strata (angl. Expected loss). Spoje-

nim s pévodnou Mertonovou tlohou dostavame tilohu

max Ep[u(Wr)]
Ep[§rWr] < W
Ep[(Wr -W)~]<e.

ktora sa vola tloha EL-RM investora. Avsak této rizikovd miera nie je koherentna [4]

str.378]. Tento problém sa dé vyriesit modifikdciou tlohy na tilohu AVaR-RM investora.

3.4 Uloha AVaR-RM investora

Majme investora, ktory chce okrem maximalizovania hodnoty svojho portfélia aj kon-
trolovat straty, ktoré moze nadobidat s malymi pravdepodobnostami. T. j. investora,
ktory chce kontrolovat priemernt ocakavant stratu z najvacsich strat, ktoré moze na-
dobudnut portfélio s pravdepodobnostou mensou ako «.

Jednym z moznych sposobov, ako kontrolovat tieto straty je rizikovd miera AVaR
(Average Value at Risk). AVaR na hladine vyznamnosti a € (0,1) je podla [3, Definicia
4.48] definovana ako

1 (0%
AVaRa(Wr = W) =~ f VaR,(Wr — Wo)dp.
0

Této rizikova miera sa niekedy nazyva aj Tail Conditional Expectation (TCE),
Expected shortfall (ES) alebo Conditional Value at Risk (CVaR). Avsak, CVaR sa
taktiez pouziva na oznacenie VaR pre podmienené rozdelenie a ES moze vyjadrovat
oc¢akdvani hodnotu [Wr - Wy~ [3].

Za predpokladu, ze ndhodna premenna ma hustotu, AVaR nadobtda rovnaka hod-

notu ako rizikovd miera TCE, definovana pre hladinu vyznamnosti a € (0,1) ako [I]

TCEQ(WT—W()) —E[WT—W0|WT—WO < —VGRQ(WT—WU)]

= E[WO - WT|WO - WT > VGRQ(WT - Wo)]
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7 toho vyplyva, ze rizikovi mieru T'C'E, mdézeme interpretovat ako strednii hodnotu
strat na konefnom ¢asovom horizonte [0, T'], ktoré st vacsie alebo rovné ako VaR,,.
Ak ohrani¢ime AVaR maximalnou akceptovatelnou stratou pomocou podielu § po-

¢iatocnej hodnoty portfolia W dostavame rizikové ohranicenie v tvare
AV&RQ(WT - Wg) < 5W0 (22)

Spojenim s povodnou Mertonovou tlohou dostavame tlohu AVaR-RM investora

max  Ep[u(Wr)]
Ep[&rWr] < W
AVCLRQ(WT - Wo) < 5W0

Této rizikova miera, je narozdiel od Value at Risk, koherentnd [1]. Tzn., ze napr. pri
diverzifikacii portfolia nemoze nastat zvysenie rizika.

Optimalne riesenie tejto ulohy, vlastnosti optimalneho riesenia, optimalnu hodnotu
portfélia v case t, ako aj optimdlnu stratégiu je mozné najst napr. v [5]. My sme sa
vsak dalej v tejto praci blizsie pozreli na rizikovi mieru VaR, zaistenie portfélia a ich

vlastnosti.
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4 Uloha VaR-RM

V tejto kapitole sme sa zaoberali tlohou s pridanym rizikovym ohranicenim, ktoré
meria riziko straty pomocou miery Value at Risk. Hlavnym cielom tejto kapitoly bolo
doplnenie prazdnych miest z ¢lanku [2]. Preto sme sa hlavne zamerali na existenciu
rieSenia sistavy zadanej v [2, str. 377].

Najprv sme sa venovali maximalnej moznej dolnej hranici, dalej sme uviedli rozsirent
vetu o optimalnom rieseni ulohy VaR-RM aj s dokazom existencie riesenia. Na konci
kapitoly sme spomenuli optimalnu hodnotu portfélia a optimalnu stratégiu v case t,

ktoré sme pouzili v nasledujicej kapitole.

4.1 Maximalna hodnota dolnej hranice

Pri rieseni tlohy je dolezitou otazkou hodnota nastavenej dolnej hranice, pod ktoru
sa investor nechce dostat. V tejto Casti sme sa zaoberali maximalnou hodnotou tejto

dolnej hranice pre ktort je este tloha pripustna. Z tejto tvahy dostavame tilohu

max W
Wr

Ep[erWr] < W, (23)
P(Wr>W)>1-a.

Veta 4.1 (Maximalna hodnota dolnej hranice). Riesenim tlohy je

. W™ gk &p <€
| fret (24)

07 ak gT >E:

kde W™ riesi rovnicu

Ee[&rW™ 1, ] = Wy
a P(gT > E) = Q.
Kvoli dokazu Vety [4.1] sme si vytvorili ilohu

fg}Tﬂ Ep[&rWr] (25)
P(Wr>W)>1-a.

Riesenie tejto ulohy je uvedené v nasledujicej vete.
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Veta 4.2. Riesenim tlohy je

. W, aké&r<é€
T (26)
0, akér>¢,

kde P(ér>€) = av.
Doékaz. Tuto tlohu sme si prepisali na ekvivalentnii maximaliza¢ni tlohu v tvare

max Ep[-ErWr]
P(Wr>W)>1-a. (27)

Pri hladani maxima tejto tilohy sme pouzili nasledujicu lemu.

Lema 4.3. Pre V¢, Wy v tvare (@) maximalizuje
L=-&Wr+ Zwlezw-
Dokaz tejto lemy sme rozdelili na dva pripady.

1. Pre & > € nadobida funkcia L maximum pre Wy = 0, pretoze v tomto pripade
je funkcia L <0 a hodnotu 0 nadobtuda iba pre Wy = 0. Tvar funkcie L pre tento
pripad je zobrazeny na Obr. [2]

L

|[%

Obr. 2: Tvar funkcie L pre &7 > €.

2. Pre & < € nadobuda funkcia L maximum pre Wy = W. V tomto pripade nado-

btida funkcia L aj kladné hodnoty (pre &7 = € iba nezédporné), pretoze (€ —-&r) < 0.
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Najvyssiu hodnotu nadobida pre W = W, pretoze pre toto W dochadza k skoku

a postupne sa hodnota znizuje. Tvar funkcie L pre tento pripad je zobrazeny na

Obr. B

L

IS

Obr. 3: Tvar funkcie L pre &7 < €.

Tym sme dokazali, Ze (26| maximalizuje funkciu zo zadania Lemy . To, ze tato
funkcia riesi aj lohu sme dokazali nasledovne.
Zobrali sme si funkciu Wy zo zadania lemy a fubovolné Wy, ktoré splita podmienku

a porovnali sme hodnoty tcelovych funkcii. Dostali sme
E[—fTWT] - E[-&{rWr] = E[—fTWT] - E[-&rWr] + Ew(l -a) - Ew(l -a),

kde sme na prava stranu pripocitali a odpocitali konstantu, ktorti sme mohli podla

prepisat na
E[-&Wr] - E[-&Wr] 2 E[-&Wr] - E[-&Wrr) +EEE[1WTZE] — W E[lwsw],

kde nerovnost vznikla vdaka tomu, Ze rovnost E[ly,.w] = (1 — a) nastava pre Wr =
Wr a pre lubovolné W moze nastavat aj nerovnost. Na pravej strane sme presli s
konstantou do strednej hodnoty a nésledne sme celt prava stranu spojili do jednej

strednej hodnoty a dostali sme
E[-&Wr] - E[-&Wr] 2 E[(=&-Wr + EW kg, o) = (=&eWr + EW )] 2 0,

kde sme druht nerovnost dostali z Lemy kedZe WT maximalizuje funkciu —&rWp +
Zwlezw . Tym sme dokéazali Vetu . [
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Dékaz Vety[{.1] Wy v tvare je pripustnym riesenim tlohy . Nech W > W™,
Potom podla Vety [4.2| je rieSenie v tvare (26)). KedZe rovnost E[{TEIET gé] =
E[&rWr] = Wy nastava pre W = W™ zjavne pre vyssie hodnoty W nastava E[{rWr] >
Wy, €o nie je pripustné riesenie ulohy . Z toho vyplyva, ze maximalna moznda hod-

nota dolnej hranice je W = W™, ]

4.2 Riesenie ulohy VaR-RM investora

Hlavnym cielom tejto kapitoly bolo doplnenie prazdnych miest v dokaze nasledujicej
vety, ktorej riesenie pre pripad je uvedené v ¢lanku [2]. Avsak v tomto ¢lanku sa
nespomina maximalne W, pre ktoré je tato uloha riesitelnad. My sme povodnu vetu
rozsirili o dalsie mozné pripady.

Veta 4.4 (Riesenie ulohy VaR investora). Riesenim tlohy VaR investora je viplatnd
funkcia:

i) Ak W > W™ potom neexistuje riesenie.

it) Ak W < WM kde WM je hodnota optimdlneho riesenia Mertonovej dlohy v €,

potom vyplatnd funkcia md tvar ako pri Metonovej ulohe.
i) Ak WM < W < W™ potom

[(ygT)a ak §T<§
WYk (&r,y) = w, ak £ <&p <€ (28)

I(ygT)a ak g < gTa

kde I(.) je inverznd funkcia prvej derivacie funkcie uZitocnosti u(.),

u' (W
g- 20, 29
Y
Z je riesenim rovnice
P(ér>€)=a (30)
ay >0 je riesenim rovnice
E[&WY R (&r,y)] = Wh. (31)
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Dékaz (fif) sme urobili v Kapitole tym, ze sme dokéazali, ze W™ je maximalna
hodnota dolnej hranice, pre ktori je eSte tloha pripustna. Dokaz a je mozné
urobif na zdklade [2]. Avsak v tomto ¢lanku nie je uvedeny dokaz existencie riesenia
sustavy —. Tento problém sme riesili v nasledujicej vete.

Na Obr. 4| je zobrazené optimélne riesenie tlohy VaR-RM investora pre pripad .

Wry o W%\[

\

\

|
|
|
|
|
T~

3

Obr. 4: Optimalne riesenie tlohy VaR-RM investora pre pripad je zobrazené ciernou
farbou a Cervenou c¢iarou je zobrazené, pre porovnanie, optiméalne rieSenie pre Mertonovu

tlohu. Modrou ¢iarou je zobrazena dolna hranica, ktorud si zvoli investor.

Veta 4.5. Nech WM < W < W™ . Potom existuje prdve jedno riesenie sustavy (@—
. Navyse € = exp (<I>*1(1 - a)H/ﬁ:H\/T— (7“ + %H/@H2)T) )

Dékaz. Dokaz, ze € = exp (®71(1 - )| k|VT - (r + 1|x]?) T) je iplne priamy. Predpo-
kladajme &, ako je zadané v

P(5T>E) = Q.

Snazili sme sa ho vyjadrit pomocou kvantilu standardizovaného normalneho rozdelenia.

Najprv sme si pravdepodobnost vyjadrili pomocou distribucnej funkcie norméalneho
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rozdelenia

o = 1_P(§T§Z)
= 1-P(Inép <Iné)
i I_P(lnéT—E[lnfT] . lnE—E[lngT])
VD[né&] ~ /Dlngr]

i 1_¢(an—E[ln5T])
D[In&r]

pretoze za predpokladu r, = a k; = k mé In&r ~ N (=(r + 3|52, |£|?T), ¢o vyplyva

z rovnice @ Odtial sme dostali vyjadrenie Iné

Iné - E[ln&;]

@71 1 - = 3
=) = = /Dg
In¢ = &'(1-a)yD[Iné&r]+ E[lnér]

&1(1 = a)/[F]°T - (r+ %||/€||2)T.

Z toho vyplyva, ze & = exp (®1(1 - o) |&|VT - (r+ 3|x[2) T).
Predpokladajme, zZe existuje riesenie a je v tvare ako je zadané v . Odtial sme

si zobrali y, ktoré je rieSenim rovnice (31))

E[&Wy R (ér,y)] = Wh.

Strednti hodnotu na lavej strane rovnice sme vyjadrili v tvare

E [STW}/“R(ST, Z/)] E [fT(I(yfT)1£T<§ + wlgggT@ + I(ygT)léng)]

E (&I (yér) lepee] + B [&rW e, 2| + B[&rI (46r) 1zee, |-

Funkcia F [STWYY aR(&p, y)] je parametricky integral
Wi (er.p)] = [ &V (&r,y)dP. (32)
0

Ten sme si prepisali pomocou poznatku, ze In&r ~ N (=(r + 5|&|?)T, |<|?T, za predpo-
kladu, ze r; =r a k; = K, na tvar

[ e pap = [ oW R @, y) fe, (2)da,

) R*
kde fe, () je hustota &rp.

Dalej sme v ddkaze pouzili nasledujicu lemu.
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Lema 4.6 (Spojitost parametrického integralu, [6]). Parametricky integrdl je spojity

na okoli bodu yo, ak
1. y = f(z,y) je spojitd na okoli bodu yo pre Yz €<

2. existuje integrovatelnd majoranta g : Q - R*|f(z,y)| < g(x) pre kazdé x € Q,y €
O(yo) takd, Ze [ g(z) < oo.
)

Oznadili sme si funkciu pod integrdlom za nasu funkciu f(z,y) = 2WY*(x, y) fe, (z).
Potom tato funkcia je spojitd v x na celom R* pre kazdé y.

Ako na$u majorantu sme si zobrali funkciu g(x) = 21(yér) fer (x), kde I(y€) = W,
t.j. y = u'(W)/€. To znamena, Ze nasa funkcia I(yér) je optimalna viplatnd funkcia z
Mertonovej tilohy, ktord prechddza cez bod (&, 1W). Této funkcia je zobrazend na Obr.

Bl
Wr

M/CLR

: &

Obr. 5: Optimélne riesenie ilohy VaR-RM investora a ¢ervenou farbou je zobrazena funkcia

I(y¢), ktoréd prechadza cez bod (&, W).

Této funkeia spliia poziadavkuy, Ze je vidSia nanajvys rovnd povodnej a aj poziadavku
konecnosti integralu, kvoli tvaru hustoty &r. Z toho vyplyva, Ze podla Lemy (4.6) je
funkcia E [fTW}/“R(&'T, y)] spojita.
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Pri dokazovani monoténnosti tejto funkcie pre y > 0, pri pouziti funkcie uzitoc¢nosti

v tvare u(x) = %, pre p < 1, sme si to rozdelili na dva pripady:
1) Pre &7 > €. Tento pripad je jednoduchsi, pretoze & nie je zavislé od y. Z toho vypljva,

ze pri zvacseni y o € > 0 sa hodnota vyplatnej funkcie na tejto oblasti znizi

E[&rI(yér)lee, | < E[&rI((y+€)ér) e, |
pretoze yp%l > (y _,_5)1%1_

2) Pre & < €.V tomto pripade sme brali do Gvahy vyraz
E [le(ygT)lng] +FE [fTEléggT@]

a nasledne sme sa pozreli ¢o sa deje s ¢lenmi jednotlivo.
V prvom séitanci sa nam znizi hodnota, ale zaroven sa nam zmensi aj oblast, pretoze

¢ sa znizi kvoli zvacseniu y o € > 0

Wy _ wrtowet
Y Y y+e

[

£=

V druhom scitanci sa oblast zvacési a funkcia vo vnutri strednej hodnoty bude nado-
budat hodnotu W.
7 tychto vysledkov vyplyva, ze:

a) pre 0 < & < g nadobtuda funkcia vo vnutri strednej hodnoty nizsie hodnoty ako

poévodna,

b) pre g < &r < € nadobuda funkcia vo vnutri strednej hodnoty hodnotu W, ktora je

nizsia ako hodnoty povodnej funkcie,
c) pre { <& < € nadobuda funkcia rovnaké hodnoty ako povodnd funkcia, a to WW.

Zmena vyplatnej funkcie pri zvacSeni y o € > 0 je zobrazena na Obr. [6]
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Obr. 6: Zmena hodnoty vyplatnej funkcie pri zvacseni y o € > 0.

Z ) -|c) vyplyva, ze
E (&1 (ytr)eree] + B[&rWleee, 2] > E[€r1((y+)er) e, ] + B[&rW e, ]

Odtial a z bodu vyplyva, ze tato funkcia je klesajuca.
Opat sme si zobrali rovnicu , ktort m4 spliiat optimdlne Y

B & Wy (&r.y)] = Wh.
Kedze tato funkcia je parametricky integral, tak sme si ju prepisali do tvaru ako v
e (erp)] = [ &V (&r,y)dP.
Q
Kedze ma tato funkcia majorantu a je nezdporna, mozeme vo vyraze

lim f WY (ep, y)dP = [ lim &-WY R (ep, y)dP (33)
Y—>00 Yy—>00
Q Q

prejst s limitou pod integral. Pretoze

w(W) _ wr

lim £ =

=0a lim I(yér) = lim (y{T)p%l =0 prep<l,
y—>o00 = y y—00 y—00
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je jasné, ze lim WYR(&p,y) = Wlie, e Tento limitny prechod je zobrazeny na Obr.
y—>00 =

[

Wr
A ; ;
T I M@R
| 1 | 71

3 3 r

Obr. 7: Optimélne rieSenie v limite pre y — oo.

Z toho sme dostali, Ze rovnica (33))

ylijglo E [fTWJYaR(fT, y)] = F [fTwloggT@] <FE [ﬁTwmaxloggT@] = Wh,

kde sme nerovnost dostali z toho, ze W < W™ a poslednt rovnost z definicie W™,

Z toho je zrejmé, ze Jyg : Yy > yo plati
B [&rWy “ (&r,y)] < Wo. (34)

Kedze yM je riesenim rovnice F [fTW%V[ (&r,y)] = Wo, kde W%V[ je optimélne rieSenie

Mertonovej ulohy, je jasné, ze:
L WVaR(&p, y™) = W pre & < €M,
2. WVGR(&T? yM) > Wjj"w pre §M < ST < Ev

3. WV“R({’T, yM) = WTM pre £ < &r.
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Zmena rieSenia pri prechode y na y™ je zobrazena na Obr. [§|

Wy

Obr. 8: Zmena riesenia pri prechode y na y™. Modrou &arou je zobrazené optimélne rieSenie

Mertonovej tulohy.

Z bodov (1] - . a rovnosti E[&rWX (&r, yM)] = Wy vyplyva, Ze
E[&WE (&r,y™)] > W
Z toho je zrejmé, ze Jy; : Vy < y; plati
E[&WY R (&r,y)] > Wh. (35)

Ako funkciu F(y) sme si oznadili funkciu

F(y) = E[&GW) R (&r,y)]-We.

KedZe funkcia F(y) je funkcia E [fTW%/ “R(&r,y)] zniZend o konStantu mé rovnaké

vlastnosti.

Z (34), a zo spojitosti funkcie F'(y) v y > 0, sme dostali pomocou Vety o
medzihodnote, Ze musi existovat aspon jedno také y € (yo,y1), pre ktoré je platna

rovnost . Z monoténnosti funkcie F'(y) v y > 0 sme dostali, ze existuje jediné také

Y. [ ]
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Veta 4.7. Nech W = W™, Potom existuje prdave jedno riesenie sistavy (28)-(31) a
riesenie je v tvare .

Doékaz. Dokaz priamo vyplyva z Vety |

4.3 Optimalna hodnota portfélia v case ¢

Nech r, = r a k; = k si konstanty a funkcia uzitocnosti je v tvare u(z) = %. Za tychto

predpokladov ziskame podla [2, str. 380-381] a [5], str. 28], dosadenim optimalneho

riesenia z Vety vysledni optimélnu hodnotu vyplatnej funkcie W;, pre kazdy cas
€ [0,T] v tvare

WYaR(e, y) = eXp(Fi) _leXp(Ft)(b( d1(§)) - We T Do(- dz(ﬁ))]
(y&)™ | (y&)™

+[exp(rt)@( =di(§)) - We (- d2<5>>]
(y&:)?

kde ®(.) je distribucné funkcia Standardizovaného normélneho rozdelenia a

p [[

r, = Tp(r+2(1—p))(T_t)’

lnx—1n§t+< H”H )(T t)
|xIVT ’
lnx—ln§t+< ””” )(T £)
|kIVT - ’

¢o modZeme prepisat pomocou ®(-x) =1-®(-z) do tvaru

dl(l’)

dg(i[))

) = 067 (e L (v g ) 0] ) et o) - o @)

We 0 [0(d2(€)) - (da(8))]. (36)

+

4.4 Optimalna stratégia v case t

Opat za rovnakych predpokladov ako pri optimalnej hodnote portfélia pre cas t € [0.7'],
sa podla [2 str. 381] d4 optimalna stratégia vyjadrif pomocou optimélnej stratégie

Mertonovej tlohy

VaR _  VaRoM
0y “" =g, 0",
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kde M = L 51k je optimélna stratégia Mertonovej tlohy a ¢’ *# je dané ako
t 1p J g t

van _ 4 W [0(d(9)) - B(da(©))]
WtVaR

(1= p)(W -~ W)eTDd(dy(€))

= , (37)
WYel|s| VT -t
kde W je v [2] definované ako
] I(yE), akE<g
= |w akgxE
Z toho vyplyva, Ze sa nemenia pomery rizikovych aktiv, pretoze M = %pa*/f je

konstantny vektor a stratégia ¢/ tento vektor len prendsobuje skaldrom.
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5 Zaistenie portfélia

V tejto kapitole sme sa zaoberali tilohou zaistenia portfélia (z anglického Portfolio
insurance). T. j., uvazovali sme investora, ktory si chce zaistit hodnotu portfélia na
nim urcenej hodnote W.

Hlavnym cielom tejto kapitoly bolo doplnenie prazdnych miest z ¢lanku [2]. Najprv
sme uviedli optimalne riesenie tejto tlohy v ¢ase T' aj s dokazom tohto tvrdenia a s
dokazom existencie tohto riesenia. Na konci kapitoly sme uviedli optimalnu hodnotu
portfélia v case t a optimalna stratégiu v case t, ktoré sme odvodili pomocou poznatku,

ze uloha zaistenia portfélia je limitnym pripadom tlohy VaR-RM investora pre a = 0.

5.1 Riesenie tlohy zaistenia portfélia

Veta 5.1 (Optimélne rieSenie tlohy zaistenia portfélia). Nech W < Wye™ . Potom
existuje jediné riesenie ulohy v tvare

Wil (éry) = iéy&)’ e ET ii (38)
Yy, pre qr =S

kde I(.) je inverznd funkcia prvej derivdcie funkcie uZitocnosti u(.) a € je riesenie

rovnice

I(y§) = W
ay >0 je rieSenie rovnice
Be[&rWH (ér,y)] = W (39)

Optimélne riesenie tlohy zaistenia portfélia investora je zobrazené na Obr. [9

Dokaz. Pri dokazovani tejto vety sme pouzili nasledovni lemu.

Lema 5.2. Funkcia @ riesi ulohu
VIVT;EZLXE(U(WT) - y&rWr), (40)

pre Yér a y > 0.
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M &r

Obr. 9: Optimalne riesenie lohy zaistenia portfolia je zobrazené ¢iernou farbou a Cervenou
¢iarou je zobrazené, pre porovnanie, optiméalne rieSenie pre Mertonovu tlohu. Modrou ¢iarou

je zobrazena dolna hranica, ktoru si zvoli investor.

Dokazovanie tejto lemy sme rozdelili na dva pripady:

].) Pre §T < §
V tomto pripade sme hladali maximum standardne tym, ze sme vyraz (40) zderi-

vovali podla Wy

O(u(Wr) —y&rWr)
OWr

— /(W) - ér. (41)
Vyraz sme polozili rovny 0
u'(Wr) = yér =0
a odtial sme si vyjadrili
Wr = 1(yér),

kde Wr > W, pretoze {r < §. Takze pre prvy pripad sme to dokazali.
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2) Pre §T > § .
V tomto pripade sme postupovali inak. Tvrdime, ze v takomto pripade riesi vyraz

funkcia Wp = W. Staci nam dokazaft, ze plati
u(W) = y&rW 2 uw(Wr) - ysrWr

pre Iubovolné Wi, ktoré spliia Wy > W.

Zobrali sme si lubovolné Wy, ktoré spliia Wy > W. Dalej sme si zderivovali funkeiu,
ktora sa maximalizuje vo vyraze . Néasledne dosadenim W a lubovolného Wiy,

ktoré splna Wr > W, do zderivovanej funkcie a ich porovnanim dostaneme

u' (W) = y&r >0 (Wr) - yér, (42)

kedze funkcia uzitoénosti w(Wr) je konkavna, tak prva derivacia tejto funkcie je
klesajtca funkcia. Z toho vyplyva, ze pre W > W nadobtuda nizsie funkéné hodnoty

ako pre Wy = W. KedZze rovnost u/(W) - y&r = 0 nastava pre {r = £, pretoze

RG]
Y

tak pre & > € plati w'(W) —yér < 0, kedze je tato funkcia klesajica v {r. Odtial a z

vyrazu (42) vyplyva, ze aj u'(Wr) —y&rWr < 0. Kedze derivacia funkcie je zaporna

pre Wr > W, maximum sa nadobuda pre krajny bod intervalu, a to pre najnizsiu

hodnotu, ktora je Wy =W.

Tym sme dokdzali, ze vyplatnd funkcia zo zadania Vety [5.1], maximalizuje funkciu
zo zadania Lemy [5.2]

To, ze vyplatna funkcia Wff I riesi ilohu sme dokazali nasledovne. Zobrali sme
si lubovolné Wy, ktoré spliia podmienky a a jeho strednii hodnotu funkcie
uZitoénosti sme porovnali so strednou hodnotou funkcie uZitocnosti pre W7 ako je

zadané vo Vete .1l Dostali sme
E[u(Wf)] = E[u(Wr)] = E[u(WF")] - E[u(Wr)] - yWo + yW,.
To sme si mohli podla podmienky prepisat na tvar

E[u(Wf")] - E[u(Wr)] 2 E[u(Wr")] - Elu(Wr)] - yB[&r W7 ] + yE[&rWr],
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kde nerovnost vznikla vdaka tomu, Ze rovnost (19) nastédva pre Wy = W a pre
Tubovolné Wr mdze nastavat aj nerovnost.

S konstantnou sme presli do vnitra strednej hodnoty a zaroven sme vyraz na pravej
strane spojili do jednej strednej hodnoty, pretoze stcet strednych hodnot je stredna

hodnota suctu. Takze sme dostali
E[u(WEN)] - E[w(Wr)] > E[(w(WFT) = y&e W) = (w(Wr) - y&rWr)] > 0,

kde sme druhti nerovnost dostali z Lemy pretoZe vyraz W; I(&7,y) maximalizuje
funkciu u(Wr) — y&érWr.

Zatial sme dokazali iba aky tvar by mohla mat funkcia, ktord maximalizuje nasu
tlohu. Na dokoncenie dokazu sme potrebovali este dokazat, ¢i takato funkcia existuje.
Postupovali sme rovnako ako pri dokazovani existencie riesenia pri VaR tlohe.

Predpokladajme, 7Ze existuje riesenie a je v tvare ako je zadané vo Vete (5.1]). Zobrali

sme si rovnicu , ktort m4 spliiat Y
Ep[&oWi (Er,y)] = Wo.
Strednti hodnotu na lavej strane rovnice sme vyjadrili, rovnako ako pri VaR, v tvare

Bo[&rWi (ér,9)] = E[&r(T(yér)lepee + Wleee,) ]

E[&rI(yér)lepe] + B [&rWlece, |-

Funkcia £ [STWIE I(&r, y)] je parametricky integral
EeleeWE (¢r,)] = [ &WE (&r,y) (T, y)aP. (43)
O

Ten sme si prepisali pomocou poznatku, ze In&r ~ N(—=(r + 3 |&|?)T, |s|*T), za pred-
pokladu, ze r(t) =r a k(t) = k, na tvar
[ @iy = [ W @.y) fey (2)da.
0 R
kde fe,(x) je hustota &r. Rovnako ako v dokaze Vety [4.5 sme pouzili Lemu
Oznadili sme si funkciu pod integrélom za nasu funkciu f(x,y) = 2WE (x,y) fe, (z).

Potom je tato funkcia spojitd v x na celom R* pre kazdé y.
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Ako nasu majorantu sme si zvolili funkeiu g(z) = 2Wr fe,.(x), kde Wy je v tvare

. WM. pre & <&M
WT _ T p fT é (44)
wa pre §T 2 §M7

kde WJM je optimalne riesenie pre Mertonovu tlohu a § M. (yM §M ) = W. Této funkcia

je zobrazend na Obr.

Wr

M &r

Obr. 10: Optimalne riesenie tlohy zaistenia portfdlia je zobrazené ¢iernou farbou a Cervenou

¢iarou je zobrazend funkcia Wrp.

Funkcia g(z) > |f(x,y)| a zaroven spliia aj poziadavku koneénosti integralu, kvoli
tvaru hustoty &r. Z toho vyplyva, ze podla Lemy je funkcia E[{TWTEI(ST,y)]
spojita.

Pri dokazovani monoténnosti tejto funkcie pre y > 0, pri pouziti funkcie uzitocnosti

P . . A
v tvare u(z) = - pre p < 1 sme postupovali podobne ako pri dokaze Vety .

V tomto pripade sme brali do ivahy vyraz

E[&rI(yér)Lere] + B[érWleee, |
a nasledne sme sa pozreli, ¢o sa deje s ¢lenmi jednotlivo.
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V prvom séitanci sa nam znizi hodnota, ale zaroven sa nam zmensi aj oblast, pretoze
¢ sa znizi kvoli zvacseniu y o € >0
-1 -1
ww) Wt
Y Y yte

V druhom sc¢itanci sa oblast zvacsi a funkcia vo vnutri strednej hodnoty bude nado-

budat hodnotu W.

[

£=

7 tychto vysledkov vyplyva, ze:
a) pre 0 < &r < § nadobuda funkcia vo vnitri strednej hodnoty nizsie hodnoty ako

povodna,

b) pre § < &r < § nadobuda funkcia vo vnutri strednej hodnoty hodnotu W, ktora je

nizsia ako hodnoty povodnej funkcie,

c) pre { <& < € nadobtda funkcia rovnaké hodnoty ako povodné funkcia, a to 1.

Zmena hodnoty riesenia pri zvacSeni y o € > 0 je zobrazena na Obr. [T1]

Wr

&r

Obr. 11: Zmena hodnoty riesenia tlohy zaistenia portfélia pri zvicseni y o € > 0.

7, toho vyplyva, ze

E[érI(y&r)leyec] + E [gTw%g{T{] > E[erI((y +€)ér)lepee] + E [5Tw1§&<g] .
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Tym sme dokézali, Ze funkcia E [&Wf ! (§T,y)] je klesajuca.
Zobrali sme si rovnicu , ktord m4 spliiat optimélne y

E [STW%JI(S% y)] =W

KedZe tato funkcia je parametricky integrél, tak sme si ju prepisali do tvaru ako v (43))
e W r.9)] = [ &WF (€ ,p)aP.
Q
Kedze je tato funkcia nezdporna a ma majorantu moézeme vo vyraze
tim [ & WF! (6r,p)aP = [ lim & WF! (62, y)aP
Y—>00 Y—>00
Q Q

prejst s limitou pod integral. Pretoze

/ ”f pr—l
fim ¢ = V) I
yoeo= Y Y

0

je jasné, ze lim WPI(&p,y) = W. Tento limitny prechod je zobrazeny na Obr. .
y—)OO

Wr

3

§ &r

Obr. 12: Optiméalne riesenie ulohy zaistenia portfélia v limite pre y — oo je zobrazené

¢ervenou c¢iarou.
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7. toho sme dostali
lim Ep [&rW(T,y)] = Ep [hm &rW (T, y)] = Ep [&rW] = BEg[e 7 TW] = " TIW < Wy,
Y—>00 Y—>00

kde sme tretiu rovnost dostali pomocou Radon-Nykodimovej derivacie (4)) a nerovnost

zo zadania vety, a to z W < Wye'™. Z toho je zrejmé, Ze Jy, : Vy >y plati
E[&WE (&r,y)] < Wo.
Kedze yM je rieSenim rovnice E[&rWA (&r,y)] = Wh, je jasné, ze
L WP (&r,y™) = W' pre &r <€V,
2. WPI(&p,yM) > WM pre & >§M.

RieSenie tlohy zaistenia portfélia pre y™ je nasa funkcia Wy definovand v a jej
priebeh je zobrazeny na Obr. [I0]
Z bodov . a rovnosti E[&rWM (&, yM)] = Wy vyplyva, ze

E [ﬁTW;I(fTwM)] > Wo.
Z toho je zrejmé, ze Jy; : Vy < y; plati
E [§TW1{DI(§T7 y)] > Wo.

Ako funkciu F'(y) sme si oznadili funkciu

F(y) = E[fTW;I(gT,y)]—WO-

KedZe funkcia F'(y) je funkcia E [£TW7{D (&7, y)] znfzend o konstantu md rovnaké vlast-
nosti.

KedZe je funkcia F'(y) spojitd v y > 0, z tychto vysledkov sme dostali pomocou Vety
o medzihodnote, Ze musi existovat aspon jedno také y € (yo,y1), pre ktoré je platna

rovnost . Z monoténnosti funkcie F'(y) v y > 0 sme dostali, Ze existuje jediné také

Y. n

5.2 Optimalna hodnota portfélia v Case t

Kedze uloha zaistenia portfélia je limitnym pripadom tlohy VaR-RM pre a = 0, tak

aj optimalna hodnota portfolia v Case ¢ je limitnym pripadom optimalnej hodnoty
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portfdlia v ¢ase ¢ VaR-RM tlohy pre a = 0. Jediny parameter zavisly od a v rovnici

1) je &, ktory je podla Vety 4.5 v tvare £ = exp (®'(1 - a)|k|VT = (r+ H&l?)T).
Po dosadeni o = 0 dostavame, ze EPI = 00.

Preto sme po dosadeni a = 0 do rovnice dostali

thl(fta Y)

067 (s | 2 s -0 ot o)

l1-p
Wem T [1-d(da(€))],

+

kde ®(.) je distribucné funkcia Standardizovaného normélneho rozdelenia a

lnx—ln§t+<r+@)(T—t)

d1 xT = s
) |slVT -t
Inx-In& + r—@ (T-t)
) - (-15)

|sIVT -t

5.3 Optimalna stratégia v case ¢

Rovnako ako pri optimélnej hodnote portfdlia v ¢ase t, aj pri vypocte optimalnej stra-
tégie pouzijeme fakt, ze tloha zaistenia portfélia je limitnym pripadom tlohy VaR-RM
pre a = 0.

Po dosadeni o« = 0 do rovnice sa optimdlna stratégia da vyjadrif pomocou

optimalnej stratégie Mertonovej ulohy
07" = ¢"0}",

kde 6M = ﬁa‘lm je optimdlna stratégia Mertonovej tlohy a ¢/’ je dané ako

o= 1- Wer(T-) [Al - (I>(d2(§))] N ({—p)weﬂ‘(T—t)
Wi WFT|sIVT —t

kedZe lim W = lim I(y&) = 0.
o0 £ooo

Rovnako ako pri VaR, aj teraz sa nemenia pomery rizikovych aktiv, pretoze 6 =

=01k je konstantny vektor a stratégia ¢/’ tento vektor len prendsobuje skaldrom.
P
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Zaver

Hlavnym cielom predkladanej diplomovej prace bolo doplnenie dékazov, resp. dotia-
hnutie detailov v modeli Value at Risk a v modeli zaistenia portfélia. Navyse sme sa
pozreli aj na maximalnu moznt dolnt hranicu pri tlohe VaR-RM investora.

Najprv sme potrebovali v prvej kapitole zadefinovat predpoklady a zakladné pojmy,
ktoré s potrebné pri vSetkych tlohach optimalizacie portfélia, ktoré sme definovali v
diplomovej praci. To sme urobili komplexne, ale ¢o najzrozumitelnejsie pre citatela.

V druhej kapitole sme popisali zdkladnti ilohu optimalizacie portfélia, a to tlohu
nezaisteného investora . K tejto tlohe sme sa dopracovali ivahou o investorovi,
ktory chce optimalizovat iba hodnotu svojho portfélia. Neskor sme uviedli Vetu [2.1]
kde je zadefinované optimélne rieSenie Mertonovej tlohy, ktoré sme vyuzivali v dalsich
kapitolach ako benchmark. Zamerom tejto kapitoly bolo aj prehladnym postupom od-
vodit optiméalnu hodnotu portfdlia v case t, ako aj optimalnu stratégiu v tomto case.
Uviedli sme odvodenia vaésiny spomenutych vyrazov a zaroven sme sa ich snazili ¢o
najviac zjednodusit.

V tretej kapitole sme popisali rézne ohranic¢enia na riziko, ktoré sa v aplikaciach
najviac pouzivaju. Ku kazdému rizikovému ohraniceniu sme sa snazili dostat tivahou
tak, aby to bolo pre ¢itatela ¢o najzrozumitelnejsie. Postupne sme vyjadrili ulohu VaR-
RM investora, tlohu zaistenia portfdlia, tlohu EL-RM investora a tlohu AVaR-RM
investora. Rovnako sme pri tychto tlohéch, resp. mierach popisali ich kladné aj zaporné
vlastnosti. V dalsich dvoch kapitolach sme sa zamerali na v praxi casto pouzivané
modely: Value at Risk a zaistenie portfolia.

Vo 4. kapitole sme podrobnejsie popisali vlastnosti ilohy VaR-RM investora. Najprv
sme sa zamerali na maximalnu mozna dolnii hranicu W, na ktori moze spadnut inves-
torova hodnota portfélia, a ktord si méze investor sam urcit. Sformulovali sme tlohu
o maximalnej moznej hranici W a vo Vete sme uviedli jej rieSenie. Pomocou
ulohy , ktorej riesenie sme uviedli vo Vete a Lemy sme dokazali Vetu .

Nésledne sme uviedli Vetu [4.4], kde sme uviedli rieSenia VaR-RM tlohy, ktoré sa lisia
v zavislosti od parametra W. Kde pre W > W™ sme ukazali, Ze rieSenie neexistuje v
dokaze Vety Pre W < WM () je rieSenie v tvare riesenia Mertonovej tlohy, pretoze

rizikové ohranic¢enie vo VaR-RM tlohe je redundantné.
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My sme sa sustredili na dokaz existencie riesenia sistavy pre riesenie ulohy VaR-
RM pre WM < W < W™ &o sme uviedli vo Vete . Navyse v tejto Vete uvadzame
eSte tvar € pri nasich predpokladoch. Dékaz existencie rieSenia ststavy —, tzn.
existenciu y sme dokazovali pre WM < W < W™

Pripad W = W™ sme uviedli vo Vete [4.7, kde dokaz priamo vyplyval z Vety [4.1]
Dalej sme uviedli optimélnu hodnotu portfélia v ¢ase ¢ a rovnako aj optimalnu stratégiu
v case t, ktoré sme pouzili v 5. kapitole.

V 5. kapitole sme sa venovali tlohe zaistenia portfélia, kde sme uviedli riesenie tejto
tlohy vo Vete 5.1l V dokaze tejto vety sme pouzili Lemu [5.2] V tejto kapitole sme v
zavere uviedli optimalnu hodnotu portfélia v ¢ase t, ktort sme dostali ako optimalnu
hodnotu v ¢ase t pre VaR-RM tlohu, pri a = 0. Rovnako sme dostali aj optimalnu
stratégiu v ¢ase t z optiméalnej stratégie pre VaR tlohu.

Hlavnym vysledkom predkladanej diplomovej prace je doplnenie dokazu existencie
optiméalneho riesenia pre tlohu VaR-RM, ako aj ndjdenie rieSenia tlohy zaistenia por-
folia. Dalsim vysledkom st aj postupy pri odvadzani optimélnej hodnoty portfélia a
stratégie v case t pre Mertonovu ulohu, ako aj vyjadrenie optimélnej hodnoty portfélia
a stratégie v Case t pre tlohu zaistenia z optimélnej hodnoty portfélia a stratégie v c¢ase

t pre ulohu VaR-RM investora.
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