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Abstrakt v statnom jazyku

MIGLIERINI, Anna Maria: Dynamické DEA modelovanie [Diplomovéa pracal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane;j
matematiky a statistiky; gkolitel: doc. RNDr. Margaréta Halicks, CSc., Bratislava, 2020,
78 s.

V tejto préaci sa zaoberdme obalkovou analyzou dat pri dynamickom procese vyroby.
Na zachytenie dynamiky v modeloch slizia tzv. kvézi-fixné vstupy (quasi-fixed inputs),
ktoré v tejto praci oznacujeme ako medziprodukty. V literatire casto reprezentuji rozne
vyrobné faktory, ktorych prehlad uvddzame spolu s modelmi, ktoré k nim boli vytvorené.
Z modelov sa viac zameriame na dva typy - model zalozeny na minimalizacii ndkladov a
model zalozeny na optimalizacii technickej efektivity. Ich analdgie a modifikacie pouzijeme

na numerické experimenty.

Klicové slova: dynamické DEA modelovanie, dynamickd efektivita, network DEA,
model minimalizacie nakladov, model maximalizacie zisku, model optimalizéacie

technickej efektivity



Abstract

MIGLIERINI, Anna Méria: Dynamic DEA modeling [Master Thesis], Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of
Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc.,
Bratislava, 2020, 78 p.

In our work we investigate data envelopment analysis in dynamic framework. To cap-
ture the dynamics of production process models use quasi-fixed inputs which according to
literature can represent different production factors. We provide overview on this subject,
and related models. We focus on two types of models - one that minimizes costs and
one that optimizes technical efficiency measure. Modifications of those serve for numeric

experiments.

Keywords: dynamic DEA modeling, dynamic effectivity, network DEA, cost
minimization model, profit maximization model, technical effieciency measure

optimization
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Uvod

Obélkova analyza dat DEA je metédou merania relativnej efektivity siboru rozhodovacich
jednotiek DMU | ktoré vyuzivaju viac vstupov na vytvorenie viacerych vystupov v uréitom
casovom obdobi. Od uverejnenia priekopnickej prace Charnesa, Coopra a Rhodesa v roku
1978 boli publikované pocetné studie, ktoré diskutovali o metodoldgii a uplatnovani DEA.
Nielen neziskové organizacie, ale aj ziskové spolocnosti povazuju tuto techniku za efektivnu
pri identifikacii neefektivnych DMU, ako aj faktorov, ktoré sposobuju neefektivitu.

Klasické metody DEA boli navrhnuté na meranie vykonu DMU v uréenom jednom
¢asovom obdobi statickym sposobom. Ak sa pri vyrobnom procese vyskytuju viaceré
¢asové obdobia, ktoré st navzdjom poprepajané, celkové efektivita sa musi meraf dy-
namicky, bertic do uvahy vzdjomny vztah medzi po sebe idicimi obdobiami. Pokial by
sa na hodnotenie takéhoto pripadu pouzil iba staticky ramec, vysledné merania efekti-
vity by boli zavddzajice. Medzicasové prepojenia totiz maju vplyv na meranie efektivity.
Skiimaniu tohto vplyvu sa venuje vela prac a clankov.

Termin ,,dynamické DEA“ oznacuje pouzivanie modelov DEA na opisanie vzajomnych
vztahov medzi jednotlivymi ¢asovymi obdobiami a pouzZitie pridruzenych metéd riesenia
na vypocet relativnej efektivity stiboru rozhodovacich jednotiek DMU, ktoré pracuji
v priebehu viacerych ¢asovych peridéd. Vzajomné prepojenia medzi casovymi obdobiami
mozu mat rozne formy. Vo vicsine pripadov si vak dvomi hlavnymi pricinami dynamiky
kapitalové vstupy a tzv. ndklady na tpravu (adjustment cost). Napriklad Sengupta (1994)
pouzil pristup nédkladov na tpravu pri analyze vplyvu averzie rizika a vykyvov vystupov
na dynamicki produkéni hranicu, ked sa na produkciu vystupov pouzivaji ako sticasné,
tak aj kapitalové vstupy. Tieto prvotné modely vSak rataju s iba jednym vystupom. Fére
a Grosskopf v [8] zaviedli dynamické aspekty vyroby do konvenéného DEA modelu s
viacerymi vystupmi. Vypracovali niekolko pristupov na modelovanie produkcie s prepo-
jeniami ¢asovych obdobi, ktoré sa stali zakladom mnohych neskorsich studii dynamickej
DEA. Sengupta v [30] rozsiril svoju povodni myslienku tak, aby zahfnala neistotu o
budicich cendch vstupov. Nemoto a Goto v pracach [26] a [25] pri merani efektivity pro-
duktivity rozdelili vstupy na variabilné vstupy a kvazi-fixné vstupy. Von Geymueller zase
v ¢lanku [15] ich model upravil tak, aby sa vedel vyhnit informécidm o cenéch. Silva a

Stefanou v [34] odvodili hranice pre merania efektivity v kontexte technolégie nakladov
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na dpravu a minimalizacie nakladov cez vsetky casové obdobia. Chen a van Dalen vo
svojej praci [22] vytvorili model, ktory zohladniuje oneskorené efekty produktivity pri me-
rani efektivity. Tone a Tsutsui popisali v [36] model zalozeny na slackoch, ktory meria
celkovii a periédovii efektivitu, ked st dve po sebe nasledujiice obdobia spojené prenosom
medziproduktu.

V naSej praci najprv strucne uvedieme dva pristupy, ktoré pracuji s prechodom v case,
ale v skutocnosti nezahinaju dynamiku. Jednym z nich je window analysis a druhym
Malmquistov index produktivity. V dalSej casti sa venujeme prehladu roznych tedrii a
aplikacii dynamického DEA v literature. Z modelov uvedenych v tejto casti, potom v
poslednej kapitole odvadzame vlastné formulécie, ktoré aplikujeme na vygenerované data

z ¢lanku [36].



1 Modely bez dynamiky

V klasickych DEA modeloch sa neuvazuje dynamika. Zvycajne sa v nich analyzuje spravanie
N dtvarov, tzv. rozhodovacich jednotiek (decision making units), ktoré sa oznacuju ako
DMU,, n = 1,...,N, v jednom ¢asovom obdobi. V tomto obdobi vSetky jednotky vy-
kondvaju rovnaki ¢innost, ktord je charakterizovana I vstupmi a J vystupmi. Hovorf sa,
ze sa riadia tou istou technolégiou. Hodnoty vstupov n-tej jednotky sa oznacuju x, a
vystupov v,. To znamena, ze x,, je I-rozmerny vektor vstupov n-teho utvaru a y, je jeho
J-rozmerny vektor vystupov. Zlozky tychto vektorov oznacujeme x;,, i = 1,...,1, a y;n,

j=1,...,J. To znamena, ze
T T
Tp = (xlny"'axina"'ax[n) a Yn = (y1n7"'7yjna"'7an) .

Vektory vstupov a vystupov sa zvyknu zoskupovat do matic vstupov a vystupov nasle-

dovne
X:(ZL‘l,...,:EN) a Y:(yla---7yN)>

z coho vyplyva, ze X je matica typu I x N a Y je matica typu J x N. Zvycajne sa v
DEA predpoklada, ze data si nezaporné a x,, # 0, y, # 0, pre vSetky n.
Pomocou tychto dat sa definuje aproximécia P technologickej mnoziny, ktord je naj-

mensou mnozinou obsahujicou tieto ddta a zdroven splia axiémy [17]

1. konvexnost

(x1,91) € P, (x2,y2) € P = YA €[0,1]: (Azy + (1 — Mo, My1 + (1 — N)ye) € P,

2. free disposability - volna disponovatelnost
(x1,51) €P = Va>ux1: (z,51) € P,
(zr,y1) €P = Vy<uy : (z1,y) € P.
Analyticky takidto mnoZinu moZeme zapisat nasledovne:
P={(z,y) eRLXR,| XA <z, YA>y, 1TA=1}. (1)

Na obrazku 1 je zakreslena technologicka mnozina generovand ttvarmi A — F v pripade

jednorozmerného vstupu a jednorozmerného vystupu. V. DEA modeloch sa vyuziva, ze
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Obr. 1: Mnozina produkénych moznosti. [17, Obr. 5.4]

mnozina P je v smeroch zmensujicich sa = a zvicsujicich sa y ohranicend. Cast jej
hranice L, ktora zodpoveda Pareto optimalnym bodom, sa oznacuje ako efektivna hranica.
Jednotlivé DEA modely pre kazdé DMU,, n = 1,..., N, hladaji na hranici dominujuci
bod, vzhladom na ktory vyhodnocujui efektivitu daného utvaru. Najbeznejsim sposobom
je radialne skracovanie vstupov, pripadne radidlne predlzovanie vystupov. Tieto pristupy
aplikované nad technologickou mnozinou P odpovedajicou varabilnym vynosom vedu
na tzv. BCC modely - radidlne vstupne, pripadne vystupne orientované modely, ktoré

mozeme zapisat nasledovne:

e vstupny model: min{@ | (0zo,y0) € P}, (2)

e vystupny model: max{v | (xg, Yyo) € P}. (3)

Okrem analyz takychto klasickych statickych DEA modelov sa velmi skoro objavili

studie, ktoré uvazuju dané vyrobné c¢innosti v ¢asovych reléciach.

1.1 Viacstupnovy vyrobny proces bez medzicasovej zavislosti

vstupov a vystupov

Tento typ vyrobného procesu ma casovy rozmer, vyroba trva dlhsie ako jedno casové ob-
dobie. Rovnaké ako pri modeloch bez dynamiky vsak ostéva zavislost vstupov a vystupov,
ktorych trovne koresponduju stéle iba v jednom ¢asovom obdobi. To znamen4, ze v tomto
pripade sa technolégia P sklada z postupnosti technolégii Py, ..., Pr, ktoré nie su nijako

previazané. A kazda technoldgia ma svoje vlastné vstupy x; a vystupy y;. Ak pozname
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hodnoty vstupov a vystupov pre N utvarov v jednotlivych casovych obdobiach, mozeme
definovat technolégiu generovani takymito ddtami ako kartezidnsky stéin technolégii v
jednotlivych casoch. K tomu vsak potrebujeme modifikovat symboliku a zaviest ¢asovy
index ¢ do popisu vstupov a vystupov jednotlivych DMU. Teda z;, bude znacit vektor
vstupov n-teho DMU, n =1,...,N, v ¢ase t,t = 1,...,T, a podobne y,,, bude znacit jeho

vektor vystupov. Z nich vytvorené matice vstupov a vystupov budi vyzerat nasledovne:
X = Tty ooy Tmy s TeN) & Yo = (Ytdyooos Yty oer Yt.N)-
Aproximécia P technologickej mnoziny bude mat takyto tvar:
P={(ze,y)e=1,.7 | (x,pe) € Pyt =1,...,T} =P x ... X Pp,
kde P; je technolégia v case t. Analyticky mozno tiito mnozinu zapisat nasledovne:
P={(zyy) eERLXRL t=1,.,T| X\ <z, VXNt >y, 1N =1, t=1,...,T}. (4)

Na meranie vykonnosti vyrobnych jednotiek sa v tomto pripade vieme pozriet z dvoch
pohladov. Ak by sme mali sadu DMU pozorovanych v ¢asovych obdobiach ¢t = 1,2,...,T
a cheeli by sme hodnotit efektivitu tychto vyrobnych jednotiek, mozeme tak robit bud v
kazdom ¢asovom obdobi zvl4st, alebo celkovo v ¢ase, teda v priebehu viacerych obdobi.
Podla toho je v [5] rozlisend prierezova (cross-sectional) a vyvinova (diachronic) efektivita.

Prierezové efektivita DMU sa vztahuje na jediné ¢asové obdobie ¢ a je hodnotend
vzhladom na najlepsiu pozorovani prax v danom ¢asovom obdobi ¢ vzhladom na hra-
nicu L;. Na odhad prierezovej efektivity v kazdom ¢asovom obdobi ¢ teda mozeme pouzit
standardné modely DEA alebo ich rozsirenia. Prierezova efektivita ndm poskytne prehlad
o vykonnosti vyrobnej jednotky v jednom casovom obdobi, ¢o vsak celkovo pri dlhsie
trvajiicom vyrobnom procese nemusi mat dostatoéni vypovedni hodnotu. V [5] je uve-
deny nasledovny priklad, kedy hodnotenie podla prierezovej efektivity navddza na ne-
spravne celkové ohodnotenie efektivity vyrobnej jednotky v ¢ase. Na obrazku 2 st znazornené
hranice efektivnosti L; a L;; vyroby jednej jednotky vystupu z dvoch vstupov v obdo-
biach ¢t a t + 1. Predpokladajme, ze vyrobna jednotka sa v ¢ase t nachddza v bode A a v
case t +1 v bode B. DMU je jednoznacne efektivnejsie v ¢asovom obdobi t + 1, ked'ze

zabezpecuje jednotku vystupu s ovela niZzSou troviiou vstupov. Prierezové efektivita v
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Input,

L

Lsg

Input;

Obr. 2: Prierezova efektivita neodzrkadluje zmeny vo vyrobe v priebehu ¢asu. [5, Fig. 1]

loD| loc| loc| _ |oD]|
casovom obdobi ¢ je oA &V ¢asovom obdobi t+1 je GLIR Porovnanim o8] < 04 vznika

nespravny dojem, ze vykon vyrobnej jednotky sa v priebehu ¢asu zhorsuje

Podobnym zavidzajicim vysledkom vieme predist pouZitim vyvinovej efektivity. Tento
pristup spociva v merani zmien produktivity v priebehu ¢asu.
Obréazok 3 predstavuje statickd struktiru vyroby, ktoru prezentovali Féare a Grosskopf

8]. Tédto struktira predpokladd, Ze vstupy aj technoldgia v ktoromkolvek obdobi ¢ su

exogénne, ale v priebehu ¢asu moze prist k technickej zmene.

Yt Yi

| |
o

Yi+1

|

Xt+1

Obr. 3: Schematicky proces bez medzic¢asovej zavislosti.



1.1.1 Malmquistov index produktivity

Na meranie zmeny produktivity v priebehu casu sa ¢asto pouziva pristup, ktory vyuziva
Malmquistov index. Malmquistov index produktivity (MPI) bol podla [6] prvykréit zave-
deny v préci [2] a definuje mieru zmeny produktivity medzi po sebe nasledujicimi obdo-
biami ako pomer vzdialenostnych funkcii. Vzdialenostné funkcie meraji, ako mozu byt
vystupy (vstupy) vyrobnej jednotky preskalované tak, aby sa vyrobna jednotka dostala
na hranicu mnoziny produkénych moznosti. Zmenu produktivity v susediacich ¢asovych
obdobiach moéZzeme merat bud pomocou indexu produktivity zalozeného na vstupoch
(vytvoreného pomocou vstupnych vzdialenostnych funkcii), alebo indexu produktivity
zalozeného na vystupoch (zostaveného pomocou vystupnych vzdialenostnych funkeif).
Podla [5] je casto vyuzivanym pristupom, zalozenym na Malmquistovom indexe, pristup
vyvinuty v [9]. Mieru celkovej zmeny efektivity vyrobnej jednotky tu rozlozili na hodnotu
zodpovedajicu posunu na hranici efektivnosti medzi obdobiami ¢ a t41 a na hodnotu ,,do-
behu* efektivity firmy. Faktor ,dobehu* odzrkadluje zmenu prierezovej efektivity vyrobnej
jednotky pri prechode z ¢asového obdobia ¢ do t 4+ 1. Faktor posunu hranice znazornuje
pohyb v hranici efektivnosti z ¢asového obdobia t do t+1 v zmysle o kolko viac (alebo me-
nej) vstupov je potrebnych na zabezpecenie danej irovne vystupu pri zachovani efektivnej
prevadzky.

Pristup cez MPI je vSak podla [27] je sprdvny len vtedy, ak je technolégia inverzne
homogénna a vykazuje konstantné vynosy z rozsahu. Ak tieto podmienky neplatia, potom

MPI predstavuje systematicky vychyleni mieru zmeny produktivity.

1.1.2 Window Analysis

Medzi studiami, ktoré pouzivaju staticky ramec na zachytenie ,zmeny technickej efekti-
vity“, je v DEA tzv. analyza okien (window analysis), ktort podla [6] povodne navrhli v
préaci [20]. Analyza okien povazuje kazdu firmu v kazdom obdobi za int vyrobni jednotku.
Definovanim velkosti okna W sa vyrobné jednotky v prvych W ¢asovych obdobiach vy-
hodnotia pomocou DEA. Dalej sa k oknu prid4 nové obdobie, najstarsie obdobie vypadne
a DEA sa znova spusti pre novi sadu vyrobnych jednotiek. Proces sa opakuje az do
konca pldnovacieho horizontu. Na urcenie velkosti okna vsak neexistuje ziadne teoretické

zdovodnenie.
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Pristupy, ktoré sme uviedli v tejto casti, sa zameriavaji na kvantifikaciu zmeny merani
vykonnosti ziskanych nezavisle v roznych ¢asovych obdobiach bez toho, aby sa predpokla-
dala ¢asova zavislost medzi iroviiami vstupov a vystupov v roznych ¢asovych obdobiach.
Tieto modely predpokladaji, Ze vstupy mozu byt okamzite upravené na pozadovani
troveri. Moze sa vSak stat, Ze uroveil vstupov v nejakych ¢asoch bude ovplyvitovana
exogénnymi faktormi, a teda predpoklad, Ze vstupy st okamzite nastavitelné, uz nebude
platit. O takychto vstupov sa v literatire hovori ako o kvazi-fixnych. Konvenéné statické
meranie efektivity bude v takomto pripade vychylené. V dosledku toho by vhodné me-
rania efektivity mali zohladiiovat rozdiel medzi kvazi-fixnymi a variabilnymi vstupmi a

predpokladat, Ze kvazi-fixné vstupy st fixované v analyzovanom ¢asovom horizonte.

1.2 Viacstupnovy vyrobny proces s medzi¢asovou zavislostou

vstupov a vystupov

Pri d'alsom type vyrobného procesu vyrobné jednotky opét funguji v priebehu nepretrzitej
postupnosti ¢asovych obdobi, ale irovniam vstupov uz nevieme v jednom casovom obdobi
priradit priamo z nich vyrabané trovne vystupov. Sti¢asny vstup totiz ovplyvni nielen
stucasny, ale aj buduci vystup a sicasny vystup zavisi okrem sicasného aj od vstupov
z predoslych ¢asovych obdobi. Teda nejakd ¢ast vstupov, po ich zacleneni do vyrobného
procesu, pretrvd v povodnej alebo upravenej forme niekolko obdobi, kym sa prejavi na
findlnych vystupoch. V literatire byvajui tieto vstupy oznacované ako kvazi-fixné, my ich

budeme nazyvat medziprodukty.

K zavedenému znaceniu z, - vstupy v ¢ase t a y; - vystupy v ¢ase t budeme uvazovat aj
medziprodukty k;, kde k;_1 je vstupom do produkcie v ¢ase t a k; je vystupom z produkcie
v case t. Budeme predpokladat, ze k;, t =0, ..., T, je L-rozmerny vektor. Symbolom k; ,
oznacujeme [-ty medziprodukt n-teho utvaru, ktory je vystupom z t-tej produkcie a vstu-
pom do t+1. Na zaklade dat IV titvarov v ¢asoch ¢ definujeme maticu medziproduktov K,
t=20,..,T, ktord pozostava zo stfpcov medziproduktov pozorovanych N tutvarov v case

t. Technolégia dynamického DEA je znédzornena schematicky na obrazku 4. Analyticky ju
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mozeme zapisat nasledovne

X <y, iA 2 s,
Ky 1\ < kt—la K\ > kt, t=1,..,T
1T)\t - 17/\t 2 O,

P=< (v, y k) ERLXRIxRY, t=1,..,T

¥4 Y2 Yt YT
E— L e .« e e T E— .« e . T _—
X1 X5 Xt XT

Obr. 4: Technolégia dynamického DEA.

Takato technoldgia teda predstavuje Specidlny typ tzv. network DEA, nad ktorym
dynamické DEA formuluje Sirokt gkdlu rozlicnych modelov. V d'alsom budeme pouzivat

skratku DDEA na oznacovanie dynamického DEA.
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2 Prehlad DDEA pristupov v literatire

Pri snahe zakomponovat dynamické spravanie produkcie do DEA modelov sa v rdznych

¢lankoch vychadza z roznych ekonomickych konceptov.

2.1 Koncept zasob v DDEA modeloch

Firmy casto uskladnujui hotové produkty za ucelom vykrytia neskorsiecho dopytu, ktory
by mohol prekracovat vyrobni kapacitu. Zasoby si vSak vytvéraji aj z inych tovarov,
napriklad nedokonéenych produktov alebo surovin, ktoré este budud vstupovat do vyroby.
Teda casové obdobie, v ktorom sa zaeviduje vstup tovaru do vyrobného procesu, sa moze
1igit od obdobia jeho pouzitia. Toto priamo vedie k dynamickému charakteru produkcie,
ked'Ze z4soby sa prestivaji v case.

V ¢lanku [16] autor na modelovanie produkcie vyvinul pristup zalozeny na kom-
bindcii network analyzy a dynamickej produkénej funkcie. Vyrobny proces definuje ako
sief vzdjomne stvisiacich vyrobnych ¢innosti, ktoré sa spolotne podielaji na produkcii
koneénych vystupov. Vyrobné ¢innosti vyuzivaji exogénne vstupy, neskladovatelné aj
skladovatelné, a medziprodukty vstupujice do nich z inych vyrobnych ¢innosti. Kazdej
vyrobnej ¢innosti zodpoveda dynamicka produkénd funkcia, ktora opisuje transformaciu
vstupov na vystupy a berie do ivahy, ze ich hodnoty sa v case menia. Vyrobna jednotka
moze uskladiiovat exogénne vstupy, medziprodukty aj konecné vystupy. Kapitdl nie je
explicitne modelovany ako vyrobny faktor, ale predpoklada sa, ze je fixny v priebehu
analyzovaného planovacieho horizontu. Predpokladom tohto modelu je, Ze kazda vyrobné
¢innost produkuje iba jeden koneény vystup.

V silade s tymto konceptom si modely network DEA (NDEA), ktoré prezentovali
Fire a Grosskopf v [8]. Tieto explicitne zahffiaju sief vyrobnych ¢innost{ a medziproduk-
tov do vyrobného procesu. NDEA umoziuje kazdému uzlu reprezentovat ti istd vyrobnu
jednotku v roznych ¢asovych obdobiach, takZze moze byt pouzitd aj na modelovanie pro-
dukcie, ktora prechadza viacerymi ¢asovymi obdobiami. Takéto tzv. dynamické NDEA
modely povazuji kazdé obdobie za ¢innost s vlastnou technoldgiou a s ¢asovo Specifickymi
vstupmi a vystupmi. Niektoré vystupy v obdobi ¢ sa prenasaju do obdobia t+1 ako zasoby

hotovych vyrobkov. Obréazok 5 znazornuje dynamicky NDEA model s prepojenim medzi
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po sebe idicimi obdobiami. Celkovy vystup v ktoromkolvek obdobi ¢ je tvoreny koneénym
vystupom 1; a zasobou hotovych vyrobkov iy;. Vstupmi st priame vstupy x; a zasoby

surovin sx;.

t+1

sx T px —sx sx ' +x " —sx

t+1

Obr. 5: Dynamicky NDEA model s uskladnitelnymi vstupmi. [6, Figure 2]

Podla [6] v préci [8] uvazovali struktiru zobrazend na Obr. 5 a pri vystupne orientova-
nej optimalizacii produkcie vyrobnej jednotky DM U, navrhli ako jej dynamickt efektivitu
dostaf riesenim nasledovného optimalizaéného problému:

t+1

max Z 00 (6)

{07—,07)\771'3/7',075-737-,0}

r=t—1
(Y + Y )M > 07 0Yro + iYr0, T=t-1tt+1
(s X1+ X —sX )N < STro10+ Tro — STy, T=t—1,t,t+1
YAy < iro, F=t—1tt+1
A >0, F=t—1.1141,

kde Y, je matica, ktorej stipcarni st vektory koneénych vystupov jednotlivych DMU, X,
je matica, ktorej stipcami su vektory vstupov, Y, je matica zasob hotovych vyrobkov a
s X, je matica uskladnenych surovin a symbol 0 predstavuje nulovy vektor prislichajiceho
rozmeru.

Tento model maximalizuje vystupnu efektivitu vyrobnej jednotky v priebehu casu
vypoctom skladovatelného vystupu iy, a skladovatelnych vstupov sz, endogénne. Tym,
7e dynamické NDEA modely povoluji rozne technolégie v roznych obdobiach, poskytuji
moznost zmeny technolégie v priebehu analyzovaného planovacieho horizontu.

Fére a Grosskopf v [8] analyzuji iba jednoduchy vyrobny proces, ktorého prepojenia
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v ¢ase vychddzajui z vyuzivania skladovatelnych vstupov a vystupov. Ich model navyse
neumoziuje zahrnit znehodnocovanie uskladnenych vstupov a vystupov v priebehu ¢asu.

Zlozitejsi vyrobny proces je popisany v [21]. Autor pouziva Sirsi koncept siete, kde
sa vyrobny proces v kazdom case skladd z c¢iastkovych vyrobnych procesov. Do nich
vstupuji medziprodukty a exogénne vstupy, z ktorych produkuju findlne vystupy alebo
dalsie medziprodukty, ktoré nésledne vyuzivaji dalsie ¢iastkové vyrobné procesy. Vy-
robené medziprodukty mozu byt uloZené na pouzitie v neskorsich ¢asoch a berie sa do
uvahy aj ich znehodnocovanie. Hodnotenie efektivity rozhodovacej jednotky zacina na
urovni ¢iastkovych vyrobnych procesov, ktoré si porovnavané s podobnymi c¢iastkovymi
vyrobnymi procesmi ostatnych rozhodovacich jednotiek v tom istom ¢asovom obdobi. Z
tychto mier efektivity je pre kazdy ciastkovy vyrobny proces vytvorena dynamicka miera
efektivity, ktora berie do tivahy struktiru siete a medzicasové vplyvy. Posledni autor de-
finuje dynamicku technicku efektivitu kazdého ¢iastkového vyrobného procesu ako pomer
minimalneho vstupu k redlne spotrebovanému vstupu, ktory dany ¢iastkovy proces pouzil
v priebehu celého hodnoteného obdobia. A dynamickd technicka efektivita rozhodovacej

jednotky je definovana ako sucin jej c¢iastkovych vyrobnych procesov.

2.2 Koncept kapitalu v DDEA modeloch

Kapitalové aktiva st podla [6] dalsim faktorom zodpovednym za dynamicky charakter
vyroby, ked'Ze sa prendsaji v ¢ase. Doba Zivotnosti, pocas ktorej st kapitalové zasoby pro-
duktivne, vo vieobecnosti pozostdva z vela ¢asovych jednotiek, ktoré si bezne pouzivané
na zaznamenavanie zodpovedajicich tidajov o vstupoch a vystupoch. Medzi¢asova zavislost
urovni vstupov a vystupov je sposobend zmenami urovni zakladného kapitalu, napriklad
z dovodu investicii do nového kapitalu.

Kapitalové aktiva mozeme rozlisovat podla ¢asovych obdobi, v ktorych boli zavedené.
Podla toho im pridelime ro¢nik (vintage). Podla [6] bol tento pristup prvykrdt pouzity
v praci [23]. Instaldcia nového a odstavenie starého kapitalu predstavuje zdroj tzv. vsta-
vanych technickych zmien. Po zabudovani kapitalu do vyrobného procesu uz nie je mozné
nahrddzat tento kapitél variabilnymi vstupmi. Pripadné preloZenie zavedenia tohto ka-
pitdlu do iného obdobia sa d4 oznacit ako optimalizacny problém v priebehu ¢asu, kde

najlepsie rozhodnutie vyZzaduje informécie ohladom budiicich oéakdvanych cien, dopytu a
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d’alsich faktorov.

Niekolko $tidif (napr. [37]) analyzuje dynamické aspekty efektivity, ked firmy vlastnia
niekolko ro¢nikov kapitdlového vybavenia. Dve charakteristiky tychto stidii spocéivaji
v tom, ze kapitalové vybavenie je potrebné na vyrobu a ze technoldgia je zakotvena
v kapitdlovom vybaveni. Investovanie do nového kapitdlu a likvidacia starého kapitalu
prispieva k dynamickému rozvoju firmy a nasledne ovplyviuje vyrobny proces. V takychto

pripadoch moze roénikovy pristup vysvetlit rozdiely v efektivite [6].

V pripade ro¢nikovych modelov sa moznosti nahradenia kapitalu variabilnymi vstupmi
pred investovanim (produkénd funkcia ex ante) lisia od moznosti nahradenia po investicii
(produkénd funkcia ex post) [11]. V case investovania sa firma na zéklade svojej ex ante
produkénej funkcie rozhodne znédsobit svoj kapitdl. Zvolenému kapitdlu sa uréi fixny ob-
jem, takze nie je mozné nahradenie kapitalu variabilnymi vstupmi. Skutocni produkciu
po investiciach do kapitalu zachytava produkéna funkcia ex post, kde je fixne stanovena
vyska kapitalu, ale je povolené nahradzanie variabilnymi vstupmi.

Na koncepte ex ante a ex post produkénych funkcii boli vyvinuté optimalizacné for-
mulécie, ktoré stanovuji pociatoénii troven kapitélu (investicné rozhodnutie) a pociatoéni
uroven variabilnych vstupov, pricom maximalizuji suic¢asni hodnotu ¢istého zisku pocas
ekonomickej zivotnosti pociatocného kapitalu. Firma urobi v ¢ase ¢ pociatoéné rozhod-
nutie o vyske investicie do kapitalu a o urovni variabilnych vstupov, zalozené na ex ante
produkcnej funkcii. Potom vymedzi skutoény vystup pocas planovacieho horizontu 7' na
zaklade ex post produkénej funkcie. Takéto modely tiez odhaduju optimalnu ekonomickt
zivotnost kapitalu, pricom stroj sa vyradi, ked variabilné ndklady na jeho prevadzku
prevysia cenu tovarov, ktoré vyraba.

Fire a Grosskopf v [8] rozsirili NDEA tak, aby vedeli vyhodnotit technicku efektivitu
firmy, ktord ma kapitalové vybavenie z roznych ro¢nikov. Kazdy ro¢nik modeluju ako
uzol, ktory z prijatého variabilného vstupu vyprodukuje vystup. Celkovy vykon vyrobnej
jednotky definuju ako sucet vystupov zo vsetkych ro¢nikov. Ich model NDEA rozhoduje
o rozdelovani variabilnych vstupov medzi jednotlivé roéniky, ¢im poskytuje moznost v
konkrétnom €asovom obdobi ¢ zaviest nové roéniky a vyradit staré (tym, Ze do tychto

uzlov nepriradi ziadne variabilné vstupy).

Otézke zoskupovania kapitélu z roznych roénikov sa venuje pozornost v ekonomicke;
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literatiire o produkcii. Harper (2007) povazoval za hlavny problém rocnikovych modelov
fakt, ze nezohladituji zastaranost a technologicky pokrok. Zavddzanie novych ro¢nikov
by totiz do istej miery malo vndsat do modelu prinosy technologického pokroku. Preto
vytvoril model, v ktorom sa ¢ast kiipeného kapitalu po jeho zavedeni do vyrobného pro-
cesu nemoze predat v nasledujicich obdobiach. To umoziuje podrobnejsie sledovanie ka-
pitalovych aktiv a ¢innosti s nimi suvisiacich, ako napriklad vyradenie kapitdlovych pros-
triedkov, ked ich hrani¢né ndklady na vyrobu prevysuju prinos z vyrdbanych vyrobkov.
Ak sa vplyv nejakého kapitalového vystupu tyka viacerych hodnotiacich obdobi, skresluje
to korespondenciu irovni vstupov a vystupov v ramci daného hodnotiaceho obdobia. Sen-
gupta v [31] riesi medzicasovii zdvislost tirovni vstupov a vystupov, zaoberd sa vSak iba
obmedzenym pripadom dvojperidédového vyrobného procesu, v ktorom kapitalové vstupy
maju vplyv na vystup v inom ¢ase. Pristup vyvinuty v dokumente [5] berie do tivahy
medzicasové zavislosti vstupov a vystupov vo vSeobecnom viacperiédovom pripade.
Navysenie kapitdlu vo vSeobecnosti nevedie k okamzitému zvyseniu produktivity. Na
zaciatku moze dokonca viest k jej poklesu, ¢o je sposobené procesmi ktoré sii vieobecne
spojené s nadobidanim aktiv. Vyrobné jednotky sa musia naucit pouzivat nové ziskané
aktiva, teda musia prejst procesom prisposobovania sa. Nadobidanie aktiv moéZe tieZ
sposobit narusenie alebo az prerusenie vyroby, pokial je potrebné poprepajat nové aktiva
s uz existujicimi. Teda plynule prechddzame k dpravovym nakladom (adjustment costs),

ktoré si dalsim faktorom dynamiky vyroby.

2.3 Koncept nakladov na tpravu v DDEA modeloch

Podla [6] sa za tipravové naklady zvycajne pokladaji uslé vystupy vyrobnej jednotky, o
ktoré firma prisla v dosledku investovania do nového kapitdlu (napr. instaldcia nového
stroja bezne sposobi oneskorenie produkcie, nutnost preskolenia pracovnikov...). Je tu
viditelné jasné prepojenie medzi sic¢asnou produkciou a expanziou budicej produkcie. Na
zachytenie tychto ndkladov v modeli je teda nutny planovaci horizont prechadzajici cez
viaceré casové obdobia.

Fére a Grosskopf v [7] a Nemoto a Goto v [26] a [25] vyuzivaji na zachytenie tpravovych
nakladov ako uslého vystupu kvoli investovaniu do kapitalu dynamicku struktiru NDEA.

A to tak, Ze kazdé casové obdobie povazuji za ¢innost s vlastnym vyrobnym procesom
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(technolégiou). Investovanie do kapitalu v obdobi ¢ je modelované ako endogénne rozhod-
nutie a ovplyvni stav kapitalu na konci obdobia. Nésledne potom v obdobi ¢+ 1 sa kapitdl

povazuje za medzivstup a ovplyviiuje vyrobné moznosti v budtcich obdobiach.

Podla [32] ked firma ziska informécie o zdrojoch svojej technickej neefektivnosti,
vacsinou sa ich snazi vyuzit ¢o najskor, necakd, kym nastane prechod do dalsicho ob-
dobia. Teda sa moze stat, Ze firma bude upravovat a menit vyrobnt technoldégiu v prie-
behu jedného ¢asového obdobia. Takymito dpravami mozu byt napriklad rozvoj lepsich
praktik riadenia vyroby, zmeny vo vyrobnom procese, ktoré sa opieraju o skisenosti z mi-
nulosti, zdokonalovanie vychddzajice z ,learning by doing®, teda ucenia sa pracou, alebo

iné nevstavané technické zmeny.

2.3.1 Nakladovy NG model

Nemoto a Goto v praci [25] uvadzaji model, ktory v d'alsom oznacujeme ako Ndkladovs

NG model. V tomto modeli poé¢itaji nasledovni hranicu nakladov:

min S 7 (uf 2+ w/ ki) (7)
{weke A},
Vit > Yio, t=1,2,....T (8)
X\ <z, t=1,2,....T (9)
K\ > ky, t=1,2,...T—1 (10)
K < kg, t=1,2,....T (11)
ko = ko, (12)
17\ =1, t=1,2,..T (13)
x>0, k>0, A\ >0, t=1,2,....T, (14)

kde 7 je konstantny diskontny faktor, u; je I-rozmerny vektor cien vstupov v case t, wy
je L-rozmerny vektor cien medziproduktov v ¢ase t a ko je dany vektor po¢iatoénych
hodndét medziproduktov. Dynamika spojend so zmenou medziproduktov je zachytena
ohranic¢eniami (10) a (11). Podla [25], ak povazujeme medziprodukty za vystupy spo-

jené s obdobim ¢, ¢o zndzornuje ohranicenie (10), firmy sa musia vzdat urc¢itého mnozstva
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svojich beznych vystupov v, aby si vedeli udrzat viac medziproduktov v tomto obdobi.
Drzanie vécsieho mnozstva medziproduktov vsak sposobuje prenos sicasnej produkcie
do budicich obdobi, kedZe na zaciatku tychto obdobi dojde k narastu medziproduktov
(ohranicenie (11)). Podla [25], model nachddza optimélne rozlozenie variabilnych vstupov
a medziproduktov rozhodovacej jednotky DMU, v horizonte planovania T'. Mieru celko-
vej efektivity vyrobnej jednotky urcuje tak, ze porovnava minimalne naklady ziskané z
ucelovej funkcie s diskontovanym suctom skutoénych nakladov od obdobia 1 do obdobia
T. Dalej sa v préci [25] riedi rozklad celkovej efektivity. Medziprodukty st drzané na ich
pozorovanej urovni a identifikuje sa staticka a dynamicka miera efektivity. Definovanim
a izolaciou statickej miery efektivity a jej odstranenim z celkového merania efektivity
mozno identifikovat ¢istd mieru dynamickej efektivity, pricom za zdroje neefektivity je

povazované nakladovo neefektivne rozlozenie medziproduktov.

Tento model je zdroveii jednym z DDEA modelov, ktoré sa daji naformulovat ako
tilohy optimélneho riadenia a riesit metédou dynamického programovania. V éldnku [25]
to demonstruju nasledovnym sposobom. Pri vymedzovani podmienok pre dynamicku opti-
malitu uvadzaji dudlny model. Z podmienok komplementarity, ktoré platia pre optimélne
riesenia primarnej a dudlnej tlohy, odvadzaji rovnicu, ktord moze byt chdpana ako Bell-
manova rovnica v teérii dynamického programovania. Povodna tloha linearneho prog-
ramovania totiz moze byt zapisand v rekurzivnom tvare, aky vystupuje v dynamickom
programovani, a teda k nej vieme sformulovat Bellmanovu rovnicu. V tejto ked zamenime
optimalne hodnoty tcelovej funkcie primarnej tlohy optimalnymi hodnotami icelovej fun-
kcie dudlnej tlohy, ¢o moézeme spravit vdaka tzv. silnej vete o dualite [17, str. 171], do-
staneme rovnaku rovnicu, ako odvodenu z podmienok komplementarity. Tento pristup
vsak v kontexte tejto prace povazujeme za samoicelny, kedze vsetky testované modely

;. .« e , . . . e e . ,
st tlohami linedrneho programovania, a tie vieme riesit priamo a efektivne.

Odlisny pristup pri konstrukcii modelu zalozeného na upravovych nakladoch predsta-

vili Silva a Stefanou v [34], ktory zahrnuli aj opotrebovévanie kapitédlovych aktiv.
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2.3.2 FG model vystupnej efektivity

Iny postup zvolili Fire a Grosskopf v modeli dynamického NDEA, ktory budeme nazyvat
FG model vystupnej efektivity. Tento model bol podla [6] publikovany v praci [7] a mode-

luje vystupne orientovani mieru technickej efektivity. Uvddzame model podla [6]:

min Z 010 (15)

{9t,o,>\t,kt}z;1 —

Vit > 6: Y10, t=1,2,...,T (16)
X\ < 24, t=1,2,...T (17)
K\ >k, t=1,2,...,T (18)
Ky, < Ky, t=1,2,...,T (19)
ko = ko, (20)
A >0, k>0, t=1,2,...,T (21)

Spolo¢nou ¢rtou tohto modelu s ndkladovym NG modelom je, ze dynamika v oboch
modeloch vyplyva z endogénnych medzivstupov, ktoré previzuju po sebe idice obdobia.
Oba modely pocitaju optimalne ¢asové rozlozenie endogénnych premennych. Avsak majui

rozne reprezentacie miery dynamickej efektivity:.

2.3.3 Nemeratelné dynamické faktory

Podla [5] pri ur¢itych vyrobnych procesoch je mozné vytvorit medzivystupy alebo ka-
pitalové vystupy, ktoré nie st priamo meratelné, ale mozu zvysit produktivitu v na-
sledujiicich obdobiach, napriklad vyskumna éinnost. Vystupy vyskumu, ak zanedbdme
otazku ich kvality, sa zvycajne meraji poctom publikovanych vedeckych prac alebo sprav,
ziskanych vyskumnych grantov a pod. Vyskumny tim vsak moze vytvdrat priebezné
vystupy vo forme myslienok a predbeznych vysledkov vyskumu, ktoré zatial nie je mozné
publikovat, kvoli ich netplnosti. Bezné meradld vystupov vyskumu takéto priebezné
vystupy nevedia zachytit. Tieto medzivystupy véak moézu mat dolezité dosledky pre pro-

duktivitu vyskumného timu v nasledujicich obdobiach.
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2.4 Obmeny konceptov v DDEA

K modelu (7)-(14) bolo v zdvere préce [25] navrhnutych niekolko moznych rozsireni.
Prvy navrh sa tyka zakladného predpokladu modelu. Ak tento zmenime z minimalizdcie
nakladov na maximalizaciu zisku, dostaneme tlohu linearneho programovania, v ktorej
je diskontovany stucet cistého penazného toku maximalizovany za rovnakych podmienok.
Na rozdiel od modelu minimalizovania nakladov sa vSak aj vystupy stavaju premennymi
a model ich upravuje na dirovne, pri ktorych dosahuje optimalitu. Na podobnom principe
sme vytvorili model maximalizdcie zisku, ktorému sa budeme bliZsie venovat v nasle-

dujucej kapitole.

Dalsi ndvrh sa tykal predpokladu, Ze vietky investicie sa okamzite zapoja do produk-
cie. Tento predpoklad mozno podla [25] odstranit tak, ze budeme rozliSovat produktivne
(aktivne) medziprodukty od tych, ktoré su este len v stddiu zapéjania do vyrobného
procesu. To sa d4 napriklad zo vzfahu medzi aktivnymi medziproduktmi k; a vetkymi
medziproduktmi k; za obdobie ¢. Tento vztah zdvisi od vzoru, schémy, casového one-
skorenia pri instalovani medziproduktov. Ak sa napriklad niektoré medziprodukty stanu
aktivnymi s jednoperiédovym oneskorenim a ostatné sa stant aktivnymi okamzite, mame
podla [25] tento vztah dany rovnicou k; = 7T<]~€t — k1) + ky_q, pokial k, > ki, kde 7 je
diagonalna matica, ktorej prvky predstavuju ciastky medziproduktov, ktoré sa okamzite
stanti aktivnymi. Pridanim takéhoto ohranic¢enia do tlohy linedarneho programovania,
mozeme zachytit i¢inky oneskorenia v investovani do medziproduktov, ktoré st sposobené

kvoli ¢asu potrebnému na instalaciu [25].

Jednym z najviac problémovych je predpoklad dokonalého predpovedania budicich
premennych. Ako je uvedené v [25], tento problém mozno obist najmenej dvoma spésobmi.
Prv4 moznost je, Ze pokial predpoklad dokonalej predpovede nie je realisticky, vysledné
skore neefektivity by malo zahffiat chyby tejto prognézy. Na vyhodnotenie ¢istej neefek-
tivity potom staci z tychto skére odstranit komponenty chyb predpovede. Druhy sposob
spociva v tom, ze pri odhadovani podmienenych oc¢akavanych hodnot budiceho dopytu a

cien vstupov sa pouziju techniky modelovania ¢asovych radov.
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2.5 Aplikacie a vyuzitie

Na podporu dolezitosti zavedenia dynamického pohladu na vyrobny proces uvddzame

zopar redlnych aplikacii, ktoré

2.5.1 Energetické spolocnosti

V élanku [15] aplikuji na data siedmich eurépskych spolocnosti distribuujicich energie z
rokov 1999-2005 dynamicky model inspirovany modelom z [26]. Porovnavaju staticky a
dynamicky rdmec a poukazuji na to, ze pri produkcii s velkymi kapitalovymi medzipro-
duktmi su vysledky statického konceptu nedostatoéné az zavadzajice. Neefektivnosti pri
statickom modeli ¢asto plynt z inych dovodov ako pri dynamickom, a prevazne su tieto
dovody neuspokojivé az nespravne. Za hlavny problém je vSak povazovany fakt, ze model
ignoruje nutnost kratkodobej fix4cie tirovni medziproduktov a nevidi ich priaznivy vplyv

v dlhodobom horizonte, kvoli ¢omu ich drovne prilis skoro znizuje.

Dalsi ¢ldnok, kde dynamicky model déva uspokojivé vysledky a dokazuje uzitoénost
tohto pristupu je [25]. Zaoberaji sa tu dvomi rozkladmi efektivity, jednym je rozklad
celkovej efektivity na jej staticki a dynamickt zlozku, druhym priradenie neefektivity
konkrétnym faktorom, ktoré ju sposobujiu. Model je aplikovany na data z japonskych
elektrarni z rokov 1981-1995. Vysledky naznacuju, ze elektrarne su efektivne vo vyuzivani

vstupov, a teda zdrojom ich neefektivity je zlé nastavenie trovni medziproduktov.

2.5.2 Bankovy sektor

V ¢lanku [14] pouzili dynamicky dvojfdzovy network model na odhadovanie vykonnosti
japonskych komerénych bank v rokoch 2006 - 2010. Ako uvadzajui, autori rozsiruju dy-
namicky pristup DEA z ¢lankov [8] a [10] a vychddzaji z network modelov uvedenych
v [1], [13] a [12]. V poslednom z tychto clankov autori vyvinuli dvojfazovy network mo-
del a pouzili ho na meranie efektivnosti japonskych druzstevnych bank s jednym me-
dziproduktom. V [14] rozsirili tento svoj pristup na komercné banky a povolili viaceré
medziprodukty. V prvej faze vyroby banky transformuju neziaduce vstupy, generované v
predchadzajicom obdobi, a tri exogénne vstupy - pracu, fyzicky kapitdl a vlastny kapitdl

- na dva medziprodukty - vklady a iné fondy. V druhej faze potom vyuzivaji medzi-
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produkty prvej fazy na ,,produkciu“ ziaducich vystupov - tverov a investicii do cennych
papierov. Banky sa okrem toho mozu rozhodnit preniest niektoré aktiva do budiceho ob-
dobia namiesto pouzitia tychto aktiv na vyrobu kone¢nych vystupov v suc¢asnom obdobi.
Tieto prenasané aktiva su potom vstupmi do druhej fazy vyroby v nasledujicom obdobi.
Neziaducim vystupom druhej fazy si nesplacané tuvery poskytnuté v sucasnom obdobi,
ktoré nasledne ovplyvnia prvi fazu v d'alsom obdobi. VAé&sie mnozstvo zlyhanych tiverov
poskytnutych v jednom obdobi totiz obmedzuje vyrobné moznosti banky v budicich ob-
dobiach. Dynamicky ramec umozinuje, aby sa maximalizovala produkcia pozadovanych
vystupov a stucasne minimalizovala vyroba neziaducich vystupov. Do modelu si navyse
zahrnuté financné regulacné obmedzenia, ktoré vyzaduji minimélny pomer vlastného ka-
pitalu k aktivam. Tiez navrhli metédu, ktora urcuje optimalne mnozstvo medziproduktov
a produktov na prenos. Okrem toho v ¢lanku uvadzaju dudlnu reprezentaciu dynamického

network LP modelu z [12].

Odhadovaniu efektivity jedendstich ceskych komercnych bank v rokoch 2001-2011 sa
venuju v praci [29]. Autorka vychddza z modelu navrhnutého v [33] alebo [36] a [35]. Pri
rozdelovani faktorov na vstupy a vystupy vychadza z predpokladu, Ze hlavnym cielom
banky je transformovat vklady na tvery. Model mé dva vstupy, pracu a vklady, a dva
vystupy, uvery a ¢isty vynos z urokov.

Svoj pristup v [28] rozsiruje na komeréné banky Visehradskej stvorky v rokoch 2009-
2013.

2.5.3 Polnohospodarstvo

V élanku [3] pracuji s dynamickym konceptom ndkladov na upravu spojenych s in-
vestovanim. Model vyvinuty v [4] a [24] aplikovali na empirické déta pochédzajice z
francizskych fariem s dojnymi kravami v obdobi rokov 1978-2014. Za nezelany vystup s
brané emisie sklenikovych plynov. V praci odhaduji vstupne a vystupne specifické skore
technickej neefektivity v dynamickom kontexte a porovnavaju ich s mierami efektivity z
konvenéného statického kontextu. Vysledky odhaluji signifikantné rozdiely medzi skére
neefektivit odvodenych zo statického a dynamického ramca. Autori prizvukuju, ze pri od-

hade neefektivnosti stivisiacej s reguldciou znecistovania je dolezité brat do tivahy naklady
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na upravu.
Clanok [19] porovnéva pestovatelov grandtovych jabfk v juhozapadnom Irédne v rokoch

2009-2015. Zameriava sa na znizovanie emisii sklenikovych plynov pri zmene organizacie

vyroby a pouzivanych technoldgii.
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3 Modifikacie modelov a numerické experimenty

V tejto kapitole sa budeme blizsie zaoberat niakladovym NG modelom a FG modelom
optimalizacie vystupnej efektivity, ktorych zadanie upresnime, pripadne modifikujeme.

Modely budeme testovat na priklade, ktorého déta predstavime v nasledovnej podkapitole.

3.1 Data na testovanie modelov

Zakladom pre nase experimenty budu data z ¢lanku [36], ktoré teraz popiseme a uvedieme,
ako ich bude treba doplnit.

Data uvazuju osem vyrobnych jednotiek A az H v Styroch ¢asovych obdobiach T1 az
T4. Kazdé rozhodovacia jednotka ma v kazdom z tychto ¢asovych obdobi jeden vstup,

jeden vystup a jeden medziprodukt. Konkrétne hodnoty si uvedené v nasledovnej tabulke:

Tabulka 1: Vygenerované dédta. [36, Tab. 1]

DMU Vstup Vystup Medziprodukt

TT T2 T3 T4 TT T2 T3 T4 TT T2 T3 T4
10 11 12 13 50 50 50 50 10 10 10 10
30 33 36 39 150 150 150 150 20 25 30 35
20 22 24 26 50 100 150 180 30 30 30 30
30 33 36 39 100 120 150 180 15 20 25 30
30 33 36 39 150 135 120 105 20 25 30 35
10 11 12 13 100 90 40 35 10 10 10 10
30 33 36 39 100 180 95 200 20 30 40 50
20 22 24 26 100 40 150 100 10 10 10 10

0 Q =2 -0 0O Q W o=

Z Tabulky 1 vidiet, Ze vstupné mnozstva sa pocas pozorovaného ¢asového horizontu
zvysuji pre vsetky DMU, zatial ¢o vystupné mnozstva moZzeme podla ich vyvoja v prie-
behu ¢asu rozdelit na Styri typy: stabilné (A a B), zvysujice sa (C a D), klesajtice (E a
F) a volatilné (G a H). Hodnoty medziproduktov si v priebehu ¢asu bud stabilné (A, C,
F a H), alebo zvysujice sa (B, D, E a G).

Déta uvedené v Tab.1 budeme chciet aplikovat na viacero modelov, ktoré budi fun-

govat nad technolégiou P popisanou v asti 1.2 a schematicky znazornenou na Obr. 4.
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K popisu takejto technolégie potrebujeme vytvorit matice vstupov X;, vystupov Y; a
medziproduktov K, zostavené z pozorovanych dat v kazdom case t. KedZe mame osem
rozhodovacich jednotiek a ku kazdej jeden vstup, jeden vystup a jeden medziprodukt,
rozmery vsetkych tychto matic budd 1 x 8. Vsimnime si, Ze v uvedenej tabulke chybaju
hodnoty Ky, ktoré doplnime napr. zduplikovanim mierne upravenych hodnot v case T1.
Dostdvame tak Tabulku 2, kde stipce predstavuju jednotlivé matice v transponovanom

tvare. NasSe zakladné data teda vyzeraju takto:

Tabulka 2: Déta.

DMU Vstup Vystup Medziprodukt
XI X7 ox] XIOwW vy v YT KK K] KD K]

10 11 12 13 50 50 50 50 10 10 10 10 10
30 33 36 39 150 150 150 150 15 20 25 30 35
20 22 24 26 50 100 150 180 30 30 30 30 30
30 33 36 39 100 120 150 180 10 15 20 25 30
30 33 36 39 150 135 120 105 1520 25 30 35
10 11 12 13 100 90 40 35 10 10 10 10 10
30 33 36 39 100 180 95 200 10 20 30 40 50
20 22 24 26 100 40 150 100 10 10 10 10 10

0T Q 79 0 O QW =

Pri vypocte ndkladov alebo zisku potrebujeme okrem mnozstiev poznat aj ceny pro-
duktov. Budeme pouzivat nasledovné znacenie: u; je cena vstupu, v; cena vystupu a wy

cena medziproduktu v ¢ase t. Konkrétne hodnoty uvddzame v nasledovnej tabulke:

Tabulka 3: Ceny.

Ut - 3 2 4
Ut - 5 3 4 2
wy 6 4 3 1 2
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3.2 Model zalozeny na minimalizacii nakladov

Pri tomto modeli vychddzame z nédkladového NG modelu (7)-(14), ale robime v nom zopar
uprav. Prvou je neuvazovanie diskontného faktoru. Pri redlnej aplikécii by mal zmysel,
ale kedZe ndm ide iba o popisanie, ¢o model robi, tak ho pre jednoduchost nebudeme
uvazovat. Druhou zmenou je nacenenie medziproduktov k; aktudlnou cenou wy, a teda
pocitanie aj konec¢ného stavu k. Touto upravou sa viac zaoberame v podkapitole 3.6.3.

Za pociatoény stav ko sme zvolili ¢asovo prislichajicu hodnotu medziproduktov sku-
maného DMU, z dat. To moZe znézornovat situdciu, ked firma este pred zacatim vyroby
disponuje nejakym kapitalom, ktory musi alebo by chcela vo vyrobnom procese zuzitkovat.
Tiez je logické ocakdvat, Ze kazd4 firma md iné pociatoéné tirovne tejto premennej, preto
ju nastavujeme vzdy na hodnoty skimaného DMU,, nie na jednu rovnakd hodnotu pre
vsetky rozhodovacie jednotky.

Model teda vyzera nasledovne:

T
{Ahftl’gtl}?ﬂ ;(ujxt 4w/ k) + wg ko
YiAt 2 Y05 t=1,2,..,T
X < oy, t=12..T
K\ > Ky, t=1,2,...T
K < kyq, t=1,2,..,.T
ko = koo,
17\ =1, t=1,2..T
A >0, 2,>0, k>0, t=1,2,..,T

Model sa snazi optimdlne rozlozit vstupy a medziprodukty pri danych hodnotdch vystupov
vzhladom na technolégiu P, uréeni datami z Tab. 2, tak, aby minimalizoval celkové
naklady, teda ¢o rozhodovacia jednotka minie za suroviny a investuje do medziproduktov,
pocas planovacieho horizontu 7.

Model sme aplikovali na data z Tab. 2 a Tab. 3. Optimélne hodnoty ucelovej funkcie su
uvedené ako minimdlne néklady v Tabulke 4. Ked tieto podelime skutoénymi nakladmi,
vidime, nakolko efektivne sa firmy spravaji. Napriklad firma A mé nédklady zbytocne

vyssie iba o necelych 7%, zatialco firma B by svoje naklady vedela zredukovat az o takmer
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30%. Vysledni mieru efektivity sme dostali po znormovani podelenim najefektivnejsou z

tychto hodnot.

Tabulka 4: Vysledky modelu minimalizdcie ndkladov bez diskontacie.

A B C D B F G H
min. naklady 305 613 717 639 | 531.95 | 305 765 418
realne néklady 325 840 810 760 840 325 865 490
podiel 0.9385 | 0.7298 | 0.8852 | 0.8408 | 0.6333 | 0.9385 | 0.8844 | 0.8531
efektivita 1 0.7776 | 0.9432 | 0.8959 | 0.6748 1 0.9424 | 0.9090

Vidime, ze model oznacil za najviac efektivne dve rozhodovacie jednotky, konkrétne
A a F. Najhorsie vyhodnocuje spravanie DMU E. Kéd programu aj s kompletnymi

vysledkami sa nachddza v Prilohe A.

3.3 Model maximalizacie zisku

Druhym testovanym je nami navrhnuty model vychddzajuci z predoslého modelu. Roz-
dielna je tucelova funkcia, ktorda v tomto pripade reprezentuje zisk z vyrobnej ¢innosti,
teda rozdiel vynosov a nakladov. Uloha sa teda zameriava na maximalizdciu tejto hod-
noty. Ako volné premenné mame okrem vstupov a medziproduktov aj vystupy, fixovana

je iba hodnota pociatocného stavu medziproduktov.

T
{/\t,xgzl;ift}le ;(ijt — ] xy) —wy ko + wikr (22)
Y\ >y, t=1,2..T (23)
X\ < 1, t=1,2,...T (24)
K\ > ky, t=12,..,T (25)
K, i\ < ko, t=1,2 ..T (26)
o = koo, (27)
1"\ =1, t=1,2,..T (28)
A>0, 2>0, 4, >0, k>0, t=1,2 .. T (29)
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Aj tento model aplikujeme na nase jednorozmerné data. Naprogramovany kdéd aj ucelené

vystupy z neho st v Prilohe B. Hlavné z nich sme vypisali v Tabulke 5.

Tabulka 5: Vysledky modelu maximalizécie zisku bez diskontécie.

A B C D E F G H
max. zisk 1618 1838 1748 1618 1838 1618 1618 1618
realny zisk 495 1585 1060 1325 1330 795 1365 1050
podiel 0.3059 | 0.8624 | 0.6064 | 0.8189 | 0.7236 | 0.4913 | 0.8436 | 0.6489
efektivita 0.3548 1 0.7032 | 0.9496 | 0.8391 | 0.5698 | 0.9783 | 0.7525

Prvy riadok predstavuje optimélne hodnoty ucelovych funkcii, teda maximalne mozné
zisky jednotlivych DMU. Ked k nim ddme do pomeru redlne zisky, dostdvame prehlad
efektivnosti tychto DMU. Vidime napriklad, Ze firma A by mohla mat zisky vyssie az o
takmer 70%, pricom firma B iba o nieco vySe 13%. Vysledni mieru efektivity dostaneme

opét normalizdciou tychto hodnoét tak, ze ich ddme do pomeru s najefektivnejsou z nich.

Za najefektivnejsiu je modelom vyhodnotend rozhodovacia jednotka B. Najhorsie mo-

del vyhodnotil spravanie uz tiez spomenutej firmy A.

Ked tieto vysledky porovnavame s vysledkami predoglého modelu, vidime, Ze modely
v podstate vicsinu DM U vyhodnotili presne opacne (vid Tabulka 7), teda je dost rozdiel
¢i sa firma v danom subore rozhodovacich jednotiek zameria na minimalizaciu nédkladov
alebo na maximalizdciu zisku, kedZe pri jednom z tychto kritérii sa oproti ostatnym
rozhodovacim jednotkdm uz nemé velmi ako zlepsit, zatial ¢o pri druhom je vyhodnotend

ako najmenej efektivna.

3.4 Model maximalizacie vynosov

K modelu minimalizdcie nakladov mozeme analogicky odvodit model maximalizacie vinosov.
Vychédzame z danych hodnot vstupov a volnou premennou, ktorti mé model nastavit na
optimélnu troveii, st v tomto pripade, okrem medziproduktov, vystupy. Opét predpo-

kladdme fixnu pociatocni hodnotu medziproduktov. Model vyzerd nasledovne:

33



ek},

T
max Z(v;yt +w, k)

t=1

Yihe = yi,
X < Tt,0,
K\ > Ky,

Ky 1A < kg,
ko = koo,

1T\ =1,

Atzoa yt207 ktzoa

t=1,2,
t=1,2,
t=1,2,
t=1,2,
t=1,2,
t=1,2,

ceey

(30)

31
32

33

35
36

(31)
(32)
(33)
(34)
(35)
(36)
(37)

Vysledné hodnoty teoretickych maximalnych vynosov, redlnych vynosov, ktoré firma

dosiahne pri doterajsom nastaveni, ich pomeru a z toho odvodenej efektivity uvadzame v

nasledovnej tabulke:

Tabulka 6: Vysledky modelu maximalizdcie vynosov.

A B C D B F G H
max.vynosy 1170 | 2536.7 | 2090 | 2286.7 | 2536.7 | 1170 | 2286.7 | 1965
realne vynosy 800 2355 1810 2025 2100 1100 | 2130 1520
podiel 0.6838 | 0.9284 | 0.8660 | 0.8856 | 0.8279 | 0.9402 | 0.9315 | 0.7735
efektivita 0.7273 ] 0.9875 | 0.9211 | 0.9419 | 0.8805 1 0.9908 | 0.8228

Pri porovnani s vysledkami modelu minimalizécie nakladov nam tu vznikla zaujimava

situdcia. Oba modely vyhodnocuju za najviac efektivne DMU F. Pri DMU A su vsak v

tplnom rozpore, ked'ze tento model dant rozhodovaciu jednotku vyhodnocuje ako najme-

nej efektivnu v danom stibore DM U, zatial ¢o pri minimalizécii ndkladov je vyhodnotend

za rovnako efektivnu ako najlepsia F.

Uceleny vystup aj s naprogramovanym modelom je v Prilohe C.

3.5 Model zaloZzeny na optimalizacii technickej efektivity

Pod technickou efektivitou sa rozumie efektivita merana standardnymi DEA modelmi.

Doteraz sme v modeloch pocitali s cenami jednotlivych premennych. V tejto kapitole sa



budeme venovat modelu, v ktorom ceny nevystupuji, vychadzat pri tom budeme z FG
modelu (15)-(21). Tento model optimalizuje mieru rastu vystupov v priebehu planovacieho
horizontu, z ¢oho usudzujeme, Ze by malo st o maximalizdciu. Premennou nastavitelnou
na dosiahnutie optimality si v danom modeli iba medziprodukty. My sme pouzili ipravu,
kedy sme medziprodukty nenechali volné, ale nastavili sme ich na troveni pozorovanych
dat. Pri volnych medziproduktoch totiz model neddval dobré vysledky, ked'Ze maximali-

zoval hodnoty 6, a tym maximalizoval ich neefektivitu. Teda model vyzera nasledovne:

T
max E 0.0
1

{0,0 A}y 42
Yide 2 010010, t=1,2,....T
XAt < @, t=1,2,....T
K\ > ko, t=12,...,T
KA < ki, t=1,2,....T
A >0, t=1,2,....T

Ked'7ze jedinymi nezndmymi st 6 a X\ a vietko ostatné je fixne dané, tak tento model

nespadd do DDEA, ale do NDEA, a teda sa mu viac nebudeme venovat.

Na zéver sa dostdvame k prehladu vsetkych testovanych modelov. V Tabulke 7 st

jednotlivé rozhodovacie jednotky uvedené v poradi, ako ich ohodnotili tieto modely.

Tabulka 7: Sumérne vysledky jednotlivych producentov pri jednotlivych modeloch.

min. naklady | max. zisk | max. vynosy
1. AF B F
2. C G G
3. G D B
4. H E D
5. D H C
6. B C E
7. E F B
8. A A
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3.6 Obmeny

3.6.1 VoIny pociatoény stav medziproduktov

Pri vSetkych modeloch méZeme uvazovat situdciu, kedy firma ide akoby od nuly, teda
nemd ziadne pociatotné vybavenie, ktoré by vo vyrobnom procese chcela vyuzit. Teda
na optiméalnu uroven nastavuje uplne vsetky vstupy, vystupy a medziprodukty, vratane
pociatocného stavu.

Predpoklad, ze kg nemame zadané, zaclenime do modelu maximalizacie zisku. Vysledna
optimalna hodnota tcelovej funkcie je v tomto pripade rovnaka pre vsetky DMU. V Ta-
bulke 8 uvddzame aj skutoéne nadobudnuté zisky firiem a opit ich danfm do pomeru s
maximalnym moznym ziskom a néslednym znormovanim dostaneme mieru efektivity jed-
notlivych DMU. Za najefektivnejsie je rovnako ako pri modeli so zadanym ky oznacené
DMU B a celkovo st rozhodovacie jednotky vyhodnotené za efektivne priblizne v rovna-
kom poradi ako pri modeli s fixovanym pociatocnym stavom medziproduktov. Hodnoty

ostatnych vystupov modelu a jeho kéd je v Prilohe D.

Tabulka 8: Vysledky modelu maximalizécie zisku s volnym po€iatoénym stavom k.

A B C D B F G H
max. zisk 1838 1838 1838 1838 1838 1838 1838 1838
realny zisk 495 1585 1060 1325 1330 795 1365 1050
podiel 0.2693 | 0.8624 | 0.5767 | 0.7209 | 0.7236 | 0.4325 | 0.7427 | 0.5713
efektivita 0.3123 1 0.6688 | 0.8360 | 0.8391 | 0.5016 | 0.8612 | 0.6625

Tiito modifikdciu modelu pouZijeme aj v d'alsej podkapitole.

3.6.2 Multiplikativny tvar modelu maximalizacie zisku

V linedrnom programovani, a teda aj v . DEA modeloch je niekedy zaujimavé riesenie
duélnej tilohy. K navrhnutému modelu maximalizécie zisku (22)-(29), ale s volnym pociatotnym
stavom medziproduktov, odvodime dudlny model podla P-D schémy z [17, str. 170].

Model najprv upravime do takého tvaru, aby vsetky premenné boli na lavej strane
a vsetky nerovnosti boli rovnako otocené ako v schéme. Kazdému ohraniceniu priradime

novii premenni. Premenné prislichajtice ohrani¢eniam v tvare nerovnosti budd mat pod-
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mienku nezdpornosti, premenné prislichajiice ohrani¢eniam v tvare rovnosti si volné.
Symbol I predstavuje maticu identity rozmeru prislichajiceho k vektoru, ktory sa nou

nasobi.

T

T T T T
o max " E (v yr—uy T¢) — wy ko + wpky
Tt Yt Rt fi—q =1

Y\ + Iy, <0, |a; >0 t=1,2,..,T

XA —Tz, <0,  [B>0 t=1,2..T
—KA+ Tk <0, |%>0 t=1,2,...T

Ky 4\ — Ik 1 <0, |9, >0 t=1,2,...,T
17\ =1, | 1y t=1,2,..,T

>0, 2, >0, y, >0, t=1,2,....T
k>0, t=0,1,...,T

Teda premenné v dudlnom modeli budi a; > 0 rozmeru J x 1, 8; > 0 rozmeru I x1, v, > 0
rozmeru L x 1, §; > 0 rozmeru L x 1 a jednorozmern volnd premenna 1, v kazdom case
t =1,..,T. Ked scitame lavé a pravé strany tychto ohraniceni, dostaneme nasledovni

nerovnost:

T
S (ol Ve + B Xy — A Ko+ 0] Kooy + 0T\ + o Tye + =B T+

t=1

T
—61 Tho + (3 T = 6] D)k + 77 Thy <) 4,
t=1

na ktoru aplikujeme tzv. slabi vetu o dualite, a sice ze hodnota tcelovej funkcie ma-
ximaliza¢nej ulohy je mensia alebo rovna ako hodnota ucelovej funkcie k nej dudlnej
minimalizacnej tlohy [17, str. 171]. Prava strana nerovnosti bude teda i¢elovou funkciou
dudlnej tlohy. Lavé strana nerovnosti vyzera ako téelovd funkcia primérneho modelu,
ktori ked'Ze chceme maximalizovat a vieme, Ze vSetky premenné st nezdporné, tak koefi-

cienty pri premennych v nerovnosti budu isto vicsie alebo rovné ako koeficienty z tucelovej
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funkcie. Tak dostaneme podmienky pre dudlny model, ktory bude vyzerat nasledovne:

T
min Z Uy

{on,Beve b oy =

—Y;TOZt + Xt—l—ﬁt - Kt—r’yt + Kt—r_lét + 1¢t Z Oa

T
IJ Qg Z Ut,
il
—1I ﬁt Z —Ug,
T
—I" 6, > —wy

T
IL (%—1 - 6t) Z Oa

Ir’

T Z wr,

OétZOa 5t207 715207 5t207

Tento model uz iba upravime do prehladnejsiecho tvaru:

T
{at,ﬁt,g{};%}?ﬁ tzl v
YtTOzt — Xt—rﬁt + Kt—r% — K;—_l(st < il
Qp 2> Uy,
B < uy,
01 < wo,
Vi1 < Oy,
Yr 2 wr

OétZO; Bt207 ’725207 515207

t=1,
t=1,.
t=1,
t=2,.
t=1,

T,

Naprogramovany kod v Matlabe je v Prilohe E. Optimalnu hodnotu tcelovej funkcie

dostavame rovnaku ako bola hodnota tcelovej funkcie primarneho modelu, teda 1838.

Podla [18] sa optimdlne hodnoty o, S3;,7:, 0; daju interpretovat ako tiefiové ceny a

optimélna hodnota 1, ako tienovy profit v tienovych cenach. Dualna tloha teda minima-

lizuje sucet tienovych profitov pri podmienkach, ze tienova cena vystupov je vicsia alebo

rovna ako ich realna cena a tienova cena vstupov je mensia alebo rovna ako ich realna

cena.

KedZe v ucelovej funkcii sa minimalizuje stéet v, tak sa d4 ocakdvat, ze aspoil jedna

z nerovnosti (39) bude v optimdlnom riesen{ splnené ako rovnost, a teda ze sa minima-
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lizuje sticet hodnot na lavej strane. Této rovnost predstavuje uréitii oporni nadrovinu
k technologickej mnozine definovanej analogicky ako v (5), len pre dve susediace casové

obdobia.

3.6.3 Medziprodukty v ucelovej funkcii a ich ceny

S konceptom medziproduktov vznikaji otdzky ohladom nacefiovania v tcéelovych fun-
kcidch pri pocitani ndkladov a vynosov. Zamyslame sa nad tromi moZnostami.

Prvou je tuplné vynechanie tychto premennych z tcelovych funkcii. St to sice nejaké
vnutorné procesy firmy, ktoré maju vplyv na jej vysledny zisk, ale v jednotlivych obdo-
biach sa nedaji nejako jasne nacenif ako ndklady alebo vynosy, ¢o je viditelné napriklad
pri koncepte zdsob. Pri ndkupe st suroviny hodnotené ako regulérne vstupy, kedze sa
ocakdva, 7Ze sa v danom ¢ase aspoi ¢ast z nich spotrebuje. AZ ak sa nevyuziji, tak sa
na konci daného obdobia vykdzu ako medziprodukty. V d’alsich obdobiach nijako priamo
nevystupuju v nakladoch ani vo vynosoch. Vynimkou st suroviny, ktoré ostant nepouzité
na konci celého ¢asového horizontu a ktoré firma uz nem4 ako vyuzit. Tie moZze odpredat,
¢o sa odzrkadli v jej vynosoch. Do nékladov zase potrebuje zardtat pociatoéné suroviny,
ktoré vlastnila eSte pred zacatim vyrobného procesu. Teda nas zaujima len cena medzi-
produktov na zaciatku (pri ndkladovom a ziskovom modeli) a na konci (pri vynosovom a
ziskovom modeli).

V ostatnych ¢asoch by sa medziprodukty dali ohodnotit faktorom znehodnocovania, pripadne
nejakymi interne nastavenymi vdhami firmy. Dalo by sa potom uvazovat o modeloch, kedy
je v cieloch zahrnuté minimdalne znehodnocovanie uskladnenych zésob.

Nacenovanie medziproduktov a ich pritomnost v ticelovej funkcii by boli odovodnené v
pripade, kedy by hodnoteny vyrobny faktor bol evidovany iba ako medziprodukt a nikdy
nie ako vstup alebo vystup. Napriklad pri strojoch o¢akévame, Ze ich budeme pouzivat
pocas viacerych obdobi, a teda ich od zaciatku zaradime do medziproduktov, aby sa
nemieali s jednoperiédovymi vstupmi. Potom ale do ndkladov potrebujeme zapocitat
aj ich kipnu cenu, pricom novy stroj moézem dokupit teoreticky v hociktorom ¢asovom
obdobi. Zvysné dve moznosti sa teda venuji pripadu, kedy medziprodukty vystupuju v
ucelovej funkcii.

Druhou moznostou je nacenenie vietkych medziproduktov, vstupov aj vystupov, cenou
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z aktudlneho casového obdobia, ako je to v ndkladovom NG modeli (7)-(14). Medziprodukt
k;_1 je ohodnoteny cenou w;. Tento pristup vychadza z konceptu, ze k;_1 je vstupom v
t-tom obdobi, teda nakladom, a teda ho ,kupime® za sucasnu cenu v tomto obdobi. Z
tohto konceptu, ze vstup sa nacenuje ako naklad a vystup ako vynos v kazdom jednom

obdobi, dostavame nasledovné ucelové funkcie jednotlivych typov modelov:

T
naklady min u, Ty +w, k),
{Az,mt,kt}thl ; ( t Lt t vt )
T
. T T
Vynosy max v, Yo +w, k),
o ma, Z_; (v g0+ w/ k)
T
zisk max Z (v;ryt — utT:vt + th(k‘t — k:t_l)) — wOTk:O + wy k.

{Ae,ze,ye ke by —1
Tento koncept nedava iplne zmysel z dovodu, ze mnozstva medziproduktov na konci
jedného ¢asového obdobia prechadzaji do druhého nezmenené a stale st vlastnené firmou.
Teda kategorizdcia na naklady a vynosy vyznieva ako ze firma sama od seba odkipi vsetky
svoje medziprodukty z predoslého obdobia. Preda ich vsak za cenu w;_; a kipi za cenu
wy.

Iny koncept, ktory sa ponika pri nacenovani sicasnou cenou, je rozdelenie na naklady a
vynosy podla porovndvania tirovn{ medziproduktov v dvoch po sebe idtcich ¢asoch. Tento
ma vSak pravdepodobne uplatnenie iba pri kapitalovych medziproduktoch, ako su stroje,
urcite sa nedd pouzit pri zdsobach surovin. Sti¢asnou cenou sa ohodnoti rozdiel v stave
medziproduktov na zaciatku a na konci tohto ¢asového obdobia, teda w, (k;_; — k;). Ak je
tento vyraz kladny, teda k;_; > k;, znamena to, ze v obdobi ¢ firma stroje predala, teda
je to vynos. Pokial je dany vyraz zdporny, firma pocet strojov navysila, teda ich musela
nakipit, a preto je to naklad.

Tretfou moznostou nacefiovania medziproduktov v icelovej funkeii je ich ohodnotenie
iba cenou z ¢asového obdobia, v ktorom posobia ako vystup. Opit to vychadza z konceptu,
7e vstup sa pokladd za naklad a vystup za vynos. Ked'ze mnozstvo k;_; uz firma vlastn{
z predchadzajiceho obdobia, tak na toto nema ziadne nové vydavky, iba tie z predoslého
obdobia, teda za cenu w;_;. Ak firma robi nejaké zmeny v medziproduktoch v ¢ase t,
bude to za cenu w; a bude to mat vplyv iba na vystupni hodnotu k;, nijako to neovplyvni
vstupni hodnotu k;_;. Teda v Gcelovych funkcidch bude vystupovat dvojica w, k; rovnako

v nakladoch aj vo vynosoch, len s opa¢nym znamienkom, pricom pri ndkladoch pojde sucet
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cez casy t =0,1,...,,T — 1 a pri vynosoch cez t =1, ..., T.

Zrejme vSak v tomto pripade neexistuje jediné spravne riesenie, ked'ze sa dé povedat,
7e pri kazdom type medziproduktov ndm vznikol iny pohlad na situdciu. Celé to teda
zavisi hlavne od konkrétnej interpretacie vsetkych premennych v modeli, teda vstupov,

medziproduktov aj vystupov.
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Zaver

V tejto diplomovej praci sme sa zaoberali modelmi na meranie dynamickej efektivity, ktoré
zohladriuji casovi zdvislost medzi spotrebou vstupov a realizdciou vystupov vyrobnych
jednotiek v priebehu niekolkych ¢asovych obdobi. V prvej kapitole sme na zachytenie
sprenasanych® vstupov zaviedli koncept medziproduktov, ktoré vyjdu ako vystup z predoslého
obdobia a ako vstup vchadzajui do nasledujuceho. Potreba dynamického pristupu je do-
statocne markantnd, ked st v roli medziproduktov kapital alebo tpravové naklady. Sta-
ticky ramec ignoruje dlhodoby vynosny efekt takychto vstupov, ¢im zamedzuje zefektivnenie
¢innosti firmy v dlhodobom horizonte. Ttito tedriu podporuju aj redlne aplikacie publi-
kované v roznych ¢lankoch, napriklad [19], [15], ktoré sme rozpisali v kapitole 2.5 a ktoré
potvrdzuji opodstatnenost pouzivania dynamického konceptu.

V kapitole 2 sme uviedli prehlad niekolkych roznych pristupov k dynamickému kon-
ceptu DEA, ktoré sa doteraz objavili v literature. Blizsie sme sa venovali hlavne modelu
minimalizdcie nédkladov a modelu optimalizacie technickej efektivity, ktoré sme nazvali
nakladovy NG model a FG model vystupnej efektivity. Vysvetlili sme, ze nakladovy NG
model pracuje okrem premennych aj s ich cenami, ktoré teda treba pri jeho pouziti po-
znat pre kazdé casové obdobie vyrobného horizontu. Informécia o cendch nie je potrebna
pri FG modeli vystupnej efektivity, ktory sa zaoberd radidlnym predlzovanim vystupov,
teda vyzerd ako dynamicky ekvivalent standardného BCC vystupného modelu. Oba tieto
modely sme modifikované pouzili v kapitole 3 pri experimentovani s ddtami z clanku [36].

DEA modely st tlohami linedrneho programovania, v ktorom ma doleziti ilohu tedria
duality. Okrem odlisnej interpretécie tlohy moéze byt vyuzitd napriklad pri odvodzovani
Bellmanovej rovnice dynamického programovania, ako sme spomenuli v kapitole 2.3.1.
Niektoré DDEA modely sa daji naformulovat ako tlohy optimélneho riadenia a riesit
metodou dynamického programovania. V tomto pripade to vSak nepovazujeme za vhodné,
ked'Ze skimané modely vieme efektivne vyriegit linedrnym programovanim.

Vsetky testované modely sme konstruovali nad prislusSnou obmenou technologicke;j
mnoziny (5). Dalej sme vo vietkych modeloch mali predpoklad, ze pociatoéna hodnota
medziproduktov je dand, konkrétne rovna ¢asovo prislichajicej hodnote medziproduktov
jednotlivych DMU z dat. Ako sme spomenuli, tento predpoklad odzrkadluje situéciu,

kedy firma disponuje nejakym kapitalom este pred zacatim vyroby a chcela by ho v tomto
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procese zuzitkovat.

Najprv sme sa viac zamerali na modely vyhodnocujice efektivitu na zaklade nakladov
a vynosov rozhodovacich jednotiek. K mierne upravenému nakladovému NG modelu z
kapitoly 2.3.1, sme vytvorili model maximalizédcie zisku (22)-(29) a model maximalizacie
vynosov (30)-(37). Vynosovy model sme navrhli iba ako analégiu k nakladovému, teda
v ucelovej funkcii su vystupy, ktoré model nastavuje na optimalnu droven a fixované su
hodnoty vstupov.

Pri navrhu modelu maximalizacie zisku sme vychadzali z konceptu nakladov a vynosov,
do ktorych sme vSak nezaratavali medziprodukty, ktoré chapeme ako nejaké vnitorné
procesy v ramci firmy. Vynimkou je pociatoény stav medziproduktov, ktory sme zaratali
ako naklad a kone¢ny stav medziproduktov, ktory pre pripad predaja figuruje ako vynos.
Inak je tomu v kapitole 3.6.1, kde sme k modelu maximalizacie zisku uvazovali alternativu
s volnym poéciatoénym stavom medziproduktov, teda model sme nechali, aby ho nastavil
na optimalnu uroven. K tejto modifikdcii s volnym pociatoénym stavom sme dalej v ka-
pitole 3.6.2 odvodili dudlny model, ktorého premenné sa daji interpretovat ako tieniové
ceny a hodnota tucelovej funkcie ako tienovy profit v tychto cenéch.

Upraveny model optimalizicie technickej efektivity neddval dobré vysledky kvoli volnym
medziproduktom. Avsak jeho vyrazna modifikacia, kde sme medziprodukty nastavili na
uroven hodnot z dat, uz nezachytavala ziadnu dynamiku. Teda sme sa dostali k nedyna-
mickému network DEA modelu, ktorym sme sa d’alej nezaoberali.

Pri experimentovani s modelmi ndm vyvstali otdzky ohladom zaradenia medzipro-
duktov do nakladov a vynosov, kvoli ich nacenovaniu. Ohladom nacefiovania sme do-
speli k ndzoru, Ze ked'ze sa pri prechode do nasledujiceho obdobia troveii medzipro-
duktov nijako nemeni, md zmysel priradit im cenu z obdobia, kedy figuruji ako vystup.
Na reprezentdciu ndkladov a vynosov nam ako najrozumnejSia prisla moZnost nacenit
sticasnou cenou zmenu urovne medziproduktov, teda rozdiel vystupnej a vstupnej tirovne,
cize w, (ki1 — k¢). Tento vyraz podla nds najlepsie reprezentuje realne naklady pripadne
vynosy z medziproduktov v danom casovom obdobi t. Vsetko to vSak zavisi hlavne od

konkrétnej interpretacie premennych v modeli.
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Priloha A

Model minimalizacie nakladov

% vstupy

X1=[10 30 20 30 30 10 30 20]; % I x N

X2=[11 33 22 33 33 11 33 22];

X3=[12 36 24 36 36 12 36 24];

X4=[13 39 26 39 39 13 39 26];

% vystupy

Y1=[50 150 50 100 150 100 100 100]; % J x N

Y2=[50 150 100 120

Y3=[50 150 150 150

Y4=[50 150 180 180

% medziprodukty
KO=[10 15 30 10
K1=[10 20 30 15
K2=[10 25 30 20
K3=[10 30 30 25
K4=[10 35 30 30

15
20
25
30
35

135 90 180 40];

120 40 95 150];

105 35 200 100];

10 10
10 20
10 30
10 40
10 50

% vymyslene ceny vstupov

ul=[3]; %1 x1I
u2=[2];
u3d=[4];
u4=[5];

10]; % vymysleny pociatocny stav
10]; # L x N

10];

10];

10];

% vymyslene ceny medziproduktov

w0=[6];
wi=[4]; % 1 x L
w2=[3];
w3=[1];
w4=[2];
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T = 4; % pocet casovych obdobi

N = length(X1(1,:)); % pocet DMU

I = length(X1(:,1)); % pocet vstupov

J = length(Y1(:,1)); % pocet vystupov

L = length(K1(:,1)); % pocet medziproduktov

% 1 x (N+I+L)*T ucelova funkcia

Hh
I

[zeros(1,N) ,ul,wl,...
zeros(1,N),u2,w2, ...
zeros(1,N),u3,w3, ...
zeros(1,N) ,ud,w4d];

% ohranicenie sucet lambda = 1

blok = [ones(1,N),zeros(1,I),zeros(1,L)];

Aeq = blkdiag(blok,blok,blok,blok) ;

beq = [ones(T,1)];
% ohranicenie lambda >= 0, x >= 0, k >= 0

1b = repmat (0, (N+I+L)*T,1);

for o = 1:N

kO = KO(:,0); % L x 1

b ot=1

Al = [-Y1,zeros(J,I),zeros(J,L);
X1,-eye(I),zeros(I,L);
-K1,zeros(L,I),eye(L);
KO,zeros(L,I),zeros(L,L)];

bl

[-Y1(:,0);zeros(I,1);zeros(L,1);k0]; % k_O na pravej strane
h t=2

A2 = [-Y2,zeros(J,I),zeros(J,L);

X2,-eye(I),zeros(I,L);

-K2,zeros(L,I),eye(L);

K1,zeros(L,I),zeros(L,L)];
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b2 = [-Y2(:,0);zeros(I,1);zeros(L,1);zeros(L,1)];

% t=3

A3 = [-Y3,zeros(J,I),zeros(J,L);
X3,-eye(I),zeros(I,L);
-K3,zeros(L,I),eye(L);

K2,zeros(L,I),zeros(L,L)];

b3 = [-Y3(:,0);zeros(I,1);zeros(L,1);zeros(L,1)];

h t=4

A4 = [-Y4,zeros(J,I),zeros(J,L);
X4,-eye(I),zeros(I,L);
-K4,zeros(L,I),eye(L);
K3,zeros(L,I),zeros(L,L)];

b4 = [-Y4(:,0);zeros(I,1);zeros(L,1);zeros(L,1)];

% (J+I+L+L)*T x (N+I+L)*T

A = blkdiag(A1,A2,A3,A4);

riadky_t = length(A2(:,1)); % J+I+L+L

stlpce_t length(A2(1,:)); % N+I+L

% doplnenie k_t-1 okrem casu 1, kde je dane kO a je na pravej strane

for t = 2:T

A((riadky_t*(t-1)+J+I+L+1): (riadky_t*(t-1)+J+I+L+L),

(stlpce_t*x(t-2)+N+I+1): (stlpce_t*(t-2)+N+I+L)) = -eye(L);

end

b = [bl;b2;b3;b4];

[x,fval] = linprog(f,A,b,Aeq,beq,1b,[]1,[],[1);

ucelovka(o) = fval + wOxkO;

skutocne_naklady(o) = f*x[zeros(N,1);X1(:,0);K1(:,0);...
zeros(N,1);X2(:,0);K2(:,0) ;...
zeros(N,1);X3(:,0);K3(:,0);...
zeros(N,1);X4(:,0);K4(:,0)] + wO*kO;

celex(:,0) = x;

lambda(:,0) = [x(1:N);...

50



x((1+stlpce_t*1): (N+stlpce_t*1));...
x((1+stlpce_t*2) : (N+stlpce_t*2));...
x((1+stlpce_t*3) : (N+stlpce_t*3))];
vstup(:,0) = [x((N+1): (N+I));...
x((N+1+stlpce_t*1): (N+I+stlpce_t*1));...
x((N+1+stlpce_t*2): (N+I+stlpce_t*2));...
x((N+1+stlpce_t*3) : (N+I+stlpce_t*3))];
medziprodukt(:,0) = [x((N+I+1):stlpce_t);...
x((stlpce_t+N+I+1): (stlpce_t*2));...
x((stlpce_t*2+N+I+1): (stlpce_t*3));...
x((stlpce_t*3+N+I+1): (stlpce_t*4))];

end

hcelex % (N+I+L)*T x N

lambda % N*T x N

vstup % I*T x N

medziprodukt 7 L*T x N

min_naklady = ucelovka % 1 x N cez cas scitane naklady pre jednotlive DMU
skutocne_naklady

pomer = min_naklady./skutocne_naklady

efektivita = (min_naklady./skutocne_naklady) ./max(min_naklady./skutocne_naklady)

Vysledky

lambda =

0.3776 0.0000 0.1271 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000
0.6224 0.0000 0.3729 0.2500 0.0000 1.0000 0.0000 1.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.7500 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
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.0000
.2872
.0000
.0000
.0000
.0000
.7128
.0000

O O O O O o o o o

.0000

(I

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O O o o

.0000

[E

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

SO O O O o o o

.0000

vstup =
10.0000
11.0000
12.0000
13.0000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.3333
.6667
.0000
.0000
.0000
.6667
.0000
.0000
.0000
.0000
.3333
.0667
.0000
.6667
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o o

.2667

30.0000
25.6667
24.0000
25.1333

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O o o o

.0000

—

.0000
.0000
.0000

o O O

.0000

—

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O o o o

.0000

S

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

o O O O O

.0000

15.0000
33.0000
24.0000
26.0000

.0000
.1658
.0000
.0000
.0000
.0000
.0842
.7500
.0000

O O O O O o o o o o

.0000

[

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

SO O O O o o o o

.0000

(I

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

oSO O O O o

.0000

25.0000
27.5000
36.0000
26.0000
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.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.5000
.5000
.0000
.3000
.0000
.4231
.0000
.0000
.0000
.0000
.2769
.5769
.0000
.4231
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o o

.0000

30.0000
22.0000
20.4000
18.5000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

o O O o o o

.0000

[

.0000
.0000
.0000
.6867
.0000
.0000
.0000
.0000
.3133
.0000
.0000
.5996
.0000
.0000
.0000
.0000
.4004
.0000

O O O O O O O O O O O o o o o o o o

.0000

10.0000
11.0000
12.0000
13.0000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O o o o

.0000

[

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

oSO O O O o o o

.0000

[EY

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O O o o

.0000
1.0000
0.0000

30.0000
33.0000
36.0000
39.0000

.0000
.3497
.0000
.0000
.0000
.0000
.6503
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O O O O O O O o o o o o o

.0000

[

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

o O O o o o o

.0000

[EE

.0000

10.0000
11.0000
24.0000
26.0000



medziprodukt =

10.0000 16.6667  20.0000 17.5000 15.0000 10.0000  20.0000  10.0000
10.0000 23.3333 30.0000 25.0000 18.4615 10.0000 30.0000  10.0000
10.0000 23.3333 30.0000 30.0000 18.4615 10.0000 40.0000 10.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

min_naklady =

305.0000 613.0000 717.0000 639.0000 531.9462 305.0000 765.0000 418.0000

skutocne_naklady =

326 840 810 760 840 325 865 490

pomer =

0.9385 0.7298 0.8852 0.8408 0.6333 0.9385 0.8844 0.8531

efektivita =

1.0000 0.7776 0.9432 0.8959 0.6748 1.0000 0.9424 0.9090
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Priloha B

Model maximalizacie zisku

% vstupy

X1=[10 30 20 30 30 10 30 20]; % I x N

X2=[11 33 22 33 33 11 33 22];

X3=[12 36 24 36 36 12 36 24];

X4=[13 39 26 39 39 13 39 26];

% vystupy

Y1=[50 150 50 100 150 100 100 100]; % J x N

Y2=[50 150 100 120

Y3=[50 150 150 150

Y4=[50 150 180 180

% medziprodukty
KO=[10 15 30 10
K1=[10 20 30 15
K2=[10 25 30 20
K3=[10 30 30 25
K4=[10 35 30 30

15
20
25
30
35

135 90 180 40];

120 40 95 150];

105 35 200 100];

10 10
10 20
10 30
10 40
10 50

% vymyslene ceny vstupov

ul=[3]; %1 x1I
u2=[2];
u3d=[4];
u4=[5];

/» vymyslene ceny vystupov

vi=[5]; % 1 x J
v2=[3];
v3=[4];
v4=[2];

10]; % vymysleny pociatocny stav
10]; # L x N

10];

10];

10];

% vymyslene ceny medziproduktov

w0=[6];
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wi=[4]; % 1 x L

w2=[3];

w3=[1];

wi=[2];

T = 4; % pocet casovych obdobi

N = length(X1(1,:)); % pocet DMU

I = length(X1(:,1)); % pocet vstupov

J = length(Y1(:,1)); % pocet vystupov

L = length(K1(:,1)); % pocet medziproduktov
% 1 x (N+J+I+L)*T ucelova funkcia

f = [zeros(1,N),vl,-ul,zeros(1,L), ...

zeros(1,N),v2,-u2,zeros(1,L),...
zeros(1,N),v3,-u3,zeros(1,L), ...
zeros(1,N),v4,-ud,wé];

% ohranicenie sucet lambda = 1

blok = [ones(1,N),zeros(1,J),zeros(1,I),zeros(1,L)];

Aeq = blkdiag(blok,blok,blok,blok) ;

beq = [ones(T,1)];
% ohranicenie lambda >= 0, y >= 0, x >= 0, k >= 0

1b = repmat (0, (N+J+I+L)*T,1);

for o = 1:N

kO = KO(:,0); % L x 1
b ot=1

Al

[-Y1,eye(J),zeros(J,I),zeros(J,L);
X1,zeros(I,J),-eye(I),zeros(I,L);
-K1,zeros(L,J),zeros(L,I),eye(L);
KO, zeros(L,J) ,zeros(L,I),zeros(L,L)];
bl

[zeros(J,1) ;zeros(I,1) ;zeros(L,1) ;k0];
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h t=2

A2 = [-Y2,eye(J),zeros(J,I),zeros(J,L);
X2,zeros(I,J),-eye(I),zeros(I,L);
-K2,zeros(L,J) ,zeros(L,I),eye(L);
K1,zeros(L,J) ,zeros(L,I),zeros(L,L)];

b2 = [zeros(J,1);zeros(I,1);zeros(L,1);zeros(L,1)];

% t=3

A3 = [-Y3,eye(J),zeros(J,I),zeros(J,L);
X3,zeros(1,J),-eye(I),zeros(I,L);
-K3,zeros(L,J) ,zeros(L,I),eye(L);
K2,zeros(L,J),zeros(L,I),zeros(L,L)];

b3 = [zeros(J,1);zeros(I,1);zeros(L,1);zeros(L,1)];

b t=4

A4 = [-Y4,eye(J),zeros(J,I),zeros(J,L);
X4,zeros(1,J),-eye(I),zeros(I,L);
-K4,zeros(L,J) ,zeros(L,I),eye(L);
K3,zeros(L,J) ,zeros(L,I),zeros(L,L)];

b4 = [zeros(J,1);zeros(I,1);zeros(L,1);zeros(L,1)];

% (J+I+L+L)*T x (N+J+I+L)*T
A = blkdiag(A1,A2,A3,A4);

riadky_t = length(A2(:,1)); % J+I+L+L

stlpce_t = length(A2(1,:)); % N+J+I+L

for t = 2:T % doplnenie k_t-1

A((riadky_t*(t-1)+J+I+L+1): (riadky_t*(t-1)+J+I+L+L),
(stlpce_t*x(t-2)+N+J+I+1): (stlpce_t*(t-2)+N+J+I+L)) = -eye(L);

end

b = [bl;b2;b3;b4];

[x,fval] = linprog(-f,A,b,Aeq,beq,1b,[],[1,[1);

ucelovka(o) = —-fval - wO*kO;

skutocny_zisk(o) = f*x[zeros(N,1);Y1(:,0);X1(:,0);zeros(L,1);...

zeros(N,1);Y2(:,0);X2(:,0);zeros(L,1);...
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zeros(N,1);Y3(:,0);X3(:,0);zeros(L,1);...
zeros(N,1);Y4(:,0);X4(:,0);K4(:,0)] - wO*xkO;

celex(:,0) = x;

lambda(:,0) = [x(1:N);...
x((1+stlpce_t*1): (N+stlpce_t*1));...
x((1+stlpce_t*2): (N+stlpce_t*2));...
x((1+stlpce_t*3): (N+stlpce_t*3))];
vystup(:,0) = [x((N+1): (N+J)); ...

x((N+1+stlpce_t*1): (N+J+stlpce_t*1));...
x((N+1+stlpce_t*2) : (N+J+stlpce_t*2));. ..
x((N+1+stlpce_t*3) : (N+J+stlpce_t*3))];
vstup(:,0) = [x((N+J+1): (N+J+I));...
x((N+J+1+stlpce_t*1) : (N+J+I+stlpce_t*1));....
x((N+J+1+stlpce_t*2) : (N+J+I+stlpce_t*2)) ;...
x((N+J+1+stlpce_t*3) : (N+J+I+stlpce_t*3))];
medziprodukt(:,0) = [x((N+J+I+1):stlpce_t);...
x((stlpce_t*1+N+J+I+1): (stlpce_t*2));. ..
x((stlpce_t*2+N+J+I+1): (stlpce_t*3));...
x((stlpce_t*3+N+J+I+1): (stlpce_t*4))];

end

hecelex % (N+J+I+L)*T x N

lambda % N*T x N

vystup % J*T x N

vstup % I*T x N

medziprodukt 7% L*T x N

max_zisk = ucelovka % 1 x N cez cas scitany optimalny zisk pre jednotlive DMU
skutocny_zisk % 1 x N cez cas scitany realny zisk pre jednotlive DMU

pomer = skutocny_zisk./max_zisk

efektivita = (skutocny_zisk./max_zisk)./max(skutocny_zisk./max_zisk)
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Vysledky

lambda =

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.5000 0.5000 0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.5000 0.5000 0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
vystup =

100.0000 150.0000
180.0000 180.0000
150.0000 150.0000
180.0000 180.0000
vstup =

30.0000  30.0000
33.0000  33.0000
24.0000  24.0000
26.0000  26.0000
medziprodukt =
20.0000  20.0000
30.0000  30.0000
30.0000  30.0000
30.0000  30.0000
max_zisk =

1.0e+03 *

1.6180 1.8380

skutocny_zisk =

495

pomer =

0.3059

1585

0.8624

0.0000
0.0000
0.0000

150.0000
180.0000
150.0000
180.0000

30.0000
33.0000
24.0000
26.0000

20.0000
30.0000
30.0000
30.0000

1.7480

1060

0.6064

0.0000
0.0000
0.0000

100.0000
180.0000
150.0000
180.0000

30.0000
33.0000
24.0000

26.0000

20.0000
30.0000
30.0000
30.0000

1.6180

1325

0.8189

29

0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
150.0000 100.0000
180.0000 180.0000
150.0000 150.0000
180.0000 180.0000
30.0000  30.0000
33.0000  33.0000
24.0000 24.0000
26.0000 26.0000
20.0000 20.0000
30.0000  30.0000
30.0000  30.0000
30.0000  30.0000
1.8380 1.6180
1330
0.7236 0.4913

0.0000
0.0000
0.0000

100.0000
180.0000
150.0000
180.0000

30.0000
33.0000
24.0000

26.0000

20.0000
30.0000
30.0000
30.0000

1.6180

795

0.8436

0.0000
0.0000
0.0000

100.0000
180.0000
150.0000
180.0000

30.0000
33.0000
24.0000
26.0000

20.0000
30.0000
30.0000
30.0000

1.6180

1365

0.6489



efektivita =

0.3548 1.0000 0.7032 0.9496 0.8391 0.5698 0.9783 0.7525

60



Priloha C

Model maximalizacie vynosov

% vstupy

X1=[10 30 20 30 30 10 30 20]; % I x N
X2=[11 33 22 33 33 11 33 22];

X3=[12 36 24 36 36 12 36 24];

X4=[13 39 26 39 39 13 39 26];

% vystupy

Y1=[50 150 50 100 150 100 100 100]; % J x N
Y2=[50 150 100 120 135 90 180 40];

Y3=[50 150 150 150 120 40 95 150];

Y4=[50 150 180 180 105 35 200 100];

% medziprodukty

KO=[10 15 30 10 15 10 10 10]; % vymysleny pociatocny stav
K1=[10 20 30 15 20 10 20 10]; % L x N
K2=[10 25 30 20 25 10 30 10];

K3=[10 30 30 25 30 10 40 10];

K4=[10 35 30 30 35 10 50 10];

% vymyslene ceny vystupov
vi=[5]; h 1 xJ

v2=[3];

v3=[4];

vad=[2];

% vymyslene ceny medziproduktov
w0=[6];

wi=[4]; % 1 x L

w2=[3];

w3=[1];

wa=[2];
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T = 4; 7 pocet casovych obdobi

N = length(X1(1,:)); % pocet DMU

I = length(X1(:,1)); % pocet vstupov

J = length(Y1(:,1)); % pocet vystupov

L = length(K1(:,1)); % pocet medziproduktov
% 1 x (N+J+L)*T ucelova funkcia

f = [zeros(1,N),vli,wl,...

zeros(1,N),v2,w2, ...
zeros(1,N),v3,w3, ...
zeros(1,N),v4,w4d];

% ohranicenie sucet lambda = 1

blok = [ones(1,N),zeros(1,J),zeros(1,L)];

Aeq = blkdiag(blok,blok,blok,blok);

beq = [ones(T,1)];
% ohranicenie lambda >= 0, y >= 0, k >= 0

1b = repmat (0, (N+J+L)*T,1);

for o = 1:N

kO = KO(:,0); %L x 1

h o t=1

Al = [-Y1,eye(J),zeros(J,L);
X1,zeros(I,J),zeros(I,L);
-K1,zeros(L,J) ,eye(L);
KO,zeros(L,J) ,zeros(L,L)];

bl = [zeros(J,1);X1(:,0);zeros(L,1);k0]; % k_O na pravej strane

h t=2

A2 = [-Y2,eye(J),zeros(J,L);
X2,zeros(I,J),zeros(I,L);
-K2,zeros(L,J) ,eye(L);

K1,zeros(L,J),zeros(L,L)];
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b2 = [zeros(J,1);X2(:,0);zeros(L,1);zeros(L,1)];
% t=3

A3 = [-Y3,eye(J),zeros(J,L);
X3,zeros(I,J),zeros(I,L);
-K3,zeros(L,J) ,eye(L);

K2,zeros(L,J) ,zeros(L,L)];

b3 = [zeros(J,1);X3(:,0);zeros(L,1);zeros(L,1)];
h t=4
A4 = [-Y4,eye(J),zeros(J,L);
X4 ,zeros(1,J) ,zeros(I,L);
-K4,zeros(L,J) ,eye(L);
K3,zeros(L,J) ,zeros(L,L)];
b4 = [zeros(J,1);X4(:,0);zeros(L,1);zeros(L,1)];

% (J+I+L+L)*T x (N+J+L)*T

A = blkdiag(Al1,A2,A3,A4);

riadky_t = length(A2(:,1)); % J+I+L+L

stlpce_t length(A2(1,:)); % N+J+L

for t = 2:T % doplnenie k_t-1 okrem casu 1, kde je dane kO a je na pravej strane

A((riadky_t*(t-1)+J+I+L+1): (riadky_t*(t-1)+J+I+L+L),

(stlpce_t*(t-2)+N+J+1) : (stlpce_t*(t-2)+N+J+L)) = -eye(L);

end

b = [bl;b2;b3;b4];

[x,fval] = linprog(-f,A,b,Aeq,beq,1b,[],[],[]1);

ucelovka(o) = -fval;

skutocne_vynosy(o) = fx[zeros(N,1);Y1(:,0);K1(:,0);...
zeros(N,1);Y2(:,0);K2(:,0) ;...
zeros(N,1);Y3(:,0);K3(:,0);...
zeros(N,1);Y4(:,0);K4(:,0)];

celex(:,0) = x;

lambda(:,0) = [x(1:N);...

x((1+stlpce_t*1): (N+stlpce_t*1));...
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x((1+stlpce_t*2): (N+stlpce_t*2));...
x((1+stlpce_t*3): (N+stlpce_t*3))];
vystup(:,0) = [x((N+1): (N+J));...
x((N+1+stlpce_t*1): (N+J+stlpce_t*1));...
x((N+1+stlpce_t*2) : (N+J+stlpce_t*2));...
x((N+1+stlpce_t*3) : (N+J+stlpce_t*3))];
medziprodukt(:,0) = [x((N+J+1):stlpce_t);...
x((stlpce_t+N+J+1): (stlpce_t*2));...
x((stlpce_t*2+N+J+1): (stlpce_t*3));...
x((stlpce_t*3+N+J+1): (stlpce_t*4))];

end

hcelex % (N+J+L)*T x N

lambda % N*T x N

vystup % J*T x N

medziprodukt 7 L*T x N

max_vynosy = ucelovka % 1 x N cez cas scitane vynosy pre jednotlive DMU
skutocne_vynosy

pomer = skutocne_vynosy./max_vynosy

efektivita = (skutocne_vynosy./max_vynosy)./max(skutocne_vynosy./max_vynosy)

Vysledky

lambda =

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.5000 0.2500 0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.5000 0.2500 0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 0.0000 0.5000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.5000
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.5000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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medziprodukt =

10.0000  20.0000
10.0000  30.0000
10.0000  30.0000
10.0000  36.6667

max_vynosy =
1.0e+03 =*
1.1700 2.5367

skutocne_vynosy =

800 2355

pomer =

0.6838 0.9284

efektivita =

0.7273 0.9875

15.0000
20.0000
20.0000
20.0000

2.0900

1810

0.8660

0.9211

20.0000
30.0000
30.0000
36.6667

2.2867
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0.8856

0.9419
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Priloha D

Model maximalizacie zisku s volnym poéiatoénym stavom

% vstupy

X1=[10 30 20 30 30 10 30 20]; %» I x N

X2=[11 33 22 33 33 11 33 22];

X3=[12 36 24 36 36 12 36 24];

X4=[13 39 26 39 39 13 39 26];

% vystupy

Y1=[50 150 50 100 150 100 100 100]; % J x N

Y2=[50 150 100 120

Y3=[50 150 150 150

Y4=[50 150 180 180

% medziprodukty
KO=[10 15 30 10
K1=[10 20 30 15
K2=[10 25 30 20
K3=[10 30 30 25
K4=[10 35 30 30

15
20
25
30
35

135 90 180 40];
120 40 95 150];
105 35 200 100];

10 10 10]; % vymysleny pociatocny stav
10 20 10]; % L x N

10 30 10];

10 40 10];

10 50 10];

% vymyslene ceny vstupov

ul=[3]; %1 x1I
u2=[2];
u3=[4];
u4=[5];

% vymyslene ceny vystupov

vi=[6]; % 1 xJ
v2=[3];
v3=[4];
va=[2];

% vymyslene ceny medziproduktov

w0=[6];
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wi=[4]; % 1 x L

w2=[3];

w3=[1];

w4=[2];

T = 4; 7 pocet casovych obdobi

N = length(X1(1,:)); % pocet DMU

I = length(X1(:,1)); % pocet vstupov

J = length(Y1(:,1)); % pocet vystupov

L = length(K1(:,1)); % pocet medziproduktov

% 1 x L+(N+J+I+L)*T ucelova funkcia

'_h
I

[-w0,zeros(1,N),vl,-ul,zeros(1,L),...
zeros(1,N),v2,-u2,zeros(1,L),...
zeros(1,N),v3,-u3,zeros(1,L), ...
zeros(1,N),v4,-ud,wi];

% ohranicenie sucet lambda = 1

blokl = [zeros(1l,L),ones(1,N),zeros(1,J),zeros(1,I),zeros(1,L)];

blok = [ones(1,N),zeros(1,J),zeros(1,I),zeros(1,L)];

Aeq = blkdiag(blokl,blok,blok,blok);

beq = [ones(T,1)];

% ohranicenie lambda >= 0, y >= 0, x >= 0, k >= 0

1b = repmat (0,L+(N+J+I+L)*T,1);

ht=1
Al = [zeros(J,L),-Y1,eye(J),zeros(J,I),zeros(J,L);
zeros(I,L), X1,zeros(I,J),-eye(I),zeros(I,L);
zeros(L,L),-K1,zeros(L,J) ,zeros(L,I),eye(L);
-eye(L), KO,zeros(L,J),zeros(L,I),zeros(L,L)];
h t=2
A2 = [-Y2,eye(J),zeros(J,I),zeros(J,L);
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X2,zeros(I,J),-eye(I),zeros(I,L);
-K2,zeros(L,J) ,zeros(L,I),eye(L);
K1,zeros(L,J),zeros(L,I),zeros(L,L)];

% t=3

A3 = [-Y3,eye(J),zeros(J,I),zeros(J,L);
X3,zeros(I,J),-eye(I),zeros(I,L);
-K3,zeros(L,J) ,zeros(L,I),eye(L);
K2,zeros(L,J) ,zeros(L,I),zeros(L,L)];

b t=4

A4 = [-Y4,eye(J),zeros(J,I),zeros(J,L);
X4,zeros(I,J),-eye(I),zeros(I,L);
-K4,zeros(L,J) ,zeros(L,I),eye(L);
K3,zeros(L,J) ,zeros(L,I),zeros(L,L)];

% (J+I+L+L)*T x L+(N+J+I+L)*T

A = blkdiag(Al1,A2,A3,A4);

riadky_t = length(A2(:,1)); % J+I+L+L

stlpce_t length(A2(1,:)); % N+J+I+L

for t = 2:T % doplnenie k_t-1

A((riadky_t*(t-1)+J+I+L+1): (riadky_t*(t-1)+J+I+L+L),
(L+stlpce_t*(t-2)+N+J+I+1) : (L+stlpce_t*(t-2)+N+J+I+L)) = -eye(L);

end

b_t = zeros(J+I+L+L,1);
b = repmat(b_t,T,1);

[x,fval] = linprog(-f,A,b,Aeq,beq,1b,[]1,[1,[1);
ucelovka = -fval;
for o=1:N

skutocny_zisk(o) = £x[KO(:,0);zeros(N,1);Y1(:,0);X1(:,0);zeros(L,1);...
zeros(N,1);Y2(:,0);X2(:,0);zeros(L,1);...
zeros(N,1);Y3(:,0);X3(:,0);zeros(L,1);...
zeros(N,1);Y4(:,0);X4(:,0);K4(:,0)];

end
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celex = x;

lambda = [x((L+1):(L+N));...
x(((L+1)+stlpce_t*x1) : ((L+N)+stlpce_t*1));. ..
x(((L+1)+stlpce_t*2): ((L+N)+stlpce_t*2)) ;...
x(((L+1)+stlpce_t*3) : ((L+N)+stlpce_t*3))];
vystup = [x((L+N+1): (L+N+J)) ;...

x((L+N+1+stlpce_t*1) : (L+N+J+stlpce_t*1)) ;...
x ((L+N+1+stlpce_t*2) : (L+N+J+stlpce_t*2));. ..
x((L+N+1+stlpce_t*3) : (L+N+J+stlpce_t*3))];
vstup = [x((L+N+J+1): (L+N+J+I));. ..
x ((L+N+J+1+stlpce_t*1) : (L+N+J+I+stlpce_t*1));.. ..
x ((L+N+J+1+stlpce_t*2) : (L+N+J+I+stlpce_t*2)) ;...
x ((L+N+J+1+stlpce_t*3) : (L+N+J+I+stlpce_t*3))];
medziprodukt = [x(1:L);...
x((1+stlpce_t*1): (L+stlpce_t*1));...
x((1+stlpce_t*2): (L+stlpce_t*2));...
x((1+stlpce_t*3) : (L+stlpce_t*3));. ..
x((1+stlpce_t*4): (L+stlpce_t*4))];

hcelex % L+(N+J+I+L) x N

lambda % N x N

vystup % J x N

vstup % I x N

medziprodukt % L x N

max_zisk = ucelovka % 1 x N cez cas scitany optimalny zisk pre DMU
skutocny_zisk % 1 x N cez cas scitany realny zisk pre jednotlive DMU
pomer = skutocny_zisk/max_zisk

efektivita = (skutocny_zisk/max_zisk)/max(skutocny_zisk/max_zisk)

Vysledky
lambda =
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0.0000

vystup =
150.0000
180.0000
150.0000
180.0000

vstup =
30.0000
33.0000
24.0000
26.0000

medziprodukt =
15.0000
20.0000
30.0000
30.0000
30.0000

max_zisk =

1.8380e+03

skutocny_zisk =

495 15685 1060 1325 1330 795 1365 1050

pomer =

0.2693 0.8624 0.5767 0.7209 0.7236 0.4325 0.7427 0.5713

efektivita =
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0.3123 1.0000 0.6688 0.8360 0.8391 0.5016 0.8612 0.6625
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Priloha E

Dudlny model k modelu maximalizacie zisku s vol'nym poéiatoénym stavom

% vstupy

X1=[10 30 20 30 30 10 30 20]; % I x N
X2=[11 33 22 33 33 11 33 22];

X3=[12 36 24 36 36 12 36 24];

X4=[13 39 26 39 39 13 39 26];

% vystupy

Y1=[50 150 50 100 150 100 100 100]; % J x N
Y2=[50 150 100 120 135 90 180 40];

Y3=[50 150 150 150 120 40 95 150];

Y4=[50 150 180 180 105 35 200 100];

% medziprodukty

KO=[10 15 30 10 15 10 10 10]; % vymysleny pociatocny stav
K1=[10 20 30 15 20 10 20 10]; % L x N
K2=[10 25 30 20 25 10 30 10];

K3=[10 30 30 25 30 10 40 10];

K4=[10 35 30 30 35 10 50 10];

% vymyslene ceny vstupov
ul=[3]l; % 1 x1I

u2=[2];

u3=[4];

ud=[5];

% vymyslene ceny vystupov
vi=[5]; % 1 x J

v2=[3];

v3=[4];

v4=[2];

% vymyslene ceny medziproduktov

w0=[6];
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wi=[4]; % 1 x L

w2=[3];

w3=[1];

wi=[2];

T = 4; % pocet casovych obdobi

N = length(X1(1,:)); % pocet DMU

I = length(X1(:,1)); % pocet vstupov

J = length(Y1(:,1)); % pocet vystupov

L = length(K1(:,1)); % pocet medziproduktov

% 1 x (J+I+L+L+1)*T ucelova funkcia

Hh
I

[zeros(1,J) ,zeros(1,I),zeros(1,L),zeros(1,L),ones(1,1),...
zeros(1,J) ,zeros(1,I),zeros(1,L),zeros(1,L),ones(1,1),...
zeros(1,J) ,zeros(1,I),zeros(1,L),zeros(1,L),ones(1,1), ...
zeros(1,J),zeros(1,I),zeros(1,L),zeros(1,L),ones(1,1)];

% ohranicenie alpha >= 0, beta >= 0, gamma >= 0, delta >= 0, psi volne

1b = repmat([zeros(J+I+L+L,1);-Inf],T,1);

% t=1

Al [Y1.”,-X1.’,K1.’,-K0.’ ,-ones(N,1);

-eye(J) ,zeros(J,I),zeros(J,L),zeros(J,L),zeros(J,1);
zeros(I,J) ,eye(I),zeros(I,L),zeros(I,L),zeros(I,1);
zeros(L,J) ,zeros(L,I),zeros(L,L),eye(L,L),zeros(L,1); % w0
zeros(L,J) ,zeros(L,I),-eye(L),zeros(L,L),zeros(L,1)];

bl

[zeros(N,1);-v1;ul;w0;zeros(L,1)];

b t=2

A2 = [Y2.’,-X2.7,K2.7,-K1.’,-ones(N,1);

-eye(J) ,zeros(J,I),zeros(J,L),zeros(J,L),zeros(J,1);
zeros(I,J),eye(I),zeros(I,L),zeros(I,L),zeros(I,1);

zeros(L,J) ,zeros(L,I),-eye(L) ,zeros(L,L),zeros(L,1)];
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b2 = [zeros(N,1);-v2;u2;zeros(L,1)];
% t=3

A3 [Y3.’,-X3.7,K3.’,-K2.7 ,-ones (N, 1);
-eye(J) ,zeros(J,I),zeros(J,L),zeros(J,L),zeros(J,1);
zeros(I,J),eye(I),zeros(I,L),zeros(I,L),zeros(I,1);

zeros(L,J) ,zeros(L,I),-eye(L),zeros(L,L),zeros(L,1)];

b3 = [zeros(N,1);-v3;u3;zeros(L,1)];
b t=4
A4 = [Y4.’,-X4.’ ,K4.’ ,-K3.’ ,-ones(N,1);

-eye(J) ,zeros(J,I),zeros(J,L) ,zeros(J,L),zeros(J,1);
zeros(I,J) ,eye(I),zeros(I,L),zeros(I,L),zeros(I,1);
zeros(L,J) ,zeros(L,I),-eye(L) ,zeros(L,L),zeros(L,1)];

b4 = [zeros(N,1);-v4;ud;-wl];

% L+(N+J+I+L)*T x (J+I+L+L+1)x*T

A = blkdiag(A1,A2,A3,A4);

stlpce_t = length(A2(1,:)); % J+I+L+L+1

riadky_t length(A2(:,1)); % N+J+I+L

for t = 2:T % doplnenie delta_t+1

A((riadky_t*(t-1)+1): (riadky_t*(t-1)+L),
(stlpce_t*(t-1)+J+I+L+1): (stlpce_t*(t-1)+J+I+L+L)) = eye(L);

end

b = [bl;b2;b3;b4];

linprog(f,A,b, [1,[1,1b,[1,01,01);

fval;

[x,fvall]

ucelovka

celex X;

alpha = [x(1:J);...

x((1+stlpce_t*1): (J+stlpce_t*1));. ..
x((1+stlpce_t*2): (J+stlpce_t*2));. ..
x((1+stlpce_t*3): (J+stlpce_t*3))];
beta = [x((J+1): (J+I)) ;...

x((J+1+stlpce_t*1): (J+I+stlpce_t*1));...
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x((J+1+stlpce_t*2): (J+I+stlpce_t*2));...
x((J+1+stlpce_t*3) : (J+I+stlpce_t*3))];

gamma = [x((J+I+1):(J+I+L));. ..
x((J+I+1+stlpce_t*1): (J+I+L+stlpce_t*1));....
x((J+I+1+stlpce_t*2): (J+I+L+stlpce_t*2));. ..
x((J+I+1+stlpce_t*3): (J+I+L+stlpce_t*3))];
delta = [x((J+I+L+1):(J+I+L+L)); ...

x((stlpce_t*1+J+I+L+1) : (J+I+L+L+stlpce_t*1));...
x((stlpce_t*2+J+I+L+1) : (J+I+L+L+stlpce_t*2));...
x((stlpce_t*3+J+I+L+1) : (J+I+L+L+stlpce_t*3))];
psi = [x(stlpce_t*1);...
x(stlpce_t*2);...
x(stlpce_t*3);...

x(stlpce_t*4)];

hecelex % (J+I+L+L+1)*T x N
alpha % J*T x N

beta % I*T x N

gamma 7% L*T x N

delta % L*T x N

psi % 1*T x N

ucelovka

Vysledky

alpha =
5.0000
3.0000
4.0000
2.0000

beta =

7



3.0000
2.0000
4.0000
5.0000

gamma =
23.2895
5.2956
9.3690
2.0000

delta =
6.0000
23.2895
5.2956
9.3690

psi =
1.0e+03 *
1.0358
0.1671
0.6262
0.0089

ucelovka =

1.8380e+03
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