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Abstrakt

PUZAROVA, Patricia: Analytické a numerické metédy ocenovania shout opcii, Diplo-
mova praca, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informa-
tiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: prof. RNDr., Daniel Sevcovic,
DrSc., Bratislava, 2020, 51 s.

Nie je to mélo rokov odkedy Iudi zacalo lakat zhodnocovanie svojho majetku. Zacali inves-
tovat najprv do komodit, neskor do akcii, ¢ indexovych fondov prostrednictvom réznych
typov finanénych derivatov. Coraz viacej Iudf sa zaujima o to ako zarobif z investovania
vlastnych financii, ¢o vedie k novsim a novsim spekuldcidm ako si poistit budici zisk.
V tejto diplomovej praci sa budeme zaoberat jednym konkrétnym finanénym néstrojom,
ktorym su tzv. shout opcie. Budeme sa venovat vybudovaniu teoretického zékladu pre
ocenovania opcii od tych najjednoduchsich typov, cez zlozitejsie az sa dopracujeme k sa-
motnému ocenovaniu shout opcii. Nasledne sa pokisime o modifikaciu tohto derivatu,
ktory budeme nazyvat modifikovand shout opcia. V prvej kapitole ¢itatelovi poskytneme
zékladny prehlad o ocenovani opcii. Obsahom druhej kapitoly bude definovanie konceptu
shout opcie a jej numerického ocenovania. Tretia kapitola tejto diplomovej prace sa bude
zaoberat prave modifikidciou danej shout opcie. Na zaver sa budeme v §tvrtej kapitole

venovat porovnaniu ziskanych vysledkov pre ceny spomenutych typov derivatov.

KIicové slova: shout opcie, numerické ocetiovanie, Black-Scholesova parcidlna

diferencidlna rovnica, hranica pred¢asného uplatnenia



Abstract

PUZAROVA, Patricia: Analytical and numerical methods for pricing shout options, Dip-
loma thesis, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; supervisor: prof. RNDr.,
Daniel Sevéovié, DrSc., Bratislava, 2020, 51 p.

It is more than a few years since people began to be attracted by the appreciation of their
property. They began to invest - first in commodities, later in stocks or index funds via
various types of financial derivatives. More and more people are interested in how to make
money from investing their own finances, which leads to aumention of new speculation
on how to ensure future profits. In this diploma thesis we deal with one specific financial
instrument, which are so-called shout options. We focus on building a theoretical basis
for the valuation of options from the simplest types, through the more complex to the
final valuation of shout options. Subsequently, we try to modify this derivative, which we
call the modified shout option. In the first chapter, we provide the reader with a basic
overview of option valuation. The content of the second chapter is the definition of the
concept of shout option and its numerical valuation. The third chapter of this diploma
thesis deals with the modification of the shout option. Finally, in the fourth chapter we

compare the obtained results for the prices of the mentioned types of derivatives.

Keywords: shout options, numerical solution, Black-Scholes partial differential

equation, free-boundary problems
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Uvod

Ludi odjakziva ldkali peniaze resp. vyska hodnoty ich majetku a zaujimali sa o témy
tykajice sa obchodovania, finan¢nictva ¢i inej formy manipuldcie s peniazmi resp. ma-
jetkom. Z toho dovodu zac¢ali uz v dédvnej minulosti vznikat rozne druhy tzv. finanénych
derivatov t.j. kontraktov, odvodenych resp. zavislych od hodnoty podkladovych aktiv. V
minulosti predstavovali podkladové aktiva hlavne komodity (hotové vyrobky), v dnesnej
dobe sa zvykni pouzivat ako podkladové aktiva skor akcie, akciové indexy, dlhopisy, ne-

hnutelnosti a iné.

Coraz viacej ludf sa zaujima o finanéné trhy a mozny zarobok z investovania penazi, ¢o
vedie k novsim a novsim spekuldcidm ako si poistit mozny zisk. Hodnoty podkladovych
aktiv s nestdle a vedia sa poriadne rozkolisat, ¢o zakolise aj s moZnym ziskom resp.
stratou majitela derivatu. Rozumny investor preto prirodzene vyhladava nejaky nastroj,
ktorym by vedel znizit mieru rizika moznej straty resp. nizsieho zisku. Takymto finanénym

nastrojom su napriklad opcie.

Okrem najjednoduchsich typov opcii tzv. plain vanilla options, vzniklo pocas rokov
este mnoho d'alsich ako si bariérové, 4zijské, perpetudlne, bindrne opcie a iné. Jednym z
novsich typov opcii si tzv. ohlasovacie opcie (ang. shout options), ktorych kipou vlastnik
ziska moznost urcitého ,zisku navyse® oproti zdkladnym typom opcii. Tdto vyhoda m4
prirodzene za dosledok zvysSenie ceny takejto opcie oproti zdkladnym typom opcii, ¢o
bude jednym z predmetov skimania tejto diplomovej prace. Dalsim cielom préce bude
definovat vlastny typ opcie. Pojde iba o mali tpravu v definicii shout opcie, ¢fim vsak
vznikne tplne novy druh derivitu, ktory budeme oznacovat pojmom modifikovand shout

opcia. Teda d'alsim cielom prace bude skimat cenovii tiroven takto definovanej opcie.

V prvej kapitole ¢citatelovi poskytneme na zdklade [2], [4] a [5] zdkladny prehlad o
opciach a uvedieme ho do problematiky ocenovania takychto derivatov. Z [2] definujeme

pojem americkej opcie, ¢o bude neskor tvorit zaklad pre koncept shout opcie podla [1].
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Obsahom druhej kapitoly bude teda definovanie konceptu shout opcie, jej numerického
ocenovacieho modelu a vlastnosti za pomoci ¢lanku [1]. Tretia kapitola tejto diplomovej
prace ingpirovand ¢ldnkom [6] sa bude zaoberat prdve modifikdciou danej shout opcie,
opisom rozdielov s klasickou shout opciou, ale aj ich spoloénymi vlastnostami. Vo stvrtej
kapitole sa budeme venovat porovnaniu ziskanych vysledkov pre ceny spomenutych troch
typov derivatov. Okrem toho sa pozrieme aj na optimalne uplatnenie takychto opcii a to

konkrétne na hranicu pred¢asného uplatnenia opcii, definovani v [2] alebo [4].



1 Uvod do sveta opcii

Ako je v [4, p. 16] uvedené, pojmom opcia rozumieme pravo (nie povinnost) predat alebo
kipit podkladové aktivum v hodnote S za vopred dohodnuti tzv. exspiracni cenu E a
vo vopred dohodnutom case exspiracie 1. Uzavretim takéhoto kontraktu vznika pravde-
podobnost, Ze majitel danej opcie bude profitovat z podkladového aktiva (ozn. PA) v
budticnosti. Za takyto benefit si od neho vypisovatel opcie moze pytat tzv. opénd prémiu
t.j. poplatok za kipu prislusnej opcie, ¢o budeme v tejto praci oznacovat pojmom cena
opcie. Ako sa do¢itame ¢i uz v [1], [2] alebo [4], hodnota opcie je funkciou zavislou od
podkladového aktiva S, exspiracnej ceny E, casu do exspiracie t, volatility podkladového
aktiva o, vynosu podkladového aktiva r a dividendovej miery D (pokym podkladové
aktfvum vypldca nejaké dividendy). V tejto praci budeme tiito hodnotu uvazovat ako
funkciu premenlivi vzhladom iba na cenu podkladového aktiva S a ¢as t do exspirdcie
T. Ostatné premenné uvazujeme iba ako parametre funkcie. Preto cenu opcie budeme

oznacovat ako V' (S,t).

Podla typu uzavretého obchodu rozoznivame dva typy opcii:

e Call - v pripade, ze ide o kipu prava na kiupu podkladového aktiva

e Put - v pripade, Ze ide o kiipu prava na predaj podkladového aktiva

Podla ¢asu uplatnenia opcie rozoznavame dalsie dva typy opcii:

e Eurépska - opciu je mozné uplatnit len v ¢ase exspirdcie T

e Americka - opciu je mozné uplatnit kedykolvek do ¢asu exspiracie T

Uvazujme teraz pripad call opcie, ktora vyplaca spojité dividendy a predpokladajme, ze
sa nachddzame v ¢ase exspirdcie 7. Ak S > E, tak majitel opciu uplatni, teda vyuzije
pravo kupit si od vypisovatela dané PA, lebo jeho hodnota S je vyssia ako td, za aki ju
bude nakupovat podla kontraktu. Cize na tom usetri. Pomyselna vyplata z tohto obchodu

je v tom pripade S — E. Naopak, ak je S < F, tak sa majitelovi neoplat{ uplatnit prévo na
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kipu, lebo by zaplatil viacej penazi za ziskanie daného aktiva ako je v aktualnej situacii
nutné. V pripade neuplatnenia opcie je teda vyplata nulova. Podobnymi tivahami by sme
ukézali vztahy pre Put opciu. V [4, p. 49] je definovand vyplata v case exspirdcie T' (ang.

payoff), ktord ma vlastnik opcie, z jej uplatnenia v danom case 7' ako:

max(S — F,0) v pripade Call opcie
visT) =" ) vsel,o), (1)

max(E — S,0) v pripade Put opcie
pricom S je, v tomto pripade, neznama hodnota PA v ¢ase T'. Vidime, ze takyto predpis

splita vyssie uvedeni tvahu. Na Obr. 1 a Obr.2 zobrazujeme grafické znazornenie danych

funkecii.
15 15

- 10 - 10

a 2

> 5 > 5

O L T T T T T T T O L T T T T T T T
0O 5 10 15 20 25 30 0O 5 10 15 20 25 30
S S

Obr. 1: Vyplatny diagram call opcie pre Obr. 2: Vyplatny diagram put opcie pre

hodnotu parametra E = 15 hodnotu parametra E = 15

Ako je ukdzané v [4, p. 37|, na zaklade myslienky P = S + § - V t.j. vytvorenia si
portfélia v hodnote P tvoreného jednym aktivom v hodnote S a ¢ opciami v hodnote
V, a sledovanim jeho zmeny v ¢ase t, vieme odvodit tzv. Black-Scholesovu parciidlnu

diferencidlnu rovnicu pre oceiovanie akéhokolvek druhu opcii:

oV ov 1, ,0V? B
at—l—(r—D)S&ng2US852—7"/—0, (2)

pricom konkrétny typ opcie sa ur¢i zadanim payoffu, t.j. terminélovej podmienky, V (S, T).
Parameter r predstavuje bez-rizikovii tirokovi mieru, D dividendovii mieru a o? disperziu

PA. Podotykame, ze v tejto praci uvazujeme pripad r > D.

1.1 Ocenovanie eurdpskej call opcie

Eurdpske opcie st jeden z madla druhov opcii, ktorych hodnota sa d4 vypocitat analy-

ticky, ¢o je velkou vyhodou oproti ostatnym. Na najblizsich riadkoch sa dopracujeme k
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tvaru explicitného rieSenia a nédsledne venujeme pozornost aj numerickému modelovaniu
ceny danej call opcie. Na zaklade toho budeme potom schopni premostit na ocefiovanie

americkych typov opcii.

1.1.1 Explicitné riesenie

Kedze uvazujeme eurépsku call opciu, vieme, Ze jej payoff je dany vztahom (1), teda
uloha, ktorej rieSenim dostaneme ocenovaciu formulu pre cenu tejto opcie, je nasledovna:
oV av 1 oV?

— 4+ (r=D)S—=+ 0"~ —rV =0
ot as 20 " 092 VS €[0,00) Vt€[0,T].  (3)

V(S,T) = max(S — E,0)
Rovnako ako v [4, p. 49-51], vyuzitim transformdcie premennych = = ln(%), T=T—1
a aplikovanim znamej transformécie u(z,7) = eV (e, T — 1), prevedieme Black-

Scholesovu parcialnu diferencialnu rovnicu na rovnicu vedenia tepla:

or 2 0x2 Ve eR Vre[0,7], (4)

kde funkcia w(z,T) predstavuje transformovani cenu opcie a «, [ si parametre za-
bezpecujice transformaciu prave na rovnicu vedenia tepla. VSimnime si, ze terminalova
podmienka V' (S, T) sa transformaciou zmenila na poc¢iatoéni podmienku u(z,0), ¢o bolo
cielom takto zvolenej transformdcie. Z tohto systému sa vyuzitim Greenovho vzorca, defi-
novanom v [4, p. 51], dopracujeme k nésledovnému explicitnému vzorcu pre vypocet

ceny europskej call opcie:

V(S,t) =S e PT0d(d) — E-e " TY0(dy)

d_ln(%)+(r—D+"—;)(T—t) L W) (=D 1) (5)
b oV —t 2T

pricom ®(x) predstavuje distribuéni funkciu normélneho normovaného rozdelenia. In-
tuitivne vysvetlenie daného vysledku moézeme priblizit ekonomickou interpretdciou po-
mocou tedrie tirokovania. Pokym majitel opcie v ¢ase T otakdva zisk z daného kontraktu

vo vyske S — E tak ocakava, ze sa mu peniaze investované kipou opcie zhodnotia do
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vysky S — E. V tom pripade by za dany kontrakt mal v aktudlnom okamihu ¢ zaplatit

diskontovanu sumu ocakavaného zisku.

1.1.2 Numerické rieSenie

Okrem analytického rieSenia uvazujme este druhy sposob ocenovania eurépskych opcii,
konkrétne numerické modelovanie danej ilohy (3). V tomto pristupe postupne ocenujeme
derivat vzhladom na rézne ceny PA po jednotlivych ¢asovych vrstvach zac¢inajic od ¢asu
exspiracie T, v ktorom poznédme hodnotu terminélovej podmienky V' (S, T'), az sa dopracu-
jeme k ¢asu ¢t = 0. Aby sme mohli pouZit numerické vypoéty potrebujeme tlohe (3) urcit
okrajové podmienky. PouZijeme extrémne pripady vzhladom na cenu PA. Pokial bude
mat ani opcia, ktord sa k nemu viaze, ¢ize plati:

V(0,6)=0  Vtelo,T).

Druhym extrémom je S — oco. Avsak kvoli numerickému rieSeniu potrebujeme uviest
koneéni hodnotu, preto zvolime dostatoéne velkid hodnotu S,,qz, ktord bude predstavovat
aproximaciu nekonecna. Urcite plati, ze S, > F, teda payoff v case t = T je Sje — E >
0. Ked'Zze chceme cenu PA vyjadrit vSeobecne v ¢ase t, tak musime payoff diskontovat do

casu t. Z toho dovodu vyzera druhd okrajovd podmienka ako:
V(Smaz:t) = Smaze PT™) — Be T Spaz — 00 YVt € (0,7T).

Potom cenu eurépskej call opcie, ktora vyplaca spojité dividendy ziskame nu-

merickym rieSenim nasledovnej tlohy:

oV vV 1, 0V B

V(S,T) = max(S — FE,0)
V(Smam7 t) = Sm(me*D(T*t) — Ee*T(T—t)

V(0,t) =0, VS €[0,00) Vt € [0,T].

Opit vyuzijeme postupnost transformécii premennych z = ln(%), r=T—-tau(x,7)=
e BTV (% T — 1), ako v pripade analytického riesenia, ¢fim dostaneme uz znamy systém

(4) rozsireny o okrajové podmienky:

13



u(xmaw, 7') = F. 6(a+1)ﬂ77nam+(5—D)T _E. eaivma:c-‘rﬂT

W(Zmin, 7) = 0, Vo e R, VT € [0,T].

KedZe transformovand premennd z je definovand ako ln(%), tak okrajovi podmienku pre
S = 0, nemdzeme priamo vyjadrit dosadenim nuly za hodnotu S, lebo by sme nedostali
koneéni hodnotu, ¢o by sme numericky nemali ako vyriesif. Preto musime tito hodnotu
aproximovat dostatoéne malou hodnotou PA blizkou nule, t.j. Sy, — 0. Potom z definicie
premennej x, je jasné, ze ¢im mensiu si zvolime Startovaciu hodnotu PA, tym bude trans-
formovana premenna z stale zapornejsou, t.j. X, — —00. Z toho dovodu je v systéme
(7) okrajova podmienka vyjadrend cez bod Zp.

Nésledne urobme diskretizaciu tlohy (7) na n + 1 cenovych deliacich bodov z; a m
casovych deliacich bodov 7;, v ktorych budeme aproximovat hodnoty pre dany systém.

Nech pre tieto body plati, Ze si rovnomerne rozmiestnené, t.j.:
Tit1 = T+ h Vi=0,1,2,...,n
Tiy1 = Tj+k Vi=0,1,2,...,m—1.
Nech uf predstavuje transformovant cenu derivatu v cenovom deliacom bode z; v ¢asovej

vrstve 7;. Potom vyjadrime parcidlne derivacie v rovnici vedenia tepla pomocou konecnych

diferencii ako:

J Jj—1 2 J J J
u; — U _U_'ui+1_2ui+ui—1 —0
k 2 h?
7’ e . /. ~ . ~ 7’ 2
Prenasobenim rovnice hodnotou k, preskupenim ¢lenov rovnice a oznacenim vy = ‘z’—hlj,

dostavame:
J J Jj i1
—yul_y + (1 +2y)u] —yul, =u] .
Prepisanim do maticového tvaru dostavame predpis implicitnej numerickej ocenovacej

metédy pre eurdpsku opciu:

At = + Vi=0,1,2,....m—1

Wl = A+ AW Vi=0,1,2,...,m—1,

14



pricom matica A a vektor b vyzeraji nasledovne (pre detailnejsi popis vid [4, p. 173]):

142y —v 0 0 APt
-y 1+2y - 0 0 0
A=1 o0 —y 142y =y - 0|, V=
0
0 0 —y 142y —v A WIHL

Vysledkom rieSenia takejto stustavy je cena opcie zndzornena na nasledujicom grafe.

10

_— Cena opcie

_— Payoff

i ; i ;
5 10 15 20
S

Obr. 3: Cena eurdpskej call opcie, ktord vyplaca dividendy, v ¢ase t = 0 s parametrami
E=10,r=0.15, D =0.09, c = 0.2 a T = 1 porovnand s vyplatnym diagramom danej opcie v
T.

1.2 Ocenovanie americkej call opcie

V tejto casti stale uvazujeme call opciu, ktord vyplaca spojité dividendy. Postup ocenovania
americkych opcif je podobny ako pri oceniovani eurépskych opcif, avsak ako sa d4 ocakavat,

benefit mozZnosti uplatnenia opcie kedykolvek pocas celej doby do exspirdcie v ¢ase t = T

sposobuje zopar zmien. Konkrétne sposobuje vznik pojmov okamzity payoff a hra-
nica predcasného uplatnenia opcie, ktoré si v tejto kapitole opisSeme a vysvetlime.
Dosledkom tohto benefitu je taktiez zmena formuldcie tilohy (3) a tym aj zmena volby
numerickej metédy vhodnej na ocenovanie takéhoto derivatu. Touto metédou bude Gauss-

Seidelova PSOR metéda.
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1.2.1 Okamzity payoff

Ako mozeme vidief na Obr. 3, cena eurdpskej call opcie v pripade vypldcania dividend
moze spadnit pod payoff, ¢o potvrdzuje aj [4, p. |. KedZe v oceniovacom modeli (3) sme
limitovani na uplatnenie opcie iba v ¢ase T, tak tito vlastnost nemusime nijako brat do
tivahy. Avsak v pripade americkej call opcie to sposobuje arbitraznu prilezitost, ktort de-

monstrujeme pomocou prikladu na nasledujicom Obr.4. Uvazujme americku call opciu,

Obr. 4: Teoreticka cena eurdpskej call opcie vyplacajicej dividendy prislichajica ¢asu t = 0.5

porovnand s vyplatnym diagram danej opcie v rovnakom c¢ase t = 0.5.

ktora by sa ocenovala rovnako ako eurépska call opcia. Nech ide o opciu s exspiraciou o 1
rok, t.j. T = 1 a dohodnutou exspira¢nou cenou 50 EUR, t.j. E = 50 . Dalej nech je cena
PA o pol roka 80 EUR, t.j. S = 80. Potom payoff danej opcie o pol roka je rozdiel tychto
dvoch cien, teda 30 EUR, ¢o vidime aj v grafe na Obr.4 zobrazené modrou prerusovanou
¢iarou. Nech vypocitand cena danej americkej call opcie o pol roka, t.j. V(80,0.5), je me-
nej ako 30 EUR (napr. 27 EUR). To znamen4, Ze sa nachadza pod payoffom, tak ako
ilustrujeme aj v predchédzajicom grafe . V§imavy investor by potom danud opciu urcite
v danom momente kipil a hned aj uplatnil, aby z nej mal isty zisk. Konkrétne by jeho
ziskom bol rozdiel payoffu (t.j. sumy, ktord zarobil na kipe a naslednom predaji PA (30
EUR)) a sumy, ktortt musel zaplatit za dani opciu (27 EUR). To spolu tvori trojeurovy

isty zisk, co je arbitraz.

Vzhladom na tento problém, payoff (1) pre eurépsku opciu neplati v tomto pripade iba v
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case T, ale mal by platit pre kazdy moment ¢ do ¢asu exspirdcie T', teda plati:

max(S — E,0) v pripade Call opcie
V(S) = | ) vt € [0, 77, (8)

max(E — 5,0) v pripade Put opcie

kde S je aktudlna hodnota PA v ¢ase t. Funkciu V(S) potom budeme oznacovat pojmom
okamzity payoff americkej opcie. Ked'Ze dans funkcia je v kazdom ¢case rovnaka, tak

ju budeme povazovat za premenlivii iba vzhladom na hodnotu PA.

1.2.2 Hranica predcasného uplatnenia opcie

Ked7Ze ¢as uplatnenia americkej opcie je Tubovolny, tak je rozumné predpokladat, Ze
uplatnenie prislusnej opcie je pre niektoré hodnoty PA optimalnejsie ako pre iné. V tejto
kapitole sa preto budeme zaoberat tzv. hranicou predc¢asného uplatnenia opcie, ktora
uréuje, od ktorej hodnoty ceny PA je uz vhodné uplatnif opciu. Pre lepsie pochopenie

nasledujuceho vykladu poukazujeme na rozdiel pojmov payoff a celkova vyplata.

Stale plati, ze pojmom payoff oznacujeme vyplatny diagram samotnej call opcie dany
predpisom max(S—F, 0), zatial ¢o pojmom celkov4 vyplata definujeme rozdiel pociatocnej

investicie do opcie, t.j. ceny opcie V (S, t), a jej payoffu.

Na zaklade faktu z predchadzajicej kapitoly o okamzitom payoffe uvadzame na Obr.5
ocakavany graf ceny americkej call opcie prislichajicej ¢asu ¢t = 0. Uvedomme si, ze exs-
piracnd cena E = 10 rozdeluje graf na 2 oblasti. Prvii oblast tvori cena opcie prislichajica
S € [0, E], v nasom pripade S € [0, 10]. Ttito oblast, v grafe oznacent ako Al, nazyvame
stratovou oblastou. Ak by majitel opcie pri takejto cenovej drovni S uplatnil dant opciu,
tak jej vysledny payoff je nulovy, ¢ize by ni¢ neziskal. Navyse by este aj prisiel o peniaze,
ktoré zaplatil za kiipu opcie, t.j. o hodnotu V(.S,0) V.S € [0, 10], teda jeho celkova vyplata
by bola zaporna.

Druh4 oblast prislicha S € (E, c0), v nasom pripade S € (10, 00). Pre tiito oblast, v grafe
oznacent ako A2, plati, Ze payoff opcie je kladny, avSak nazvat ju ziskovou nemoéZeme.
Pokym bude cena opcie vyssia ako vysledny payoff, tak majitel opcie nikdy nebude zis-
kovy, bude iba menej stratovy ako v pripade prvej oblasti. V momente kedy sa cena

americkej opcie nalepi na payoff sa meni charakter celkovej vyplaty majitela opcie zo
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———  Cena americkej opcie

- — - - Payoff americkej opcie

Obr. 5: Vykreslenie ceny americkej call opcie so vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15,
D =0.09, 0 =0.2 aT =1 prisluchajicej t = 0 spolu s jej vyplatnym diagramom a vyznacenim

vyplatnych regiénov.

stratovej na nulovi. Prvia taka cenu PA, pre ktoru sa cena opcie rovna hodnote payoffu,

oznac¢me ako S*. Oblast A2 preto treba este rozdelif ako zobrazujeme na Obr.6.

12 +
———  Cena americkej opcie

- = = - Payoff americkej opcie
° S7(0)

10 +

V(S0)

A3

Obr. 6: Vykreslenie ceny americkej call opcie so vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15,

D =0.09, 0 =0.2 a T =1 prislichajicej t = 0, spolu s bodom napojenia S¢(0).

Oblast A2 je ziZend na interval S € (E,S*) a teda je to oblast kedy majitel opcie
sice ma kladny payoff, ale kvoli vyssim pociatoénym nékladom je stale mierne stratovy.
Tretiu oblast tvoria hodnoty S € [S*, 00), pre ktoré plati, Ze cena opcie sa rovnd hodnote
payoffu, ako moZeme vidief aj na Obr.6. V tejto oblasti je celkova vyplata majitela opcie
sice nulové, ale aspoi sa poistil, Ze na kipe PA neprerobil. Vzhladom na to, Ze pre vietky

hodnoty PA tretej oblasti m& majitel rovnaki celkovi vyplatu, je optimdlne uplatnit opciu
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v momente kedy PA nadobudne hodnotu S*. Kvoli tomu, Ze je to bod, ktory oddeluje
stratové a nestratové oblasti, sa tomuto bodu hovori hranica predéasného uplatnenia
opcie. Je zrejmé, 7ze v pripade S < S* majitel opcie neuplatiiuje dani opciu. Naopak v

pripade S > S* dant opciu tplatni a nemus{ ¢akat az do ¢asu T na jej uplatnenie.

1.2.3 Formulacia tdlohy

V tejto kapitole poukazujeme na zmenu vo formulacii ocenovacej tlohy pre pripad ame-
rického typu opcie. V predchadzajicich dvoch kapitoldch sme ukézali, ze pre kazdu cenu
PA v kazdom ¢ase musf V (S,t) > V(S), aby nenastala arbitrazna prilezitost. Taktiez sme

ukézali, ze pre S > S* vdaka tomu plati rovnost V(S,t) = V(S). Tato skutocnost kazi

vztah (2) a na nasledujtcich riadkoch si ukdzeme preco.

Uvazujme cenu PA pohybujicu sa v intervale S > S* > E. Potom je jasné, ze V(S,t) =
V(S) = S — E. Prislusné parcialne derivacie vystupujice v Black-Scholesovej rovnici si
pre tento pripad nasledovné:

v v oV

Doplnenim danych vzfahov do Tavej strany rovnosti (2) a vyuzitim zndmej vlastnosti

S* > =L (vid [4, p. 157]) dostdvame:

oV oV 1, ,0V? B
E+(T—D)S%+§O’SW—TV—

1
O+(T—D)-S-1+§0252~0—r-(S—E):
r- B

=(r—-D)-S—r(S—E)=r-E-D-S<r-E—-D- D

=0

]

Zaverom je, ze existencia hranice pred¢asného uplatnenia opcie a nalepenie ceny opcie na
payoff od tohto bodu sposobuji, Ze tiloha musi byt rozdelen na dva pripady vzhladom

na to kde sa pohybuje cena PA. Prislusnu formuldciu uvadzame nizsie:

)% ov. 1, ,0V? B - .
at+(r—D)SaS+QUSaSQ—TV—O AN V(S t) > V(S), VS €10,57)
oV oV 1, ,0V? = .

_ = 42 < — ,
5 +(r D)SaS +50 S 552 V<0 A V(S.t)=V(9), VS e [S*, 00)
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Avsak toto znenie vieme jednoducho zapisat ako podmienku linedrnej komplementarity,

teda moZeme napisat tilohu ocenovania americkej opcie formulovani ako:

ov o 1, ,0V? - B
(E—'_(T_D)S%—i_éa S W_TV) : (V(S7t)_V(S)) =0

1% v 1, ,0V?

— - 4+ = V<

o T DS 50 g VS0 (9)

V(S,t) > V(9)
VS € [0, 00) vt € (0,17,

pricom V(S) je v tomto pripade pre kazdu ¢asovid vrstvu rovné V (S, T) = max(S — E, 0).

1.2.4 Numerické rieSenie

V tejto ¢asti sa budeme venovat numerickej aproximacii riesenia na diskretizovanej mriezke
casovych a cenovych bodov, rovnako ako sme to robili pri eurépskych opciach, avsak ten-
tokrat budeme musiet aplikovat na prislusni tlohu (9) ind numerickd metédu. Kedze ide
o tlohu linedrnej komplementarity je vhodné pouzit tzv. Gauss-Seidelovu PSOR met6du.
Opét vyuzime postupnost transformdcii premennych x = ln(%), T=T—tau(x,7) =
e BTV (e* T — 1), ako v pripade predoslych rieseni, ¢im systém (9) prevedieme na:
2 9,2
(5 -25%) e glour)) =0

ou o2 ou? -0
o7~ 202~ (10)

VeeR VreloT],
kde funkcia u(z,T) predstavuje transformovani cenu opcie s parametrami «, [, ktoré
zabezpecuju transformaciu prave na rovnicu vedenia tepla ako v predoslych pripadoch.
Funkcia g(z,7) = Ee®* ™" max(e® — 1,0) predstavuje transformovany okamzity payoff
americkej call opcie. Taktiez upozornujeme na otoc¢enie nerovnosti v tejto transformova-

nej ststave, kvoli ndsobeniu minus jednotkou, vid v detailnom postupe v [4, p. 49].

Aby sme boli schopni dani tilohu vyriesit potrebujeme definovat okrajové podmienky,

ktoré budu startovacimi bodmi pre algoritmus. Rovnako ako v pripade eurépskej opcie
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pouZijeme extrémne hodnoty vzhladom na cenu PA. Stdle plati, Ze pokym je cena PA

nemoze mat ani opcia, ktord sa viaze k danému PA, teda plati:

V(0,6)=0  Vte[0,T]

J
W(Zpmin, 7) =0 V1 € [0,T].

7 rovnakého dovodu ako v pripade eurdpskej call opcie sa argument pociatocnej pod-
mienky zmeni z nuly na z,,;,. Druhym extrémom je S — oo. Avsak kvoli numerickému
rieseniu potrebujeme uviest koneéntt hodnotu, preto zvolime dostatoéne velkd hodnotu
Simaz, kKtord bude predstavovat aproximéaciu nekoneéna. Tito hodnotu potom doplnime do
okamzitého payoffu americkej opcie. Kedze S, je aproximaciou nekonecna, tak urcite

plati Syae > E. Z toho dovodu vyzerd druha okrajova podmienka ako:

V(Smaa:;t) = Smax - E7 Smag; — 00 Vi € [O,T]
U

UW(Tomaz, T) = Eeamm“*m(ea‘"m” - 1), Tmaz — 00 V7 € [0,T7.

Nésledne mozeme tlohu (10) rozsirit o tieto okrajové podmienky, ¢im dostdvame model
pre ocenovanie americkych shout call opcii, ktory je vhodny na implementaciu do

Tubovolného matematického softvéru:

ou o2 ou?
(5 - 7@) (u(w,7) =gz, 7)) =0
o oo
or 2 0x2 —
u(z, 7) > B max(e” — 1,0) (11)

UW(Tomin, 7) =0
u(xmaxa 7—) — E’eoémmaac‘i‘ﬁ'r(exmaz _ 1)

VeeR Vrel0,T].

Takyto model opéit diskretizujeme ako v pripade eurépskych opcii. Teda tilohu budeme

numericky ratat iba v n + 1 cenovych deliacich bodoch x; a m ¢asovych deliacich bodoch
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7;. Pripomenme si, Ze pre spomenuté body plati, Ze si rovnomerne rozmiestnené, t.j.:

Tiv1 = [Ez—f—h Vi:0,1,2,...,n

Tji+1 = Tj—i-k' Vj:0,1,2,,m—1

Oznacenie uf stale pouzivame pre transformovant cenu derivatu v cenovom deliacom bode
x; a v casovej vrstve 7;. Tak isto aj v tomto pripade aplikujeme vyjadrenie parcialnych
derivacii pomocou konec¢nych diferencii, ¢im dostaneme rovnaki maticu A a vektor b ako
v pripade eurdpskej call opcie. Tentokrat vsak budeme na vypocet ceny opcie pre vsetky
hodnoty PA (t.j. deliace body ;) v novej ¢asovej vistve j + 1, t.j. u!™', pouzivat tzv.
Gauss-Seidelovu SOR metodu:
jHptl _ Yo S A d e 3 A dthe 1 — w)dthe
u; A\ ; iz Wy Z;H iz W + ( w)uy

Vp=0,1,2,. ... Pmas: Vi=1,2,...,n, Vji=0,1,2,....,m—1,

kde pre startovaci bod algoritmu plati w/T5° = «/. T4to metdda je detailnejsie opisana
v [4, p. 178-180]. V tejto préci iba naértneme myslienku, ktora je skrytd v tomto vzorci.
Vypocet pre kazdi novi hodnotu ui 1 dostaneme pouzitim niekolkych tzv. mikroiterdcif
w7 ktoré podla [4, p. 178-180] konverguju, k rieseniu u! ', V kazdej tejto mikroiteracif
pouZijeme s véhou w uz vypoéitané cleny vektora u/*! danej mikroiteracie p+ 1, vo vzorci
to predstavuje prvi sumu. Rovnako s vdhou w berieme ndsledujiice éleny vektora u/*!,
ale z predchadzajicej mikroiteracie p, co predstavuje druhd suma vo vzorci. Naopak s

vahou (1 — w) vstupuje do vypoétu hodnota uf+1’p.
Ked do vypoctu zakomponujeme este fakt, Ze dand vypocitand cena nemoéze spadntit pod
hodnotu okamzitého payoffu, tak dostdvame predpis numerickej ocenovacej schémy pre

americku opciu oznacovanu ako projektovand SOR metéda (PSOR metdda):

i—1 n
J+Llp+l ol J+1pt+1 J+lp j+1p
u) = max | b; — Al — A ul +(1—wul™" g,

w 2=0 2=i+1
(12)

kde g; je transformovana hodnota okamzitého payoffu americkej call opcie. Implementaciou
tejto ocenovacej metddy do softvéru R, ziskava cenu americkej call opcie, v takom tvare

ako sa ocakéavalo.
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Obr. 7: Cena americkej call opcie, ktord vyplaca spojité dividendy, v ¢ase t =0 s
parametrami ¥ = 10, » = 0.15, D = 0.09, 0 = 0.2 a T' = 1 porovnana s vyplatnym diagramom
danej opcie v €ase T'. Pouzili sme hodnoty parametrov delenia n = 2000, m = 50. Algoritmus

zbehol najrychlejsie pre hodnotu w = 1.87

Americké opcie mozeme povazovat za jedny zo zdkladnych resp. najjednoduchsich ty-
pov opcii. Preto sa d4 ocakdvat, ze pontikaji nizsiu moznu vyplatu pre ich majitela ako iné
komplikovanejsie typy opcii. Ak by potencidlny investor pozadoval od opcie vyssi mozny
zisk (na tkor vyssich pociatocnych investicif), bolo by prenho vhodnejsie obchodovat s
nejakym typom zlozitejsich opcii. Jednym z tychto zlozitejsich typov st tzv. shout opcie,

ktorymi sa budeme zaoberat v nésledujticej kapitole.
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2 Shout call opcie a ich ocenovanie

V tejto kapitole sa budeme venovat definicii pojmu shout opcia, ktord je akousi ,,nadstav-
bou“ americkej opcie, a vysvetlime problematiku jej ocefiovania. Pre lepsiu prehladnost

danej kapitoly definujme nasledovné oznacenia:

e S - hodnota PA v ¢ase t € (0,7 t.j. pred ¢asom exspirdcie

S - hodnota PA v ¢ase t = T t.j. v Case exspiracie

F - hodnota exspiraénej ceny uzavretej v ¢ase ¢ = 0, t.j. na zaciatku kontraktu

e F - hodnota exspiracnej ceny uzavretej v ¢ase t € (0,7), t.j. v priebehu doby

kontraktu

Vychadzajic z [1] pojmom shout opcia sa oznacuje opcia, ktord ddva jej majitelovi pravo
predéasného uplatnenia kedykolvek do ¢asu exspirdcie 7', pricom oproti americkej opcii
tymto ikonom ziska v danom momente uplatnenia eSte aj eurépsku at-the-money opciu
(t.j. eurépsku opciu, pre ktori plati E = S), ktord je platnd na zvysnom casovom horizonte
do konca exspiracie T. Vdaka tomu ziskava majitel takejto opcie az 2 prileZitosti na
uplatnenie opcie. Prvé uplatnenie opcie moze nastat v fubovolnom ¢ase t, zatial ¢o druht
prilezitost ma az v ¢ase exspiracie T. Spominané prvotné uplatnenie opcie sa v [1] oznacuje
ako ,shout-ovanie“, a tak ho budeme pouzivat aj my v tejto praci. Potom sa v ¢ase ,,shout-
ovania“ dany derivat sprava ako americka opcia, teda aj jeho vyplatny diagram je stéle
rovnaky ako pre americké opcie, t.j. v pripade call opcie max(S — E,0). Z toho vyplyva, ze
majitel danej opcie ,shout-uje“ iba v pripade S > FE, ¢fm nadobudne prvy zisk (oznaéme
Z1) vo vyske S — E. Kedze zaroven s tymto prvotnym ziskom ziskava este eurépsku
opciu s hodnotou exspiraénej ceny E = S (kedze ide o at-the-money opciu), tak ziskava
aj moznost nadobudnit v ¢ase T druhy zisk (ozna¢me Z5) v moznej vyske S — E. V
principe to znamend, Ze pojem ,shout-ovat® mozeme chapat ako uzamknutie si istého
zisku vo vyske Z; v ¢ase t, t.j. v ¢ase prvého uplatnenia opcie, s moznostou dalsicho
budiceho zisku v ¢ase 1" vo vyske Z,.

Z toho je jasné, ze majitel takejto opcie moze dosiahnut vicsi zisk ako v pripade ame-

rickej opcie. Vzhladom na to je takyto derivat pre kupujiceho vzacnejsi a teda ocakavame,
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ze cena shout opcie bude vSeobecne vyssia ako cena americkej opcie. V nésledujicej ka-

pitole si ukazeme, zZe toto nie je iba domnienkou, ale je to matematicky podlozeny fakt.

2.1 Okamzity payoff

KedZe v predchadzajicich ¢astiach sme uvazovali pripad iba call opcii, tak v tom budeme
pokracovat aj nadalej. Ako sme v minulej kapitole naznacili, payoff shout call opcie sa
kvoli jej vlastnostiam musi upravit oproti americkému payoffu. Aby nenastala arbitraz,
tak je potrebné upravit aj funkciu okamzitého payoffu V(.9), aby splital vlastnosti shout
call opcie. Z predchédzajicej kapitoly vieme, ze payoff shout call opcie v kazdom case t je
tvoreny payoffom americkej call opcie zvysenym o hodnotu eurdpskej at-the-money call

opcie. Preto pouzitim (8) a (5) mdzeme tieto vlastnosti vyjadrit nasledovne:
V(S,t) = max(S — E,0) + Se PTDd(d)) — Ee"TDd(d,),

kde ®(z) je distribuénd funkcia normélneho normovaného rozdelenia ndhodnej premennej

X a pre dy, dy platia nasledovné vztahy:

dlzln(%)+(r—D+“§)(T—t) 4, -l )+ (r=D-F)T—t)

oI —t oI —t

Aplikovanim vysSie spomenutej rovnosti £ = S na druhy séitanec dostavame predpis

&l

okamzitého payoffu shout call opcie podobne ako v [1]:
V(S,t) = max(S — E,0) 4+ S - (e PTDd(dy) — e " TDd(dy)), (13)

kde ®(x) je stale distribuéna funkcia normélneho normovaného rozdelenia ndhodnej pre-
mennej X. AvSak kvoli dosadeniu ceny PA namiesto exspiracnej ceny je ¢len ln(g) =0,

teda nastava zmena argumentov tejto funkcie na dy, ds, pre ktoré platia nasledovné vzt ahy:
- (r=D+ )T -t - (r—=D—-2)\WT—t

d1: 2 =
o o

7 takéhoto zapisu je jasné, ze V(S,t) > V(S) VS € [0,00),Vt € [0, T]. Viimnime si, 7e v
pripade shout opcii je, narozdiel od americkych opcii, okamzity payoff zavisly od ceny PA

rovnako ako aj od casu t.
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2.2 Formulacia ulohy

Ako sme uZ spomenuli a opisali v predoslych kapitolach, vd'aka vlastnosti predéasného
uplatnenia je shout opcia v podstate americkou opciou odlisnou iba v tvare okamzitého
payoffu. Z toho dovodu ocakavame, ze tlohu pre ocenovanie shout call opcie moézeme
formulovat pomocou tlohy o linedrnej komplementarite (9) ako v pripade spominanych
americkych opcif. Aby sme mohli dani tlohu takto formulovat, musime overit, ¢i zvoleny
okamzity payoff V (S, t) spfﬁa prislusni nerovnost pre Black-Scolesov oceniovaci vzorec,

teda inymi slovami, ¢i plati:

oV ov. 1, ,0V? _
_— — R — _ < 0.
T + (r D)Sas+205 552 rV <0 (14)

Vdaka linearite Black-Scholesovej rovnice popisanej v [4], mozeme skiimat platnost ne-
rovnosti (14) pre kazdy zo séitancov tvoriacich funkciu V(S,t) osobitne. Z doterajsich
poznatkov z kapitoly 1.2.3 vieme, zZe ¢len max(S — E,0) spiﬁa nerovnost (14) a preto staci

ukédzat, ze viraz V(S,t) = S - (e PT0d(dy) — e "TDd(dy)) tiez splita nerovnost (14).

Tvrdenie: Funkcia V(S,t) = S - (e PTDd(dy) — e T~ (d,)) spliia nerovnost (14).

Dokaz. Pre takto definovanu funkciu plati:

%—‘j = DSe PT-08(d,) + Se PTI98 (d,)(~dy)—
—rSe T 0G(dy) — Se T (dy)(—dy)
% = e_D(T_t)q)(czl) — e_T(T_t)@(CZQ) % =0,
pricom pre dané vyrazy dzl, d:2 platia nasledovné vztahy:
:_(T—D+§) :_T—D—U—; = o
Y o2oVT -t T 20wyT—t P ayT -t
Na zdklade tretieho z uvedenych vzfahov vieme parcialnu derivaciu %—Y upravit do tvaru:
oV

= DSePTNP(dy) — rSe " TP (dy) — Se " TP (d. {L} -
€ ( 1) roe ( 2) € ( 2) 2m




Nésledne si spomenime na vztah Se"PTD®'(d;) — Fe""Y®'(dy) = 0, odvodeny v [4,
p. 65]. Ked doiiho dosadime E = S, tak ako uvazujeme v tejto kapitole, dostdvame rovnost

S(e"PT-09"(dy) — e "T-Dd'(dy)) = 0. Potom je jasné, ze vyraz v éervenom ramiku je

v

%S¢ vieme zjednodusene vyjadrit nasledovne:

nulovy a teda parcidlnu derivaciu

oV

o = DSe DIND(d)) — rSe T DD(dy) — Se " TID (dy) [

o
2T — J '
Dosadenim prislusnych parcialnych derivacii do lavej strany Black-Scholesovej rovnice (2)

dostavame Black-Scholesov funkcional vyjadreny ako:

BV (S,t)] = DSe PT0&(dy) | | —rSe ™ T Dd(dy) | — Se 7T (dy) {2\/#——] +
+rSe PTDd(dy) — DSe PTDd(dy) — rSe T Dd(dy) | |+DSe ™ T DD (dy) |-

—rS - e PTDO(d)) + rSe T Vd(dy) |.

Pozornym okom si vidime, zZe sicet clenov v ¢ervenych ramikoch je nulovy a ¢leny v

modrych ramikoch vieme zjednotif do jedného ¢lena, o znamené, ze B[V (S,t)] ma tvar:

Vzhladom na to, Ze v tejto praci uvazujeme iba pripady, ked r > D, st vsetky ¢leny

prislusného vyrazu kladné alebo nezaporné. Potom minus pred vyrazom, zobrazené v
cervenom ramiku, sposobuje ze:

B[V(S,1)] <0
tak ako sme cheeli ukézaf. Teda funkeia V/(S,t) spiia nerovnost (14). O

Preto mozeme tilohu ocenovania shout call opcie formulovat ako tilohu o linedrne;

komplementarite:

(8_V +(r— )Sa_v L 252% — rv> (V(S,t) =V (S,t) =0

ot 95 952
% oV 1,00
2y 2 _ww<
Frd >Sas 30 Y g5 TV =0 (15)

V(S,t) > V(S, t)
VS € [0, 0) Vit € (0,17,

pricom V' (S,t) je okamzity payoff shout call opcie definovany pomocou (13).
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2.3 Numerické rieSenie

Pretoze shout call opcie ocenujeme rovnakym modelom ako americké call opcie, tak bu-
deme pouzivat aj rovnaky numericky model, ktory sme opisali v kapitole 1.2.4. Jedinou
zmenou, ku ktorej dochadza v tomto numerickom modeli, je zmena okrajovej podmienky

pre Sy — 00, ktori odvodime z okamzitého payoffu:
V(Smazst) = Smaz — B+ Smaz - (e PT00(dy) — e " TD0(dy)) Yt €[0,T).

Potom cenu shout call opcie, ktora vyplaca spojité dividendy, ziskame vyrieSenim lohy:

oV ov. 1, ,0V? v _
(E T (T_D)S%+§O' S W —TV) . (V(S;t) _V<Svt)) =0
ov ov 1 oV?
- —D)S— 4+ =252 — —rV <
o T DS oSG —rV S0

V(S 1) > V(S.4) (16)

V (Smazst) = Smaz — E + Smas - (e PTDd(d)) — e T Dd(dy))
V(0,t) =0, VS e0,00)  Vtelo,T]

Opit je potrebné systém previest do transformovanej podoby, na ktori mozeme aplikovat

PSOR metédu (12):

ou o2 ou?
(E - 7@) (u(z,7) = g(z,7)) =0
o oo
or 2 0x2 —
u(z,7) > g(z, ) (17)

u(xmaza T) = g(xma:m T)

VeeR Vrel0T],

pricom funkcia g(z,T) oznacuje transformovany payoff shout call opcie a vypocitame ju

pomocou nasledovného vzorca:
g(z,7) = Ee®* P max(e® — 1,0) + e*(e P70 (d;) — e ®(dy))].

V nasledujicej kapitole sa pozrieme ako sa zmeni tato funjcia pre analyzu ocenovania

modifikovanej shout call opcie.
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3 Modifikované shout call opcie a ich ocenovanie

KedZe koncept shout opcie nie je tiplnou novinkou na finanénom trhu, nechali sme sa,
ingpirovat ¢ldankom [6] a spravili sme vlastni tpravu v definicii shout opcie. V tejto casti
sa preto zameriame na zmenu vo vypldcani odmeny majitelovi klasickej shout call opcie,
ktorou sme sa zaoberali v kapitole 2. Této zmena bude posobif na prvy pohlad ako drobné
Uprava, avSak sposobi tak vyrazni zmenu v samotnom ocenovani, ze dani opciu uz nie
je spravne oznacovat pojmom shout call opcia. Preto budeme takiito opciu oznacovat
pojmom modifikovana shout call opcia. Na najblizsich riadkoch poskytujeme opis

zmeny vo vyplate majitelovi a ndsledni definiciu modifikovanej shout call opcie.

Opakujeme, ze vyplatou klasickej shout call opcie z kapitoly 2 je vyplata americkej
opcie zvysend o cenu eurdpskej at-the-money call opcie. To znamend, Ze majitel opcie
na zaciatku, v case t = 0, investoval do opcie, ktorej bola stanovenda exspiracna cena v
hodnote F. Avsak shout-ovanim v ¢ase t ziskava opciu, ktorej exspiracnd cena uz nie je F,
ale je to aktudlna hodnota PA v ase t, ¢ize S. Predpokladajme, Ze majitel nie je spokojny
s touto zmenou a chce az do ¢asu exspirdcie T' stavif na povodnou exspiraéni cenu, t.j. na

hodnotu E. Z toho dovodu dochadza ku zmene vyplaty v momente shout-ovania. Teda v

case prvého uplatnenia opcie, t.j. v ¢ase t, dostdva majitel opcie vyplatu americkej call
opcie spolu s oby€ajnou eurdpskou call opciou (nie at-the-money opciou). Vidime, ze
zmena sa javi naozaj iba ako mald tiprava v type eurdpskej opcie, ktori v ¢ase ¢ majitel
ziskava. Avsak ako si ukdzeme v ndsledujicej kapitole, tdto zmena vytvdra majitelovi
arbitraznu prilezitost. Aby sme tomuto zabranili zavedieme povinny priplatok, ktory musi
majitel modifikovanej shout call opcie zaplatit v ¢ase t za moznost shout-ovat v danom
¢ase a tym ziskaf Ziadant eurépsku call opciu. Tento poplatok prirodzene sposobi znizenie
jeho okamzitého payoffu. Vzhladom na to a na fakt, Ze ho v budiicnosti ¢akajui este d alsie
vydavky, ocakavame, ze cena takéhoto modifikovaného derivatu bude nizsia ako povodnej
shout call opcie. Na druhti stranu, kedZe majitel opcie dostava ku klasickému americkému
payoffu max(S — E,0) este nieCo navyse, tak ocakdvame, ze sa cena modifikovanej shout

call opcie bude stale drzat nad cenou americkej call opcie.

Aby sme to zhrnuli, tak pojmom modifikovana shout call opcia rozumieme opciu,
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ktora ddva za Specificky priplatok jej majitelovi pravo predéasného uplatnenia kedykolvek
do ¢asu exspiracie T', pricom tymto ikonom ziska v danom momente uplatnenia este aj

klasicku eurdpsku call opciu.

3.1 Okamzity payoff

Ako sme uviedli v predchddzajicom texte, meni sa typ eurépskej opcie, ktord majitel
modifikovanej shout call opcie dostava pri prvotnom uplatneni oproti klasickej shout call
opcii. Z toho je jasné, ze aby nenastala arbitraz, tak je potrebné znovu upravit aj fun-
kciu okamzitého payoffu V(S,t), aby spfﬁala vlastnosti tentokrat modifikovanej shout
call opcie. Na definovanie okamzitého payoffu modifikovanej shout call opcie pouzijeme

vyjadrenie, z ktorého sme vychadzali uz aj pri klasickych shout call opciach:
V(S,t) = max(S — F,0) 4+ Se PTDd(dy) — Ee " TDd(dy), (18)

kde ®(z) je distribu¢nd funkcia normélneho normovaného rozdelenia ndhodnej premennej

X a pre dy,d, platia nasledovné vztahy:

2

dlzln(%)Jr(r—DJr";)(T—t) g, WE+r=D-5)T-t)

o1 —t o1 —t

Tentokrat uz ni¢ nedosadzame a uvazujeme takyto tvar okamzitého payoffu. Pozrime sa

a1 1>)

vSak na spravanie sa vyplaty v case t bliziacemu sa k ¢asu exspiracie T":

lim V (S, t) = lim (max(S — E,0) + Se PT00(d)) — Ee " T d(dy))

t—T

=max(S — E,0) + Se’®(c0) — Ee’®(00)

=max(S — FE,0)+ 5 - E.

KedZe predpokladéme, Ze majitel je rozumny a shout-uje iba v pripade S > E, tak potom
vyslednym payoffom v ¢ase exspirdcie T' je hodnota 2(S — E). Uvedomme si ale, ze ak
by dany investor neuplatnil opciu predcasne, t.j. neshout-oval by, tak by jeho vyslednym
payoffom bola hodnota iba S — E, pre S > E. Ked'ze sa vysledné hodnoty payoffov nerov-
naji pre pripad so shout-ovanim a bez shout-ovania, tak nastdva arbitrdzna prileZitost.
Teda takyto payoff pre opciu nie je pripustny. Z toho dovodu zavedieme urcity popla-
tok, ktory majitel opcie musi uhradit v ¢ase shout-ovania za benefit ziskania klasickej

europskej opcie.
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Vzhladom na to, Ze potrebujeme, aby vysledny payoff v ¢ase exspirdcie T' mal tvar
max (S — F,0), tak vhodnym priplatkom je S — E. Aby bola uvedena ¢iastka konzistentna
v kazdom case t, tak je potrebné ju diskontovat. Teda ocakdvame, Ze funkcia vyjad-
rujiica velkost priplatku v kazdom ¢ase t je suma (S — E)e™" (7). V skuto¢nosti sa viak
ukézalo, ze spravnym korekénym poplatkom by mala byt suma (S — E)e " T=9®(d,), ¢o
ukazeme neskor v tejto kapitole. Potom pridanim tohto korekéného clena do vyjadrenia

(18), dostavame spravny tvar okamzitého payoffu modifikovanej shout call opcie:

V(S,t) = max(S — E,0) + Se PTDd(d,) — Ee " T Dd(dy) — (S — E)e " T Dd(dy)
— max(S — E,0) + S(e PT0d(d,) — e " T (dy)).
(19)
Porovnanim s payoffom klasickej shout call opcie (13) vidime, ze predpisy si takmer
identické. Jedinym rozdielom, v ktorom sa odlisujui, su hodnoty argumentov ®(z). Po-
dotykame vsak, ze vyraz S(e”P?T=Dd(d;) — e "TH®(d,)) uz nie je eurépskou opciou, iba
jej je velmi podobny. Preto tiito opci oznacujeme ako modifikovant shout call opciu. V

nasledujucich kapitolach si ukédzeme aké zmeny tento nendpadny rozdiel sposobuje.

3.2 Formulacia ulohy

Ked'ze tentokrat ocefiujeme iba o modifikdciu klasickej shout call opcie, tak rovnako
predpokladédme, Ze moZeme pouzit ocenovaci model zaloZeny na rieSeni lohy o linedrnej
komplementarite. Aby sme mohli dani tlohu takto formulovat, musime znovu overit, ¢i
zvoleny okamzity payoff V (S, 1) spiﬁa prislusnt nerovnost pre Black-Scolesov ocefovaci

vzorec, teda inymi slovami, ¢i plati:

a( a[j ]. 2 28[/72 —
; + (r—D)S 5 + 50 S 2 rV <0 (20)

Pre zjednodusenie tlohy rozpisme vzorec (19) nasledovne:
V(S,t) = max(S — E,0) 4+ V(S,t) + (E — 8)e " T=9d(d,),

kde V¢(S,t) je oznacenie pre cenu eurdpskej call opcie definovani vzorcom (5). Vd'aka
linearite Black-Scholesovej rovnice popisanej v [4], mozeme skimat platnost nerovnosti

(20) pre kazdy zo scitancov osobitne. Z doterajsich poznatkov z kapitoly 1.2.3 vieme, ze
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¢len max(S — E, 0) spina nerovnost (20) a z kapitoly 1.1.1, Ze élen Ve°(S, t) dokonca spliia
(2). Potom staci ukézaf, ze vyraz V(S,t) = (E — S)e " TD®(dy) tiez spliia nerovnost
(20).

Tvrdenie: Funkcia V(S,t) = (E — S)e " T~)®(d,) splna nerovnost (20).

Dokaz. 7 kapitoly 1.1.1 vieme, ze cena eurépskej call opcie V¢(S, t) splita Black-Scholesovu
diferencialnu rovnicu, teda inymi slovami vieme, ze Black-Scholesov funkcionél ceny eurdpskej

opcie je nulovy:

B[Ve(S,t)] = B[Se PTVd(d,) — Ee"TYd(d,)] = 0.
Uvazujme nasledovnit funkciu V (S, #):

V(S,t) = VS, t) + Se" T DD (dy) — Se PT=Dd(dy).

ijravou tohto vyrazu dostavame doleZity vztah medzi pomocnou funkciou 1:/(5, t) a nasou

skiimanou funkciou V (S, 1):

V(S,t) = SePTDd(dy) — Ee"TDd(dy) + Se" T Dd(dy) — Se PTDd(d,)
= —(E-8)e'T9d(dy)

= A

V(S,t) = =V(S,t).
Opétovnym vyuzitim linearity Black-Scholesovej rovnice dostavame:

B[V (S,t)] = B[V(S,t)] + B[Se" TV d(dy)] — B[Se PT=Dd(dy)]. (21)

Kedze vieme, ze B[V®(S,t)] je nula, staci zistit aké znamienko maji zvysné 2 ¢leny v

predchédzajicej rovnici.

1. Nech V(S,t) = Se=PT=0d(d,)

Pre takto definovanu funkciu plati:

n(2) = (r— D+ Z)(T —t)

3
2

oV /
— = DSe” P 0d(dy) + Se PTID (d
5 (1) (d1) 20 (T 1)

oV _ by e PI0 (dy)
= o(d

95~ ° (1) + o1 —t
OV e PIND(d) | e PTID(dy)
0S2  SoT —t So*(T 1)
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Ako si moZzeme viimnut, tu sa vyrazne prejavuje prvy vplyv zmeny argumentov dis-
tribucnej funkcie ®(x). Dosadenim prislusnych parcidlnych derivécii do lavej strany

Black-Scholesovej rovnice (2) dostdvame:

B[V (S,t)] = DSe PT=0(dy) | +|Se PT=Dd'(d;)

+(r — D)Se PTDd(dy) |+

2

L| ST ) ||| SerP T (dy)
oVT —t 2(T 1)

—rSe PT=0(dy) |

Stcet clenov v cervenych ramikoch je hned na prvy pohlad nulovy. Vyuzitim vztahu
" (r) = ®'(x)(—2) sa dd ukazat, ze rovnako aj sti¢et ¢lenov v modrych ramikoch

je nulovy. Teda sme ukazali, ze B[Se PT®(d;)] = 0.

. Nech V(S,t) = Se"T=)d(d,)

Pre takto definovanu funkciu plati:

, n(2)—(r—D—2)(T—t
6_V = rSe—r(T—t)(I)(d2> + Se T (ds) n<E> ( 32 )( )
ot 20(T —t)2
oV e TP (dy)
(Tt c - F\%)
a5 ¢ (d2) + Tt

PV eI (dy) N e " T=D" (dy)
0S2  SoT —t So*(T' —t)

Dosadenim prislusnych parcidlnych derivécii do lavej strany Black-Scholesovej rov-

nice (2) dostdvame:

BIV(S, )] = 7Se T 0d(dy) |4 | Se " T (dy)

+ (r—D)Se "I Id(dy) +

2

Se" 0P (dy) % | | Se " T0D" (dy)
oVT —t 2(T —t
—rSe " T (dy)|.

_|_
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Tentokrat sa vynuluji iba 2 vyrazy v éervenych ramikoch. Vyuzitim vzfahu & (z) =
®'(x)(—x) dokdzeme spojif dané 4 vyrazy v modrych ramikoch do jedného jedno-
duchsieho. Teda po zjednoduseni dostaneme:

g

B[V (S,t)] = (r — D)Se "™ Dd(dy) + Se " TP (dy) ——ee > 0

V(T =1t)

Kvoli tomu, Ze v tejto praci uvazujeme pripad, ked r» > D, tak je jasné, Ze dany

vyraz je nezaporny, ¢im sme ukazali, ze B[Se "T=)d(d,)] > 0.
Ked sa teraz vratime k rovnici (21) a doplnime do nej ziskané hodnoty, dostdvame:
BV (S,t)] = 0+ B[Se" " D®(dy)] — 0 = B[Se"T=Yd(dy)] > 0.
Aplikovanim vztahu medzi V (S, ) a V(S, t) dostavame:
B[V (S,1)] <0,
tak ako sme chceli ukdzat. O

Preto mozeme tilohu ocenovania modifikovanej shout call opcie formulovat ako

ulohu o linearnej komplementarite:

oV o 1, ,0V? — B
(815 +(r—D)SaS +30 S 532 —TV) S(V(S,t) = V(S,8) =0
ov o 1, ,0V?
°r —D)SY— 4+ =252 v <
at—i—(r D)SaS+QUSaS2 rV <0 (22)

V(S,t) > V(S,t)
VS € [0, 00) vVt € [0,T],

pricom V(S,t) je okamzity payoff modifikovanej shout call opcie definovany pomocou

(19).

3.3 Numerické rieSenie

Pretoze modifikované shout call opcie ocenujeme rovnakym modelom ako shout call a
americké call opcie, tak budeme pouzivat aj rovnaky numericky model (17), ktory sme

opisali v kapitole 2.3. Opit jedinou zmenou, ku ktorej dochddza v tomto numerickom
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modeli, je zmena okrajovej podmienky pre S,,,. — 00, ktoru definujeme na zaklade

predpisu okamzitého payoffu:
V(Smazst) = Smaz — E + Spaw - (e PT®(dy) — e 7T DD(dy)),  Vt € [0,T].

Potom je jasné, 7ze sa v danom modeli (17) musi zmenit aj funkcia g(z, 1), ktord oznacuje

transformovany payoff modifikovanej shout call opcie nésledovne:

~

g(z,7) = BEe®* P max(e” — 1,0) + * (e P7®(dy) — e T B(ds)),

Treba si dat pozor, pretoze argumenty dy, d» st tentokrat dané vzfahmi:

2

- JJ+(T—D+§)T - x4+ (r—D—-%)T

= ——— b=

V nasledujicej kapitole sa zameriame na vysledky implementécie prislusnej tedrie pre

americké, shout a modifikované shout call opcie do softvéru R.
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4 Porovnanie opcii

V tejto kapitole poskytujeme grafické znézornenia a ¢iselnt interpretaciu numerickych
metod ocenovania americkej, shout a modifikovanej shout opcie, a ich vzajomné porov-
nanie. Pre vSetky spomenuté opcie uvazujeme pripad call opcii. Ako sme uz spominali
predtym, na kazdy zo spominanych derivatov sme aplikovali tzv. PSOR numerickt schému
definovani ako (12), ktora je detailnejsie popisand v [4, p. 178-180]. Metédu sme imple-

mentovali do prostredia softvéru R.

4.1 Krivky cien opcii

Ako prvé opisujeme vysledky vypoctu cenovej krivky pre prislusné opcie. Na Obr.8 vidime
porovnanie kriviek predstavujicich ceny danych troch opcii prislichajuicich ¢asu t = 0.
Inymi slovami vidime grafické zobrazenie toho, akd musi byt cena americkej, shout a

modifikovanej shout call opcie, ked ndm zostdva do exspirdcie este T' ¢asu.

———  Cena americkej opcie

Payoff americkej opcie

Obr. 8: Cena americkej call opcie, shout call opcie a modifikovanej shout call opcie so
vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15, D = 0.09, 0 = 0.2 a T' = 1 porovnané s okamzitym

payoffom americkej opcie.

Vidime, ze graf potvrdzuje domnienku, Ze cena modifikovanej shout call opcie musi byt
vysSia ako cena americkej call opcie, ale zaroven je nizSia ako cena klasickej shout call

opcie. Tento vysledok podporuji aj vysledky zobrazené v tabulke 1:
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S 5 10 15 20 30 40 50

cena opcie
Va(S,0) 0.19 1.00 5.14 10.00 20.00 30.00 40.00
Vs (S, 0) 049 1.30 5.86 11.07 21.60 32.13 42.66
Vs(S,0) 0.80 1.44 6.51 12.01 23.01 34.02 45.02

Tabulka 1: Porovnanie vypoéitanych cien americkej call opcie (V4), shout call opcie (Vs) a
modifikovanej shout call opcie (Vasg) so vstupnymi hodnotami parametrov E = 10, r = 0.15,

D =0.09, 02 =0.2 v éase t = 0.

Dalej si mozeme vsimnut, ze kazda z prislusnych kriviek mé odlisny tvar. Zatial, ¢o cena
americkej a shout opcie si nepochybne konvexnymi funkciami v premennej S, tak krivka
ceny pre modifikovand shout opciu sa tak na prvy pohlad nejavi. Rovnako je vidiet, ze
cena klasickej shout call opcie sa na intervale S € (0, F) pohybuje v relativne vyrazne
vyssich hodnotach ako ceny zvysnych dvoch opcii. Obidve tieto pozorovania st dosledkom
vyskytu ceny eurdpskej opcie v okamzitom payoffe shout a modifikovanej shout call opcie.

V nésledujicej casti sa pozrieme na priebeh okamzitych payoffov pre tieto 2 opcie.

4.1.1 Shout call opcie

Pripomenme si predpis okamzitého payoffu pre shout call opcie (13). Uvedomme si, zZe
argumenty distribu¢nej funkcie d; a dy v tomto pripade nezévisia od 3, ale iba od ¢asu t.
7 toho vyplyva, Ze v danej casovej vrstve ¢, je cely vyraz e PT-0&(d;) — e " TDd(d,)
iba konstantou a preto je cena eurdpskej at-the-money call opcie obyc¢ajnou linedrnou
funkciou v premennej S. Treba si vSak uvedomit, Ze so zmenou ¢asu sa meni aj sklon
tejto linearnej funkcie. Konkrétne s casom ¢ bliziacim sa do exspiracie T' je sklon stale
nizsi a nizsi, ako zobrazujeme na Obr. 9. Ekonomickym vysvetlenim tohto klesania je, ze
¢im sme blizsie k ¢asu exspiracie T, tym ,istejsi“ je vyvoj ceny PA, teda nesieme mensie
riziko ako pre dlhsi ¢asovy tsek, ¢im sa cena eurdpskej opcie znizuje. V nasom priklade
je na pociatku, t.j. v ¢ase t = 0, tdto konstanta rovnd 0.1004369. KedZe na intervale
S € (0, F) je max(S — F,0) = 0, tak okamzity payoff v ¢ase t = 0 je linedrna priamka
so klonom priblizne 0.1, ¢o je vidiet aj na grafe na Obr. 9. Naopak pre S € [E,0), je
max (S — E,0) > 0, teda na tomto intervale sa okamzity payoff meni na linedrnu priamku

so strmejsim sklonom, ¢o zobrazujeme na Obr.10.
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Obr. 9: Cena eurdpskej at-the-money call  Obr. 10: Okamzity payoff shout call opcie so
opcie so vstupnymi parametrami £ = 10, vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15,
r=0.15, D =0.09, 0 = 0.2 aT =1 vykreslena D =0.09, 0 =0.2aT =1 vykresleny v

v réznych ¢asovych vrstvach z intervalu (0,1). roznych ¢asovych vrstvéch z intervalu (0,1).

4.1.2 Modifikované shout call opcie

V tejto casti si spomenme na predpis okamzitého payoffu pre modifikovani shout call
opciu (19). Ako sme si povedali v kapitole 3, tento payoff je tvoreny americkym payoffom
a Clenom, ktory vyrazne pripomina eurdpsku at-the-money call opciu. Pre zjednodusenie

zaved me nésledovné znacenie tohto ¢lena:
P(S,t) = S(e” " 0d(dy) — eI (dy)),

kde pre argumenty distribu¢nej funkcie ®(x) plati:

; W)+ (r =D+ )T —t) ; () +(r—D - )T 1)
e oI —t 2 oI —t '

Tentokrat je dolezité uvedomit si, ze argumenty distribucnej funkcie d; a dy zdvisia aj od S.

e3]1vs)

Z toho vyplyva, ze v danej ¢asovej vrstve ¢, uz nebude P(S,t) iba linedrnou funkciou v
zévislosti od premennej S, ale bude trochu komplikovanejsia. Ako mozme vidief na Obr.
11, funkcia je pre malinké hodnoty S konvexnd, potom sa zmeni na konkavnu, ked sa blizi
k exspiracnej cene, v tomto pripade k hodnote 10 a do tretice sa opét pretoci na konvexni
funkciu rasticu do nekonecna. To je dovodom preco sa krivka ceny modifikovanej shout
call opcie stéle viacej a viacej vzd'aluje od ceny americkej opcie s hodnotou S rasticou

do nekonecna na Obr.8. Rovnako ako v pripade klasickej shout call opcie sa s ¢asom t
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bliziacim sa k exspiracii znizuju hodnoty tejto krivky. Navyse je z grafov na Obr.11 a Obr.
9 ¢itatelné, Ze hodnoty P(S,t) st nizsie ako hodnoty eurdpskej at-the-money call opcie
pre vSetky hodnoty PA. Preto je naozaj vo vysledku cena klasickej shout call opcie vyssia

ako cena modifikovanej shout call opcie, ako ukazuje Obr. 8.

0.0 0.0

Obr. 11: Priebeh funkcie P(S, t) so vstupnymi Obr. 12: Okamzity payoff modifikovanej shout
parametrami E = 10, r = 0.15, D = 0.09, call opcie so vstupnymi parametrami £ = 10,
0 =0.2aT =1 vykresleny v roznych ¢asovych r =0.15, D =0.09, 0 = 0.2 a T' = 1 vykresleny

vrstvach z intervalu (0,1). v réznych ¢asovych vrstvach z intervalu (0,1).

4.2 Hranica predcasného uplatnenia opcie

V tejto kapitole sa vraciame k téme optimalneho predc¢asného uplatnenia opcie, ktoré
sme uz nac¢rtli v kapitole 1.2.2. Teda zaoberame sa oblastami prilepenia na payoff cien
americkej, shout a modifikovanej shout call opcie. Ako sme v predchadzajicej kapitole
uviedli, s meniacim sa casom do exspiracie ¢t sa meni aj okamzity payoff, ¢im sa meni aj
samotnd cena opcii. Z toho vyplyva, ze v kazdom ¢ase t sa bude cena opcie priliepat na
payoff pre ini hodnotu PA, teda bude ind hranica pred¢asného uplatnenia. Preto mozeme,
rovnako ako v [4, p. 152-153] alebo ¢ldnku [3], povazovat ttito hranicu predéasného uplat-
nenia opcie za funkciu zavisli od ¢asu t a oznacime ju ako Sy(t). Na najblizsich strandch
uvedieme vysledky spravania sa hranice predcasného uplatnenia pre americké, shout a

modifikované shout call opcie.
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4.2.1 Americké call opcie

Ako sme uz spominali predtym, cena opcie klesd s rasticim casom t, teda mozeme
ocakdvat, ze aj bod prvého prilepenia na payoff sa bude znizovat. To znamen4, Ze mozme
ocakévat, ze funkcia S;(t) bude klesajicou funkciou. Této domnienka je potvrdend a

zobrazenda na nasledujicom Obr. 13.

214

18.0 q 20 4

S0

19 4

»»»»»»»» HPUpreT=5

18
---- HPUpreT=10

HPR pre T = 20

17 | : |
: '

T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 o 5 10 15 20

Obr. 13: Priebeh funkcie hranice predéasného  Obr. 14: Priebeh funkcie hranice predc¢asného

uplatnenia americkej call opcie so vstupnymi uplatnenia (HPU) americkej call opcie so
parametrami E = 10, r = 0.15, D = 0.09, vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15,
c=02aT=1. D =0.09, 0 = 0.2 a rozne ¢asy exspiracie 7.

Ako si mozeme vSimnuit na Obr. 14 s rasticim ¢asom do exspirdcie T' sa tvar krivky Sy (¢)
zachovéava. Taktiez vidime, Ze hodnota v bode ¢ = 0 narastda coraz menej a menej a to
moze znamenat, Ze sa blizi k svojej limite, oznacme ju S. Ako je uvedené v [1], tato limita
naozaj existuje a je vyjadrend ako:

E
1 —

g:

=

5:2—12 02—2(7"—D)—|—\/4(1"—D)2—|—4(7“—D)02—|—04].
o

Dalsie vlastnosti tejto krivky st zndme a odvodené napriklad v [2],[4] alebo [5], preto sa
nimi velmi nebudeme zaoberat a radSej premiestnime nasu pozornost na vysledky pre

shout call opcie a modifikované shout call opcie.

4.2.2 Modifikované shout call opcie

Aplikovanim predchadzajicej analyzy na modifikované shout call opcie, dostavame zaujimavy

vysledok, zobrazeny na Obr.15. Vidime, ze v tomto pripade vznikaju az dve hranice
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predcasného uplatnenia, teda dve hodnoty PA, poc¢inajic ktorymi je cena modifikova-
nej shout opcie rovna payoffu danej opcie. Okamzity payoff pre tuto call opciu je v po-
rovnani s okamzitym payoffom pre americki call opciu vyrazne prisnejsim ohranicenim.
Dosledkom toho je, Ze cena modifikovanej shout call opcie velmi tesne kopiruje prislusny

payoff a je medzi nimi iba mald odchylka. Kvoli tymto malym cenovym rozdielom je tazké

_— Cena shout opcie

______ Payoff shout opcie

Obr. 15: Vypocitana cena modifikovanej shout call opcie so vstupnymi parametrami £ = 10,
r=0.15, D =0.09, 0 = 0.2 a T = 1 porovnana s jej okamzitym payoffom a vyznatenymi

bodmi napojenia na payoff.

z daného grafu vycitat kedy sa hodnota ceny opcie nalepi na payoff. Pre lepsiu predstavu
prikladame Obr.16 a Obr.17, na ktorych znazornujeme rozdiel ceny opcie a jej prislusného

payoffu v ¢ase t = 0. Na Obr.16 je zobrazeny rozdiel prislusnych kriviek z Obr.6. Ako je z

0.35 -

Kladny rozdiel

aaaaaaaaaaaaa

0.25 4 ; )
Nulovy rozdiel

0.15

0.057 g¢ 1 sf 2
Sf

6 8 10 12
Rozdiel Rozdiel

Obr. 16: Rozdiel ceny americkej call opcie so Obr. 17: Rozdiel ceny modifikovanej shout

vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15, call opcie so vstupnymi parametrami £ = 10,
D =0.09, 0 =0.2aT =1 a jej payoffu v case r=20.15,D=0.09,0=02aT =1 ajej
t=0. payoffu v ¢ase t = 0.
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grafu jasné, v pripade americkej call opcie sa cena rovna payoffu iba na jednom intervale,
zatial ¢o Obr.17 dokazuje, Ze v pripade modifikovanej shout call opcie st takéto inter-
valy dva. Z toho dovodu zavedieme nasledovné oznacenie. Bod napojenia sa na payoff na
intervale (0, F) budeme nazyvat dolnd hranica pred¢asného uplatnenia a oznacime
ho ako S}(t) vt € [0, T]. Bod napojenia sa na payoff na intervale [E, 0o) budeme nazyvat

horna hranica pred¢asného uplatnenia a oznac¢ime ho ako S?(t) vVt € [0,T].

4.2.2.1 Horna hranica pred¢asného uplatnenia

V tejto kapitole sa zameriavame na zobrazenie a vysvetlenie vysledkov spojenych s analyzou
hornej hranice pred¢asného uplatnenia. Vzhladom na to, Ze modifikovand shout call opcia
ma povod v americkej opcii, tak ocakavame, ze priebeh Sfc(t) bude podobny ako v pripade

americkej call opcie. Ako mozeme vidiet na Obr. 18, toto ocakdvanie sa potvrdilo. Teda

11.4

Sf 2()

10.8 -

10.2

Obr. 18: Priebeh hornej hranice predé¢asného uplatnenia modifikovanej shout call opcie so

vstupnymi parametrami £ = 10, » = 0.15, D = 0.09, 0 = 0.2 a T' = 1 na intervale [0, 1].

¢im je aktudlny cas t blizsie k ¢asu do exspirdcie T, tak je optimdlne uplatnit modifi-
kovani shout opciu pri ¢oraz nizsej hodnote PA. Toto je velmi prirodzené, kedZe pre
opciu plati, ze s aktuadlnym ¢asom ¢ bliziacim sa k casu exspiracie T je jej hodnota coraz
nizsia, teda sa skor naliepa na dany payoff. Vyrazny rozdiel oproti americkej call opcii je
vsak v obore hodnot danej krivky. Ak porovname Obr.13 s Obr.18, tak si vSimneme, ze
v pripade casu do exspiracie T" = 1 st hodnoty Sj%(t) ovela nizsie ako v pripade americke;j
hranice pred¢asného uplatnenia S¢(t). To je sposobené prave tym, ako sme uz spominali,
ze okamzity payoff modifikovanej shout call opcie je prisnejsim ohranicenim ako payoff

americkej call opcie tzn. krivka modifikovaného shout payoffu nadobuida vécsie hodnoty
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ako krivka amerického payoffu. Zvysovanim casu do exspiracie T, sa prirodzene hodnoty

20

........ HHPU pre T =5
-——-- HHPU pre T = 10
_ HHPR pre T = 20

18

St 2()

16 - N
14 N

12 .

Obr. 19: Priebeh hornej hranice predéasného uplatnenia (HHPU) modifikovanej shout call
opcie so vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15, D = 0.09, ¢ = 0.2 a meniacim sa

parametrom T € {5,10,20}.

krivky SJ%(t) zvAC¢Sujl, no jej tvar sa zachovava, ako je zobrazené na Obr.19. V porovnani
s americkou call opciou je vSak tento priebeh plynulejsi, bez ndhleho spadu v blizkosti exs-
piracného ¢asu.Ako ale ukazujeme na Obr.20, pre dostatocne velké hodnoty parametera
T sa tvar kriviek uz vyrazne zhoduje s tymi na Obr. 14. Dalej si viimnime, ze rovnako
ako v pripade americkej call opcie sa narast hodnoty bodu S]%(O) stale viacej a viacej

zmensuje a tym vznikd otdzka, ¢i pre hodnotu S%(0) tiez existuje limita alebo nie. V [1]

24

16

------- HHPU pre T = 50
- HHPU pre T = 60
—_— HHPU pre T = 80

12

T T
o 20

Obr. 20: Priebeh hornej hranice predéasného uplatnenia (HHPU) modifikovanej shout call
opcie so vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15, D = 0.09, 0 = 0.2 a meniacim sa
parametrom 7' € {50, 60, 80}.

predpokladaji, Ze vzhladom na to, Ze shout opcia je odvodend z americkej opcie, tak pre
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t — oo bude nadobudat rovnaki limitu ako dand americkd opcia. Na zdklade toho by
sme mohli predpokladat, Ze kedZe nasa modifikovand opcia je tpravou klasickej shout
opcie, tak by tiez mohla nadobidat tito limitu. AvSak touto myslienkou sa v tejto praci

zaoberat nebudeme a zostava otvorena dalsiemu skidmaniu.

4.2.2.2 Dolna hranica pred¢asného uplatnenia

V tejto kapitole sa zameriavame na zobrazenie a vysvetlenie vysledkov spojenych s analyzou
dolnej hranice predc¢asného uplatnenia. Aky bude priebeh S}(t) uz nemozeme predpokla-

dat na zdklade vysledkov americkej opcie, ked'Ze tdto hranica pre nu neexistuje. Pri-

Obr. 21: Porovnanie priese¢nikov ceny opcie so vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15,
D =0.09,0 =0.2aT =1 s jej okamzitym payoffom vykreslenym v roznych ¢asovych vrstvach

z intervalu (0,1).

pomenme si preto priebeh okamzitého payoffu modifikovanej shout call opcie. Na Obr. 21
vidime, Ze s ¢asom t bliziacim sa k ¢asu exspirdcie T sa konkdvna ¢ast grafu, nazvime ju
,kopcek®, Coraz viac a viac posuva smerom doprava. Preto sa aj krivka ceny prislusne;j
opcie naliepa na dany kopcek pre coraz vacsiu hodnotu PA, ako zobrazujeme na Obr. 21,
a to aj napriek tomu, ze v rasticim ¢asom klesa aj cenova krivka danej opcie. Aby sme
tito tedriu este viacej podporili pontikame k nahliadnutiu stbor grafov na Obr.22, ktory
ukazuje, ze klesanie cenovej krivky v ¢ase je naozaj pomalSie ako klesanie okamzitého
payoffu danej opcie. Dosledkom je, ze sa hodnota PA, pre ktoré sa dand cenova krivka
naliepa na spomenuty payoff, stale zvysuje. Z toho dovodu ocakdavame, ze funkcia S}(t)

bude mat opacny charakter v porovnani s funkciou S?(t), teda bude rasticou funkciou.
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Obr. 22: Rozdiel ceny modifikovanej shout call opcie so vstupnymi parametrami £ = 10,
r=0.15, D =0.09, 0 =0.2 aT =1 a jej okamzitého payoffu v roznych ¢asovych vrstvach
te(0,1).

Na grafe na Obr.23 zobrazujeme priebeh funkcie S}(t), ktory tuto domnienku potvrdzuje.

Teda mozeme povedat, Ze pokym sa cena PA nachidza v intervale (0, F), tak ¢im je

majitel danej opcie blizSie k ¢asu exspirdcie T, tym treba, aby sa PA obchodovalo s

vysSou cenou, aby sa mu oplatilo uplatnit opciu.

S 1

Obr. 23: Priebeh dolnej hranice pred¢asného uplatnenia modifikovanej shout call opcie so
vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15, D = 0.09, 0 = 0.2 a T' = 1 na Casovom intervale

(0,1).

4.2.3 Shout call opcie

V tejto kapitole sa pozrieme na predchadzajicu analyzu z pohladu klasickych shout call

opcii. Na Obr.24 zobrazujeme body prvého prilepenia na okamzity payoff. Vidime, ze aj

v tomto pripade vznikaju az dve hranice pred¢asného uplatnenia, teda dve hodnoty PA,
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pocinajuc ktorymi je cena shout opcie rovna payoffu danej opcie. Okamzity payoff pre tito
call opciu je v porovnani s okamzitymi payoffomi predchadzajicich opcii este prisnejsim
ohranicenim. Ddsledkom toho je, ze cena klasickej shout call opcie sa naliepa na prislusny

payoff hned od zaciatku, t.j. od najnizSej ceny PA. Kvoli malym cenovym rozdielom je

3 4 —_— Cena shout opcie

- - - Payoff shout opcie

Obr. 24: Vypocitana cena shout call opcie so vstupnymi parametrami E = 10, r = 0.15,
D =0.09, 0 =0.2 aT =1 porovnand s jej okamzitym payoffom a vyznacenymi bodmi

napojenia na payoff.

tazké z daného grafu vyéitat kedy sa hodnota ceny opcie rovna okamzitému payoffu. Pre

lepsiu predstavu preto prikladdme Obr.25 a Obr.26, na ktorych moZeme porovnat rozdiely

Kladny rozdiel
Kladny rozdiel 0.4 B :
©  Nulovy rozdiel

©  Nulovy rozdiel

0.2

sf 1 st 2

sf 1 St 2
: : ‘ _ 0.0 - : : : : ‘ ‘._
6 8 Rozdiel 10 12 2 4 6 Rozdiel 8 10 12
Obr. 25: Rozdiel ceny modifikovanej shout Obr. 26: Rozdiel ceny shout call opcie so
call opcie so vstupnymi parametrami £ = 10, vstupnymi parametrami £ = 10, r = 0.15,
r=0.15,D=0.09,0=02aT=1ajej D =0.09,0 =0.2aT =1 a jej payoffu v ¢ase
payoffu v ¢ase t = 0. t=0.

cien modifikovanej shout a klasickej shout opcie a ich prislusnych payoffov v ¢ase t = 0.
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Ako moézeme vidiet, tak aj pre shout opciu plati, Ze existuji dva intervaly prilepenia ceny
opcie na payoff. Na Obr.25 je zobrazeny rozdiel ceny modifikovanej shout call opcie a jej
prislusného payoffu. Ked tento graf porovname s Obr.26, na ktorom zobrazujeme rozdiel
shout call opcie a jej prislusného payoffu, tak si vSimneme, ze v druhom pripade sa cena
naozaj naliepa uz hned od prvej ceny PA. Z toho dovodu sa aj v tejto kapitole budeme

zaoberaf S;(t), rovnako ako aj S7(t).

4.2.3.1 Horna hranica pred¢asného uplatnenia

V tejto kapitole sa zameriavame na zobrazenie a vysvetlenie vysledkov spojenych s analyzou
hornej hranice pred¢asného uplatnenia klasickej shout call opcie. Tak ako v pripade mo-
difikovanych shout call opcii ocakdvame, ze priebeh S?(t) bude podobny ako v pripade

americkej call opcie.

12

Obr. 27: Priebeh hornej hranice pred¢asného uplatnenia shout call opcie so vstupnymi

parametrami £ = 10, r = 0.15, D = 0.09, 0 = 0.2 a T'= 1 na ¢asovom intervale [0, 1].

Graf na Obr. 27 jednoznacne dokazuje, Ze toto ocakévanie je opét pravdivé. Teda stale
plati, Ze ¢im je aktudlny cas ¢ blizsie k ¢asu do exspirdcie T, tak je optimélne uplatnit
shout opciu pri ¢oraz nizsej hodnote PA. Rovnako ako pri modifikovanych shout opciach,
aj tu sa odlisuje obor hodnot danej krivky od predchédzajicich opcii. Konkrétne na
zaklade tohto pozorovania vidime, ze hodnoty danej krivky sd nizsie ako pre americké
opcie, ale naopak mierne vyssie ako pre modifikované shout opcie. Tabulka 2 pontika aj
Ciselné vyjadrenie hodnot hornej hranice predéasného uplatnenia v case t = 0, t.j. bodu

S7(0), pre kazdi opciu, aby sme lepsie videli toto porovnanie. Zarovei na Obr.28 a Obr.29
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zobrazujeme priebeh krivky SJ% (t) pre rozne scenare vzhladom na meniaci sa Cas exspiracie
T. Vidime, ze taktiez aj v tomto pripade sa tvar krivky zachovava pre rozne maturity.

Taktiez si mozeme vsimnut, Ze pre pripady s dostatoéne velkymi ¢asmi exspirdcie 7', napr.

24 A

»»»»»»»» HHPU pre T=5 mmm e e m e m e
---- HHPUpreT=10 || | Tt ~
HHPR pre T = 20

»»»»»»»» HHPU pre T = 50
----  HHPUpreT=60
HHPU pre T = 80

12 4

Obr. 28: Priebeh hornej hranice pred¢asného Obr. 29: Priebeh hornej hranice pred¢asného

uplatnenia shout call opcie so vstupnymi uplatnenia shout call opcie so vstupnymi
parametrami F£ = 10, r = 0.15, D = 0.09, parametrami F£ = 10, »r = 0.15, D = 0.09,
o = 0.2 a meniacim sa parametrom o = 0.2 a meniacim sa parametrom
T € {5,10,20}. T € {50, 60,80}.

60 a 80 rokov, sa hodnoty kriviek pre dané tri skimané opcie odliSuji ¢oraz menej, ba
az zanedbatelne a teda Sanca, ze hodnoty S;(0) konverguju k tej istej limite, je pomerne
vysoka. Avsak ako sme uz spominali v predchadzajicej kapitole, tito otazku nechavame

otvorent d'alsfm pozorovaniam, ¢i pracam.

T 1 5 10 20 90 60
Sp(0) 18,59 20.38 21.00 21.47 22.52408 22.88736
SJ%MS(O) 11.46 14.62 17.54 20.54 2256917 22.95613

S]%S(O) 12.46 1549 18.04 20.67 22.56917 22.93318

Tabulka 2: Hodnoty HHPU v ¢ = 0 pre americkt (Sy), modifikovant shout (Sy,,s) a shout
opciu (Syg) pre vstupné hodnoty parametrov £ = 10, r = 0.15, D = 0.09, 02 = 0.2 a rozne

casy exspiracie T
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4.2.3.2 Dolna hranica pred¢asného uplatnenia

Na zaver tejto prace zobrazujeme vysledok spojeny s analyzou dolnej hranice predc¢asného
uplatnenia pre pripad shout opcie. Ako sme mohli vidiet na Obr.24 alebo Obr.26 a ako sme
uz aj spomenuli skor, tato hranica v pripade shout opci nie je nijako Specidlne zaujimava.

Je to obycajna konstantnd funcia rovnajica sa hodnote S,,;,, ktori sme volili pocas

Obr. 30: Priebeh dolnej hranice pred¢asného uplatnenia shout call opcie so vstupnymi

parametrami E = 10, r = 0.15, D = 0.09, 0 = 0.2 a T = 1 na ¢asovom intervale (0, 1).

numerického rieSenia ako aproximaciu S = 0. To znamend, ze cena prislusnej opcie sa
hned’ na zaciatku iteracného procesu numerického riesenia nalepi na okamzity payoff a

odlepi sa az v okoli exspiracnej ceny E, ako je vidiet na Obr. 24.
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali numerickému ocenovaniu troch typov call opcii. Najprv sme
vybudovali prehlad o numerickom ocenovani zakladného typu call opcie tzv. eurépskej
call opcie, z ¢oho sme premostili do ocenovania trochu zlozitejsieho derivatu, akym je
americka call opcia. Nasledne sme v druhej kapitole definovali pojem shout call opcie, vy-
svetlili princip tzv. shout-ovania a opisali proces numerického ocenovania takéhoto typu
derivatu, ktory je v podstate iba nadstavbou toho amerického. V tretej kapitole sme sa
venovali vlastnej modifikacii shout call opcie. Opisali sme rozdiely oproti klasickej shout
call opcii, tak isto ako vlastnosti ktoré maju spolocné. Vysvetlili sme preco takato upra-
vens opcia stale moze byt povazovana za opciu ocefiovanti pomocou Black-Scholesovej
tlohy. Hlavnym faziskom tejto prace bola stvrtd kapitola, v ktorej sa ndm podarilo im-
plementovat tento koncept oceniovania shout call opcii a modifikovanych shout call opcif
do prostredia softvéru R. Vysledky sme porovnavali s americkou call opciou. Okrem sa-
motnej ceny danych opcii sme sa venovali aj pozorovaniu priebehu krivky oznacovanej
ako hranica predcasného uplatnenia opcie. Zistili sme, ze na rozdiel od americkych call
opcil maju shout a modifikované shout call opcie az dve oblasti optimalneho uplatnenia.
Na zaklade ziskanych vysledkov aj teoretického zakladu si najdrahsimi opciami klasické
shout call opcie. Na druhej strane najlacnejsimi z tychto trochu si americké call opcie.
Taktiez sme si vsimli, ze sa krivky pre spomenuté tri typy opcii limitne blizia k podobnému
bodu, avsak existenciu presnej limity sme nezistovali. Ttito tému nechdvame otvorent pre

dalsiu pracu alebo vyskum.
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