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Abstrakt

Téato zaverecnd praca je venovana modelovaniu a predikovaniu Specifickej miery
plodnosti vo vybranych populacidch vo vekovom intervale 18 az 42 rokov s jednoroc-
nym vekovym delenim. V préaci su pouzité data o Specifickej miere plodnosti, strednom
stave zenskej populécie a pocte zivonarodenych deti podla veku matky za jednotlivé kalen-
darne roky. Vsetky pouzité data si dostupné na internetovej stranke The Human Fertility
Database [5], v ramci prace boli aplikované na odhadovanie parametrov pouzitych mode-
lov. Parametre modelov boli kalibrované pomocou statistického softvéru R [11], a potom
dalej spracované v programe v programe Microsoft Excel [10]. Cielom diplomovej prace
bolo najst pre kazdu z vybranych populécii najvhodnejsi model. Medzi vybrané populacie
patri Slovensko, Cesko, Madarsko, Raktsko a Holandsko. Pri hladani najkvalitnejsieho
modelu sme vyskusali 10 roznych stochastickych modelov, ktoré sme ziskali postupnym
vylepSovanim zdkladného Leeho modelu [8], ku ktorému sme pridavali rozne kombina-
cie ¢asovych, vekovych a kohortnych parametrov. Pre kvantitativne porovnanie modelov
sme sledovali hodnoty funkcie vierohodnosti, pocet odhadovanych parametrov a hodnoty
Bayesovho informac¢ného kritéria. Kvalitativnu stranku modelov sme vyhodnocovali na za-
klade odhadnutych rezidui modelov. Nasledne, na zaklade vyhodnotenia najkvalitnejsieho
modelu pre Specifickit mieru plodnosti slovenskej populéacie, sme odhadli parametre mo-
delu, ktoré sme pouzili pre kratkodobu predikciu Specifickej miery plodnosti pre obdobie
do roku 2025. Na zaver sme sa blizsie pozreli na poistné produkty pre budice matky, ich
vyhodnost a dostupnost na trhu.

KTicové slova: stochastické modely, Specifickd miera plodnosti, Leeho model, predikcie

pravdepodobnosti.



Abstract

This thesis is dedicated to modeling and predicting the age-specific fertility rate
in selected populations between ages of 18 to 42 years with a one-year age division. We
use data of the specific fertility rate, the median of the female population and the number
of live-born children according to the age of the mother for each calendar year. All datasets
that were applied to estimate the parameters of the models are available on the website
of The Human Fertility Database. The model parameters were calibrated using statistical
software R [11], and then they were further processed in Microsoft Excel [10]. The aim
of the master’s thesis was to find the most suitable model for each of the selected popu-
lations. Selected populations include the Slovak Republic, the Czech Republic, Hungary,
Austria and the Netherlands. In search of the best model, we tested 10 different stochas-
tic models, which we obtained by improving the basic Lee’s model [8], we added various
combinations of age, period and cohort parameters. For quantitative comparison of mo-
dels, we used the values of the likelihood function, the number of estimated parameters
and the value of the Bayesian information criterion. We evaluated the quality of the mo-
dels on the basis of estimated model residuals. Subsequently, based on the evaluation of
the best model for the age-specific fertility rate of the Slovak population, we estimated
the model parameters that we used for short-term prediction of the age-specific fertility
rate until 2025. Finally, we took a closer look at insurance products for future mothers,

their benefits and market availability.

Keywords: stochastic models, age-specific fertility rate, Lee’s model, probability predicti-

ons.
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Uvod

Vyvoj stavu obyvatelstva je coraz dolezitejsim a vyraznejsim faktorom, ktory vplyva
na mnohé oblasti spolocenskej i ekonomickej sféry vsSetkych krajin. Vacésina populacie
na svete prechidza zmenami. Zivotna troveti obyvatelstva sa zvy$uje, imrtnost v jednot-
livych krajinach klesa. Dozivame sa ¢im dalej, tym vyssieho veku. Do pozornosti sa dostava
vyrazny pokles populacnej porodnosti a celkové znizovanie mier plodnosti. Pokym v roku
1950 na jednu slovenskt zenu v produktivnom veku pripadalo priblizne 3,5 novonarode-
ného dietata, v roku 2019 bolo toto ¢islo uz len na hodnote 1,5 dietata. Zachovna hodnota
je pritom vo vyske 2,1 diefata na jednu zenu v produktivnom veku. Nachadzame sa teda
uz vyrazne pod zachovnou hodnotou. Ako sa vyvijala krivka Specifickej miery plodnosti
na Slovenku a ako v okolitych krajinach? Aky trend vyvoja predpokladame na najblizsie
obdobie? Dokazeme najst kvalitny model, ktorym dokazeme dostatocne presne popisat
doterajsi vyvoj? Dokazeme na zaklade parametrov modelu predikovat Specifickii mieru
plodnosti na najblizsie roky? Odpovedami na tieto otdzky sa zaoberame v nasej praci.
V prvej kapitole si uvedené zakladné oznacenia a pojmy v matematickej demografii, ktoru
vyuzivame v praci. Druhd kapitola sa zaoberd specifickou mierou plodnosti, motivaciou
jej modelovania a dopadmi jej doterajsieho vyvoju. Dalej sa zaoberdame bliz$im popi-
som sposobu volby parametrov modelov a teoretickym popisom sposobov kvalitativneho
a kvantitativneho porovnania modelov, ktoré sme aplikovali pre urcenie najefektivnejsieho
modelu. Tretia kapitola sa zaoberda s konkrétnymi vypoctami a zhodnoteniami vysled-
kov pouzitych modelov pre vybrané krajiny: Slovensko (SVK), Cesko (CZE), Madarsko
(HUN), Rakisko (AUT) a Holandsko (NLD). Stvrtad kapitola sa zaobera kratkodobou
predikciou S$pecifickej miery plodnosti do budicnosti, na zaklade parametrov ziskanych
pomocou najvhodnejsieho modelu pre slovenskt populédciu v tretej kapitole. V zaverecnej
piatej kapitole je uvedeny prehlad poistnych produktov, ktoré si v ponuke komercnych

poistovni pre budiice rodicky na slovenskom trhu.



1 Zakladné oznacenia a pojmy v matematickej demo-

grafii

Demografia je vedecka disciplina, ktora sa zaobera skimanim ludskej populacie. Me-
dzi ilohy matematickej demografie patri zbieranie idajov a ich vyhodnocovanie pomocou
technik teérie pravdepodobnosti a matematickej Statistiky. DalSou z tloh matematicke;
demografie je tvorba predikcii, ¢i popisanie priaznivych alebo nepriaznivych trendov, ktoré
ocakavame na zaklade dosiahnutych vysledkov. V nasom diplomovom vyskume sa blizsie
zaoberame demografickymi ukazovatelmi stuvisiacimi s plodnostou a pérodnostou. V prvej
kapitole preto uvadzame zdkladné demografické pojmy, ktorymi popisujeme demografické

javy spojené s vyvojom plodnosti a porodnosti.

1.1 Oznacenia v matematickej demografii

Porodnost a plodnosf, spolu s tmrtnostou, vyraznym spésobom ovplyviuji po-
pulacny rast. Od vyvoja pdérodnosti zavisi stav nasej spolocnosti v budicnosti. Vyraz
plodnost alebo fertilita pouzivame na oznacenie realizovanej fyziologickej plodnosti. Ide
teda o skutocny pocet porodov, ktoré zeny maji pocas svojho reprodukéného obdobia
v skimanej populdcii alebo kohorty. Reprodukéné obdobie obvykle vymedzujeme veko-
vym intervalom 15-45 rokov (podla dokonceného veku). Reprodukény vek je vek, pocas
ktorého je zena schopna rodit deti. Pojem pdrodnost alebo natalita predstavuje rodenie

deti, chapané ako hromadny demograficky jav.

V nasledujticej casti si predstavime demografické ukazovatele, ktoré suvisia s plod-
nostou. Zdrojom definicii jednotlivych demografickych pojmov je prevazne [6]. Prvym
predstavenym relativnym analytickym demografickym ukazovatelom je index plodnosti,
ktory predstavuje pocet deti vo veku 0—4 rokov k strednému stavu zien v reprodukénom
veku. Zvycajne je vyjadreny v promile. Dalsim ukazovatelom je kone¢nd plodnost, ktora
predstavuje priemerny pocet zivonarodenych deti pripadajicich na jednu zZenu tej istej
generacie za predpokladu nulovej imrtnosti Zien pocas celého reprodukéného obdobia.

Manzelska plodnost je plodnost, ktora je realizovand pocas stavu manzelstva. Opa-

kom je mimomanzelska plodnost. Mierou manzelskej plodnosti oznacujeme pocet zivona-

rodenych deti vydatym Zenam k strednému stavu vydatych Zien v reprodukénom veku,



zvycajne za rok. Miera mimomanzelskej plodnosti predstavuje pocet zivonarodenych deti
nevydatym zenam k strednému stavu slobodnych, rozvedenych a ovdovenych zZien v re-

produkénom veku, obycajne za rok.

Miera plodnosti podla veku je relativny analyticky demograficky ukazovatel, ktory
udava pocet zivonarodenych deti Zenam v urcitom veku k strednému stavu zien v tom
istom veku; miery plodnosti podla veku nazyvame aj ako Specifické miery plodnosti
(age-specific fertility rate, ozn. ASFR). Zvy¢ajne sa vyjadruje na 1000 os6b. Dalej po-
zname mieru zenskej, resp. muzskej plodnosti, ktora predstavuje pocet zivonarodenych
deti k strednému stavu Zien, resp. muzov v reprodukénom veku, obycajne za rok. Vse-
obecnd miera plodnosti predstavuje pocet zivonarodenych deti k strednému stavu zien
v reprodukénom veku, obycajne za rok. Zodpoveda miere zenskej plodnosti, niekedy sa na-
z§va aj ako ¢ist4 miera plodnosti. Dal§im ukazovatelom je thrnné plodnost (total fertility
rate, ozn. TFR), ktord predstavuje priemerny pocet zivonarodenych deti pripadajicich
na jednu zenu pocas jej celého reprodukéného obdobia, pri zachovani trovne plodnosti

sledovaného roka a za predpokladu nulovej imrtnosti.

Cist4 miera reprodukcie predstavuje priemerny pocet zivonarodenych dievéat, ktoré
by sa narodili jednej Zene pocas jej celého reprodukéného obdobia, pri zachovani trovne

plodnosti a timrtnosti sledovaného roku.
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2 Modelovanie vekovo Specifickych mier plodnosti

V tejto kapitole si predstavime motivaciu modelovania Specifickej miery plodnosti
a jej sucasny vyvoj. Dalej si predstavime modely, ktoré sme pouzili na modelovanie $pe-

cifickej miery plodnosti.

2.1 Motivacia modelovania

Pri historickom vyvoji plodnosti na tizemi Slovenska pocas uplynulych dvoch storoci
mozno hovorit o troch zékladnych obdobiach. [16] Prvé obdobie sa vyznacovalo vysokou
plodnostou aj tmrtnostou. Toto obdobie sa pretransformovalo v druhej polovici 19. storo-
¢ia a prvej polovici 20. storocia vo véicsine eurépskych krajin do obdobia s nizkou plodnos-
tou a znizujicou sa tmrtnostou. Tretie obdobie, ktoré trva dodnes, sa vyznacuje vyrazne
nizsou intenzitou plodnosti. Okrem poklesu intenzity rodenia deti sledujeme vyrazny po-
sun vo veku, kedy zZeny rodia svoje prvé dieta. V minulosti Zeny vstupovali do manzelstva
uz v nizkom veku, a tak nebol nizky priemerny vek pri prvom porode ni¢im neobvykly.
S nizkym vekom vstupu do manzelstva mala suvislost aj dalsia moznost a ochota mat viac
deti. Pozorovali sme teda vysokt mieru plodnosti u zien vo veku 20 —24 rokov. V stcasnosti
je vsak skor vyraznym javom odkladanie materstva do vyssieho veku, ¢o so sebou prindsa
aj zmeny v nastaveni rodenia druhych a dalsich deti. Nedochadza teda len k poklesu spe-
cifickej miery plodnosti, ale aj k posunu obdobia vekov, pre ktoré pozorujeme maximalne
hodnoty. Na Obr. 1 mozeme vidiet k akému poklesu a posunu vo vyvoji Specifickej miery

plodnosti doslo v priebehu 45 rokov v skiimanych populéciach.

2.2 Leeho model

V tejto casti si blizsie popiSeme Leeho model, ktory predstavuje zdkladny model
pre popisanie vyvoju Specifickej miery plodnosti. Jeho autorom je Ronald D. Lee a bol
publikovany v roku 1993 v ¢lanku Modeling and forecasting the time series of US fertility:

Age distribution, range, and ultimate level [8].

Nech f,: predstavuje Specifickii mieru plodnosti vo veku z a kalenddarnom roku ¢.

11
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Obr. 1: Vyvoj vekovo $pecifickej miery plodnosti vo vybranych krajinach
v roku 1970 a v roku 2015 (zdroj: vlastné spracovanie na zaklade dat

2z HED [5])

Potom definujeme model $pecifickej miery plodnosti vztahom:

(1)

kde z € x at € 7, pricom x predstavuje mnozinu sledovanych vekov Zien a 7 je mnozina

In (fm,t) =a; + bx ft + €ty

sledovanych kalendarnych rokov. Pre parametre modelu b, a f; navyse definujeme hrani¢né
podmienky (normovanie) v tvare:

Zk‘t:(),

ter

> b, =1.

[ASH'S

Potom parameter a, predstavuje priemernt hodnotu Specifickych mier plodnosti,
parameter b, predstavuje vekovo Specificky parameter nezavisly od casu, ktory zachytava
rozdielnosti medzi rodickami v jednotlivych vekoch a parameter f; reprezentuje index
celkovej plodnosti. Parameter ¢, predstavuje chybu, ktord urcuje velkost vplyvov, ktoré
sa modelom nepodarilo zachytif. Predpokladd sa, Ze €,; je parameter s vlastnostami

bieleho Sumu.

12



Pre odhad parametrov modelu (1) neméze byt pouzitd metéda najmensich Stvorcov,
nakolko na pravej strane rovnice, respektive rovnic, sa nenachédzaju regresné premenné.
Preto autor ¢lanku [8] navrhol pouzit metddu singuldrneho rozkladu (ozn. SVD) z matice

logaritmickych Specifickych mier plodnosti.

2.3 Stochastické modely vekovo specifickych mier plodnosti

V diplomovom vyskume sme na modelovanie Specifickych mier plodnosti vyuzili
modely, ktoré uvadzame v tejto podkapitole. Vychadzali sme zo zakladného Leeho modelu
(1), ktory sme sa snazili vylepsit vhodnym pridanim ¢asovych, vekovych a kohortnych
parametrov alebo ich kombinaciou. Parametre oznacené indexom x predstavuju vekové

parametre, indexom t ¢asové parametre a indexom ¢ — x kohortné parametre.
Prvym pouzitym modelom bol Leeho model, ktory vo vyskume oznacujeme skrat-
kou M1A. Ide o rovnaky model, aky je pouzity v ¢lanku [8]:

In fw,t =a; + bz ft + Ext-

V modeli M1A pouzivame nasledovné ohranicenia pre parametre:

> fi=0,

ter

> b, =1

TEX

Modelom M2A sme oznacili Renshawho-Habermanov model s ohranic¢eniami, ktory
je znamy tiez ako modifikovany Leeho model, ktory zovseobecnil A. E. Renshaw a S. Ha-
berman pridanim kohortného efektu j;_, a dalsieho vektoru vekovo Specifickych paramet-

TOV gg:

In foc7t =az; + bx ft + 9z jt—a: + Exts

13



pricom ohranicenia pre parametre v pripade tohto modelu st:

th:()a

ter
Z by = L,
TEX
Z Jt—z =0,
TeEX,tET
Z g = 1.
reEX

Model s oznacenim M2B je taktiez Renshawho-Habermanov model, pri ktorom sme
nepouzili ohranicenia pre parametre, a tak sme dostali model bez ohrani¢eni. Vynechanim
ohranic¢eni zvySujeme pocet parametrov, ktoré odhadujeme, a tym mozeme zlepsit kvalitu

daného modelu.
In fa:,t =a; + bx ft + 9a jt—ac + Ext-

Model M3A vznikol modifikaciou Renshawho-Habermanov modelu, konkrétne vy-

nechanim vekového parametra g,:
In fx,t =a; + bx ft + jtfx + Eaty

pricom ohranicenia pre parametre v pripade tohto modelu su:

> fi=0,

ter
> b, =1,
TEX
Z Jteae = 0.
TEX,LET

V modeli M3B — modifikovanom Renshawho-Habermanov modeli — sme vo vypocte

vynechali ohranicenia pre parametre:

In fa:,t =a; + bx ft +jt—a; + Ext-

Model M4B, ktory vznikol znovu modifikaciou Renshawho-Habermanovho modelu

bez ohraniceni, kde sme kohortny parameter nasobili ¢lenom (¢ — z):
In fz,t =a; + b:): ft + (C - Q?) jtfx + Ext-

14



kde ¢ je skalarny parameter modelu, regresnd premenna x predstavuje vek, pre ktory

je Specificka miera plodnosti poc¢itana.

Model M5B interne nazyvame ako modifikovany Renshawho-Habermanov model
bez ohraniceni, ktory vznikol pridanim dalsieho vekového parametru c,, ktory je normo-

vany clenom -*:
P

. X
lnfx,t = a; + bx ft + Jt—a + (Cx - > +5x,t-

Lp

kde ¢, je novy, vekovo Specificky parameter pre x € . Parameter x predstavuje vek, pre

ktory je Specifickd miera plodnosti pocitand a x,, je priemerna hodnota sledovanych vekov.

Model M6B — modifikovany Renshawho-Habermanov model bez ohraniceni dopl-
neny o ¢asovo Specificky parameter h;, ktory nasobime ¢lenom (d — ﬁ), kde d je skalarny
parameter modelu a ﬁ, kde x je nezavisla regresna premenna, ktora nadobida linearne
rastice hodnoty predstavujice vek, pre ktory je Specifickd miera plodnosti poc¢itana a x,

je priemerna hodnota sledovanych vekov:

lnfa:,t = ay; + b;r ft +jt—a: + (d_ ;) ht +5:v,t‘

p

Model M7B je modifikovany model M6B, v ktorom sme ¢len pri casovo Specifickom

parametri h; nahradili novym, vekovo Specifickym parametrom g,:

lnfx,t =a; + bx ft +jt—:r; + 9z ht +5x,t-

Model M8B je modifikovany model M6B, kde sme pridali dalsi kohortny parameter

s oznacenim 2z;_,:

, T
Infor = az + by fr + ji—u + (d — x) hi + 24—z + €24
P

Odhadnuté parametre modelov vyssieho radu uz nemaju rovnaku interpretaciu ako
v pripade modelu M1A. Tieto modely st preparametrizované a efekty parametrov sa medzi
sebou rozlozia. Modely vyssieho radu si komplexnejsie a vhodnejsie na pouzitie, nakolko

pouzitim zédkladného M1A nedokazeme zachytif niektoré casti informacii.

2.4 Odhad parametrov

Velka cast nasej prace sa zaobera prave odhadovanim parametrov modelov, ktoré

su predstavené v podkapitole 2.3, preto si v tejto casti struéne popiseme sposob, akym
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sme parametre odhadovali.

Nech z € x at € 7,kde x = {x1, 22, ..., 2}, k € N predstavuje mnozinu vekov zien
a1 ={t],ta,...,t,}, n € N je mnozina sledovanych kalendarnych rokov. Pre kazdé = a t
sme definovali FP(x,t), ktoré predstavuje priemerni velkost z-roc¢nej Zenskej populécie
v roku t (oznacenie FP pochddza z anglického pomenovania female population). Dalej
sme definovali LB(z, t), ktoré predstavuje priemerny pocet zivonarodenych deti z-roénym
zenam pocas kalendarneho roku ¢ (z anglického vyrazu live births). Predpokladajme, Ze
plati predpoklad o tom, Ze pocet zivonarodenych deti LB(z,t) Vo € x,t € 7, sa riadi
podla Poissonovo rozdelenia pravdepodobnosti s parametrom FP(x,t)f(xz,t), kde f(x,t)
predstavuje §pecifickii mieru plodnosti vo veku z a v kalenddrnom roku ¢. Co zna¢ime

ako:

LB(z,t) ~ Po(FP(x,t) f(x,t)), VYx € x,teT, (2)

Mnozinu parametrov, ktoré sa odhaduju pre kazdy model, oznacme symbolom .
Specifickti mieru plodnosti f(z,t) potom formalne méZeme oznacit ako f(x,t; ®), kedze
kazdy model je zavisly od parametrov. Potom za platnosti predpokladu o Poissonovom

rozdeleni (2) logaritmus funkcie vierohodnosti ma tvar:

((®;LB,FP) => > (LB(z,t) In[FP(z,t) f(z,t; ®)] — FP(z,t) f(x,¢; ®) — In[LB(x, t)!])
o )
FP(x,t) Parametre odhadujeme

kde LB a FP st matice pozorovani LB(x, t)

reEX,teET? reEX,tET”

pomocou stochastickej optimalizacie — maximalizaciou logaritmu funkcie vierohodnosti
danej vztahom (3). Met6dy, ktoré pouzivame v nasom vyskume na odhad parametrov,

st popisané v podkapitole 3.1.2.

2.5 Kvantitativne porovnanie modelov

V pripade pouzitia metédy maximalizacie hodnoty funkcie vierohodnosti modelov
sa na porovnanie efektivnosti modelov pouziva Bayesovo informacné kritérium (Bayesian
information criterion, ozn. BIC). Ocakava sa, ze model, kde je pouzity vac¢si pocet pa-
rametrov, bude opisovat data lepsie ako model s mensim poc¢tom parametrov, a teda

bude mat vacsiu hodnotu funkcie vierohodnosti. Kritérium BIC okrem hodnoty funkcie
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vierohodnosti zohladnuje aj pocet odhadovanych parametrov a tak, ¢im ma model viac pa-
rametrov, tym je penalizacia modelu vyssia. V nasom vyskume sme uvazovali nasledovnu
upravenu definiciu BIC:

BIC = (®) — ;yln(n), (4)

kde ® je vektor parametrov modelu, o je odhad vektoru ziskany pouzitim metédy maxi-
malnej vierohodnosti, ¢ (Ci)) je maximélna hodnota logaritmu funkcie vierohodnosti (log-
likelihood, ozn. LogLik), n je pocet pozorovani a v je pocet pouzitych parametrov, ktoré

sme v danom modeli odhadovali.

2.6 Odhadovanie rezidui

Pre zhodnotenie kvality pouzitych modelov sme sa zaoberali skiimanim vlastnosti
ich rezidui. Postup sme prebrali najmé z ¢lanku [3], v ktorom sa autori zaoberaji mode-

lovanim imrtnostnych mier.

Postupovali sme nasledovnym sposobom. Rozdelili sme intervaly rokov do tzv. da-
tovych okien, ktoré sme posuvali v kazdom dalSom vypocte o jeden rok. Prvym krokom
vypoctu v kazdom datovom okne bolo odhadnutie parametrov modelov. Prvé datové okno
obsahuje roky ti,...,t, kde n je pocet rokov v datovom okne, ktory sa pri posivani ne-
meni. Na zaklade dat z tohto datového okna sme metédou popisanou v podkapitole 2.4
odhadli parametre modelov. Ziskané odhady sme pouzili na vypocet modelovych Specific-
kych mier plodnosti f pre rok t, a pre veky z z mnoziny y = {z1,..., 2}, kde k je poCet

sledovanych vekov, ¢o oznacujeme ako f(z,t,). Nasledne sme na zaklade pouzitia vztahu:

E(.t,) = flz,t+mn)— f(z,t,)

 JF(,t,)/FP (2, 1)

ziskali odhad rezidui modelu $pecifickych mier plodnosti, kde:

()

Fa) = ppe )

je pozorovana Specifickd miera plodnosti vo veku x rokov a kalenddrnom roku t. Predsta-
veny postup sme zopakovali pre vsetky datové okna, a tak sme ziskali maticu odhadnutych

rezidui pouzitych regresnych modelov.

Znovu sme vychadzali z predpokladu uvedeného v podkapitole 2.4, a to, ze pocet

narodenych deti LB(z,t) sa riadi podla Poissonovho rozdelenia a ich pocet je dostatocne
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velky na to, aby po vykonani vhodnej transformacie a normovania konvergoval k normal-
nemu rozdeleniu. Normalitu modelu sme povazovali za jeho ,pridand charakteristiku”,
pricom pritomnost norméalneho rozdelenia sme testovali na matici odhadnutych rezidui.
Ak sa totiz nezamietne dodatoc¢ne pridana hypotéza o normalite modelu, potom pri niekto-
rych dalsich krokoch matematického modelovania a predikovania mier plodnosti je mozné

pouzit aj postupy, testy a techniky vyzadujice platnost predpokladu normality.

2.7 Kvalitativne posudzovanie vhodnosti modelov

Pri testovani hypotézy o nezavislosti a normalite rozdelenia rezidui sme pre maticu
odhadnutych rezidui vykonali niekolko testov. Testy, ktoré sme pouzili pre posudenie
vhodnosti modelov, st popisané nizsie. Pre overenie nulovej strednej hodnoty v matici

odhadnutych rezidui sme pouzili:

o jednovyberovy t-test,

o Wilcoxonov jednovyberovy test.

Jednotkovu varianciu v matici odhadnutych rezidui sme testovali pomocou:

o chi-kvadrat test (x? test).

Normalitu odhadnutych rezidui sme overovali pouzitim:

e}

Jarqueov-Berov test (ozn. JB),

e}

upraveny Jarqueov-Berov test (Adjusted Jarqueov-Berov test, ozn. AJB),

o

Shapirov-Wilkov test (ozn. ShW),

(e]

Kolmogorovov-Smirnovov test vSeobecnej normality (ozn. KS norm),

e}

Kolmogorovov-Smirnovov test Standardnej normality N (0;1) (ozn. KS norm(0;1)).

Pre postdenie nezavislosti sme pocitali statisticky vyznamné korelacie medzi odhadnutymi

reziduami na hladine vyznamnosti 0,01 pomocou testov o nulovej korelacii cez:

o sledované veky,

o sledované roky.

Dalsou moznostou pre vizudlne postdenie nezavislosti odhadnutych rezidui v matici

odhadnutych rezidui je pouzitie tzv. tepelnych map, ktoré zobrazuji hodnotu matice
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odhadnutych rezidui pre jednotlivé modely. Ak nasa hypotéza plati a rezidud st nezavislé,
tepelnd mapa by mala mat ndhodny vzor, podobny bielemu Sumu. Ak st na tepelnej mape

viditeIné zhluky alebo pravidelné formy, hypotézu o nezavislosti zamietame.
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3 Stochastické modely vekovo specifickych mier plod-

nosti vo vybranych krajinach

V tretej kapitole diplomovej prace sme porovnavali kvalitu pouzitych stochastickych
modelov M1A —MS8B, ktoré sme blizsie popisali v podkapitole 2.3. Odhad parametrov
modelov sme robili postupom predstavenym v podkapitole 3.1.2. Pre porovnanie kvality
pouzitych modelov sme vyuzili postupy spomenuté v podkapitolach 2.5, 2.6 a 2.7. Data,
ktoré sme pouzivali na ziskanie odhadov modelov, sme cerpali z databazy The Human

Fertility Database (ozn. HFD [5]).

3.1 Metodické poznamky k modelom

Vhodnost modelov pre stochastické modelovanie Specifickej miery plodnosti sme
sa rozhodli skimat na slovenskej, ¢eskej, madarskej, rakiskej a holandskej populacii. Za-
jimalo nas, ktory z pouzitych modelov bude najvhodnejsi pre jednotlivé populécie. Popu-
lacie, ktoré sme vybrali, maja priblizne rovnaké trendy vo vyvoji plodnosti, a preto sme

neocakavali vyrazné rozdiely vo vhodnosti jednotlivych pouzitych modelov.

3.1.1 Metodika volby vekového a ¢asového rozsahu

Pre porovnanie kvality pouzitych modelov sme zvolili jednotny vekovy a casovy
rozsah pouzitych dat. Specifickd miera plodnosti sa z pravidla poéita v reprodukénom
obdobi Zeny, ktoré je v rozmedzi 15—-49 rokov. Nakolko zvySujicim sa vekom Zeny pocet
deti pripadajicich na jednu zenu klesa, pre spolahlivost vypoctov sme ako hornt hranicu
zvolili vek 42 rokov. Analogicky, v pripade zien vo veku 15, 16, 17 rokov sa vyskytuje maly
pocet narodenych deti, ¢o moze zvysovat chybovost nasich modelov. Preto sme sa rozhodli

spodni vekovt hranicu nastavit na hodnotu 18 rokov.

Casové obdobie sme volili na zéklade dostupnosti dat v databéze HFD. Zvolili sme

obdobie rokov 1960 — 2019, resp. 1958 - 2017 pre madarskt populéciu.
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3.1.2 Sposob odhadovania parametrov modelov

Parametre pouzitych stochastickych modelov M1A —M8B sme odhadovali pomocou
maximalizacie logaritmu funkcie vierohodnosti danej vztahom (3) v Statistickom soft-

véri [11] pomocou funkcie optim().

Pre model M1A sme funkciu vierohodnosti optimalizovali pomocou Broydenovho-
Fletcherovho-Goldfarbovho-Shannovho algoritmu, ktory oznacujeme ako BFGS. Algorit-
mus BFGS patri do triedy kvazinewtonovych metdd, ktoré vychadzaju z povodnej New-
tonovej metédy. V kvazinewtonovskych metddach sa pri vypocte nepouziva inverzna Hes-
sova matica druhych parcidlnych derivacii priamo, ale iba jej odhad pomocou gradien-
tov [12]. Pre odhadované modely M2A —~M8B sme funkciu vierohodnosti optimalizovali
v dvoch krokoch. V prvom kroku sme pouzili algoritmus Neldera a Meada, ktory pri vy-
pocte pouziva iba funkcné hodnoty, nepotrebuje derivacie funkcii, a teda ide o robustnu
metodu, no naroéni na vypoctovy cas. Patri do radu simplexovych metéd. V druhom
kroku sme pouzili algoritmus BFGS, ktory je rychlejsi a presnejsi ako algoritmus Neldera
a Meada. Dvojkrokovi metédu sme sa rozhodli pouzit z dévodu velkého poctu odhado-
vanych parametrov, kde algoritmus Neldera a Meada zvykne dosahovat vacsiu uspesnost
dokonvergovania k semi-optimalnemu bodu. Parametre ziskané v prvej optimalizacii na-
sledne sme pouzili ako Startovacie parametre algoritmu BFGS, a tak algoritmus s vacsou
pravdepodobnostou dokézal dokonvergovat do optimalneho bodu so zvolenou numerickou

presnostou.

Odhady startovacich hodnot pre funkciu optim() sme ziskali pomocou Leeho mo-
delu 1ca() z baliku demography [14]. Odhady parametrov Leeho modelu (M1A) v pri-
pade slovenskej, ¢eskej, madarskej, raktskej a holandskej populacie s graficky znédzornené
v Prilohe A na Obr. 19 az Obr. 23. Tieto odhadnuté hodnoty sme v istej miere pouzivali

aj pri volbe startovacich hodnot modelov vyssieho radu, pricom sme ich, pochopitelne,

.....

parametrov, ako zédkladny Leeho model.

3.1.3 Kvantitativne porovnanie pouzitych modelov

Pre kvantitativne porovnanie kvality pouzitych modelov sme sledovali maximalnu

hodnotu logaritmu funkcie vierohodnosti, poc¢et odhadovanych parametrov a hodnotu
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BIC, ktory je dany vztahom (4).

Pre populacie vsetkych vybranych krajin sme pouzitim tudajov z databazy HFD
vypocitali BIC hodnoty na zdklade vypocitanej maximélnej hodnoty logaritmu funkcie
vierohodnosti a po¢tu odhadovanych parametrov. V pripade porovnavania kvality modelu
na zaklade BIC hodnoty v nasom pripade plati, Ze za najlepsi model sa povazuje ten,

ktorého BIC hodnota je najvacsia.

Vo vysledkoch, ktoré prezentujeme v dalSej ¢asti tejto kapitoly, uvddzame medidnové
hodnoty logaritmu funkcie vierohodnosti. Ide o medianovii hodnotu maximalnej hodnoty
logaritmu funkcie vierohodnosti zo vsetkych hodnot, ktoré sme ziskali v jednotlivych da-
tovych oknach. Pomocou tejto medidnovej hodnoty logaritmickej funkcie vierohodnosti
sme vypocitali medianové BIC. Priemerné poradie je poradie, ktoré sme ziskali z ma-
tice poradi, ktora obsahovala poradie BIC hodnoty kazdého modelu v kazdom datovom
okne v ramci porovnania jednotlivych modelov. Na vytvorenie matice poradi sme pouzili

program MS Excel a funkciu rank().

3.1.4 Odhadovanie rezidui

Pre zhodnotenie kvality pouzitych modelov sme sa zaoberali skiimanim vlastnosti
ich rezidui, ktoré sme ziskali tak, ze sme rozdelili intervaly rokov do tzv. datovych okien,

ktoré sme posivali v kazdom dalsom vypocte o jeden rok.

Postup ziskavania rezidui: v prvom kroku sme celé ¢asové obdobie 1960 —2019, resp.
1958 - 2017 pre madarski populaciu, rozdelili na 20-ro¢né datové okna. Pre zjednoduse-
nie budeme dalsie kroky tvorby datovych okien blizsie popisovat len pre ¢asové obdobie
1960 -2019, pre casové obdobie 1958 -2017 je postup analogicky. Po rozdeleni na 20-
rocné datové oknd sme ziskali prvé datové okno pre roky 1960 —1979. Pouzitim ziskanych
udajov z databazy HFD sme odhadli parametre pouzitych modelov pomocou metdédy
maximalnej vierohodnosti. Ziskané odhady sme pouzili na vypocet odhadov vekovo Speci-
fickej miery plodnosti f(x,1979) pre veky z = 18, ..., 42 rokov. Nésledne sme vypodcitali
Specifickd mieru plodnosti f (x,1979) z dat pre posledny rok 1979 a pre vsetky veky.
Pouzitim vztahu (5) sme vypocitali odhadnuté rezidud modelu specifickej miery plod-

nosti &(x, 1979). Datové oknd sme postvali o jeden rok a postup sme opakovali. Takymto

spdsobom sme ziskali 40 datovych okien (t. j. 1960—1979, 19611980, 1962—-1981, ...,
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2000—-2019) pre 25 roznych vekov. Dostali sme teda maticu odhadnutych rezidui s roz-

mermi 25 x 40.

Rezidua zjednodusene definujeme ako rozdiel medzi skutoénymi Specifickymi mie-
rami plodnosti z dat a Specifickymi mierami plodnosti, ktoré st odhadnuté pomocou

modelov.

3.1.5 Kvalitativne posudzovanie vhodnosti modelov

Pre testovanie hypotézy o nezavislosti a normalite rozdelenia odhadnutych rezidui
sme vypocitali ich opisné statistiky — priemer, variancia, koeficient Sikmosti, koeficient
Spicatosti. Ak sa odhady rezidui riadia normalnym rozdelenim, ocakavali sme, Ze Statis-
tiky budu nadobudat priblizne hodnoty pre priemer rovné 0, variancia rovny 1, koeficient
sikmosti 0 a koeficient Spicatosti 3. Pre kazdy pouzity model sme testovali platnost hypo-
tézy o nezdvislosti a normélnom rozdeleni A/(0;1) odhadnutych rezidui pomocou testov
predstavenych v podkapitole 2.7. Pre vizualne postudenie nezavislosti odhadnutych rezidui
v matici odhadnutych rezidui sme pouzili tzv. tepelné mapy. Tepelné mapy odhadnutych
rezidui modelu M1A pre vSetky posudzované populacie st uvedené v Prilohe B na Obr. 24

az Obr. 28.

3.2 Slovenska populacia

Vyvoj specifickej miery plodnosti na Slovensku je zobrazeny na Obr. 2. Pozorujeme
pokles Specifickej miery plodnosti zvysujucim sa rokom pozorovania, no taktiez mozeme
vidiet posun vo veku zien, kedy je Specifickd miera plodnosti najvyssia, z veku 23 rokov

na vek 30 rokov.

V Tabulke 1 st uvedené hodnoty thrnnej plodnosti slovenskej populédcie v rokoch
1961, ...,2020. Pokym v roku 1961 bola hodnota tthrnnej plodnosti 2,967, ¢o predstavuje
takmer tri narodené deti na jednu zZenu v reprodukénom veku, v roku 2020 bola tato

hodnota na trovni 1,533.

V Tabulke 2 su zobrazené vysledky jednotlivych pouzitych modelov pre slovensku
populaciu. Maximalnu hodnotu logaritmu funkcie vierohodnosti rovnt —2 532,77 dosahuje

model M7B. Pri tomto modeli vSak odhadujeme 179 parametrov, ¢o negativne ovplyv-
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nuje BIC hodnotu. Na zaklade velkosti BIC ukazovatela nam ako najvhodnejsi model
pre slovenskd populéciu vysiel model M6B. Z vysledkov p-hodnét testov normality pre
odhadnuté rezidud modelu M6B sme dostali, Zze vSetky hodnoty si nad bezne pouziva-

nymi hladinami vyznamnosti, takze hypotézu o normalite nezamietame. Tepelnd mapa
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Obr. 2: Vyvoj Specifickej miery plodnosti na Slovensku (zdroj:

vlastné spracovanie na zaklade dat z HED [5])

Tabulka 1: Hodnoty tthrnnej plodnosti v slovenskej populacii v rokoch

1961, ..., 2020

1961 | 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 [ 1969 [ 1970
2,967 2,837( 2,936 2,911 2,806| 2,684| 2,511| 2,421| 2,466| 2,428

1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 [ 1980
2,427 2,482 2,549 2,592| 2,522 2,522| 2,470| 2,459| 2,444| 2,316

1981 | 1982 | 1983 [ 1984 | 1985 | 1986 | 1987 [ 1988 | 1989 | 1990
2,279 2,270 2,268 2,253| 2,256| 2,203| 2,151| 2,153] 2,090 2,096

1991 | 1992 | 1993 [ 1994 | 1995 | 1996 | 1997 [ 1998 | 1999 | 2000
2,051 1,931 1,872 1,673| 1,529| 1,478| 1,437| 1,384| 1,339| 1,302

2001 | 2002 [ 2003 [ 2004 | 2005 | 2006 [ 2007 | 2008 | 2009 | 2010
1,200 1,188 1,205 1,249 1,264 1,253| 1,268| 1,341| 1,437| 1,428

2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 [ 2017 | 2018 | 2019 | 2020
1,448 1,465 1,474 1,503 1,400 1,480 1,520| 1,540| 1,570] 1,533

(zdroj: vlastné spracovanie na zdaklade dat z HFD [5])
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modelu M6B je zobrazena na Obr. 3. Na tepelnej mape nie sa viditelné vyrazné zhluky

ani diagonaly, , hypotézu” o nezavislosti odhadnutych rezidui teda nezamietame.

4
39 3
2
34
X
g
29
24
19
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rok
Obr. 3: Tepelnd mapa rezidui modelu M6B pre slovenskt

populdciu (zdroj: vlastné spracovanie)

3.3 Ceskéa populacia

Historicky vyvoj $pecifickej miery plodnosti v Cesku, zobrazeny na Obr. 4, je po-
dobny vyvoju Specifickej miery plodnosti na Slovensku. Od roku 1960 do roku 1995 pozo-
rujeme vyrazny pokles Specifickej miery plodnosti. Po roku 1995 sa pokles takmer zastavi,
no dochadza k posunu vo vekovych skupinach, kedy dosahuje Specifickd miera plodnosti
maximalne hodnoty.

V ceskej populécii sa thrnna plodnost v roku 1961 pohybovala na trovni 2,140,
hodnota tthrnnej plodnosti rovna 1,139 bola v roku 1999. Od roku 1999 thrnna plodnost
v Ceskej populacii rastla a v sucasnosti je na trovni 1,710. Hodnoty thrnnej plodnosti

v Ceskej populécii v rokoch 1961, .. .,2020 st prezentované v Tabulke 3.

V Tabulke 4 st zobrazené vysledky jednotlivych pouzitych modelov pre ¢eski popu-
laciu. Maximalnu medidnovii hodnotu logaritmu funkcie vierohodnosti rovni —2 701,72
dosiahol model M7B. Vysoky pocet odhadovanych parametrov tohto modelu neovplyv-

nil kvalitu modelu podla BIC ukazovatela, a tak aj na zaklade porovnania medianovych
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Tabulka 2: Vysledky modelov pre slovenski populaciu

Porovnanie odhadnutych modelov pomocou medianu hodnét logaritmickej funkcie vierohodnosti
(LogLik), medianu Bayesovho informacného kritéria (BIC) a poradi v ramci skupiny pouzitych

SVK, 1960-2019 modelov
model[ MIA M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Medianova
LogLik hodnota | -4415,49| -2872,81| -2669,23| -2643,79( -2635,14| -2738,80| -2622,48| -2554,32| -2532,77| -2553,44
Pocet parametrov 78 155 159 126 129 130 159 150 179 199
Medianové BIC -4626,79| -3292,29| -3101,15| -2988,70| -2989,37| -3096,14 -3054,40( -2973,81| -3026,83| -3109,65
Poradie podl'a
medianového BIC 10 9 7 2 3 6 5 1 4 8
Priemerné poradie 10,00 8,35 6,43 2,98 3,05 5,55 6,00 1,88 3,68 7,10
SVK, 1960-2019 Opisné charakteristiky odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model] MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B Mé6B M7B MS8B
Aritmeticky
priemer 1,8085| 0,1800| 0,1314] -0,2054| 0,0314| 0,2841 0,0364( 0,0167[ 0,0077[ 0,0293
Variancia 15,9601 1,8351] 1,5379| 12,0447 1,3531| 1,8948| 1,3673| 0,8817[ 10,5043 0,8410
Koeficient
Sikmosti -0,0656] 0,5954] 0,4985| -0,5188| 0,0753| 0,1123| 0,1148 0,0335( -0,1325( 0,0401
Koeficient
Spicatosti 4,3629| 59611 4,6831| 4,6624| 3,4133| 3,1098| 3,4445] 3,1506| 3,3845| 3,0460
SVK, 1960-2019| P-hodnota testov o nulovej strednej hodnote v matici odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B Mé6B M7B MS8B
Jednovyberovy
t-test <0,0001| <0,0001| 0,0008| <0,0001 <0,0001 0,5732] 0,7310
Wilcoxonov
jednovyberovy test| < 0,0001( 0,0007| 0,0100] 0,0003| 0,5109[ <0,0001 0,6189

SVK, 1960-2019

P-hodnota testov o jednotkovej variancii v matici odhad

nutych rezidui jedn

otlivych modelov

model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B

Chi-kvadrat test | <0,0001| <0,0001| <0,0001] <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001] 0,0061| <0,0001[ 0,0002
SVK, 1960-2019 P-hodnota testov normality pre odhadnuté rezidua jednotlivych modelov

model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B Mé6B M7B MS8B
JB <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001 0,0210 0,0115] 0,5435] 0,0145] 0,8430
AJB <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001[ 0,0250 0,00801 0,5060[ 0,0120( 0,8135
Shw <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001 0,0284 0,0231 0,0037
KS norm <0,0001| <0,0001[ 0,0001f 0,0015 0,0276
KS norm(0; 1) <0,0001| <0,0001| 0,0008| <0,0001 0,0121f <0,0001 0,0220 <0,0001 0,0255

SVK, 1960-2019

Percentualny podi

el Statisticky vyznamnych Kkorelacii medzi odhadnutymi reziduami na hladine

model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B MSB M6B M7B MSB
Cez veky 100,00%]| 75,00% 91,67% 66,67% 4,17%| 0,00%| 4,17%
Cez roky 5,12%([ 12,82% 12,82%|  5,13%| 10,26%

(zdroj: vlastné spracovanie)

BIC hodnét nam model M7B vychédza ako najvhodnejsi. Ako druhy najvhodnejsi vysiel

model M6B. Opisné charakteristiky odhadnutych rezidui jednotlivych modelov taktiez do-

sahuju pozadované hodnoty. Vysledky p-hodnét testov st na hranici hladin vyznamnosti
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iba v pripade testov normality odhadnutych rezidui a neuspokojujice vysledky sme do-
stali pri chi-kvadrat teste o jednotkovej variancii. V ostatnych testoch st p-hodnéty testov
nad bezne pouzivanymi hladinami vyznamnosti, takze hypotézu o normalite nezamietame.

Tepelna mapa modelu M7B je zobrazena na Obr. 5.
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Obr. 4: Vivoj $pecifickej miery plodnosti v Cesku (zdroj: vlastné
spracovanie na zaklade dat z HFD [5])

Tabulka 3: Hodnoty thrnnej plodnosti v ¢eskej populacii v rokoch
1961, ...,2020

1961 [ 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 [ 1967 | 1968 | 1969 | 1970
2,140 2,152 2,353| 2,384| 2,209 2,040[ 1,929| 1,860| 1,893| 1,920

1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 | 1980
1,980 2,077( 2,291| 2,440| 2412 2,372 2,329| 2,335] 2,298] 2,108

1981 | 1982 [ 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990
2,021 2,014 1,971 1,976] 1,974 1948 1,923] 1,954 1,888| 1,908

1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 [ 1997 | 1998 | 1999 | 2000
1,861 1,715 1,667| 1,440| 1,281| 1,189 1,178 1,163| 1,139] 1,151

2001 | 2002 | 2003 [ 2004 | 2005 [ 2006 | 2007 | 2008 [ 2009 | 2010
1,144 1,165 1,172| 1,219] 1,275 1,323 1,440( 1,513] 1,514] 1,516

2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020
1,427( 1,452 1,456| 1,528] 1,570 1,631 1,687 1,708| 1,709] 1,710

(zdroj: vlastné spracovanie na zaklade dat z HFD [5])
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Obr. 5: Tepelna mapa rezidui modelu M7B pre cesku

populdciu (zdroj: vlastné spracovanie)
3.4 Madarska populacia

Vo vyvoji specifickej miery plodnosti v Madarsku, zobrazenej na Obr. 6, pozorujeme
jej postupny pokles a zaroven posun vo vekovej skupine, v ktorej nadobida nadobuda
maximéalne hodnoty. V stcasnosti dosahuje Specifickd miera plodnosti pre madarska po-

puléciu maximalnu hodnotu rovnu priblizne 0,1 pri vekovej skupine 30 rokov.

Hodnota thrnnej plodnosti v madarskej populacii sa medzi rokmi 1961, ...,1991
drzala priblizne na trovni dve zivonarodené deti pripadajice na jednu zenu v reprodukc-
nom veku. Od roku 1992 pozorujeme pokles az do roku 2010, kedy bola tthrnna plodnost
rovna 1,250. Od roku 2011 dochédzalo k postupnému néarastu ithrnnej plodnosti. V stcas-
nosti sa thrnna plodnost v Madarsku pohybuje na trovni 1,563. VSetky hodnoty tthrnnej

plodnosti st prezentované v Tabulke 5.

V Tabulke 6 st zobrazené vysledky jednotlivych pouzitych modelov pre madarsku
populaciu. Maximéalnu medianovi hodnotu logaritmu funkcie vierohodnosti dosiahol mo-
del M7B. Za nim nasledoval model M8B a model M6B. Pri modeli M8B sme odhadovali
az 199 parametrov, ¢o vyrazne zhorsilo jeho poradie na zdklade BIC kritéria. Vysoky pocet
odhadovanych parametrov pri modeli M7B nezhorsilo poradie tohto modelu na zaklade

BIC kritéria a umiestnil sa ako najvhodnejsi model. Druhy najvhodnejsi bol model M6B.
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Najblizsie hodnoty opisnych charakteristik k pozadovanym mé model M7B. V pripade

p-hodnot testov a korelacnych testov ma pre testy o nulovej strednej hodnote a korelacné

Tabulka 4: Vysledky modelov pre ¢esku populaciu

Porovnanie odhadnutych modelov pomocou medianu hodnét logaritmickej funkcie vierohodnosti
(LogLik), medianu Bayesovho informacného kritéria (BIC) a poradi v ramci skupiny pouzitych

CZE, 1960-2019 modelov
model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Medianova
LogLik hodnota | -6244,74| -3165,94 -2928,98| -3013,90| -2983,47| -3028,05| -2983,47| -2786,13| -2701,72| -2785,75
Pocet parametrov 78 155 159 126 129 130 159 150 179 199
Medianové BIC -6456,03| -3585,43| -3360,90( -3358,81| -3337,70| -3385,39| -3415,39| -3205,61| -3195,78| -3341,96
Poradie podl'a
medianového BIC 10 9 6 5 3 7 8 2 1 4
Priemerné poradie 10,00 7,58 5,70 5,15 4,88 5,85 7,25 1,75 1,63 5,23
CZE, 1960-2019 Opisné charakteristiky odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model] MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Aritmeticky
priemer 2,7846 0,2158| 0,1811| -0,4409| -0,0813| 0,2627| -0,1040| -0,0215[ 0,0026( -0,0140
Variancia 39,9401 3,4164| 2,2868| 5,0814| 2,8005| 4,1364 3,0288 11,7707 0,7963| 1,7538
Koeficient
Sikmosti 0,3025( 0,4143| 0,4328| -0,9699| -0,0928| 0,2129| -0,2937| 0,0159 0,1198[ 0,0006
Koeficient
Spicatosti 3,4956| 4,7259| 4,3361| 5,2902| 3,4812 4,5049 3,9400| 3,2891| 3,3155| 3,3373
CZE, 1960-2019| P-hodnota testov o nulovej strednej hodnote v matici odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Jednovyberovy
t-test <0,0001| 0,0002f 0,0002| < 0,0001 <0,0001 0,6090| 0,9276| 0,7389
Wilcoxonov
jednovyberovy test| < 0,0001| 0,0042] 0,0039| <0,0001 0,0001 0,8871 0,5939
CZE, 1960-2019( P-hodnota testov o jednotkovej variancii v matici odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Chi-kvadrattest | <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001] <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001
CZE, 1960-2019 P-hodnota testov normality pre odhadnuté rezidua jednotlivych modelov
model| MIA M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
JB <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| 0,0065] <0,0001| <0,0001 0,0390
AJB <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| 0,0085] <0,0001| <0,0001 0,0355
Shw <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001f 0,0250] <0,0001| <0,0001] 0,0159] 0,0199| 0,0087
KS norm 0,0011 0,0016{ <0,0001 0,0098
KS norm(0; 1) <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| 0,0002[ 0,0207| <0,0001

CZE, 1960-2019

Percentualny podiel Statisticky vyznamnych korelacii medzi odhadnutymi reziduami na hladine

model| MIA M2A M2B M3A M3B M4B MSB M6B M7B MS8B
Cez veky 100,00%]| 95,83% 91,67%]| 95,83%]| 95,83%]| 95,83%]| 70,83%| 4,17%| 62,50%
Cez roky 100,00% 64,10%| 64,10% 66,67% 2,56%

(zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 6: Vyvoj specifickej miery plodnosti v Madarsku (zdroj:

vlastné spracovanie na zaklade dat z HED [5])

Tabulka 5: Hodnoty tthrnnej plodnosti v madarskej populacii v rokoch

1961, . ..,2020

1961 | 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 | 1969 [ 1970
1,939 1,795 1,825| 1,822| 1,831| 1,899| 2,027| 2,081 2,052 1,989

1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 [ 1980
1,941 1,940( 1,942| 2,288| 2,366 2,250 2,168| 2,078 2,018 1,915

1981 | 1982 | 1983 [ 1984 | 1985 | 1986 [ 1987 | 1988 | 1989 [ 1990
1,882] 1,806 1,761| 1,774| 1,874 1,869 1,854| 1,846 1,838 1,868

1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 [ 1997 | 1998 | 1999 [ 2000
1,875| 1,776 1,687 1,642| 1,571 1,458 1,377| 1,327| 1,284 1,321

2001 | 2002 | 2003 [ 2004 | 2005 | 2006 [ 2007 | 2008 | 2009 [ 2010
1,310 1,303| 1,272| 1,276 1,307 1,340| 1,316 1,348 1,322] 1,250

2011 [ 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 [ 2019 [ 2020
1,258 1,338| 1,341| 1,412] 1,441 1,496] 1,496 1,487| 1,492 1,563

(zdroj: vlastné spracovanie na zaklade dat z HFD [5])

testy hodnoty nad bezne pouzivanymi hladinami vyznamnosti model M7B. Model M6B

ma zas vyrazne lepsie hodnoty pre testy normality. Pri pohlade na tepelné mapy mozeme
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pri modeli M6B, zobrazené na Obr. 7, pozorovat mierne zhluky a vyraznejsie diagonaly,

¢o nam potvrdzuju aj vysledky pre korelacie cez veky a roky. Preto z pohladu na tepelné

mapy nam model M7B, zobrazeny na Obr. 8, vychadza ako vhodnejsi. Celkovo, pre ma-

darski populaciu, vyhodnocujeme model M6B a model M7B ako rovnako vhodny model.
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Obr. 7: Tepelna mapa rezidui modelu M6B pre madarski

populdciu (zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 8: Tepelna mapa rezidui modelu M7B pre madarski

populdciu (zdroj: vlastné spracovanie)
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Tabulka 6: Vysledky modelov pre madarskt populaciu

Porovnanie odhadnutych modelov pomocou medianu hodnét logaritmickej funkcie vierohodnosti
(LogLik), medianu Bayesovho informacného kritéria (BIC) a poradi v ramci skupiny pouZitych

HUN, 1958-2017 modelov
model| MIA M2A M2B M3A M3B M4B M5B Mé6B M7B MS8B
Medianova
LogLik hodnota | -6431,09| -3104,23| -2976,50| -3266,55( -3167,23| -3118,84| -3167,23( -2738,18]| -2662,24| -2736,55
Pocet parametrov 78 155 159 126 129 130 159 150 179 199
Medianové BIC -6642,39| -3523,72| -3408,42| -3611,46| -3521,47| -3476,18( -3599,15| -3157,66| -3156,30| -3292,76
Poradie podl'a
medidnového BIC 10 7 4 9 6 5 8 2 1 3
Priemerné poradie 10,00 6,53 4,90 7,08 5,55 5,53 7,40 1,80 1,63 4,60
HUN, 1958-2017 Opisné charakteristiky odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model] MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Aritmeticky
priemer 0,5428( 0,1974| 0,0322| -0,1622| -0,0139| -0,0993] 0,0388| 0,0724 0,0251( 0,0764
Variancia 34,0091 3,9027| 2,7387| 5,2949| 3,2940 3,6367 3,3355[ 11,4306 0,6891| 1,3488
Koeficient
Sikmosti -0,5598| -0,2859| 0,3444| -0,5426| 0,2729| 0,2066 0,2552 -0,0182| 0,0152| 0,0316
Koeficient
Spicatosti 3,4574 15,7788 6,3800| 4,3196| 3,5032| 3,9963| 3,5375| 3,1510( 3,3719( 3,1842
HUN, 1958-2017| P-hodnota testov o nulovej strednej hodnote v matici odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Jednovyberovy
t-test 0,0033[ 0,0016] 0,5390] 0,0260| 0,8086 0,5014 0,0379
Wilcoxonov
jednovyberovy test| < 0,0001| 0,0001 0,7175 0,8248
HUN, 1958-2017| P-hodnota testov o jednotkovej variancii v matici odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model| MIA M2A M2B M3A M3B M4B MSB M6B M7B MSB
Chi-kvadrat test | <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001]| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001
HUN, 1958-2017 P-hodnota testov normality pre odhadnuté rezidua jednotlivych modelov
model| MIA M2A M2B M3A M3B M4B M5B Mé6B M7B MS8B
JB <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| 0,0015] <0,0001| <0,0001| 0,5840( 0,0460
AJB <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001]| <0,0001] <0,0001] 0,5890 0,0425
Shw <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001] <0,0001] <0,0001 0,0290
KS norm 0,0238( 10,0121 0,0017| 0,0031] 0,0206 0,0134
KS norm(0; 1) <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001] 0,0004] 0,0019] 0,0017

HUN, 1958-2017

Percentualny podiel Statisticky vyznamnych korelacii medzi odhadnutymi reziduami na hladine

model| MIA M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Cez veky 100,00%|[ 95,83%| 91,67%| 95,83% 95,83% 62,50%| 12,50%
Cez roky 100,00% 66,67%| 71,79% 71,79% 7,69%

(zdroj: vlastné spracovanie)
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3.5 Rakuska populacia

Z vyvoju sSpecifickej miery plodnosti pre rakasku populdciu, zobrazena na Obr. 9,
mozeme vidiet, Ze od roku 1960 dochadzalo k jej postupnému poklesu. V sucasnosti sa ma-

ximéalna hodnota Specifickej miery plodnosti dosahuje pri veku zien 32 rokov.
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Obr. 9: Vyvoj Specifickej miery plodnosti v Rakusku (zdroj:

vlastné spracovanie na zaklade dat z HFD [5])

Hodnota thrnnej plodnosti pre raktusku populaciu klesla z hodnoty 2,8 v roku 1962
na 1,44 v roku 2020. V stucasnosti teda pripada na jednu zenu v reprodukénom veku 1,44

dietata. Vsetky hodnoty thrnnej plodnosti pre rakisku populaciu st uvedené v Tabulke 7.

V Tabulke 8 st zobrazené vysledky jednotlivych pouzitych modelov pre rakusku
populaciu. Najvacsiu maximalnu medianovi hodnotu logaritmu funkcie vierohodnosti do-
siahol v pripade raktuskej populacie model M7B, no nakolko v pripade tohto modelu
odhadujeme 179 parametrov, v pripade poradia v ramci BIC hodnoty sa umiestnil az
na 4. mieste. S hodnotou logaritmu funkcie vierohodnosti rovnou —2659,99, BIC hod-
notou rovnou —3 079,48 nam pripade rakiskej populacie ako najvhodnejsi model vysiel
model M6B. Opisné charakteristiky tohto modelu taktiez dosahuju priblizne pozadované
hodnoty. P-hodnoty testov rezidui modelu M6B st nad hladinou vyznamnosti, kedy po-
lozeni hypotézu o normalite nezamietame. Tepelnd mapa modelu M6B pre rakusku po-

puléciu je zobrazend na Obr. 10. Na tepelnej mape rezidui modelu nie st viditelné zhluky
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ani pravidelné formy ¢i diagonaly. Odhadnuté rezidud pohybuji medzi hodnotami —3 az 3.
Na zéklade vizualneho postudenia tepelnej mapy rezidui modelu M6B pre raktusku popu-

laciu ,,hypotézu” o nezavislosti odhadnutych rezidui nezamietame.
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Obr. 10: Tepelna mapa rezidui modelu M6B pre rakusku

populdciu (zdroj: vlastné spracovanie)

Tabulka 7: Hodnoty uhrnnej plodnosti v rakiskej populécii v rokoch
1961, ...,2020

1961 [ 1962 [ 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 | 1969 | 1970
2,786 2,800 2,821 2,795 2,703 2,663| 2,621| 2,586| 2,488| 2,292

1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 | 1980
2,200 2,085 1,938 1,908 1,827| 1,688] 1,631 1,604] 1,598| 1,652

1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 [ 1989 [ 1990
1,674 1,661 1,559 1,522| 1,474] 1,449| 1,432| 1,447| 1,446| 1,457

1991 [ 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000
1,507] 1,505] 1,501| 1,465| 1,423 1,446 1,393 1,370 1,340| 1,364

2001 [ 2002 [ 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 [ 2010
1,331 1,394 1,376 1,419 1,408 1,409 1,385 1,417 1,396] 1,443

2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 [ 2019 [ 2020
1,431 1,440 1,436| 1,464 1,491| 1,530 1,518] 1,475| 1,461| 1,440

(zdroj: vlastné spracovanie na zaklade dat z HFD [5])
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Tabulka 8: Vysledky modelov pre rakisku populaciu

Porovnanie odhadnutych modelov pomocou medianu hodnét logaritmickej funkcie vierohodnosti
(LogLik), medianu Bayesovho informacného kritéria (BIC) a poradi v ramci skupiny pouzitych

AUT, 1960-2019 modelov
model] MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Medianova
LogLik hodnota | -3618,93| -2850,90| -2761,98| -2825,32| -2728,59| -2747,69| -2737,04| -2659,99| -2616,28| -2658,80
Pocet parametrov 78 155 159 126 129 130 159 150 179 199
Medianové BIC -3830,22| -3270,38| -3193,89( -3170,23| -3082,82| -3105,03| -3168,96| -3079,48| -3110,34| -3215,00
Poradie podl'a
medidnového BIC 10 9 7 6 2 3 5 1 4 8
Priemerné poradie 10,00 7,68 5,95 4,90 3,18 4,03 6,28 2,18 3,65 7,18
AUT, 1960-2019 Opisné charakteristiky odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Aritmeticky
priemer 0,6857| 0,0547| 0,1371| 0,1096 0,0351 0,0356] 0,0417| 0,0194] 0,0232] 0,0394
Variancia 14,3131 11,9465 11,5843 1,6501 1,5550| 1,8800| 1,5322| 0,8864| 0,5602| 0,9018
Koeficient
Sikmosti -0,3308| -0,1678| 0,0585[ 0,1209( 0,1492( 0,2507| 0,2060| 0,0476] 0,2173| -0,0139
Koeficient
Spicatosti 3,7930( 5,5661| 7,1915| 3,1940| 3,4040| 4,0135| 3,4271| 29392 3,0073( 2,9844
AUT, 1960-2019| P-hodnota testov o nulovej strednej hodnote v matici odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Jednovyberovy
t-test <0,0001 0,0006] 0,0071 0,5150
Wilcoxonov
jednovyberovy test| < 0,0001 0,0049] 0,0222| 0,6040( 0,8382 0,5462| 0,5265] 0,7764
AUT, 1960-2019| P-hodnota testov o jednotkovej variancii v matici odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model] MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Chi-kvadrattest [ <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001]| <0,0001| <0,0001| 0,0086] <0,0001| 0,0240
AUT, 1960-2019 P-hodnota testov normality pre odhadnuté rezidua jednotlivych modelov
model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
JB <0,0001[ <0,0001| <0,0001 0,0110f <0,0001| 0,0020] 0,7675] 0,0200|] 0,9790
AJB <0,0001[ <0,0001| <0,0001 0,0120] <0,0001| 0,0010] 0,7745] 10,0255 0,9810
ShwW <0,0001| <0,0001| <0,0001f 0,0157| 0,0059]<0,0001] 0,0030 0,0046
KS norm 0,0020( 0,0017] 0,0080 0,0136 0,0415
KS norm(0; 1) <0,0001] <0,0001f 0,0009] <0,0001 0,0010] 0,0005] 0,0014| 0,0428( <0,0001| 0,0062

AUT, 1960-2019

Percentualny podiel statisticky vyznamnych korelacii medzi odhadnutymi reziduami na hladine

vyznamnosti 0,01

model| MIA M2A M2B M3A M3B M4B MSB M6B M7B MSB
Cez veky 100,00%]| 75,00%| 70,83%| 79,17%| 75,00%| 62,50%]| 75,00%]| 12,50%] 0,00%]| 12,50%
Cez roky 94,87% 5,13% 12,82%]  5,13%| 10,26%

zdroj: vlastné spracovanie
]
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3.6 Holandska populacia

V Holandsku, narozdiel od ostatnych sledovanych populécii, Zzeny uz v roku 1960
rodili vo vyssom veku, ¢o sa prejavilo na grafe vyvoju Specifickej miery plodnosti maximom
pre vek 26 rokov. V ostatnych sledovanych populaciach krivka specifickej miery plodnosti
dosahovala maximum v roku 1960 pre 22— 24 ro¢né zeny. Vyvoj Specifickej miery plodnosti

pre holandsku populéciu je zobrazeny na Obr. 11.

o
OO_ —
o t = 1960
t=1965
- —— t=2010
N — t=2015
o
S
o
\—! —
o
o
Q —
© | | | | |
20 25 30 35 40
X

Obr. 11: Vyvoj specifickej miery plodnosti v Holandsku (zdroj:

vlastné spracovanie na zaklade dat z HED [5])

Uhrnné plodnost v holandskej populdcii bola v roku 1961 rovna 3,217, ¢o predsta-
vovalo viac ako tri zivonarodené deti na jednu zenu v reprodukénom veku. V stcasnosti,
v roku 2020, je thrnna plodnost na hodnote 1,55. Vsetky hodnoty thrnnej plodnosti

pre holandski populaciu st uvedené v Tabulke 9.

V Tabulke 10 st zobrazené vysledky jednotlivych pouzitych modelov pre holand-
skt populaciu. Maximélnu medidanovii hodnotu logaritmu funkcie vierohodnosti rovnu
—2852,48 dosiahol model s oznacenim M7B. Pri tomto modeli sme odhadovali 179 para-
metrov, no to neovplyvnilo vhodnost modelu na zaklade porovnania BIC kritéria. Model
M7B s BIC rovnou —3 346,54 nam vysiel ako najvhodnejsi pre holandsku populaciu. P-
hodnoty testov o nulovej strednej hodnote, jednotkovej variancii a normality odhadnutych

rezidui boli nad bezne pouzivanou hladinou vyznamnosti, kedy hypotézu o normalite ne-
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zamietame. Tepelnd mapa modelu M7B je zobrazend na Obr. 12. Odhadnuté rezidua

pohybuji medzi hodnotami —4 az 4.
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Obr. 12: Tepelnd mapa rezidui modelu M7B pre holandsku

populdciu (zdroj: vlastné spracovanie)

Tabulka 9: Hodnoty tthrnnej plodnosti v holandskej populacii v rokoch
1961, ...,2020

1961 | 1962 | 1963 [ 1964 [ 1965 [ 1966 [ 1967 [ 1968 [ 1969 [ 1970
3,217 3,175 3,192 3,165 3,038 2,901| 2,812| 2,713| 2,746 2,570

1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 [ 1978 [ 1979 [ 1980
2,360| 2,149] 1,903 1,773 1,664 1,632] 1,580| 1,584 1,563 1,603

1981 | 1982 | 1983 [ 1984 [ 1985 [ 1986 [ 1987 [ 1988 [ 1989 [ 1990
1,564 1,496 1,468 1,492 1,512 1,553 1,558 1,545 1,554 1,617

1991 | 1992 | 1993 [ 1994 [ 1995 [ 1996 [ 1997 [ 1998 [ 1999 [ 2000
1,612 1,587 1,572 1,569| 1,531 1,529 1,562| 1,628| 1,652 1,722

2001 [ 2002 [ 2003 [ 2004 [ 2005 [ 2006 [ 2007 [ 2008 [ 2009 [ 2010
1,710 1,731 1,747 1,726 1,709 1,721| 1,718| 1,774 1,791 1,796

2011 | 2012 | 2013 | 2014 [ 2015 [ 2016 [ 2017 [ 2018 [ 2019 [ 2020
1,760( 1,723 1,679 1,713 1,658 1,663 1,619 1,586 1,574 1,550

(zdroj: vlastné spracovanie na zaklade dat z HFD [5])

37



Tabulka 10: Vysledky modelov pre holandskt populéciu

Porovnanie odhadnutych modelov pomocou medianu hodnot logaritmickej funkcie vierohodnosti
(LogLik), medianu Bayesovho informaé¢ného kritéria (BIC) a poradi v ramci skupiny pouZzitych

NLD, 1960-2019 modelov
model|] MIA M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
Medianova
LogLik hodnota | -5691,23 -3613,38| -3076,58| -3518,86| -3257,41| -3377,79| -3241,25| -2946,65| -2852,48| -2950,59
Pocet parametrov 78 155 159 126 129 130 159 150 179 199
Medianové BIC -5902,52| -4032,86| -3508,49| -3863,77| -3611,64| -3735,13| -3673,17| -3366,13| -3346,54( -3506,79
Poradie podl'a
medianového BIC 10 9 4 8 5 7 6 2 1 3
Priemerné poradie 10,00 8,10 4,15 6,73 5,30 5,90 6,45 2,23 1,40 4,75
NLD, 1960-2019 Opisné charakteristiky odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model] MIA M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6é6B M7B MS8B
Aritmeticky
priemer 0,8234| -0,0558| 0,0469| -0,2427| 0,0384] 0,1835] 0,0366] 0,0307| -0,0247| 0,0532
Variancia 80,8826 5,8437| 2,7152| 4,3385| 3,8084| 4,9071| 3,6366] 2,0520| 0,8980| 1,9826
Koeficient
Sikmosti 0,6144 0,2821 0,3970( 0,1178| -0,0420| -0,2544| -0,0609| 0,0870| 0,0293| -0,0248
Koeficient
Spicatosti 4,8785| 5,6762| 17,6773 3,3644| 2,8791| 3,9767| 3,1131| 3,6538| 3,5862| 3,5765
NLD, 1960-2019| P-hodnota testov o nulovej strednej hodnote v matici odhadnutych rezidui jednotlivych modelov
model|] MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6é6B M7B MS8B
Jednovyberovy
t-test 0,0039 0,0002] 0,5336] 0,0089] 0,5445
Wilcoxonov
jednovyberovy test|  0,0497( 0,0259 0,0001 0,0050 0,6651

NLD, 1960-2019

P-hodnota testov o jednotkovej variancii v matici odhadnutych rezidui jedn

otlivych modelov

model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MSB

Chi-kvadrat test <0,0001] <0,0001| <0,0001] <0,0001] <0,0001] <0,0001| <0,0001| <0,0001|] 0,0189] <0,0001
NLD, 1960-2019 P-hodnota testov normality pre odhadnuté rezidua jednotlivych modelov

model] MIA M2A M2B M3A M3B M4B M5B M6B M7B MS8B
JB <0,0001| <0,0001| <0,0001| 0,0230( 0,6290f <0,0001| 0,5450( <0,0001 0,0045[ 0,0030
AJB <0,0001] <0,0001] <0,0001] 0,0275] 0,6365] <0,0001|] 0,5310] 0,0010f 0,0030f 0,0055
ShwW <0,0001] <0,0001| <0,0001| 0,0465 <0,0001 0,0003| 10,0022 0,0004
KS norm <0,0001] <0,0001] 0,0012
KS norm(0; 1) <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001| <0,0001( <0,0001f 0,0100 <0,0001

NLD, 1960-2019

Percentualny podiel statisticky vyznamnych Kkorelacii medzi odhadnutymi reziduami na hladine

vyznamnosti 0,01

model| MI1A M2A M2B M3A M3B M4B MSB M6B M7B MS8B
Cez veky 100,00%]| 79,17%| 70,83%]| 91,67%| 95,83%]| 95,83%]| 95,83%| 79,17% 75,00%
Cez roky 100,00% 69,23%| 3,81% 74,36% 7,69%

(zdroj: vlastné spracovanie)
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Porovnanie vyvoju thrnnej plodnosti v rdmci vSetkych piatich sledovanych populécii

je zobrazené na Obr. 13.
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Obr. 13: Vyvoj thrnnej plodnosti v sledovanych populaciach

v rokoch 1961, . ..,2020 (zdroj: vlastné spracovanie na zaklade dat

2 HFD [5])
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4 Predikovanie vekovo sSpecifickej miery plodnosti

V tejto kapitole si predstavime sposob predikovania specifickej miery plodnosti,
ktory sme pouzili v nasej praci. Dalej si uvedieme vysledky kratkodobej predikcie pre slo-
venski populaciu. Predikcia Specifickej miery plodnosti je komplikovand, nakolko tehoten-
stvo moze nastat viackrat za zivot Zeny a vyrazne ho ovplyviuju rozne exogénne faktory

(ekonomické, spolocenské, socidlne, nabozenské a pod.).

4.1 Odhadovanie parametrov modelov

Na zéklade vysledkov uvedenych v podkapitole 3.2 vieme, zZe ako najvhodnejsi model
pre popisanie Specifickej miery plodnosti pre slovenski populaciu vysiel model s oznac¢enim
M6B. Postup odhadovania parametrov sme pouzili rovnaky ako bol predstaveny v podka-
pitole 2.4. Obdobie rokov, na ktorom sme parametre odhadovali, sme nastavili v rozmedzi
rokov 2004, 2005, . ..,2019. Pre ziskanie odhadov parametrov modelov sme pouzili soft-
vér R [11]. Hodnoty odhadnutych parametrov pre vekovo Specifické parametre a,, b, pre
r =18,19,20,...,42, ¢asovo Specifické parametre f;, h; pre t = 2004, 2005, 2006, . . ., 2019,
kohortny parameter j;_, a hodnota skaldrneho parametra d modelu M6B si zobrazené

na Obr. 14.

4.2 Predikovanie budicich sSpecifickych mier plodnosti

Pre predikovanie budtcich hodnét Specifickej miery plodnosti v slovenskej popu-
l4cii sme pouzili softvér R [11], konkrétne balik demography [14] a funkcie iarima(),
forecast (). Predikovali sme ¢asovo Specifické parametre f;, h; a kohortny parameter j;_,.
Casovo $pecifické parametre f,, hy sme predikovali spolo¢ne, ako dvojrozmerny ¢asovy rad,
pomocou automatickej funkcie iarima (). Nasledne, pomocou odhadnutého modelu sme
vytvorili predikcie pomocou automatickej funkcie forecast () pre budice obdobie rokov
2020,2021,...,2025. Predikcie parametrov f;, h; a j;_, modelu M6B oznac¢ené modrou
¢iarou a 80-percentné resp. 90-percentné predikéné intervaly pre hodnoty uvedenych pa-

rametrov (znazornené sivymi pasmi) si zobrazené na Obr. 15.

Pouzitim odhadnutych predikovanych hodnét parametrov, za predpokladu, zZe v Zen-

skej populécii posobia nulové miery dmrtnosti, sme vypocitali vekovo $pecifickii mieru
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Obr. 14: Hodnoty odhadnutych parametrov modelu M6B na

datach v rozmedzi rokov 2004, 2005, ..., 2019 (zdroj: vlastné

spracovanie)

£ y |

I I I I I I I I
2009 2014 2019 2024 2009 2014 2019 2024

t t

~

I
1962 1972 1982 1992 2002

t-x
Obr. 15: Odhady parametrov modelu M6B, ich predpovedané
hodnoty pre roky 2020, ...,2025 a ich 80-percentné resp.

90-percentné predikéné intervaly (zdroj: vlastné spracovanie)
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plodnosti pre roky 2020,2021,...,2025, ktord sme normovali popula¢nymi pocetnos-
tami. Modelova specifickd miera plodnosti pre roky 2004, 2005, ...,2019 pre slovenski
populaciu vo veku 18,19, ...,42 a predikcie vyvoju Specifickej miery plodnosti pre roky
2020, 2021, ...,2025 st zobrazené na Obr. 16. Na Obr. 16 pozorujeme, ze nase predikcie
na najblizsich 5 rokov nepredpokladaji vyrazny posun vo veku, v ktorom specificka miera
plodnosti nadobida maximalne hodnoty. Rovnako nepredpokladdme vyrazny narast alebo

pokles Specifickej miery plodnosti v slovenskej populéacii.
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Obr. 16: Modelova specificka miera plodnosti pre roky
2004, 2005, . ..,2019 a predikovana $pecifickd miera plodnosti
pre roky 2020, 2021, ...,2025 (zdroj: vlastné spracovanie)

Pre overenie spravnosti modelovych hodnét modelu M6B sme vypocitali modelové
hodnoty tihrnnej plodnosti, ktoré sme vzhladom na upraveny vekovy interval 18,19, ...,42
rokov zvysili o 5 béazickych bodov v kazdom veku. Tieto hodnoty sme porovnali so sku-
toénymi hodnotami thrnnej plodnosti za roky 2004, 2005, ...,2019, ktoré su dostupné
na stranke Infostatu [18]. Porovnanie modelovej a skuto¢nej ihrnnej plodnosti je zobra-
zené na Obr. 17. Je mozné pozorovat, ze skutoéné a modelové hodnoty tthrnnej plodnosti
st priblizne rovnaké. Mozeme teda tvrdit, Zze nas model dostatocne presne zachytava cel-

kovu troven plodnosti v slovenskej populécii.
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Obr. 17: Porovnanie skuto¢nych tthrnnych plodnosti a thrnnych
plodnosti vypocitanych modelovymi hodnotami modelu M6B
(zdroj: vlastné spracovanie na zéaklade vypocitanych dat a dat

z Infostatu [18])

Nésledne sme vypocitali hodnotu tthrnnej plodnosti na zaklade predikovanych hod-
not a tie porovnali s predikovanymi hodnotami tthrnnej plodnosti pre roky 2020, . .., 2025,
ktoré si uverejnené v clanku [15]. Uhrnnt plodnost, ktord sme vypocitali na zaklade
nami predikovanych hodnot, sme zvysili o 5 béazickych bodov v kazdom roku z dévodu
rozneho vekového intervalu, pre ktory bola tthrnna plodnost pocitana. Porovnanie je zo-
brazené na Obr. 18. Pozorujeme, ze nami predikované ithrnné plodnosti a thrnné plodnosti
z Clanku [15] st takmer identické. Na zdklade tohto porovnania moézeme nase predikcie

povazovat za pouzitelné.
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Obr. 18: Porovnanie predikovanych hodnot thrnnych plodnosti
z ¢lanku [15] a nami predikovanych thrnnych plodnosti (zdroj:
vlastné spracovanie na zaklade vypocitanych dat a dat

z ¢ldanku [15])
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5 Poistné produkty pre budice matky dostupné na

slovenskom trhu

Podla tdajov Statistického tiradu Slovenskej republiky [17] celkovy stredny stav zien
na Slovensku vo vekovom rozpéati 15 az 49 rokov bola v roku 2020 na trovni 1275 265.
Za predpokladu zachovania mier timrtnosti pozorovanych v roku 2020 v zenskej populécii
na Slovensku a nulového migra¢ného salda vo vekovom intervale 15 az 49 rokov bude
mat celkovy stredny stav Zien (v spominanej vekovej skupine) mierne klesajicu tenden-
ciu. Uhrnny poéet 15- aZz 49-ro¢nych Zien by sa mal pohybovat niekde medzi hodnotami

1270000 a 1208000.

V predchadzajicej kapitole sme uviedli, ze ithrnné plodnost a Specifické miery plod-
nosti na Slovensku sa v priebehu nadchadzajicich rokov (s pomerne vysokou pravdepo-
dobnostou) nebudi vyrazne menit, pricom mézu mat mierne rastticu tendenciu. Celkovo
teda mozeme ocakavat, ze absolutne pocty porodov do roku 2025 budu pomerne stabilné
a budu sa pohybovat v blizkosti sticasne pozorovanych hodnot, t. j. zhruba medzi 56 000

az 58 000 poérodov rocne.

Odkladanie tehotenstva do vyssieho veku moze priniest pre matku aj pre dieta zvy-
sené rizikd. Poistenie sluzi ako moznost finanéného zabezpecenia v pripade neocakavanych
zivotnych situacii. K takymto situaciam patri aj rizikové tehotenstvo ¢i pérodné alebo po-
porodné komplikacie. V zédkone ¢. 39/2015 Z. z. o poistovnictve a o zmene a doplneni nie-
ktorych zdkonov a jej prilohe ¢. 1 (klasifikdcia poistnych odvetvi podla poistnych druhov,
cast B — poistné odvetvia zivotného poistenia) je vymedzenych niekolko poistnych odvetvi,
v ktorych mézu podnikat poistovne. S nasim vyskumom ciastoc¢ne suvisi bod 2. Poiste-
nie pre pripad narodenia dietata, poistenie prostriedkov na vyzivu a poistenie pre pripad
uzavretia manzelstva. Podla organu dohladu nad poistovnictvom na Slovensku v poistnom
odvetvi casti B, ¢islo 2 mézu ku dnu 5.5.2022 podnikat nasledovné poistovne so sidlom

na tzemi Slovenska [13]:

o Allianz - Slovenské poistovna, a.s.,

o CSOB Poistoviia, a.s.,

o KOMUNALNA poistoviia, a.s. Vienna Insurance Group,
o KOOPERATIVA poistovna, a.s. Vienna Insurance Group,
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o Union poistovna, a.s.,

o Wiistenrot poistovna, a.s.

Doplitame, 7e k 1. februaru 2022 na Slovensku celkovo pdsobilo 10 poistovni so sidlom
na uzemi Slovenska, dalsich 18 poistovni vo forme pobocky poistovne z iného c¢lenského
statu a dalsich 571 poistovni z inych ¢lenskych statov Eurdpskej tinie vykonavajice ¢innost

na Slovensku na zdklade slobody poskytovania sluzieb. [13]

Na trhu existuje niekolko typov zivotnych poisteni. Klasické Zivotné poistenia v ramci
tehotenstva kryji predovsetkym praceneschopnost, ¢i hospitalizaciu, ktora je spésobena
rizikovym tehotenstvom. Allianz - Slovenska poistoviia pontka komerény poistny produkt
Stastny Zivot, kde zo Zivotného poistenia matky mozu byt kryté aj pripady stvisiace s te-

hotenstvom. [1]

Medzi poistovne, ktoré podnikaji na Slovensku formou pobocky poistovne z iného
¢lenského statu, patri aj Generali poistoviia. Tato poistoviia pontka poistny produkt

s ndzvom La Vita, ktory kryje rizika aj v tychto troch oblastiach [4]:
o tehotenské, porodné a poporodné komplikacie,

o vazne zenské operacie a vybrané ochorenia,

o narodenia dietata s vrodenou chybou — vaZzna vrodena chyba, narok na plnenie je aj

v pripade, ak je vrodena chyba diagnostikovana uz pocas porodu.

Budice matky sa mozu poistit aj na dialku (napr. cez internet) v zahrani¢nej po-
istovni, vykonavajtcej ¢innost v SR, ktora ponika komplexné krytie vsetkych moznych
pripadov stuvisiacich s budicim tehotenstvom a porodom. Ponuky tychto poistovni sme

v rdmci nasej prace neskumali.
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Zaver

V nasej praci sme sa venovali hladaniu najvhodnejsieho stochastického modelu, ktory
popisuje Specifickii mieru plodnosti vo vybranych populaciach. Zakladné teoretické po-
znatky a definicie z demografickej statistiky sme uviedli v prvej kapitole. V druhej kapi-
tole sme predstavili nasu motivaciu modelovania a popisali modely, ktorymi sme Specifick
mieru plodnosti modelovali. Dalej sme uviedli sposoby, akymi sme vyhodnocovali kvalitu

a efektivitu modelov.

Pri hladani najvhodnejsieho stochastického modelu pre Specifickii mieru plodnosti
sme vychadzali zo zédkladného Leeho modelu. Parametre tohto modelu maju peknu in-
terpretaciu. Modely vyssieho radu, ktoré sme dostali pridavanim réznych kombinécii ¢a-
sovych, vekovych a kohortnych parametrov, uz taki jasnu interpretaciu nemaj, nakolko
dochadza k rozlozeniu ich efektov. Podarilo sa nam vsak v nasom vyskume ukazaf, ze aj
napriek velmi vysokému poctu parametrov tychto modelov a strate ich interpretacie je po-
trebnt pouzivat prave takéto komplexnejsie konstrukcie. Problémom zakladného Leeho
modelu bolo, ze trojica jeho parametrov nedokéazala zachytit niektoré casti informacie,
ktoré sa v datach skryvaji. Cast informdcie zostala vo zvyskovom ¢lene, ktory by viak
pri tomto type modelu mal mat charakteristiku ndhodného bieleho Sumu. Pri Leeho mo-
deli sme ukézali, Ze tomu tak nie je a zvyskovy ¢len obsahoval vela informéacie. Prave
preto sa ukazalo ako potrebné rozsirit Leeho model o dalsie vektory parametrov, ktorymi
je tuto informéaciu mozné zachytit. Takyto rozsireny a vhodne nastaveny model sa da

potom pouzivat napriklad pri predikovani budtcich Specifickych mier plodnosti.

Pri predikovani je potrebné spravne zvolif obdobie, na ktorom kalibrujeme nas mo-
del. NavysSe, modelmi nedokazeme zachytit SirSi kontext, ktory sa vzfahuje na proces
Tudskej plodnosti. Moze sa preto stat, ze predikované specifické miery plodnosti dosiahnu

nerealne hodnoty.

Pre nami zvolené krajiny — Slovensko, Cesko, Madarsko, Rakisko a Holandsko —
sa nam podarilo najst modely, ktoré zachytavaji vyvoj specifickej miery plodnosti v tychto
populaciach. Model, ktory vysiel ako najvhodnejsi pre slovensku populéciu, sme pou-
zili na kratkodobu predikciu. Podarilo sa nam predikovat vyvoj Specifickej miery plod-
nosti pre obdobie piatich rokov, nakolko predikcie na dlhsie obdobie dosahovali hodnoty;,

ktoré podla nasho posidenia nezodpovedali moznému budicemu vyvoju.
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Prilohy

Priloha A.

Vizualizdcia odhadnutych vekovo $pecifickych parametrov a,, b, pre = € {18,19,...,42}
a Casovo premenlivych dynamickych faktorov f; pre ¢t € {1960,1961,...,2019} Lecho
modelu pouzitych ako startovacie hodnoty pre odhadovanie parametrov modelov pre sle-

dované populécie:
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Obr. 19: Grafické znazornenie odhadnutych parametrov Leeho modelu

v pripade slovenskej populdcie (zdroj: viastné spracovanie v softvéri R [11])
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Obr. 20: Grafické znazornenie odhadnutych parametrov Leeho modelu

v pripade Ceskej populacie (zdroj: vlastné spracovanie v softvéri R [11])
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Obr. 21: Grafické znazornenie odhadnutych parametrov Leeho modelu

v pripade madarskej populacie (zdroj: vlastné spracovanie v softvéri R [11])
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Obr. 22: Grafické znazornenie odhadnutych parametrov Leeho modelu

v pripade rakuskej populacie (zdroj: vlastné spracovanie v softvéri R [11])
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Obr. 23: Grafické znazornenie odhadnutych parametrov Leeho modelu

v pripade holandskej populdcie (zdroj: vlastné spracovanie v softvéri R [11])



Priloha B.

Tepelné mapy rezidui modelu M1A pre vsetky sledované populécie.
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Obr. 24: Tepelnd mapa rezidui modelu M1A pre slovenski populéciu (zdroj:

vlastné spracovanie v softvéri R [11])
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Obr. 25: Tepelna mapa rezidui modelu M1A pre ceskt populdciu (zdroj:

vlastné spracovanie v softvéri R [11])
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Obr. 26: Tepelnd mapa rezidui modelu M1A pre madarskd populdciu (zdroj:

vlastné spracovanie v softvéri R [11])
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Obr. 27: Tepelnd mapa rezidui modelu M1A pre raktsku populdciu (zdroj:

vlastné spracovanie v softvéri R [11])
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Obr. 28: Tepelnd mapa rezidui modelu M1A pre holandskd populéciu (zdroj:

vlastné spracovanie v softvéri R [11])



