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Abstrakt v statnom jazyku

CHABRONOVA, Klara: Systémy hromadnej obsluhy s roznymi typmi zékaznikov [Diplo-
mova préca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informa-
tiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky, skolitel: doc. RNDr. Katarina Jankova,
CSc, Bratislava, 2023, 64 s.

V tejto préaci rozoberame problematiku systémov hromadnej obsluhy s réznymi typmi
zédkaznikov, pri¢om sa na tieto systémy pozerame diskrétne. Cielom je reagovat na fakt,
ze v realite zékaznici prichadzajici do systému netvoria homogénnu skupinu, ale na za-
klade ich charakteristickych vlastnosti ich mozno zaradit do viacerych skupin. Diskrét-
nym pohladom na takéto systémy zaroven reagujeme na zvysSujucu sa digitalizaciu vo
svete. V praci sa najskor budeme venovat zakladnej teorii hromadnej obsluhy. Nasledne
oboznamime citatela s jednoduchym systémom hromadnej obsluhy s diskrétnym ¢asom,
zostavime vSeobecny matematicky model, analyticky odvodime jeho stacionarne rozdele-
nie a uvedieme priklady konkrétnych diskrétnych modelov. V dalsej casti prace do nasho
vSeobecného modelu zahrnieme predpoklad nehomogénnej skupiny zakaznikov v systéme,
pricom sa opéat zameriame na analytické odvodenie staciondrneho rozdelenia a réznych
vykonnostnych parametrov. V zavere prace uvedieme numerické vypocty stacionarneho
rozdelenia pre rozne hodnoty parametrov. Okrem toho budeme pomocou simulécii sledo-
vat, ako dochadza k ustéleniu pravdepodobnostného rozdelenia stavu systému hromadne;j
obsluhy s dvoma typmi zakaznikov pre rozne hodnoty parametrov. Na simulédcie a nume-

rické vypocty budeme vyuzivat softvér R.

Krladéové slova: teoria hromadnej obsluhy, Markovove retazce, vytvarajice funkcie
) ) b

stacionarne rozdelenie, Bernoulliho rozdelenie



Abstract

CHABRONOVA, Klara: Queueing systems with different types of customers [Diploma
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-
tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor:doc. RNDr. Katarina
Jankova, CSc, Bratislava, 2023, 64 p.

In this paper, we examine the issue of queuing systems with different types of customers,
with a discrete approach to analyzing such systems. The goal is to address the fact that
customers in real systems do not form a homogeneous group, but can be categorized into
multiple groups based on their characteristic traits. The discrete approach also responds
to the increasing digitalization in the world. We first focus on the fundamental theory of
queuing systems. We then introduce the reader to a simple queuing system with discrete
time, construct a general mathematical model, derive its steady-state distribution analy-
tically, and provide examples of specific discrete models. In the next part of the paper, we
incorporate the assumption of a non-homogeneous customer group in the system into our
general model, again focusing on the analytical derivation of the steady-state distribution
and various performance parameters. Finally, we present numerical calculations of the
stationary distribution for different parameter values. In addition, using simulations, we
observe how the probability distribution of the state of a queuing system with two types
of customers behaves for different parameter values. We use R software for simulations

and numerical calculations.

Keywords: queueing theory, Markov chains, probability generating functions,

steady-state distribution, Bernoulli distribution
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Uvod

Systémy hromadnej obsluhy st doélezitou sicastou modernej spolo¢nosti, pretoze umoz-
nuju efektivne a rychlo spracovat velké mnozstvo ziadosti ¢i objednévok nie len v ob-
lasti sluzieb, ale rovnako aj v priemyselnej vyrobe, pri prenose dat ¢i v mnohych dalsich
odvetviach. Takéto systémy st zaloZené na matematickych modeloch, ktoré umoznuja
predpovedat a optimalizovat spravanie systému v zavislosti od predchadzajucich potrieb
a vykonu jednotlivych casti systému. Medzi priklady systémov hromadnej obsluhy patri
napriklad vybavovanie obsluhy pri pokladni v supermarkete, riadenie dopravy na kri-
zovatkach, riadenie vyrobnych procesov, urc¢ovanie kapacity letisk ¢i riadenie distribticie
postovych zasielok. Vyuzitie systémov hromadnej obsluhy moze viest k vyznamnému zlep-
Seniu efektivity préace, zniZeniu nakladov, ¢o je doleZité nie len pre prevadzkovatela sluZieb,
ale aj pre spotrebitela. Dlhé ¢akanie vo fronte totiz vyvolava v zakaznikoch pocity ner-
vozity a nepohodlia, a tak je v zdujme oboch stran tento ¢as ¢o najviac minimalizovat.
Vyznamnymi osobnostami, ktoré sa v minulosti venovali skimaniu tychto systémov boli
napriklad A.K. Erlang [7], [8], A.J.Chin¢in, F. Pollaczek, D.G.Kendall [12] ¢ J.Kingman
[13].

Zakladné systémy hromadnej obsluhy vsak predpokladaju homogénnu skupinu zékaz-
nikov. V realite sa ale Casto stretdvame s pripadmi, kedy zakaznikov mozno rozdelit do
viacerych skupin. Tie sa navzajom moézu lisit napriklad dobou obsluhy, ochotou zotrvat
v systéme, naliechavostou poziadavky ¢i prioritou, s akou musia byt jednotlivi zakaznici
obslazeni. Systémy HO, ktoré predpokladaju viaceré typy zakaznikov, sit navrhnuté s
ohl'adom na tieto rozdiely a umoznuju nam tak efektivnejsiu obsluhu zakaznikov s roz-
nymi potrebami a poziadavkami. Prikladmi takychto systémov st napriklad letiska, v
ktorych sa nachadzaji rozne triedy cestujucich ¢i zdravotnicke zariadenia, v ktorych je
potrebné najskor riesit naliehavé pripady, ale zaroven zabezpecit rovnaké prava na ¢akanie
pre vSetkych pacientov.

Vacsina modelov systémov hromadnej obsluhy bola v 90. rokoch 20. storocia zalozena
na spojitom case. Diskrétne modely boli ¢asto vyuzivané len ako aproximacie tychto spo-
jitych modelov. So zvySujicou sa mierou digitalizacie vo svete a prechodu z analdégovych
technologii na digitalne vsak za¢ina c¢oraz viac rast zaujem pozerat sa niektoré systémy;,

akymi st napriklad telekomunikaéné systémy, ako na systémy HO s diskrétnym ¢asom. Tie



sa od spojitych liSia tym, ze poziadavky zakaznikov prichadzaju v diskrétnych ¢asovych
intervaloch.

V tejto diplomovej praci, ktora sme rozdelili do 4 kapitol sa budeme venovat systé-
mom hromadnej obsluhy s roznymi typmi zakaznikov, pricom sa na tieto systémy budeme
pozerat diskrétne. V prvej kapitole vysvetlime zakladni tedriu hromadnej obsluhy. Obo-
zndmime sa so zakladnymi pojmami, vlastnostami ¢ fungovanim systémov hromadne;j
obsluhy. Zaroven si v stru¢nosti zhrnieme teériu Markovovych procesov, ktorych poro-
zumenie je kltucové vzhladom na to, Ze st ustrednym bodom teorie hromadnej obsluhy.
Najviac budeme vychadzat z [11], [22] a [18]. V druhej kapitole sa oboznamime s jednodu-
chymi systémami hromadnej obsluhy s diskrétnym ¢asom. Vysvetlime si charakteristické
vlastnosti takychto systémov, predstavime si vSeobecny diskrétny model a odvodime jeho
stacionarne rozdelenie, pricom najviac budeme vychadzat z ¢lankov [2] a [3]. Na zéaver
kapitoly uvedieme aj niektoré konkrétne diskrétne analdgie spojitych modelov. Pri ich
odvadzani budeme najviac vychéadzat z ¢lankov [4] a [14]. V tretej kapitole sa pozrieme na
systémy hromadnej obsluhy s dvoma typmi zédkaznikov, pricom stile budem predpokladat
diskrétny cas. Vysvetlime rozne pristupy ku analyze takychto systémov, zastavime vSe-
obecny matematicky model, odvodime stacionérne rozdelenie a rozne dalsie vykonnostné
parametre takéhoto systému. Najviac budeme vychadzat z ¢lanku [20]. V poslednej ka-
pitole sa budeme venovat numerickym vypoc¢tom stacionédrneho rozdelenia odvodeného v
3. kapitole. Okrem toho uvedieme stochastické simulécie a budeme sledovat, ako v da-
nom modeli dochédza k ustéleniu systému pre rozne hodnoty parametrov. Na numerické

vypocty a simulécie budeme vyuzivat softvér R.



1 Jednoduchy tvod do teérie hromadnej obsluhy

V tejto kapitole sa budeme venovat vseobecnej tedrii hromadnej obsluhy. Oboznamime sa
so zakladnymi pojmami, delenim, charakteristikami ¢i fungovanim systémov hromadne;j

obsluhy. Najviac budeme vychadzat z [11], [22] a [18].

1.1 Teoéria hromadnej obsluhy

Teoria hromadnej obsluhy (skr. THO, angl. Queueing Theory) je vedeckd disciplina,
ktora skuma systémy, do ktorych opakovane vstupuji nejaké poziadavky (zékaznici). Tie
nésledne pristupuji k urcitymi zariadeniam a vyzaduji od nich isty druh obsluhy. Na
analyzu takychto systémov sa vyuzivaji rdozne matematické metody, ako je napriklad
teoria pravdepodobnosti, matematicka Statistika ¢i tedria vytvarajacich funkcii. Vysledky
analyz nam potom pomahaju pri rozhodovani, ako takéto systémy nastavit tak, aby ¢o
najoptiméalnejsie fungovali aj z pohladu zakaznika, aj z pohl'adu prevadzkovatela systému.

Tato matematicka disciplina vznikla zaciatkom 20. storocia a jej zdklady polozil dansky
matematik a vedec A. K. Erlang (1828 — 1929). Ako zamestnanec kodanskej telefénnej
ustredne chcel analyzovat a optimalizovat procesy v tejto spolo¢nosti. Jeho cielom bolo
urcit, kolko okruhov je potrebnych na poskytnutie prijatelnej tirovne telefénnej sluzby
tak, aby ['udia necakali na prepojenie prilis dlho. Taktiez chcel zistit, kol'ko operéatorov je
potrebnych na vybavenie ur¢itého objemu hovorov a vymysliet tak sposob, ako v jednom
okamihu umoznit hovor ¢o najviacsiemu poctu volajucim. V roku 1909 tak publikoval
¢lanok, v ktorom sa zaoberal pretazenim telekomunika¢nych sieti [7]. Neskor, v roku 1918,
publikoval pracu, v ktorej odvodil vzorce pre poc¢et odmietnutych hovorov a dobu ¢akania
zékaznikov [8].

Systémy, ktoré skima THO, vo vSeobecnosti nazyvame systémy hromadnej obsluhy
(skr. SHO, angl. queueing systems) a tvori ich front a obsluzna linka (server). Zakaznik
vchadza do tohto systému a pozaduje urc¢ity druh servisu - mé urc¢ita poziadavku. Obsluha
tohto zakaznika trva isty Cas, pocas ktorého blokuje obsluznu linku. Po ukonéeni obsluhy
zdkaznik linku uvolnuje a systém opusta. Ak v momente prichodu zakaznika do systému
nie je ziadna z obsluznych liniek volna, zaradi sa do frontu, v ktorom ¢aké na uvolnenie

niektorej z liniek. Prichody alebo doba obsluhy, vo viac¢sine pripadov oboje, st ndhodnymi
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procesmi. Zékladné struktira SHO je znazornena na Obr. 1:

obsluzné linky |

|
| |
! front '
vstupny tok | I vystupny tok
zakaznikov ! % % i I zakaznikov -
el 1 >
I L : I
| |
| |

systém hromadnej obsluhy

Obr. 1: Zakladna struktara SHO (zdroj: vlastné spracovanie)

Systémy hromadnej obsluhy st beznou stucastou nasho kazdodenného Zzivota. Streté-
vame sa s nimi v bankach, obchodoch, na poste ¢i vo verejnej doprave. Prave preto pome-
novanie ako zékaznik, obsluzna linka ¢i obsluha chapeme velmi vseobecne. V Tabulke 1

je uvedenych par prikladov SHO:

zakaznik obsluzné linka obsluha
volajuci centréla spojenie
pacient lekér vySetrenie
pokazeny stroj opravar oprava
kupujuci pokladna ucet
cestujuci autobusy preprava
balik kuriér dorucenie
ziadost na tla¢ | pocitacova siet | tla¢ dokumentu

Tabul'’ka 1: Priklady SHO

1.1.1 Zakladné parametre SHO

Vsetky modely hromadnej obsluhy su charakterizované parametrami:

e vstupny tok zakaznikov - postupnost prichodov zdkaznikov do systému. Zakaz-
nici moézu prichadzat jednotlivo alebo v skupinach, ich pocet moze byt ohrani¢eny

alebo neohraniceny, ¢asové intervaly medzi prichodmi (dalej ozn. ako medzery toku)
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mozu byt pravidelné (deterministicky tok) alebo nahodné (stochasticky tok), charak-
terizované nejakym pravdepodobnostnym rozdelenim. Pocet zakaznikov za jednotku
¢asu je vacsinou nahodny. Napriklad pri M /M /1 modeli je intenzita vstupného toku

stredny pocet zakaznikov za jednotku casu.

e front - miesto, kde cakaju zakaznici v pripade, ak systém nebol prazdny, tzn. ziadna
z obsluznych liniek nebola v ¢ase jeho prichodu volné. Front moze byt neohranic¢ny
alebo ohranic¢eny (pocet miest vo fronte je obmedzeny). V pripade, Ze front dosiahol
svoju maximalnu dizku (systém je plny), prichadzajuci zékaznik je odmietnuty bez

obsluhy.

e obsluzna linka (server) - zariadenie, ktoré poskytuje obsluhu. V systéme sa moze
vyskytovat jeden alebo viacero serverov. V pripade viacserverového systému moze
byt front spolo¢ény alebo samostatny pre kazdy server. Pravidlo, podla ktorého sa
vybera, ktory zakaznik z frontu bude obsluzeny skor, sa nazyva disciplina vyberu.

Medzi zakladné patria:

— FIFO (first-in-first-out) - kto pride skor, ten bude skor obslazeny

LIFO (last-in-first-out) - najskér bude obslizeny ten, ktory pride posledny
— PRI (priority) - k obsluhe je prednostne vybrany zékaznik s vysSou prioritou
— SIRO (selection in random order) - zakaznici st obsluhovani v nahodnom po-

radi.

e vystupny tok - postupnost odchodov zdkaznikov zo systému po tom, ako bola
dokoncené ich obsluha. Vo vSeobecnosti zavisi od vstupného toku, doby obsluhy a

typu discipliny.

Na Obr. 2 moézeme vidiet grafické znazornenie niektorych zakladnych typov SHO.

Obr. 2: Typy SHO (zdroj: vlastné spracovanie)

12



1.1.2 Kendallova klasifikacia iloh THO

Ulohy THO st velmi rozmanité. Na ich zakladné rozliSenie sa pouziva symbolika, ktoru
zaviedol anglicky Statistik a matematik D. G. Kendall v r. 1953. Na vSeobecné znacenie
tychto uloh sa pouZiva trojica pismen X/Y/n, ktora charakterizuje tri hlavné vlastnosti

daného systému:
e X - proces prichodov zakaznikov do systému,
e Y - pravdepodobnostné rozdelenie doby obsluhy,
e 1 - pocet obsluznych liniek v systéme.

Ak chceme SHO blizsie 8pecikovat, mozeme pouzit rozsirené znacenie X/Y/n/B/K/SD,
kde:

e B - maximalny pripustny pocet zakaznikov v systéme,
e K - velkost celkovej populacie (potencialni zakaznici, kt. mézu prist do systému),
e SD - dispciplina obsluhy.

Pri skratenom zapise teda predpokladdme neohrani¢eny systém (m = o), neohrani¢ent
velkost populacie (K = oo) s disciplinou FIFO (SD = FIFO). V Tabulke 2 st uvedené
priklady so zdkladnymi typmi prichodov X a doby obsluhy Y:

Ozn. X Y

M Poissonov proces prichodov exponencialne rozdelenie
E}. | Erlangovo rozdelenie medzier toku Erlangovo rozdelenie
D konstantné medzery toku konstatna doba obsluhy

G vSeobecné rozdelenie vSeobecné rozdelenie

Tabul'ka 2: Typy procesu prichodu X a procesu obsluhy Y

Matematicky najjednoduch$imi modelmi hromadnej obsluhy sa M /M /1, M/M/1/m
alebo viaclinkovy M /M /n model. Detailnt analyzu tychto systémov moZeme najst napri-

klad v [11] ¢i [23].
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1.1.3 Vykonnostné patametre

Pri SHO nés vo vSeobecnosti zaujima ich vykonnost. Tt vieme charakterizovat pomocou

roznych veli¢in:

e dizka frontu (angl. queue length) - pocet zakaznikov, ktori ¢akajt na obsluhu. Dlhy
rad indikuje slabti obsluhu alebo potrebu vi¢sej ¢akarne. Vel mi maly front zas moze

indikovat nadbyto¢né mnozstvo obsluznych liniek.

e pravdepodobnost odmietnutia (angl. loss probability) - pravdepodobnost, s akou
bude prichadzajuci zédkaznik odmietnuty z dévodu preplnenia systému (za predpo-
kladu, Ze systém je ohraniceny). VSetkych odmietnutych zékaznikov povazujeme za

,stratenych.

e doba ¢akania (angl. waiting time/delay) - ¢as, ktory zékaznik stravi vo fronte. Cim

dlhsia doba obsluhy, tym horsia vykonnost systému.

e doba v systéme (angl. system time) - kol'ko ¢asu celkovo stravi zakaznik v systéme

od momentu, ked do neho vstupi az do momentu, ked ho opusti.

e doba neéinnosti (angl. idle period) - doba neinnosti serveru medzi odchodom

zékaznika, ktory zanechava systém prazdny a prichodom nového zakaznika.
e doba ¢innosti (angl. busy period) - doba medzi dvoma dobami ne¢innosti.

Na vyssie spominané vykonnostné parametre ma vplyv mnozstvo réznych faktorov. Nie-
ktoré z nich urcuje zakaznik (napriklad kolko je ochotny ¢akat vo fronte), iné naopak
prevadzkovatel. Ten urcuje, aku konfiguraciu bude mat systém — napr. pocet obsluznych

liniek, disciplinu obsluhy zakaznikov, obmedzenie na dlzku frontu atd'..

1.2 Markovove retazce

Ked7Ze systémy hromadnej obsluhy patria medzi aplikicie tedrie Markovovych retazcov,
v skratke sa s nimi a ich zakladnymi vlastnostami oboznamime v tejto podkapitole. Roz-
siahlejsiu teoriu k Markovovym procesom a ich aplikdciam mézeme néajst napriklad v li-

terature [11] alebo [9]
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Markovove procesy, pomenované po A. A. Markovovi, patria medzi najpouzivanejsie zo
vSetkych nahodnych procesov. St Specialnou triedou stochastickych procesov medzi kro-
rymi sa vyznacuju tym, ze su ,,bez pamate”. To znamena, Ze vyvoj procesu do buducnosti
nezavisi od minulosti ale len od pritomnosti. Tato vlastnost sa nazyva Markovova vlast-
nost (angl. the Markov property). V pripade ak je mnozina stavov diskrétna, Markovove

procesy su zndme ako Markovove retazce. Teraz si uvedieme pér zédkladnych definicii:

e Nahodny proces - mnozina ndhodnych premennych {X;}er = {X(w,t) : w €
Ot € T}, kde Q je mnozina elementarnych udalosti a T' je mnoZina nezapornych
realnych ¢isel. V pripade ak T = {t¢, t1, 2, ..}, ide o proces s diskrétnym casom. Ak
T = [0,00) ide o proces so spojitym ¢asom. Hodnoty, ktoré nedobudaji nahodné
premenné X;,t € T nazyvame stavmi. Mnozinu stavov oznacujeme S. Nahodny
proces {X;}ier nazyvame nahodnym retazcom (angl. chain), ak je mnoZina stavov

S konecné alebo spocitatelna mnozina.

e Markovova vlastnost - hovorime, 7e retazec {X,},t € T splha Markovovu vlast-
nost, ak pre akékol'vek kladné celé ¢islo n, akékol'vek mozné stavy i, ...i,,1 2z mno-

ziny S a akykolvek ¢as 0 <ty <t; < .. <t,1, kde tg,...t,41 € T plati:
P(Xt,y = tn1| Xy, = i, . Xy = d0) = P(Xy,, = in1]| Xe, = in). (1)

Teda ak plati, Zze X;, = 4,, potom je X . = 4,41 nezavislé od X, , kde k =

0,...,n—1.

Markovovu vlastnost teda mozno interpretovat nasledovne: ak si oznac¢ime ¢asovy okamih
n ako pritomnost, n + 1 ako budicnost a 0,1,...,n — 1 ako minulost, potom pravdepo-
dobnost budtceho stavu systému je v pripade, Ze pozndme sicasny stav aj stavy minulé
rovnaka, ako ked poznadme len sucasny stav systému. Teda len pritomny stav systému
mé vplyv na buduci vyvoj. Nahodny retazec, ktory spliia Markovovu vlastnost nazyvame

Markovovym retazcom.
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2 Uvod do systémov hromadnej obsluhy s diskrétnym
casom

V tejto kapitole diplomovej prace sa pozrieme na jednoduché systémy hromadnej obsluhy
s diskrétnym c¢asom. Pod jednoduchym systémom budeme rozumiet systém s jednym
serverom, jednou frontou, homogénnou skupinou zéakaznikov (jednym typom zakaznikov) a
s typom obsluhy FIFO. Vysvetlime si zakladné vlastnosti takychto systémov, predstavime
si v8eobecny diskrétny model GI/G/1 a na zaver uvedieme aj niektoré konkrétne diskrétne

verzie spojitych modelov.

2.1 SHO s diskrétnym casom

V 90. rokoch 20. storocia bola vac¢sina modelov hromadnej obsluhy zaloZené na spojitom
case. Tie diskrétne boli primérne vyuzivané len v pocitacovych a telekomunikanénych
sietach (napr. [3], [10]), ale ¢asto len ako aproximécie spojitych modelov. Medzi prvé dis-
krétne modely HO patrili napr. [16], [17] alebo [19]. To sa v8ak v poslednych rokoch meni.
Pocitace ¢i telekomunikacné systémy zac¢inaji na prenos informacii ¢oraz viac vyuzivat
diginalny signal namiesto analégového. Zatial ¢o analogovy signal je reprezentovany spo-
jitymi vlnami (napr. sinusovou vlnou), digitalny signal je diskrétny signal reprezentovany
Stvorcovymi vlnami, ktoré prenésaji informacie binédrne - pomocou nil a jednotiek. Je
teda diskrétny v hodnote aj v ¢ase.

Napriklad v telekomunika¢nych systémoch v sucasnej dobe vyuzivaju siete B-ISDN (8i-
rokopasmové digitalne siete s integrovanymi sluzbami) na prenos informécii asynchréonny
prenosovy rezim ATM (angl. Asynchronous Transfer Mode). V tomto rezime st informé-
cie rozdelené do tzv. buniek s konstantnou pevnou dizkou. K prenosu buniek dochadza
v pravidelnych casovych tsekoch a ak nie st pritomné ziadne détové bunky, prenasaju
sa prazdne bunky. DetailnejSie popisanie a analyzu takychto systémov najdeme napriklad
v 3], [15] alebo [26]. So zvySujucou sa digitalizaciou vo svete preto rastie aj zaujem po-
zerat sa na systémy, do ktorych patria aj spominané telekomunika¢né systémy, ako na
systémy HO s diskrétnym casom.

Ak teda uvazujeme SHO s diskrétnym ¢asom, uvazujeme systém, v ktorom je ¢asova

os rozdelené na intervaly rovnakej dlzky nazyvanych sloty. Okrem tzv. slotového ¢asu je
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ich dalsou charakteristickou ¢rtou synchronizovana obsluha, teda, Zze obsluha zakaznika

moze zacat jedine na hranici slotu. Ako takato ¢asova os vyzera, mozeme vidiet na Obr. 3.

zaciatok koniec obsluhy
prichod  obsluhy a odchod
slot \], l,
>
| | | | |
| | | | 1 N
¢as

hranice slotu

Obr. 3: Slotova ¢asova os (zdroj: vlastné spracovanie)

Pre diskrétne systémy platia predpoklady:

e Casova os je rozdelend do postupnosti rovnakych intervalov s pevnou dlzkou, tzv.

slotov (s oznacenim 0., 1., ..., m-ty slot),

e Cas (napr. obsluhy, celkovej prevadzky obsluznej linky a pod.) je vyjadreny v pocte

slotov,
e zékaznik moze do systému prist kedykolvek pocas slotu,
e obsluha zékaznika moze zacat a skoncit jedine na hranici slotu,
e pocas jedného slotu moze jeden server obsluzit najviac jedného zakaznika,

e v ramci jedného slotu sa moze sucasne odohrat viacero druhov udalosti (napr. jeden
zékaznik pride, iny odide).
Zakaznik teda vchadza do systému a ak systém nie je prazdny postavi sa do frontu. Ako uz
bolo spomenuté vyssie, jeho obsluha moze zac¢at najskor na zaciatku dalsieho slotu. Prave
v tom spociva hlavny rozdiel medzi spojitymi modelmi, v ktorych zékaznik pristupuje
k obsluhe v momente, kedy sa uvolni obsluznéa linka.

Modely SHO moézu byt pomerne zlozité v zavislosti od takych faktorov, ako je rozde-
lenie pravdepodobnosti prichodov zakaznikov, rozdelenie pravdepodobnosti doby obsluhy;,
pocet serverov ¢i spravanie zakaznikov v pripade, Ze su vSetky servery zanepréazdnené. My
si teraz uvedieme vSeobecny diskrétny model, odvodime si jeho stacionérne pravdepodob-

nostné rozdelenie a niektoré zdkladné vykonnostné parametre.
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2.2 GI/G/1 model

V tejto ¢asti uvazujeme diskrétny model GI/G/1, v ktorom pocet prichodov za jeden slot
a rovnako aj doba obsluhy mé vSeobecné rozdelenie. V systéme sa nachédza jeden server,
mame nekone¢ne velku ¢akaciu miestnost, zakaznici sa zaraduju do jedného spolo¢ného
frontu a k obsluhe pristupujia podla discipliny FIFO. Najviac budeme vychadzat z [2] a
3]

Pri odvodzovani stacionarneho pravdepodobnostného rozdelenia nésho systému bu-
deme vyuzivat techniku vytvarajucich funkcii (angl. probability generating functions, skr.
PGF). T4 je velmi uzitoéna préave pri praci s nahodnymi navzajom nezavislymi diskrét-
nymi premennymi, pretoze PGF jednoznacne urcuje ich pravdepodobnostna funkciu roz-
delenia pravdepodobnsoti (skr. PDF). Ak si oznac¢ime X ako nezéapornu diskrétnu ndhodna
premennt a p(z) = P(X = n) je jej prislusna PDF, potom PGF tejto pravdepodobnosti

je definované ako nekoneény mocninovy rad v tvare:
G(z) = E[2"] =) p(n)-z",z € C.
n=0

Kedze vieme, Ze pre siucet pravdepodobnosti plati: Y~ p(n) = 1, potom mocninovy
rad konverguje len ak premennd z nadobuda hodnoty |z| < 1. Sucet takéhoto radu je
analyticka funkcia, pre ktora plati |A(z)| < 1.

Medzi dolezité vlastnosti vytvarajucich funkcii patri aj vztah pre odvodenie strednej
hodnoty G'(1) = E[X] a vztah G(1) = 1. Tie vyuzijeme pri odvodzovani nasho modelu.
Viac o PGF, ich vlastnostiach a zakladnych operaciach s nimi sa mézete doc¢itat napriklad

v [21] alebo v [24].
2.2.1 Matematicky model

Hlavné predpoklady nasho modelu st nasledovné:

e ak je front na zaciatku slotu prazdny, potom pocas nasledujiceho slotu pride na-

hodny pocet novych zékaznikov,

e ak je front na zaciatku slotu neprazdny, jeden zakaznik pristupuje k obsluhe a pocas

nasledujticeho slotu pride ndhodny pocet novych zakaznikov.
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Proces prichodov - pocet novych zékaznikov prichéddzajicich do systému v jednotli-
vych slotoch vytvéara postupnost diskrétnych navzéjom nezavislych rovnako rozdelenych
nahodnych premennych so spolo¢nou pravdepodobnostnou funkciou a(n) a vytvarajicou

funkciou A(z):
e PDF: a(n) = P(n prichodov pocas k-teho slotu), n > 0
e PGF: A(z) =3 a(n)- 2"
e A'(1) = X - stredny pocet prichddzajucich zakaznikov za 1 slot (intenzita prichodov)

Doba obsluhy - doba, ktort jednotlivi zakaznici potrebujii na svoju obsluhu, vytvara po-
stupnost diskrétnych navzajom nezavislych rovnako rozdelenych nahodnych premennych

so spolo¢nou pravdepodobnostnou funkciou b(n) a vytvarajicou funkciou B(z):
e PDF: b(n) = P(obsluha i-teho zakaznika zaberie n slotov)
e PGF: B(z) =" b(n)- 2"
e B'(1) = % - stredna doba obsluhy
e /i - intenzita odchodov

Doba obsluhy a proces prichodov st navzajom nezavislé. Stav systému na zaciatku k-teho
slotu je charakterizovany celkovym poctom zakaznikov pritomnych v systéme na zaciatku
tohto slotu, ozn. wy. AvSak v tomto pripade retazec {ux} pre k = 0,1,...,m nesplia
Markovovu vlastnost (1) a netvori tak Markovov retazec. Pouzitie takéhoto modelu by
bolo znac¢ne problematické. Aby sme si pocitanie zjednodusili, musime si preto definovat
pomocni premenni hy, ktord ndm bude vyjadrovat, v akom Stadiu je obsluha prave

obsluhovaného zakaznika. Zavedieme si znacenie:
e uy - celkovy pocet zakaznikov v systéme na zaciatku slotu k,
e a; - pocet prichodov pocas slotu k,
e s; - pocet slotov potrebnych na obsluhu i-teho zédkaznika,

e h; - zostavajuci pocet slotov potrebnych na dokoncenie obsluhy zakaznika, ktory je

na zaciatku k-teho slotu pri obsluhe,
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e B* - doba obsluhy zakaznika, ktory je dalsi v poradi.

Dostéavame tak dvojrozmerny retazec {(hy,ux)}, ktory nadm popisuje stav systému na
zacCiatku slotu k. Spravanie systému moézeme potom opisat pomocou nasledujicich rovnic

(slovny popis je uvedeny nizsie):

uk-‘rl = A,

0, ak ap = 0,
hk+1 =
B*, akap >0

Upyr = U — 1+ ag,

0, akakzoaukzl (2)
hk+1 =
B*, akag > 0 alebo u, > 1

c) Ak hy > 1 (ug > 0)

U1 = Uk + Ak,

hiy1=hp — 1

Slovne mdzeme rovnice popisat nasledovne:

a) Ak je na zaciatku slotu k systém prézdny (hy = 0 a u; = 0), teda nikto nie
je vo fronte ani pri obsluhe, tak na zaciatku slotu k + 1 bude v systéme len tolko
zédkaznikov, kolko pride pocas trvania slotu k. V pripade, Ze pocas slotu k nikto
nepride (a = 0), na zaciatku slotu k + 1 opét nikto nepristupuje k obsluhe, a teda
aj zostavajuca doba obsluhy je rovna 0. Ak vSak do systému pocas slotu k pride
aspon jeden zakaznik (aj; > 0), na zaciatku dalsieho slotu pristupuje k obsluhe a
¢as na dokoncenie jeho obsluhy je rovny B*.

b) Ak je na zaciatku slotu k obsluhovany zékaznik, pricom na dokoncenie jeho
obsluhy zostava uz len 1 slot (hy = 1), tak na zaciatku (k + 1)-ho slotu tento
zékaznik odchadza zo systému. Zaroven pribudna zakaznici, ktori prisli pocas slotu

k. V pripade, Ze nikto nepride (a; = 0) a jediny zakaznik v systéme v slote k je
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ten pri obsluhe (uy = 1), potom systém zostéva v ¢ase k + 1 prazdny. Ak ale pocas
slotu k pride aspon jeden zdkaznik (ap > 0) alebo front nebol prazdny (u; > 1),
tak potom na zaciatku slotu k + 1 pristupuje k obsluhe dalsi zékaznik a zostavajuci
pocet slotov na dokoncenie jeho obsluhy je rovny B*.

c¢) Ak je na zaciatku slotu k pri obsluhe zékaznik, pricom jeho obsluha zaberie este
viac ako 1 slot (hy > 1), tak na zaciatku slotu (k+ 1) bude v systéme rovnaky pocet
zékaznikov, ako bolo na zaciatku slotu k a zéroven pribudnt novi zakaznici, ktori
prisli pocas trvania tohto slotu. Zostavajuci ¢as obsluhy zédkaznika pri obsluznej linke

sa znizi o 1 slot.

Vidime, ze budtci vyvoj systému, teda stav systému v case k + 1 uz zavisi len od pritom-
nosti, teda od ¢asu k. Retazec {(hy,u)} spliia Markovovu vlastnost a je Markovovym

retazcom.

2.2.2 Stacionarne rozdelenie

Pre Markovov retazec s maticou prechodu P = (p;;) je stacionarne rozdelenie také rozde-

lenie pravdepodobnosti, pre ktoré plati

Ty = E TiPij -
i
Ak v nejakom ¢ase st pravdepodobnosti stavov rovné stacionarnemu rozdeleniu, tak v na-
sledujucich ¢asoch zostanu také isté, teda retazec sa ustali. Zaroven pre stacionarne rozde-
lenie plati, Ze ak je splnena podmienka stability (5), potom v nasom retazci existuje jediné
stacionarne 7; a limy_,oo P(x, = j) = m;. Stacionarne rozdelenie teda mozno interpretovat
ako ustaleny stav systému, v ktorom sa uz pocet zakaznikov ani zostévajici cas obsluhy
v jednotlivych slotoch nemenia. Vyvoj retazca, ktory nadobudne stacionarne rozdelenie
je teda od istého momentu nezavisly od casu.
Teraz si definujeme spolo¢nt vytvarajicu funkeiu nasho Markovovho retazca {(hy, ur)}:
o0 oo
Py(z,2) = E E Plhy = i,uy, = n] - 2°2" = Bz 2],
=0 n=0
pricom vieme, Ze hy = 0 iba ak u; = 0 (tzn. niekto nie je obsluhovany iba v pripade, ze

je systém préazdny), preto pre pociato¢ny stav plati:

Pi(x,0) = Px(0,0) Vaz. (3)
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Vyuzitim rovnic (2) si odvodime PGF pre retazec {(hgi1, ugt1)}:

Pi1 (JC, Z) — E[xthrl . ZUkJrl]
= P[hk = U — O] 'E[$hk+1zak | hk = U = O]
+ Plhy, = 1] - E[z"+1 . o7 1Hos | py = 1]

+ Plhy > 1] - Blg™s+1 . g4t | gy > 1]

= Plhy = u = 0] - Play, = 0] - E[z°2* | a; = 0]

+ Plhy = ug, = 0] - Plag, > 0] - E[25" - 2% | a, > 0]

+ Plhy = 1] - Plag = 0] - Pluy = 1]

+ Plhy, =1]- Pluy, — 1+ aj, > 0] - E[z5 - 27 % | by = 1 au, — 1+ ay, > 0]
+ Plhy > 1] - Blg"t . zutos | gy > 1],

Po dosadeni prislusnych PGF a dalsich upravach dostéavame:

Piyi(z,2z) = P(0,0) - A(0)
+ F:(0,0) - B(z) - [A(z) — A(0)]

+ B(z) - ZZP[hk =1,u, =n]- Play = j] - 2"+
— B(2) - Plhy = 1,ux = 1] - A(0)

1 o0 (4)
+ A(z) - — (Py(x, z) — ZP[hk =luy =n] -z 2" — P(0,0))
= A(0) - [1 = B(x)] - (Px(0,0) + Rx(0))
+ A(2) - P(0,0) - %
+ A(2) - R(2) - [B(z) — 2]

) - Py(z, 2),

kde:

Ry(z) = ZP[hk =1,up =n]-2"""
n=1
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Ak je splnena podmienka stability (5), potom existuje jediné stacionarne rozdelenie také-

hoto retazca a pre jeho prislachajucu vytvarajiucu funkciu P(z, z) plati:

Podmienka stability je v tvare:
A(1)-B'(1) <1, (5)
a po dosadeni hodnot za A'(1) a B'(1) dostavame:
A
—=p<l, 6
. (6)

kde p oznacuje intenzitu prevadzky. Musi teda platit, Ze intenzita prichodov do systému
musi byt mensia ako intenzita odchodov zo systému (A < p). Ak by tato podmienka
splnena nebola, pocet zédkaznikov by sa v systéme donekonec¢na zvySoval, ¢o by spdsobilo
nestabilitu systému. Dalej budeme predpokladat, ze tato podmienka je splnené. Prenéso-

benim rovnice (4) premennou z a zavedenim limity dostavame:

7 P(2,2) = lim 2+ Py (@, 2)

=z - A(0)[1 — B(x)] - (P(0,0) + R(0))

+ A(2)P(0,0) - (- B(z) — 1) + - A(2) - R(2)[B(z) — 2] + A(2) - P(z, 2).
Vyjadrime si P(x, 2):

[z — A(2)] - P2, 2) = - A(0) - [1 = B(x)] - (P(0,0) + R(0)) ™
+ A(z) - P(0,0) - (z- B(z) = 1)+ x - A(z) - R(2) - [B(z) — z].
Zostava nam uz len ur¢it nezname parametre R(z) = limg_, Ri(2), P(0,0) a R(0).
1) P(0,0) a R(0):
Ak si definujeme podiatotny stav ako P(z,0) a vyuZijeme podmienku (3), tak po dosadent
do rovnice (7) dostavame:
[z = A(0)] - P(0,0) = - A(0) - [1 = B(x)] - (P(0,0) + R(0))
+ A(0) - P(0,0) - (z- B(xz) — 1) +x - A(0) - R(0) - B(z).

Pomocou dalsich tprav si z tejto rovnice odvodime vztah medzi P(0,0) a R(0):
P(0,0) = A(0) - [P(0,0) 4+ R(0)] (8)
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2) R(z):
Kedze ide o vytvarajuce funkcie, musi platit: | z [< 1, | z [< 1 a | A(2) |[< 1, a teda Ze
x = A(z). Dosadenim tejto podmienky a vztahu (8) do (7) dostdvame rovnicu pre R(z):

P(0,0) - [A(2) — 1] - B(A(2)) (9)
2 — B(A(z)) '

A(z) - R(z) =

Nakoniec si este odvodime vztah pre P(1,1), a to zderivovanim rovnice (7) podla pre-

mennej r a dosadenim z = z = 1:
P(1,1) = P(0,0) + R(1) - B'(1). (10)

Zderivovanim rovnice (9) za vyuzitia L’'Hopitalovho pravidla si odvodime R(1):

_ A1)
T 1-A(1)-B(1)

R(1) P(0,0)

a nasledne dosadime do (10):

A(1) - P(0,0)
T AQ) - B(1)
1= A1) BI(1) + A1) - B'(1)

= A0 -B) ] (11)

P(1,1) = P(0,0) + - B'(1)

= P(0,0) - |

B P(0,0)
11— A(1)-B(1)

Z vlastnosti vytvarajacich funkcii pravdepodobnosti zaroven vieme, ze plati P(1,1) = 1.

Dosadenim tejto podmienky do rovnice (11) dostavame dalsi vztah pre P(0,0):
P(0,0)=1—A'(1)- B'(1). (12)

Néaslednym dosadenim vztahov (8), (9) a (12) do rovnice (7) tak dostédvame tvar vytva-

rajicej funkcie pre ustaleny stav systému na zaciatku I'ubovolného slotu:

P(z,z)=[1-A(1)-B'(1)] - {1 —az-

1 - AE)IB() - BA())
T A -BAR) 1)

2.2.3 Vykonnostné parametre

V tejto podkapitole si odvodime niektoré z vykonnostnych parametrov vieobecného mo-

delu GI/G/1, pricom budeme predpokladat, Ze systém je ustaleny.

u - obsadenost systému na zaciatku I'ubovol'ného slotu
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e u - ndhodna premenné, ktora vyjadruje pocet zédkaznikov v ustalenom systéme na

zatatku Tubovolného slotu
e PGF: U(z)

Z prechadzajicich vypoctov a odvodeni uz vieme, Ze vektor (h,u) = limy o (hy, ug)
predstavuje ustéleny stav nagho systému a P(x, 2) = limy_,o0 Pr(2, 2) = limy_,o0 B[z 24]
je prisliuchajiuca PGF takéhoto ustaleného systému. Vytvarajicu funkciu U(z) nadhodnej
premennej u teda vieme jednoducho ziskat tak, ze v rovnici (13) pre P(x,z) polozime
xr = 1. Dostéavame:

U(z)=P(1,z)
1 — B(A(z))
=~ B(AGR) (1)
(1= A(1)B'(1)).

=1 =AMBD)]-[1 -z

(2 —1)- BA(2)
=~ B(AQ))

d - obsadenost systému v ¢ase odchodu I'ubovolného zakaznika

e d-nadhodna premenna, ktord vyjadruje pocet zakaznikov v ustdlenom systéme v case
odchodu Tubovolného zékaznika zo systému. Ako sme uz definovali vyssie (2), za-
kaznik na konci slotu opusta systém iba v pripade, Ze na zaciatku tohto slotu bol

zostavajuci ¢as jeho obsluhy prave 1 slot (tzn. h = 1).
e PGF: D(z2)
Néhodnu premennt d si definujeme ako:
d=u, —1+a,
kde:
e u; - pocet zdkaznikov na zaciatku slotu, v ktorom h = 1; PGF: U;(z),
e a - poCet novych zakaznikov, ktori prisli pocas trvania tohto slotu; PGF: A(z).

Premenné u; a a s navzajom nezavislé. Vytvarajicu funkciu D(z) si potom mozeme

odvodit nasledovne:

D(z) = Bl = L g = L) Ac), (15)

z z
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kde:

Ul(z):ZP[ulzn]-z":ZP[u:n\hzl]-z”

1 S 1 (16)
:m~ZP[u:n,h:1]~z”: R -z R(2).
Dosadenim (16) do (15) potom dostavame:
D(z) = R(z)A(z) _ P(0,0)-[A(z) —1]- B(A(2)) 1-A(1)B'(1)
R() BB AWPO0

_ [A(z) =1]- B(A(z)) - [1 = (1) B'(1)]
[z = B(A(2))] - A'(1) '

Ak dosadime (17) do rovnice (14), potom dostavame vztah medzi vytvarajicimi funkciami
D(z) a U(z):

A(z) —1

PE =y a

U(z2). (18)

Z tohto vztahu vidime, ze PGF pre obsadenost systému v ¢ase odchodu zakaznika D(z)
vieme ziskat prenasobenim PGF pre obsadenost systému na zaciatku Iubovolného slotu
U(z) vyrazom zavislym len od procesu prichodov. Vztah (18) plati pre vSetky diskrétne

modely hromadnej obsluhy s 1 serverom a nezavislymi prichodmi [3].

w - nedokoncena praca

e w; - diskrétna nezaporna nahodné premennd, ktora vyjadruje zostavajici pocet
slotov, potrebnych na obsluzenie vSetkych zékaznikov pritomnych v systéme na

zaciatku k-teho slotu.
o PGF: W(Z)

Ak je systém prazdny, nedokoncend praca na zaciatku slotu k je rovna 0. Ak vSak prazdny
nie je, potom nedokonc¢end préaca wy pozostéava z poc¢tu slotov potrebnych na dokoncenie
obsluhy prave obsluhovaného zékaznika (hy) a z poctu slotov potrebnych na obsluhu
vSetkych zakaznikov ¢akajucich vo fronte. Nahodni premennd wy teda definujeme ako:

0, akhk:O

W =
hi+ Vs ak by, > 1,

pricom:

26



e s; - doba obsluhy i-teho zakaznika,
e (ur — 1) - pocet zékaznikov vo fronte na zaciatku slotu k.

Pre prisluchajucu PGF nedokoncenej prace v ustalenom systéme plati:

W(z) = lim Wg(z), (19)

k—o0

kde:

Wi(z2) = PWy, =n] - 2" = E[z"*] = Plhy = 0] - E[2° | hy, = 0]

up—1

+ Plhy, > 1] - B[220 i | by > 1] (20)

= Pi(0,0) + Plhy > 1] - E[M+E5T

hy, > 1].
Dosadenim (20) do (19) dostavame tvar W (z):

W(z) = P(0,0) + lim (Plhg > 1] - —

k—o0 B(Z)

-[P(z,B(2)) — P(0,0)].

B[ - B(2)" | by 2 1])

1
— P(0,0) + ——
Na zéaver si este mozeme vyjadrit P(z, B(z)) dosadenim do (13) a pomocou dalsich uprav

dostaneme:

W(z) = P(0,0) - & ;fﬁ?é?;;)))- (1)

Odvodili sme tak tvar vytvarajicej funkcie W (z) pre mnozstvo nedokoncenej prace v usté-

lenom systéme na zaciatku [ubovolného slotu.

i* - doba neéinnosti serveru (angl. idle period)

e * - ndhodna premenné, ktora vyjadruje pocet za sebou iducich slotov, pocas kto-
rych bol systém prazdny, a teda server pocas nich nikoho neobsluhoval. Zac¢ina sa
odchodom zékaznika, ktory nechéva systém prazdny a konc¢i sa prichodom aspon

jedného zakaznika do systému.
e PGF: I*(z2)

Najskor si odvodime prislusna pravdepodobnostni funkciu. Pravdepodobnost, Ze doba

nec¢innosti serveru trvala prave k slotov sa rovna pravdepodobnosti, Ze pocas (k — 1) za
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sebou idicich slotov do systému nikto nepriSiel a pocas slotu k prisiel aspon jeden zakaznik.

Obsluha tohto zakaznika teda zacina v k 4 1 slote. Matematicky zapis je nasledovny:
P[i* = k] = Pla; = 0] - Plag = 0] - Plag = 0] ... Plag_1 = 0] - Play > 0]
= A0 (1 — A0),k > 1.

Tvar prislusnej PGF je potom:

P =SSP ] = e P

n=0 n=1
oo

=z A0 (1 A0)) - 2" (22)

(1= A(0)

A0)z -1
Vidime, ze I*(z) ma geometrické rozdelenie s parametrom A(0). Stredna doba ne¢innosti
serveru je teda:

1

Bl = I"() = 1

2.3 Konkrétne diskrétne modely

V tejto casti si predstavime diskrétne analdgie jednych z najzndmejsich spojitych modelov

M/M/1 a M/G/1. Budeme vychadzat najmé z clankov [14] a [4].

2.3.1 Diskrétna analogia M/M/1 modelu

Model M/M/1 je jednym z najjednodusich a najpouzivanejsich modelov v teorii hromad-
nej obsluhy. Zékaznici vchadzajici do systému tvoria Poissonov proces prichodov, tzn. ze
intervaly medzi prichodmi zakaznikov maji exponencialne rozdelenie. Doba obsluhy ma
taktiez exponencidlne rozdelenie a v systéme sa nachédza jedna obsluzna linka. Diskrétnou
analogiou tohto modelu bude Geom/Geom/1 model.

V Geom/Geom /1 modeli predpokladéame, Ze ndhodna premenné ay, ktora predstavuje
pocet zdkaznikov, ktori vstupia do systému pocas k-teho slotu, moéze nadobudnit len dve

hodnoty, a to:

1, ak v k-tom slote pride jeden zakaznik,
0, ak v k-tom slote nikto nepride,
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pricom:
P[ak = 1] = )\,

Play =0 =1— X, kde A € [0, 1].

Bernoulliho proces:

Postupnost ndhodnych premennych {ay}, ktoré¢ moézu nadobudnut len dve hodnoty (0 a
1), pri¢om ¢leny postupnosti st nezavislé rovnako rozdelené ndhodné premenné nazyvame
Bernoulliho procesom. Kazdy clen tejto postupnosti méa alternativne, inak nazyvané aj
Bernoulliho rozdelenie: aj ~ Alt(p). Toto rozdelenie popisuje tzv. Bernoulliho/binomicky
pokus, teda nahodny pokus, pri ktorom mozeme dosiahnut len dva mozné vysledky, ¢asto
oznacCované ako tuspech a netspech. Opakovanim Bernoulliho pokusu dostédvame spomi-
nany Bernoulliho proces. Na zaklade neho vieme odvodit niektoré ndhodné iid premenné
aj ich pravdepodobnostné rozdelenia. Ak si ozna¢ime p ako pravdepodobnost tspechu,

potom plati :

e pocet uspechov za prvych n Bernoulliho pokusov ma binomické rozdelenie

~ Bin(n,p)

e pocet uspechov v jednom Bernoulliho pokuse ma alternativne rozdelenie

~ Alt(p) = Bin(1,p)

e pocet netspechov potrebnych k dosiahnutiu r tspechov mé negativne binomické
rozdelenie

~ NegBin(r,p)

e pocet neuspechov potrebnych k dosiahnutiu prvého tspechu mé geometrické rozde-
lenie

~ Geom(p) = NegBm(l,p),

Premenné s negativnym binomickym rozdelenim mozno interpretovat ako ndhodné doby
cakania.

Proces prichodov:

Ak teda predpokladame, ze proces prichodov zékaznikov do systému {ay} tvori tzn. Ber-
noulliho proces s parametrom A, dostavame pravdepodobnostné rozdelenia pre iid neza-

porné nahodné premenné N;, 7; a ay:
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e N; - pocet prichodov za prvych i slotov ma binomické rozdelenie s pp. A

~ Bin(i, \)

e a; - pocCet prichodov pocas k-teho slotu ma Bernoulliho rozdelenie s pp. A

~ Alt(\)

e 7; - intervaly medzi prichodmi (angl. interarrival times) maju geometrické rozdelenie

S pp- A
~ Geom(\)

Pravdepodobnost, Ze v priebehu m slotov do systému vstupi prave n zéakaznikov mézme

spocitat ako:

P[Npyi — N; =] = (ZZ) AT (L= Ay

pricom (7::) je kombina¢né ¢islo, ktoré udava pocet sposobov, ako k tymto n prichodom
moze dojst.
Pravdepodobnost, Ze medzi prichodom i-teho zdkaznika a zédkaznika, ktory pride hned

za nim prejde prave k slotov definujeme ako:
Plr; =kl = M1 = X)*!, kde k € [1,00).

Doba obsluhy:

Rovnako predpokladame, ze doby obsluhy jednotlivych zakaznikov {s;} st nezavislé rov-
nako rozdelené nezaporné nahodné premenné s geometrickym rozdelenim s parametrom
p (s; ~ Geom(u)). Pravdepodobnost, ze doba obsluhy i-teho zédkaznika zaberie prave k

slotov bude:
Pls; = k] = p(1 — p)*, kde k € [0, 00)
a stredna doba obsluhy je:

1
Els] = —.
1
Odvodenie stacionarneho rozdelenia:

Rovnako ako exponencialne rozdelenie (intervaly medzi prichodmi a doba obsluhy v Pois-

sonovom procese) aj geometrické rozdelenie (intervaly medzi prichodmi a doba obsluhy v
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Bernoulliho procese) mé tzv. zabudaciu vlastnost (angl. memoryless property). Tato vlast-
nost nam hovori, ze pravdepodobnost, Ze sa nie¢o stane v budticnosti nezavisi od toho, ¢i
sa to stalo alebo nestalo v minulosti. Vdaka zabudacej vlastnosti potom nie je pri modeli
Geom/Geom/1 potrebné definovat ziadne pomocné premenné, ako tomu bolo v pripade
v8eobecného G/GI/1 modelu. Na opisanie stavu systému nam postaéi jednorozmerny
retazec {uy} pre k = 0,1,...,m, kde uy vyjadruje celkovy pocet zakaznikov v systéme
v slote k. Tento retazec spliia Markovovu vlastnost a tvori tak Markovov retazec.

Dalej vieme, ze pravdepodobnost, Ze pocas slotu k£ do systému pride zakaznik je A\ a
pravdepodobnost, Ze pocas tohto slotu zakaznik odide je u. Na zéklade tychto pravdepo-

dobnosti vieme potom odvodit prislusni maticu prechodu P:

1A+ A1 = ) 0 0 ]
N T VP VAR (P VR Y ) 0
0 n(l—2A) At (=) (X =2A) AL —p)

Naslednym vyrieSenim systému 7 - P = 7 dostdvame systém rovnic 7, = p*m pre Vk > 1,

kde p = % Vyuzitim vztahu ) .- 7 = 1 a za predpokladu, Ze je splnend podmienka

stacionarity p < 1, dostavame prislusné stacionarne rozdelenie Geom/Geom/1 modelu:

Plu=0l=m=1-p,
(24)
Plu=k] =m, = (1—p)p".
Rovnako ako pri M /M /1 modeli si potom vieme jednoducho odvodit niektoré vykonnostné

parametre ako napriklad stredny stav systému:

Elu] = Tpp.

Odvodenie pravdepodobnosti, ze v systéme M /M /1 je v ustalenom stave prave k zakazni-
kov mozeme najst napriklad v [11]. Pocet zakaznikov ma v takomto pripade geometrické

pravdepodobnosté rozdelenie s parametrom (1 — p):

Plu=0]=1-p, (25)
Plu=k] = (1-p)p*

a priemerny pocet zakaznikov v systéme je rovny:



kde p = % Vidime teda, Ze stacionarne rozdelenie modelu Geom/Geom/1 je rovnaké ako

stacionarne rozdelenie v spojitom modeli M/M/1.

Na Obr. 4 mozeme vidiet grafické porovnanie modelov M/M/1 a Geom/Geom/1.

Pricom ako vstupné parametre sme zvolili A = 0.25 a u = 0.5, teda tak, aby p < 1.

Bernoulliho vs. Poissonov proces prichodov Geometrické vs. exponencialne rozdelenie medzier toku

0.8-

015-

Model:

*  Geom/Geom/
MiMH

o
=

Pravdepodobnost'
Pravdepodobnost'

0.05-

00- . & s 2 0.00-

o -

0 1 2 3 4
Potet prichodov za 1 €asovi jednotku

Geometricka vs. exponencialna doba obsluhy

05- 1

04-

Pravdepodobnost'
=

o
o
h

0.1-

00- ]

) 3 8 3
Daoba obsluhy 1 zékaznika

Model:
= Geom/Geom/1
MimA

5 10
Medzery toku prichodov

Model:
—— GeomiGeomi1
M1

Obr. 4: Grafické porovnanie M/M/1 a Geom/Geom/1 modelov

Na prvom grafe mozeme vidiet porovanie Bernoulliho vs. Poissonovho procesu pricho-

dov zakaznikov do systému. Teda s akou pravdepodobnost vstipi nejaky pocet zakazni-

kov do systému za 1 ¢asovi jednotku. Na druhom grafe vidime porovnanie geometrického

a exponencialneho rozdelenia medzier toku prichodov. Teda s akou pravdepodobnostou
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budu intervaly medzi za sebou idicimi zédkaznikmi rovné hodnotam na osi x. Na posled-
nom, tretom grafe, vidime porovnanie geometrickej a exponencianej doby obsluhy. Teda

s akou pravdepodobnostou bude doba obsluhy 1 zédkaznika rovna hodnotam na osi x.

2.3.2 Diskrétna analdgia M/G/1 modelu

Dalsim ¢asto pouzivanym spojitym modelom, z ktorého sa da pomerne jednoducho od-
vodit jeho diskrétna verzia, je model M/G/1. Pri iom predpokladame Poissonov proces
prichodov, dobu obsluhy so vSeobecnym rozdelenim a jednu obsluzna linku v systéme.

Diskrétnou analdgiou tohto modelu bude Geom/G/1 model.

Proces prichodov v tomto modeli opét definujeme ako Bernoulliho proces s parametrom
A, a teda ze s pravdepodobnostou A pride do systému jeden zékaznik a s pravdepodob-

nostou 1 — A nepride nikto. Definujeme:

e a; - pocet prichodov za k-ty slot (~ Alt(\))

e PGF : A(2) =>2 A(n)z"=1—-X(1-2)

n=0
e stredny pocet prichodov: Efa] = A'(1) = A

Doba obsluhy méa v tomto modeli vSeobecné rozdelenie. Definujeme:
e s; - ndhodny pocet slotov potrebnych k obsluhe i-teho zakaznika
e PDF : b(n) = P(obsluha i-teho zakaznika zaberie n slotov) = P(s; =n), n >0

e PGF : B(2) => "7, b(n)z"

n=0
e strednéa doba obsluhy: E[s] = B'(1) = %l

Podmienka stability je v tvare:

p=A-—<L1

1
1
Odvodenie stacionarneho rozdelenia:

Definujeme:
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e uy - polet zakaznikov v systéme rovno po dokonéeni obsluhy k-teho zédkaznika (teda

v ¢ase jeho odchodu); PGF: P(z)
e g;. - poCet prichodov pocas doby obsluhy k-teho zdkaznika; PGF: G(z)

pricom nahodné premenné u, a g st navzajom nezavislé. Spravanie systému vyjadrime
pomocou rovnic:

Gk+1, ak u, =0,

Uk+1 =

up — 14+ gre1, aku, > 0.
Slovne:
Ak v ¢ase odchodu k-teho zékaznika zostéva systém prazdny (u, = 0), tak po skonceni
obsluhy d'alsieho zakaznika, ktory do systému prisiel neskor, sa v systéme bude nachadzat
len tolko zakaznikov, kolko prislo pocas trvania jeho obsluhy (gr:+1). Ak vSak systém
nezostava prazdny (u, > 0), tak po skoceni obsluhy dalsieho zdkaznika budu v systéme
ti zakaznici, ktori uz stali v rade (uy — 1) a zaroven pribudni zakaznici, ktori prisli pocas
jeho doby obsluhy.

Tak ako v pripade Geom/Geom/1 modelu, vdaka zabudacej vlastnosti geometrického

rozdelenia, retazec {u;} splha Markovovu vlastnost a tvori Markovov retazec, ¢o nam
znacne zjednodusuje odvodenie stacionarneho rozdelenia. Definujeme si teda prislusni

PGF pre stav systému v ¢ase odchodu k-teho zédkaznika:
Pi(2) = ZP[uk =nlz" = ZPnz" = E[z"],
n=0 n=0
1
Piepi(z) = E[e"] = - = P0)G(2) + ~G(2)(Pi(2) — Pr(0)).

PGF P(z) v ustalenom systéme mé tvar:

P(z) = kh_}rgo Pi(2) = kh—gozop[uk =nlz
= Z P,z" = lim E[z"]
— k—o00

a zaroven vieme, ze musi platit aj:

= lim E[z"+].
k—o0

P(z) = kh_}rgo Pii1(2)
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Po dosadeni Py y1(z) a dalsich vypoctoch dostavame tvar P(z):

PO)G(z)(z = 1)
(:-G(2)

P(z) = (26)

kde:

Dalej si definujeme PGF pre pocet prichodov za dobu obsluhy Tubovolného zékaznika.
Vieme, ze doba obsluhy (k + 1)-vého zékaznika je sx.1 a trva ndhodny pocet slotov, ktory
ma vytvarajicu funkciu B(z). Nech a; je pocet zakaznikov, ktori pridu pocas j-teho slotu
tejto obsluhy. Potom a; st nahodné premenné s PGF A(z). Pre vytvarajucu funkciu

celkového poctu zakaznikov gi.1, ktori pridu pocas tejto doby obsluhy dostaneme:

o) Sk+1
Zng+1—r z—ZPZa]—T 2"
ro:oo o) Sk+1
- Z Z P[Z aj =71 | Sgr1 = m|Pls1 =m] - 2"
r=0 m=1 7j=1 (27)

Mg

Plsgi1 = ZPZQJ—T

Plsgr1 =m] - A(z)" = B(A(z)) = B(1 = A+ A\2),

3
I

NE

3
I

kde sme vyuzili, ze vytvarajuca funkcia stuc¢tu nezavislych nahodnych premennych Z;”:l a;
je sucin vytvarajucich funkcii, teda A(z)™. Po dosadeni do (26) dostéavame tvar vytvéaraji-
cej funkcie pre celkovy pocet zadkaznikov v ustalenom systéme v ¢ase odchodu I'ubovolného

zékaznika zo systému:

(1—-p)(1—=2)B(1 -+ )\z)'

P(z) = B(I1-X+Xz2)—=z

(28)

Rovnaky tvar by sme ziskali dosadenim prislusnych pravdepodobnostnych a vytvarajtucich
funkcii tohto modelu do rovnice U(z) (14), ktort sme si odvodili pre vseobecny GI/G/1
model.

Odvodenie tvaru stacionédrneho rozdelenia spojitého M/G/1 modelu najdeme napri-
klad v [11]. Stredny pocet zakaznikov tohto spojitého modelu v ustédlenom systéme ma

tvar:
K// ( 1)

Bl =50

+p
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pricom vieme, Ze ide o tzv. Chin¢in-Pollaczekovu formulu. Prislichajica vytvarajica fun-
kcia pre pocet zédkaznikov v systéme je v tvare:

L= p)(1 - 9K()
K(z)—z ’

P(z) = ( (29)

kde K (z) je vytvarajucou funkciou doby obsluhy. Vidime, Ze stacionarne rozdelenie spoji-
té¢ho M/G/1 modelu mé rovnaky tvar ako stacionarne rozdelenie diskrétneho Geom/G/1

modelu (28).
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3 Systémy HO s dvoma typmi zadkaznikov

V tejto kapitole diplomovej prace sa pozrieme na systémy hromadnej obsluhy s dvoma
typmi zakaznikov. Takéto systémy méa zmysel uvazovat prave preto, lebo v realite ¢asto
zékaznici netvoria homogénnu skupinu a mozno ich zaradit do roznych podskupin (typov).
Tie sa navzajom mozu lisit napriklad dobou obsluhy alebo ¢asom, ktory je ochotny dany
typ zakaznika zotrvat v systéme.

Prave odlisna doba obsluhy komplikuje analyzu SHO s viacerymi typmi zakaznikov.
Vznikéd totiz otézka, akym spdsobom maji jednotlivi zakaznici pristupovat k obsluhe.
Zoberme si napriklad disciplinu vyberu FIFO. Podla nej zakaznici pristupuju k obsluhe
presne v takom poradi, v akom prisli do systému, a teda zédkaznici, ktori prisli napr. v slote
k budua obsluzeni skoér ako zakaznici, ktori prisli v slote & + 1. Ako v8ak urcit poradie
zékaznikov, ktori prisli pocas jedného, toho istého slotu? Pri homogénnych zakaznikoch
sme tito otazku riesit nemuseli. VSetci zakaznici, a teda aj ti, ktori prisli v ramci jedného
slotu sa navzajom v ni¢om nelisili (ani trvanim obsluhy), a tak mohol byt ich vyber
k obsluhe nahodny. Aj v pripade heterogénnych zékaznikoch by sme mohli predpokladat
FIFO disciplinu s ndhodnym vyberom zékaznikov, ktori prisli v ramci jedného slotu, avsak
takyto systém by bol velmi komplikovany [5].

Existuje viacero pristupov ako si s tymto problémom poradit. Jednym z nich je na-
stavenie deterministickej doby obsluhy, rovnakej pre oba typy zakaznikov, ktoréd trva na-
priklad 1 slot [25]. V tomto pripade v8ak ide o velké zjednodusSenie modelu, v ktorom
zanedbavame prave to, v ¢om sa jednotlivé typy medzi sebou najcastejsie lisia.

Dalsou moznostou je nastavenie systému tak, ze v rdmei jedného slotu moze prist len
jeden typ zakaznika. Takymto spésobom nam vznikne systém ¢isto s FIFO disciplinou.
Takyto predpoklad vSsak mozeme povazovat za trochu umely.

éast}?m rieSenim je zavedenie tzv. HoL discipliny (angl. head-of-the-line priority),
v ktorej je jeden typ zadkaznika prioritne obslizeny a druhy typ sa k obsluhe dostane
az v momente, ked sa uz v systéme nenachéadza ziaden zakaznik prvého typu [25].

Ako posledny priklad uvedieme kombinaciu HoL a FIFO discipliny, tzv. SBO disciplinu
(angl. slot-bound priority service rule). V nej zakaznici, ktori prisli v ramci toho istého
slotu pristupuju k obsluhe podla discipliny HoL. Po obsluZeni vSetkych tychto zakaznikoch

pridu na rad ti, ktori prisli v dalSom slote. Ak mame teda napriklad systém s dvoma typmi
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zékaznikov a ako prioritny je urceny prvy typ, potom spomedzi vSetkych zakaznikoch,
ktori prisli v ramci slotu k, budu najskor obsluzeni vSetci zakaznici typu 1 a po ich
obluzeni pridu na rad zakaznici typu 2. Po dokonceni obsluhy vSetkych tychto zadkaznikoch
pristupia k obsluhe zékaznici, ktori prisli v rameci (k+1)-ho slotu. Ti budt opét pristupovat
k obsluhe podla HoL discipliny [6].

V nasom modeli, ktory budeme analyzovat v tejto kapitole zvolime iny pristup. Za-
vedieme predpoklad, Zze doba obsluhy sa nebude lisit podla toho, do akej skupiny dany
zakaznik patri, ale podla toho, ¢i zakaznik, ktory v danom momente pristupuje k obsluhe,
je rovnakého typu ako predchadzajici zakaznik. Detailnejsi popis bude uvedeny v nasle-
dujicej podkapitole. Pri odvodzovani matematického modelu a stacionarneho rozdelenia

budeme najviac vychadzat z ¢lanku [20].

3.1 Zakladna charakteristika systému

N&s model z 2. kapitoly rozsirime o predpoklad, Ze do systému prichadzaju dva typy
zékaznikov, ktoré si oznac¢ime ako typ C; a typ C5. Pravdepodobnost, Ze zékaznik je
typu C; oznac¢ime ako « a pravdpodobnost, ze zdkaznik je typu Cy oznac¢ime ako 1 — a.
Ich prichody do systému st nezavislé (nekorelované) a uplne ndhodne so vSeobecnym
rozdelenim.

Ako sme uz spominali v uvode tejto kapitoly, zakaznici budu pristupovat k obsluhe
podla discipliny FTFO a ich doba obsluhy bude zévisiet len od toho, ¢i dvaja za sebou iduci
zékaznici su rovnakého alebo rozneho typu, tzn. oba typy maja rovnaki dobu obsluhy a
platia pre ne rovnaké pravidla (angl. typeless service time). Ak st obaja rovnakého typu,
ich doba obsluhy bude deterministicka a bude rovna 1 slotu. Ak sa vSak bude ich typ lisit,
doba obsluhy bude mat vSeobecné rozdelenie a moze trvat 1 alebo viac slotov.

Jednym z hlavnych dévodov pre¢o ma zmysel takyto predpoklad v systéme uvazovat
je fakt, ze kazdy typ vyzaduje iny druh obsluhy, a teda je potreba prispdsobit server na
obsluhu daného typu zakaznika. Ak k obsluhe pristupuju zakaznici rovnakého typu, server
pracuje rovnako a nie je potrebné ho prenastavovat. Doba obsluhy teda trva 1 slot. AvSak
v momente, kedy k obsluhe pristipi druhy typ, pozadujici iny druh obsluhy, server treba
prenastavit, ¢o zaberie isty ¢as a doba obsluhy daného zakaznika sa moze predlzit.

S takymto SHO sa mdZeme stretnit vo viacerych sférach bezného zivota. Jednym
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z prikladov méze byt ukladanie tovaru do regalov v obchodnom retazci. Ak pracovnik
(server) vyberé z kosika produkty z rovnakej sekcie, doba obsluhy, teda doba vykladania
jednotlivych produktov sa vyrazne neliSi a mdézeme ju povazovat za konStatnu. Ak vsak
z kosika vytiahne produkt zo sekcie na opa¢nom konci obchodu, doba obsluhy sa predlzi
o dobu, ktort pracovnik stravi presunom na dané miesto. Dalsim prikladom je prenastava-
nie obsluznej linky pri spracovavani roznych druhov polotovarov, prenastavanie tlac¢iarne

pri poziadavke na iny typ tlace a podobne.

3.2 Matematicky model

Budeme predpokladat, ze platia vSetky predpoklady pre SHO s diskrétnym ¢asom uvedené
v podkapitole 2.1 a opét si definujeme proces prichodov a dobu obsluhy.

Proces prichodov:

Celkovy (agregovany) pocet zakaznikov prichadzajucich do systému v jednotlivych za
sebou iducich slotoch vytvara postupnost nezéavislych rovnako rozdelenych nezédpornych
diskrétnych nahodnych premennych so spolo¢nou pravdepodobnostnou funkciou a(n) a

spolo¢nou vytvérajicou funkciou A(z):
e PDF: a(n) = P|n prichodov za 1 slot], n > 0

o PGF: A(z) =>"7" a(n).z2"

n=0
e intenzita prichodov: A’(1) = A
Vyskyt zékaznikov typu C a Cy v ramci priadu prichodov je v tomto pripade nezéavisly a
uplne nadhodny s pp. a resp. 1 — « a tieto pravdepodobnosti mozno zapisat nasledovne:
Oé:P[tk_H:Cl|tk201]zp[tk+1201|tk:CQ]:P[tk201],
l—a=Pltpy1 = Co [ty = C1] = Pllgr = Co [ 1y, = Ca] = Plty, = Co,
pricom t; oznacuje typ zakaznika k, teda zakaznika, ktory do systému prisiel ako k-ty, a
teda ako k-ty pristupuje k obsluhe. Rozdiel s modelom v 2. kapitole spociva v tom, ze
tam index k oznacoval slot, pocas ktorého dany zakaznik prisiel do systému. Teraz vsak

potrebujeme rozlisit poradie v akom zékaznici vstupili do systému aj v ramci jedného

slotu. Dalej si oznacime t¢, a tc, ako pravdepodobnosti, ze Markovov retazec v ustalenom
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rezime najdeme v stave C; resp. Cy:
tC1 = lim P[tk = Cl] = Q,

tcz = k:h—golop[tk = Cg] =1-o.

Doba obsluhy:

Ako sme uz spominali, doba obsluhy je pre oba typy rovnaka a meni sa len v zavislosti od
toho, ¢ dvaja, za sebou idiuci zédkaznici st rovnakého alebo rozneho typu. Ak rovnakého,
doba obsluhy je rovna 1 slotu. Ak sa vsak ich typy lisia, doba obsluhy moze trvat viac ako
1 slot a definujeme ju pomocou pravdepodobnostnej funkcie b(n) a vytvarajtcej funkcie

B(z):
e PDF: b(n) = Plobsluha zakaznika zaberie n slotov], n > 1
e PGF: B(z) =7 b(n).2"

e stredna doba obsluhy: B'(1) = i >1

3.3 Analyza systému
3.3.1 Obsadenost systému v ¢ase odchodu I'ubovol'ného zakaznika
Zavedieme si znacenie:

e d; - pocet zakaznikov v systéme hned po ukonceni obsluhy k-teho zakaznika, teda

v Case jeho odchodu

Spolu s typom daného zékaznika dostavame dvojrozmerny Markovov retazec {(tg,d)}
Prislusné systémové rovnice (slovny popis rovnic je uvedeny nizsie):
dp — 1+ gry1, akdyp >0,
dpt1 = (31>
myg, ak dk = 0,
kde:
e g1 - celkovy pocet prichodov pocas doby obsluhy (k + 1)-ho zékaznika

® Mpi1 = Grr1 + frr1 - poCet zdkaznikov, kt. do systému vstipili medzi prichodom a

odchodom (k + 1)-ho zékaznika
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o fri1 - celkovy pocet zakaznikov, kt. prisli v slote prichodu (k + 1)-ho zakaznika

Slovne mozeme spréavanie systému opisat nasledovne:

Ak v case odchodu k-teho zdkaznika nezostava systém prazdny (dj > 0), tak k obsluhe
rovno pristupuje (k+1)-vy zédkaznik. Potom pocet zakaznikov v systéme po dokonéeni jeho
obsluhy bude rovny poc¢tu zakaznikov, ktori boli okrem neho v systéme pri odchode k-teho
zékaznika (dy — 1) a pribudnu zakaznici, ktori prisli po¢as trvania jeho obsluhy (gr41). Ak
v8ak v ¢ase odchodu k-teho zakaznika zostava systém prazdny (d, = 0), potom (k+ 1)-vy
zékaznik do systému vstipi az v priebehu nejakého dalsieho slotu. Z predpokladov modelu
vieme, Ze jeho doba obsluhy sa vSak moze zacat najskoér az na zaciatku nasledujuceho
slotu. Potom pocet zakaznikov v systéme po dokonceni jeho obsluhy bude rovny poctu
zékaznikov, ktori prisli medzi jeho prichodom a odchodom zo systému. Ten pozostava zo
zékaznikov, ktori prisli v tom istom slote, teda este pred za¢atim jeho obsluhy (fx41) a zo

zékaznikov, ktorf prisli v priebehu jeho obsluhy (gjy1). Grafické zobrazenie:

odchod
zakaznika k
a zaciatok odchod
obsluhy zak. zakaznika
k+1 k+1

de> 0 dk+1
(a)dy =0
odchod zaCiatok odchod
zakaznika prichod obsluhy zakaznika
K zak. k+1 zak. k+1 k+1
T ]fk+1 Gk )T
%24
| | | | “‘ | | | i | | |
I ! I ! [ I L I T I Zas
A Tice 1 0
dk = 0 dk+1
(b) d =0

Obr. 5: Grafické zobrazenie systému (zdroj: vlastné spracovanie)

Dalej si uré¢ime PGF pre tieto ndhodné premenné:

1) frn

Najskor si odvodime tvar pravdepodobnostnej funkcie:

aln + 1) n>0

f(n) = Pln dalsich prichodov v danom slote | aspon 1 prichod] = 1= 4(0) A0) "=
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Potom tvar vytvarajucej funkcie premennej f.1 je:

F(z) = E[z71] =) f(n)z"

_ooa(n—i—l)_n_ I 1S "
- 7; 1-A0) ~1-A(0)> 2_aln): (32)
_A() - A)

z(1 — A(0))

Tato PDF a PGF plati pre oba typy zakaznikov a nezavisi ani od toho, ¢i st dvaja za
sebou iduci zdkaznici toho istého alebo rozneho typu. AvSsak nahodna premenné gy, i, a
teda aj my,1 od tohto faktoru zavisia, pretoze to, akého typu je zakaznik, vplyva na dizku
doby obsluhy, a teda aj na pocet zédkaznikov, ktori pocas nej pridu do systému. Prislusné
PGF pre tieto premenné si odvodime nasledovne:

2) Grr1

Ak st dvaja za sebou iduci zakaznici rovnakého typu, ich doba obsluhy je rovna 1 slotu, a
teda vytvarajuca funkcia pre pocet prichodov pocas doby obsluhy (k + 1)-vého zékaznika

bude rovna vytvarajucej funkcii pre pocet prichodov pocas 1 slotu A(z):
E[ng+1 ‘ tk+1 = tk] = A(Z)

Ak su zékaznici rézneho typu, potom si.; je doba obsluhy (k + 1)-vého zakaznika. Tato
doba trva nahodny pocet slotov, ktory ma vytvarajicu funckiu B(z). Nech a; je pocet
zakaznikov, ktori pridu pocas j-teho slotu tejto obsluhy, a teda a; st nahodné premenné
s vytvéarajucou funkciou A(z). Pre vytvarajucu funkciu celkového poc¢tu zékaznikov g1,
ktori pridu pocas tejto doby obsluhy dostaneme rovnakymi tpravami ako v (27) pri od-

vadzani G(z) v modeli Geom/G/1 tvar:

E[29%+ |ty # te] = ZP[Qk+1 =72 = ZP[Z a; =1]- 2" = B(A(2)).
r=0 =0 J=1

3) meg4+1

Vyuzitim vytvarajucich funkcii navzajom nezavislych nahodnych premennych g1 a fri1,

ktoré sme si odvodili vyssie, dostavame vytvarajice funkcie nahodnej premennej my1:
Bl |ty = ty] = B[z [t = 4] = A(2) - F(2),

E[2™ 40 | tppy # t] = Bz [ 40 # 6] = B(A(2)) - F(2).
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Pri odvodzovani obsadenosti systému v ¢ase odchodu zékaznika budeme predpokladat, ze

je splnena podmienka stability:
p=A\-Els] <1, (33)

kde s je doba obsluhy Tubovolného zékaznika v ustédlenom systéme. Jej strednt dobu

potom mozeme zapisat ako:
1
E[S]:tA'l—f—tB';, (34)

kde:

ta=a-to, + (1 —a)-te,,

tp=(1—a) te, +a-te,,
pricom t,4 je ustélend pravdepodobnost, Ze dvaja za sebou iduci zdkaznici st rovnakého
typu (stredné doba obsluhy = 1 slot) a tp je tstalena pravdepodobnost, ze dvaja za sebou
iduci zakaznici st roznych typov (stredna doba obsluhy = %) Dosadenim vztahov (30)

pre te, a te, dostavame:

ta=a’+(1—-a)?

tp =2a(1 — ).
Dosadenim t4 a tp do (34) a naslednym dosadenim do (33) dostavame po tpravach tvar
podmienky stability:

1
p=[N+(1-a)+2a(l -a)-]
. : (35)
=A1+4+2a(1 —a)(——=1)].
1
Za predpokladu, Ze je tato podmienka stability splnena, definujeme si spolo¢né pravde-

podobnostné funkcie pre Markovov retazec {(tx, d)}:
pcl(i) = khm P[tk = Cl,dk = Z],VZ > O,
—00
pcz(i) = khm P[tk = Cg,dk = Z],Vl > 0
—00

a rovnako aj prislusné vytvarajuce funkcie tohto retazca:

o0

PC1 (Z) = chl (Z) ) Zi?

=0

PCz(i) = ch2(i) -2
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Pricom PGF pre celkovy stav systému v ustalenom stave dostaneme ako sucet tychto
funkecif:
P(Z> = PC1(Z) + Pe, (Z) (36)

Pre Markovov retazec {(tx11, dry1)}, teda stav systému v ¢ase odchodu (k + 1)-ho zakaz-

nika, je pravdepodobnost pg, (7) v tvare:

bcy (]) - hm P[tk-H 017 dk+1 - ]]

= l}g{.lo Plty = C1,di, = 1] - Pltgyr = C1,digy1 = J | te = C1, di, = 1]
1=0

+Z hm P[tkICQ,dk:’l] ‘P[tk+1 :Cl,dk+1 :] | tk:CQ,dk:Z]
— k—o00
= ch1 (Z) hm P[dk+1 = ] ‘ tk = Cl,tk+1 Cl, dk == Z]

+Zp02(l) ~o - lim P[dk—f—l :] | tk = Cg,tk_H = Cl,dk = l]
- k—o0

Dosadenim do PGF dostaneme:

Pe, (2 chl
= - Zpol hm ZPdk+1—]|tk—Clatk+l Cy,dy =1] - 2/
+o- ZPCQ hm ZPdsz—] |ty = Otk = Cr,dy, = 1) - 27
= achl hnéloE[ P! |t = Ch,tgrr = Ch, dy, = 1]

_'_aZpCQ hm E[ 1 ’ tk - 027tk+1 Cl7dk = /L]

Dosadenim rovnic (31) a vytvarajucich funkcif pre fry1,mr1 a ggiq si odvodime limity

v rovnici pre Pg,(2). Ak di, > 0, a teda ¢ > 0 , potom:

lim E[ 41 ‘ tk Cl,tk+1 = Cl,dk = Z] = lim E[ Ak =1+ gk+1 ’ f}k Cl;thrl = Cl,dk = Z]

k—o0 k—o0

= lim E[ =14k ’ tk == tk+1 Cl]
k—o0

— Zi—l . E[ng+1 | tk — tk—f—l — 01]

=271 A(2),
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klirn E’[de'*'1 ‘ tk = Cg,tk_H = Cl,dk = Z] = ]}im E[de_1+gk+l | tk = Cg,tk+1 = Cl,dk = 'L]
—00 —0o0

= lim E[zi71+gk+l ’ tp = Co,tpyr = Cl]
k—o0

=27 B9 |ty = Cy, gy = O

— 2L B(A(2)).

Ak d, =i =0, potom:

lim E[de+1 ‘ tk = tk+1 == Cl, dk == 0] = lim E[th+1 | tk == tk—i—l = Cl]

k—o0 k—o0

— F(2)- A(2),

lim E[zdkH | by = 027tk+1 = Cl7dk‘ = 0] = lim E[zhk“'l | t, = 027tk+1 = Ol]
k—o0 k—o00

= F(2) - B(A(2)).

Nésledne dosadime do P, (2):
PC1<Z> = QZPCl(i) A A(Z) ta- ZpCH(O) ’ F(Z) ) A(’Z)
+a ) pel) 2 BAG) +a Yo (0) FE) - BAR)

= a(Fo, (2) = Pey(0)) - - - A(z) + - Py (0) - F(2) - A(2)

= a(PCQ(Z) - PCz(O)) ’

ISR S

- B(A(2)) + o Pe, (0) - F(2) - B(A(2))
a po dalsich tpravach dostavame vztah medzi Pe, (2) a Pe,(2):
(2 = @A(2)) - Py (2) = aB(A(2)) P, (2)
+ aA()(2F(z) — 1) - Pey(0) (37)
+aB(A(2))(2F(2) = 1) Fe, (0).

Rovnakym postupom, teda dosadenim pe,(j) do Pe,(2) a odvodenim limit si vieme od-

vodit aj Pg,(2). Po tpravach dostaneme:

(z = (1 = @)A(2)) - P, (2) = (1 — ) B(A(2)) Pe, (2)
+(1-)A(2)(zF(2) = 1) - Pe, (0) (38)
+ (12)B(A(2)) (2 F(2) = 1) Pe, (0).
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Prenéasobenim rovnice (37) vyrazom (z — (1 — «)A(z)) a néslednym dosadenim vztahu
(38) si vyjadrime Pp,(z). Rovnako prenasobenim rovnice (38) vyrazom (z — aA(z)) a
naslednym dosadenim vztahu (37) si vyjadrime Pg,(z). Dosadenim vztahu (32) pre F'(z)

a ziskanych Pg, (2), Pe,(z) do rovnice (36) pre P(z) dostéavame:

(22 — 2A(2) + a(l — @) A(2)* — a(l — a)B(A(2))?]P(z) =
_A(z) -1
T 1-A®0)

X ZA(Z) OzPC1 (0) +]£20; Oz)PC1 (O)

P(0) - [a(1 — a)B(A(2))* — a(l — a)A(2)?

(1~ 0)Pey (0) + aPes (0)
P0) |

+ zB(A(z) -

Vyjadrime si P(z):

N Alz) -1 12(paA(2) +ppB(A(2))) — a(l — a)A(2)* + a(l — a) B(A(2))?
P() 1 — A(0) PO)-1 22— 2A(z) + a(l —a)A(2)? — a(l — a) B(A(2))? )
(39)
kde:
P(O) = PC1(0) + PC2(0)7
. OzPCl (0) + (1 — Oé)PCl (0)
pa = P(0) )
(1 — )P, (0) + aPe, (0)
PB = CP(O) < =1—pa.
Zaroven plati:
pa = ]}LHC}OP[%H =ty | dp = 0],
PB = ]}gﬁlo Pty # ty | dp = 0], (40)

¢o st ustélené pravdepodobnosti, Ze pri odchode k-teho zakaznika, ktory zanechéva systém
prazdny, pride do systému zékaznik rovnakého typu (p4) resp. rozneho typu (pg) ako k-ty
zékaznik. Vo vztahu (39) pre P(z) si musime este vyjadrit tieto 3 nezname.

1) P(0):

Vyuzitim podmienky normaélizacie, ktora plati pre vytvarajuce funkcie, tzn: P(1) = 1,

vyuzitim L’Hopitalovho pravidla a dosadenim vztahu (35) pre p dostavame:

oy = LTAOI A 20000 30) - a0i=p)
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2) pbA a ppB:

Vieme, Ze pre tieto pravdepodobnosti plati:

pa+pp=1 (42)

Dalej vieme, ze vytvarajice funkcie st ohrani¢ené v uzavretom jednotkovom kruhu {z €
C : |z| < 1}. Vyuzitim Rouchého tedrie (angl. Rouché’s theorem) [1] vieme dokézat,
ze menovatel vytvarajiacej funkcie P(z) nadobuda presne dva korene vo vnitri tohto
jednotkového kruhu. Téato vlastnost dalej hovori, Ze tieto korene musia byt zaroven aj
korenami ¢itatela vytvarajucej funkcie P(z). Vieme, ze prvy koreii je rovny 1, pretoze
dosadenim z = 1 do vztahu (39) pre P(z) dostavame A(1) — 1 = 0, ¢im sa nam ¢itatel
vynuluje. Druhy koren si ozna¢ime ako Z. Pre menovatel P(2) teda plati, Ze je rovny nule

a dostédvame tak rovnicu:
F—ZA(Z) = —a(l — a)A(Z)* + a(l — a)B(A(2))*.

Néaslednym dosadenim tejto rovnice do ¢itatela P(Z), vyuzitim vztahu (42) a vyjadrenim

pa dostavame:

_A(R) - B(A(2)) — 2
PTG - BIAG) )
Rovnakym postupom si vyjadrime aj pp:
: (44)

Konkrétnu hodnotu Z, a teda aj ps a pg, vieme numericky dopocitat cez hfadanie korefiov
funkcie napriklad v prostredi R.
3.3.2 Obsadenost systému na zaciatku I'ubovol'ného slotu

7 kapitoly 2 uz vieme, ze pre vSetky diskrétne modely hromadnej obsluhy s 1 serverom a

nezévislymi prichodmi plati vztah (18):



teda vztah medzi vytvarajicou funkciou pre obsadenost systému v ¢ase odchodu zakaznika
P(z) avytvarajicou funkciou pre obsadenost systému na za¢iatku l'ubovolného slotu U(z).
Po dosadeni (39) do tohto vztahu a dalsich apravach teda dostavame tvar vytvarajuicej
funkcie pre obsadenost systému s viacerymi typmi zédkaznikov na zaciatku I'ubovolného
slotu:
U(z) = (1 p)(z—1)- [z(pAA(zz) +ppB(A(2))) — a(l — a)A(2)? + a(l — a)]B(A(z))Q]'
22— 2A(2) + a(l — @)A(2)? — a(l — a)B(A(2))?
(45)

Zo vztahu pre U(z) vieme potom odvodit rézne vykonnostné parametre.

3.3.3 Vykonnostné parametre
Elu] - stredna obsadenost systému na zaciatku I'ubovol'ného slotu
e u - obsadenost systému na zaciatku [ubovolného slotu v ustidlenom systéme

7 vlastnosti vytvarajucich funkcii vieme, Ze jej strednt hodnotu vypocitame ako:
Eu] =U'(1).

Pred samotnym derivovanim U (z) si eSte definujeme vytvéarajicu funkciu pre dobu obsluhy

Tubovolného zakaznika S(z):

S(z) = 1}1—{20(})[% =1ty =tp] -2+ Z Plsy = nlty # ty_1] - 2")

n=1

= lim (P[ty, = ty—1] - P[sy, = 1] - 2 + Pty # ty—1] - Z Plsp =n]-2")

k—o0
—ta-z 4t B(2).

Vyuzitim vytvarajicej funckie S(z) a po dalgich apravach dostavame kone¢ny tvar Elu]:

A25"(1) + A"(1) - S'(1) N —a
2(1—p) 2 ”)u |

A2 - 12a(1 = o)1 = 4a(1 — o
+p3/\(%_1)+ (u ) ( 1_)p( ( ))

Eu] =p+
(46)

EJo] - stredna doba zakaznika v systéme

e 0 - celkova doba, ktoru [ubovolny zékaznik stravi v ustalenom systéme.
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Z Litlleho pravidla (angl. Little’s Law) vieme, Ze v ustalenom systéme je stredny pocet
zakaznikov Flu| rovny stcinu stredného poc¢tu prichodov za 1 slot (A) a strednej doby,

ktort zakaznik stravi v systéme (E[o]). Preto plati:
(47)
E[w] - stredna doba &akania

e w - celkova doba, ktorta Tubovolny zékaznik stravi v ustalenom systéme ¢akanim na

obsluhu.

Strednu dobu ¢akania dostaneme ako rozdiel strednej doby, ktori zédkaznik stravi v sys-

téme a strednej doby jeho obsluhy:
E[w] = Elo] — Els]. (48)

Dosadenim (34), kde sme si odvodili tvar E[s] a po dalsich apravich dostavame:

1 A = 1)%a(l = a)(l - 4a(l - a))
+pp(=—1)+ .
I L—p
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4 Numerické vypocty a simulacie

V poslednej kapitole tejto prace uvedieme numerické vypocty stacionarneho rozdelenia
odvodeného v predoslej kapitole s konkrétnymi pravdepodobnostnymi rozdeleniami pre
rozne hodnoty parametrov. Zaroven si skonstruujeme stochastické simulécie procesu a
budeme sledovat ¢as, v ktorom sa ustali pravdepodobnostné rozdelenie pre obsadenost

systému v danom modeli. Budeme na to vyuzivat softvér R.

4.1 Numerické vypocty pre diskrétny model

Mame teda model hromadnej obsluhy s dvoma typmi zékaznikov Cy a Cy, pricom prav-
depodobnost, ze zakaznik je typu C; sa rovna «. Proces prichodov sme nastavili ako
Bernoulliho proces. Pocet prichodov do systému za jeden slot méa teda binomické rozde-

lenie s parametrom A a prisliuchajica vytvarajuca funkcia je v tvare:
A(z) =1—= X+ Az

Ak zékaznik, ktory pristupuje k obsluhe je iného typu ako jeho predchodca, jeho doba ob-

sluhy bude mat geometrické rozdelenie s parametrom g, s pravdepodobnostnou funkciou:
b(n) = p(1 —p)",n € (0,00)
a prislichajicou vytvarajicou funkciou:

ST

Pri simulaciach sme menili hodnoty vstupnych parametrov:

Oznacenie Popis

>~

intenzita prichodov

stredna doba obsluhy, ak je zakaznik iného typu

Q I=I=

pravdepodobnost, ze zakaznik je typu C

Tabul'ka 3: Vstupné parametre

tak, aby itenzita prevadzky spliiala podmienku stability, teda aby p < 1 . Zaroven musela
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byt splnend aj podmienka pre stredniit dobu obsluhy zékaznika, ak ide po zakaznikovi
iného typu, teda i > 1.

Pri numerickych vypoc¢toch sme postupovali tak, Ze sme si postupne v softvéri R
zadefinovali jednotlivé vytvarajice funkcie a vztahy, ktoré sme si odvodili v 3. kapitole.
Na ziskanie hodnot p4 a pg sme potrebovali najst druhy koren vytvarajucej funkcie P(z),
ktory sme si v 3. kapitole oznacili ako 2. Pri jeho hladani sme vyuzili funkciu uniroot
implementovanu v softvéri R. KedZe tato funkcia najde vzdy len 1 koren na definovanom
intervale, ¢o vyplyva aj z jej nazvu, museli sme interval (0, 1) rozdelit na dva podintervaly.
Na prvom podintervale ndm naglo spominany prvy koren z = 1. Na druhom podintervale
nam uz naslo hodnotu druhého korena z. Naslednym dosadenim do vzorcov (43) a (44)

sme ziskali hodnoty pa a pp.

4.1.1 Spravanie systému vzhl'adom na meniacu sa \

Na Obr. 6 a 7 je znazornené spravanie systému pri pevne definovanej hodnote o = 0.9,

1
"

pevne definovanej hodnote strednej doby obsluhy = a pri meniacej sa hodnote intenzity

prichodov A.

Stredna cbsadenost systému vzhladom na &

15

1 1 1 1
B -—=( 8 =7 @ -=5 @ -=9
B B o o

10

Elu]

LR ]
P

mmams=s @ E=S

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

P

Obr. 6: Stredné obsadenost systému E[u] vzhladom na meniacu sa A

S takymto systémom sa moézeme stretnit napriklad na poste, kde je postové priehriadka

urc¢ena na vybavenie urcitej sluzby. Niektora je Specializovana na platenie Sekov, ina na
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posielanie listov, dalsia napriklad na vydéavanie zasielok. Zakaznici, ktori vyzaduju sluzbu,
na ktort je pracovnicka posty pri danej priehradke Specializované, predstavuji zakaznikov
typu Cy. Z ¢asu na ¢as vSak nejaky zakaznik zabludi a so svojou poziadavkou (napr. vydaj
balika) pride k nespravnej priehradke (napr. ur¢enej na platenie Sekov). Tento zakaznik
predstavuje zakaznikov typu C5. Ochotna pracovnicka mu sice balik vyda, ale tym, Ze na
tento druh sluzby nie je §pecializovana, potrva jej to dlhsi ¢as. Zaroveii sa o nie¢o predlzi
doba obsluhy dalsieho zakaznika, aj ked je pri spravnej priehradke, pretoze pracovnicka sa
musi vratit spat do systému urc¢eného na evidovanie zaplatenych sekov. Pravdepodobnost,
ze pride zédkaznik typu C} je teda pomerne vysoka, napr. 0.9 a doba obsluhy zablideného

zékaznika je napr. 6, 7, 8 resp. 9 slotov.

Stredna doba zdrzania zakaznika v systéme vzhladom na & Stredna doba &akania zakaznika na obsluhu vzhladom na 7
o |
~
o |
~
WG W =7 B -=§ © -=9 B -6 W =7 B -=§ O -=9
0 It It 0 0 It It 0
o |
o @
«©
G} B
t & o &
N
‘.
=0 ~ 2 4
2 i . .
L] - . L] *
: b -7 i :: .
[ EEE 8= -
a A o | @eszEEzE @ H
T T T T T T T T T T T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.05 0.10 0.15 0.20 025 0.30 0.35

(a) Stredna doba zdrzania (b) Stredné doba ¢akania

Obr. 7: Stredné doba zdrzania E|o]| a ¢akania F[w] vzhladom na meniacu sa A

Vidime, Ze ¢im vys8ia hodnota A, teda ¢im je vySSia intenzita prichodov a ¢im je dlhsia
stredna doba obsluhy i, tym je vicSia strednd obsadenost systému FEld], dlhsia doba
zdrzania E[o] aj ¢akania E[w] Iubovolného zékaznika v systéme. Priemerna doba obsluhy

Tubovolného zakaznika E[s] je:
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4.1.2 Spravanie systému vzhl'adom na meniacu sa «

Teraz sa pozrieme, ako sa obsadenost systému, stredna doba obsluhy, zdrzania a ¢akania
Tubovolného zékaznika v systéme menia v zavislosti od zmeny pravdepodobnosti vyskytu

zékaznika prvého typu. V tomto pripade je intenzita prichodov pevne definovana ako

A = 0.2. Spravanie takéhoto systému mozeme vidiet na Obr. 8.

Stredna obsadenost systému vzhladom na o

Stredna doba obsluhy lub. zakaznika vzhladom na o«
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(a) Stredna obsadenost systému (b) Stredna doba obsluhy
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B =6 W=7 B == O -=87 3 -=9 B -6 W=7 B -=8 O -=87 @ -=9
n n n n n p u W " u
s - s
o™ o™
o o
w - wn -
=) z
] o
o o
S o S -
(= o
w w0
- -%-0_
'.'.i., e 70;.‘.\ i T T
o - ,:u:'f.is-.,. e-9-%-8-» '*0-3:]:.5'&.‘7 o ¢ ',',3,:,. e-0-0-9-0_4 :-‘:. §:e .
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 02 0.4 06 0.8 1.0
o o

(c) Stredna doba zdrzania

(d) Stredna doba ¢akania

Obr. 8: Spravanie systému pri meniacej sa «

Vidime, ze vSetky vykonnostné parametre nadobudaji najvyssie hodnoty ak a = 0.5,
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teda ak je pomer zédkaznikov Cy a C5 v systéme vyrovnany. Naopak, ¢im viac prevazuje
nejaky typ zakaznika, tym sa ich hodnoty znizuju. Zaroven vidime, ze ak i =9, potom
pri pravdepodobnosti a = 0.5 nie je splnend podmienka stability p < 1 | a teda stredna

obsadenost systému, doba zdrzania aj doba ¢akania rasti do nekonec¢na.

4.2 Numerické vypocty pre spojity model

Teraz sa pozrieme na numerické vypocty v pripade ak si definujeme spojité rozdelenia
charakteristik. Budeme postupovat rovnako ako pri diskrétnom case, avSak teraz si proces

prichodov definujeme ako Poissonov proces s parametrom A\ a PGF:
A(z) = 7D,

Zaroven, ak je zakaznik, ktory pristupuje k obsluhe in¢ho typu ako jeho predchodca,

potom jeho doba obsluhy bude mat exponenciédlne rozdelenie s parametrom p a s PDF:
b(n) = pe ", n > 0.

Numerické vysledky spojitého modelu si nakoniec porovnédme s numerickymi vysledkami

diskrétneho modelu z ¢asti 4.1.1. Grafické porovnanie vidime na Obr. 9 - 10.

Stredna obsadenost systému vzhladom na & Stredna obsadenost systému vzhladom na &
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1 1 1 1 1 1 1 1
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10
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|
\

g=—=3%=—_" | L iaacz= 8 FECEEEEE b
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0.05 0.10 015 0.20 025 0.30 0.35 0.05 0.10 015 0.20 025 0.30 0.35

(a) spojity model (b) diskrétny model

Obr. 9: Porovnanie obsadenosti systému pri meniacej sa A
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Stredna doba zdrzania zakaznika v systéme vzhladom na &
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(b) diskrétny model

Stredna doba zdrzania zakaznika v systéme vzhladem na o

0.0 02 04 06 08 1.0

(d) diskrétny model

Obr. 10: Porovnanie doby zdrzania zakaznika v systéme

Vidime, Ze numerické vypocty pre takyto spojity model vychadzaji takmer totozne

s vypoctami diskrétneho modelu. Priemerny rozdiel v dobe zdrzania medzi realizaciami

spojitého a diskrétného modelu bol priblizne 0.05. Pri obsadenosti systému 0.005.
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4.3 Simulacie procesu

V tejto casti diplomovej prace sa budeme venovat stochastickym simuléciam, ktoré opi-
suju spravanie nasho systému hromadnej obsluhy s dvoma typmi zakaznikov pri roznych

parametroch modelu. Pri simulovani procesu budeme postupovat nasledovne:
1. Zadefinujeme konkrétne hodnoty vstupnych parametrov a, A a pu.

2. Zostrojime simula¢ny model tak, aby ¢o najpresnejSie opisoval realne spravanie
nasho systému HO s dvoma typmi zékaznikov. KedZe pri stochastickych simulé-
ciach je nutné poznat pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnych veli¢in, definujeme
si rovnako ako v ¢asti 4.1 Bernoulliho proces prichodov a geometrickt dobu obsluhy
v pripade réznych typov zakaznikov. Po zbehnuti simulacného modelu, ktory ozna-
¢ime ako funkciu f(m), dostaneme pocet zakaznikov v systéme na zaciatku m-tého

slotu.

3. V dalsom kroku vyuZijeme Monte Carlo metodu (skr. MC metodu), ktora je vse-
obecnou metddou pri tvorbe stochastickych modelov. MC metoda prebieha tak, ze
spravanie systému niekolkokrat simulujeme na skonstruovanom modeli, ¢im dosta-
neme nahodne vygenerované obsadenosti systému na zaciatku slotu m. Vysledkom
MC metody je teda niekolko realizacii funkcie f(m). Nakoniec vypoéitame, s akou
pravdepodobnostou bola obsadenost systému na zaciatku slotu m prave j zakazni-
kov. Tieto empiricky namerané pravdepodobnosti si oznacime ako Pn(Xm =), kde
X, je pocet zdkaznikov na zaciatku slotu m, ak Monte Carlo simulacie opakujeme

n-krat.

My chceme sledovat, ako dochadza k ustéaleniu takéhoto systému HO, teda kol'ko krat mu-
sime zopakovat Monte Carlo simulécie pre dané m, aby sa jeho pravdepodobnostné rozde-
lenie 1isilo od stacionarnoho o predpisant hodnotu. Na to potrebujeme poznat stacionarne
pravdepodobnostné rozdelenie pre pocet zakaznikov na zaciatku lub. slotu. VSeobecny
tvar prislichajicej vytvarajucej funkcie U(z) sme si uz odvodili v ¢asti 3.3.2. Dosadenim

konkrétnych vytvarajicich funkcii pre Bernoulliho proces prichodov, kde A(z) = 1—A+ Az

z

T4+ dostavame konkrétny tvar U(z) nésho

a geometricka dobu obsluhy, kde B(z) =

modelu. Pravdepodobnosté rozdelenie, ozn. 7;, potom vieme ziskat dosadenim do vztahov,
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ktoré platia medzi PDF a PGF:

To = U(O),
U(k)(O)
T = k' ;

kde U® je k-ta derivacia vytvéarajucej funkcie U(z). Nakoniec uZ len porovhavame em-
pirické a stacionarne pravdepodobnostné rozdelenia a to tak, Ze pre dany pocet slotov m
opakujeme Monte Carlo simuléacie dovtedy, dokym sa empirické pravdepodobnostné roz-

delenie dostato¢ne nepriblizi k tomu stacionarnemu. Teda pre vopred stanoveni presnost

¢ hlTadame také n, aby:

|1, — Po( Xy = J)| < e
Takéto n je ndhodna premennd, ktorej nasledne nédjdeme odhad E,,[n], pricom E,,[n] je
priemerny pocet opakovani Monte Carlo simulécii pre dany pocet slotov m. V Tabulke 4

st uvedené vysledky simulacii systému, ak hodnoty parametrov o = 0.8, A = 0.3, u = %

a presnost € = 0.01.

Pocet slotov m E,.[n]
< 60 > 1000 (max n)
70 825.4
80 474.5
90 108.2
100 41.4
110 14.4
120 6.1
130 4.9
> 140 ~ 3

Tabul'ka 4: Priemerny pocet opakovani MC simulacii Fy,[n]

Moézeme vidiet, Ze pre maly pocet slotov m sa ani pri niekolkondasobnom opakovani MC
simulécii empirické pravdepodobnostné rozdelenie nepriblizi k tomu stacionarnemu na

predpisanu presnost. Simulacie sa zastavia az pri po¢te opakovani n = 1000, ktory sme
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nastavili ako hrani¢ny pocet. f)alej mozeme vidiet, ze priblizne od 140 slotu sa stredny
pocet opakovani ustali priblizne na ¢isle 3.
V pripade, Ze sme zmenili hodnoty parametrov na o« = 0.5, u = % a A = 0.2, priemerny

pocet opakovani MC simulacii sa zmenil nasledovne:

Pocet slotov m E[n]
< 100 > 1000 (max n)
120 662.3
130 323.1
150 152.8
170 87.8
190 32.1
200 16.1
300 6.6
> 400 ~ 3

Tabul'ka 5: Priemerny pocet opakovani MC simulacii E,,[n]

V tomto pripade vidime, Ze stredny pocet opakovani pre pocet slotov m sa oproti
predchadzajicemu nastaveniu zvysil. Ako by sme teda aj prirodzene ¢akali, ak sa typy
zékaznikov C4 a Cy CastejsSie striedaji, potom trva dlhsi ¢as, kym dojde k ustaleniu prav-

depodobnostného rozdelenia obsadenosti systému.
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Zaver

V tejto diplomovej préci sme sa zaoberali modelovanim systémov hromadnej obsluhy s roz-
nymi typmi zakaznikov, pricom sme sa na tieto systémy pozerali v diskrétnych ¢asovych
okamihoch. Cielom bolo pochopit fungovanie systémov s diskrétnym casom a rozsirit zéa-
kladne modely HO, ktoré predpokladaji homogénnu skupinu zakaznikov o predpoklad,
ze v systéme sa nachadzaji zakaznici s roznymi poziadavkami a vlastnostami.

Vedomosti, ktoré sme nadobudli pri studiu tejto témy, rovnako ako aj nase vedomosti
z tedrie pravdepobnosti, teérie Markovovych retazcov ¢i tedrie vytvarajucich funkcii sme
implikovali pri odvadzani modelu hromadnej obsluhy s diskrétnym ¢asom G1/G/1, v kto-
rom proces prichodov ako aj doba obsluhy mali vSseobecné pravdepodobnostné rozdelenie.
Hlavny rozdiel medzi spojitymi modelmi HO spociva v tom, ze v diskrétnom modeli je
tasova os rozdelena na intervaly rovnakej dlzky, ktoré nazyvame sloty. Ako takato ¢asova
os vyzera, mdzno vidiet na Obr. 3.

Stav systému na zaciatku slotu & ndm v modeli GI/G/1 popisoval dvojrozmerny
Markovov retazec {(hy, ug)}, v ktorom hy, vyjadroval zostavajuci ¢as obsluhy prave obslu-
hovaného zékaznika a u; vyjadroval pocet zakaznikov v systéme na zaciatku k-teho slotu.
Spravanie systému sme potom opisali pomocou ststavy rovnic (2) uvedenych v casti 2.2.1.
Vyuzitim techniky vytvarajicich funkcii sme nasledne odvodili tvar vytvarajticej funkcie
P(z, z) pre ustaleny stav systému na zac¢iatku l'ubovolného slotu (13). Taktiez sme odvo-
dili tvary vytvarajuicich funkcii pre vykonnostné parametre tohto modelu.

Po odvodeni vseobecného diskrétneho modelu GI/G/1 sme v 3. kapitole do modelu
zahrnuli predpoklad, Ze do systému prichadzaji dva typy zakaznikov s ozn. C a Cs. Ich
prichody do systému boli navzajom nekorelované a tiplne ndhodne so vSeobecnym roz-
delenim. Doba obsluhy jednotlivych zakaznikov zavisela len od toho, ¢i dvaja za sebou
idici zakaznici boli rovnakého alebo odlisného typu. Stav systému nam v tomto modeli
popisoval dvojrozmerny retazec {(ty,dy)}, kde ¢ oznacoval typ k-teho zékaznika a d
vyjadroval pocet zakaznikov v systéme po dokonceni jeho obsluhy. Zostrojili sme si pri-
slugné systémové rovnice (31) a opét sme pomocou techniky vytvarajicich funkeii odvodili
stacionarne rozdelenie tohto retazca s prislusnou vytvarajicou funkciou P(z) (39).

V poslednej kapitole sme uviedli numerické vypocty stacionarneho rozdelenia nasho

diskrétneho modelu s dvoma typmi zakaznikov, pricom sme sledovali ako sa spravanie
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systému menfi pri roznych hodnotach parametrov a pri réznych rozdeleniach charakteristik.
Spravanie systému je graficky znézornené na Obr. 6-10.

V zévere prace sme v softvéri R skonstruovali stochastické simulacie systému hromad-
nej obsluhy s dvoma typmi zédkaznikov a pomocou Monte Carlo simulacii sme sledovali,
ako dochédza k ustaleniu takéhoto systému pre rézne hodnoty parametrov. Vysledky st
uvedené v Tabulke 4 a 5. Jednym z mozZnych rozsireni simula¢ného modelu by mohlo byt
napriklad zahrnutie istej korel4dcie medzi prichodmi jednotlivych typov do systému.

Vysledkom tejto diplomovej préace je prezentiacia matematického modelu, ktory sa na
systém hromadnej obsluhy pozerd ako na systém s diskrétnym ¢asom a dvoma typmi
zédkaznikov, pricom sme vychadzali z dostupnej literatiry. Taktiez sme doplnili viaceré

odvodenia, priklady ako aj simulécie stacionédrneho rozdelenia.
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