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Abstrakt

Tato diplomova praca sa zaobera modelovanim zavislosti na globalnych finanénych trhoch
s vyuzitim kopula funkcii, pricom sa zameriava na zavislosti medzi spotovymi vynosovymi
krivkami vybranych krajin. Sticastou prace je aj teoreticka kapitola venovana poznatkom
z oblasti vynosovych kriviek, ¢asovych radov a tiez z tedrie kopula funkcii. V predkla-
danom diele je detailne predstaveny pracovny postup takéhoto vyskumu. Praca pontka
aj ilustrativny sposob implementacie hlavnych krokov postupu v statistickom softvéri R.
Jej dalsou castou je pripadova studia modelovania zavislosti medzi vynosovymi krivkami
odhadnutymi na zaklade vynosov $tatnych dlhopisov Austrélie, Ciny, Indie, Kanady, Me-
xika, Nemecka a Spojenych statov americkych za obdobie medzi rokmi 2012 a 2022. Cie-
lom tejto prace je predstavit metodiku takéhoto typu matematického modelovania a tiez
poskytnit prehlad o alternativnych matematickych technikach, ktoré je mozné v jednot-

livych bodoch vyskumu vyuzit.

Kltcové slova: kopula funkcie, modelovanie zavislosti, ¢asové rady, vynosové krivky,

statne dlhopisy.



Abstract

This Master Thesis deals with modeling dependencies in global financial markets using
copula functions, while focusing on the dependence between spot yield curves of selec-
ted countries. It also includes a theoretic chapter dedicated to basics of yield curves,
time series and theory of copula functions. A detailed procedure of the research is pre-
sented in this work. The work offers an illustrative example of implementation of main
steps of the procedure in the statistical software R. Another part of the work is a case
study of dependence modeling between yield curves estimated from government bond
yields of Australia, Canada, China, Germany, India, Mexico and United States of Ame-
rica for the period between years 2012 and 2022. The main aim of this thesis is to present
the methodology of this kind of mathematical modeling and also to provide an overview

of alternative mathematical techniques which can be used in certain points of the research.

Keywords: copula functions, dependence modeling, time series, yield curves,

government bonds.



Predhovor

Vymnosové krivky, s ktorymi som sa oboznamila pocas bakalarskeho vyskumu, ma fascino-
vali natolko, Ze som sa im chcela venovat aj v diplomovej praci. Kopula modelovanie bolo
pre mna na zaciatku novinkou. Kedze ide o techniku, ktord ma Siroky zaber a praktické
vyuzitie, chcela som sa vo vlastnom zaujme dozvediet viac. Napad zaoberat sa kopula mo-
delovanim zavislosti medzi vynosovymi krivkami, s ktorym prisiel vedici prace, bol preto
jasnou volbou témy mojej diplomovej prace. Pri tvoreni tejto prace som mala moznost
vyskusat si komplexné matematické modelovanie prelinajice niekolko oblasti, navzajom
prepojit uz nadobudnuté znalosti a obohatit ich o mnohé dalsie. Stretla som sa aj s niekol-
kymi, najmé technickymi problémami, pricom hladanie ich rieseni bolo vzdy obohacujicou
skisenostou. Na konci nasho vyskumu mozem povedat, ze praca na tomto diele sa stala

nie mojou povinnostou, ale na chvilu aj novym konickom.

Touto cestou sa chcem srdec¢ne podakovat Mgr. Gaborovi Sziicsovi, PhD. za jeho pro-
fesionalny pristup pri vedeni nasej dalsej prace; Mgr. Alexovi BabiSovi za jeho podnety;
Viliamovi za jeho priatelskti podporu, trpezlivost a ochotu poc¢tuvat moje dlhopisové tvahy

a milovanému bratovi Marekovi, ktory je mojim vzorom vo vytrvalosti.
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Uvod

Jednorozmerny pristup k modelovaniu vyvoja (cien) na finanénych trhoch neposky-
tuje kompletny obraz o globalnom finanénom trhu. Vzajomné vztahy a koreldcie me-
dzi aktivami ¢i komoditami, a vSeobecne viacrozmerny pohlad na trh by postradali nie
len investori alebo rizikovy manazment pri hedZovani rizika, ale aj samotni ekonémovia
a matematici, ktori v poslednych desatroc¢iach publikovali, a dodnes publikuji, odborné
prace venované viacrozmernym finanénym modelom a studiam zavislosti. Ako priklad
uvadzame publikéaciu [2], ktorej autori sa venovali skiimaniu zévislosti trhu s polnohos-
podarskymi komoditami a akciovymi indexmi, ¢i vymennym kurzom. Autori prace [5] sa
zas zaoberali dynamickymi koreldciami medzi cenou ropy a americkym akciovym trhom.
Ako dalsi priklad je mozné uviest neddavno publikovant pracu [16], ktorej autori skiimali
vzajomné zavislosti medzi vybranymi vymennymi kurzami.

Matematické modelovanie viacrozmernej zavislosti je v odbornej literatire stale aktu-
alna téma a do popredia sa v poslednych rokoch dostalo tzv. kopula modelovanie, o ¢om
svedci aj vyssie spomenuta literatira. Tato technika ma, prirodzene, vyuzitie nie len vo fi-
nancnej sfére, ale aj mimo nej. Napriklad v praci [35] vyuzili autori kopula funkcie na mo-
delovanie zdruzeného rozdelenia pravdepodobnosti smeru a rychlosti vetra a uhlu jeho
narazov, publikdcia [27] sa zas zaoberd kopula modelovanim v hydrologickom kontexte,

ale dostupné sui aj publikacie z oblasti seizmologie, stavebného inzinierstva a dalsich.

Hlavnym cielom predkladanej diplomovej prace je predstavit metodiku modelovania
zavislosti, a teda aj demonstrovat prepojenie a nadvéznost réoznych oblasti matematic-
kého modelovania. V nasom pripade ide o oblast vynosovych kriviek, ¢asovych radov
a kopula funkcii. Pristup predstaveny v ramci tejto prace je len jeden z moznych pristu-
pov k modelovaniu zavislosti. Bol vybrany a zostaveny (aj) na zdklade nasich znalosti
a skusenosti. Literatira vSak ponuka spektrum roznych matematickych technik, ktoré
mozu byt rovnako vyuzité. Zaroven bolo preto nasou snahou vytvorit aj prehlad o nie-
ktorych tychto alternativnych moznostiach, hoci nejde o ich kompletny zoznam, pretoze
to by bolo nad ramec diplomovej prace a vyskumu.

Aby praca c¢o najprehladnejsim sposobom dosiahla stanoveny ciel, struktirovana je

nasledovne. Prva kapitola je itvodom do jednotlivych oblasti matematického modelovania,



ktoré si v nasom vyskume prepojené. V prvej casti prvej kapitoly si zhrnuté zdkladné
informacie o vynosovych krivkach, a tiez o zvolenom sposobe ich modelovania. V jej druhej
casti sme predstavili tie jednorozmerné a viacrozmerné modely ¢asovych radov, ktoré sme
vyuzivali pocas vyskumu. Prva kapitolu uzatvara vyber poznatkov z teérie kopula funkeii.
Rozsah tejto ¢asti sme sa snazili zvolit tak, aby pokryvala vsetky stranky oblasti ddlezité
pre nas vyskum, a tiez aby ¢itatel ziskal jemny nadhlad nad touto oblastou v pripade, ze
by bolo v jeho zaujme pouzit inti techniku kopula modelovania. Prva kapitola teda nie je
vyberom vyhradne tych teoretickych poznatkov, ktoré sme priamo potrebovali v nasom
vyskume, ale predstavuje akysi obraz dotvarajici vyber z tedrie, a sibezne tiez prehlad
dalsej literatury. Druha kapitola predstavuje podrobny sihrn krokov pracovného postupu
pri nasom vyskume aj s ich odévodnenim na miestach, na ktorych sme to povazovali
za potrebné. Po precitani prvej a druhej kapitoly by teda ¢itatel mal nadobudnit ucelenti
predstavu o matematickych moznostiach pre modelovanie zavislosti medzi vynosovymi
krivkami. Tuto teoretickd predstavu dopliia prakticky priklad, ktorému je venovana cela
tretia kapitola. Ide o pripadovu studiu skiimania zavislosti medzi vynosovymi krivkami

vybranych statov, ktora ma byt pridanou hodnotou nasej diplomovej prace.
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1 Teoretické vychodiska prace

Jednym z cielov nasho vyskumu bolo demonstrovat prepojenie technik z troch oblasti
matematického modelovania — modelovanie vynosovych kriviek, ¢asovych radov a kopula
modelovanie. Uvedenym oblastiam prislichaji preto nasledujice podkapitoly, ktorych
ucelom je oboznamit citatela s vybranymi pojmami a metédami z jednotlivych oblasti,
a to v takom rozsahu, aky bol potrebny pri nasom vyskume, a tiez aky je potrebny
pre uplné pochopenie néasho vyskumu a jeho zaveru. Tuto kapitolu preto nemozno pova-
zovat za prehlad vsetkych zakladnych poznatkov z danych oblasti, pretoze vo vsetkych
troch pripadoch ide o skutoc¢ne rozsiahle oblasti, rozsiahle z hladiska mnozstva znamych

teoretickych poznatkov.

1.1 Vynosové krivky

Krivka, ktord znazornuje vztah medzi dobou do splatnosti a vyskou urokovej miery,
sa v ekonémii oznacuje privliastkom vynosova. V ¢asovej strukttre urokovych mier! st
obsiahnuté ocakavania investorov o budicej ekonomickej vykonnosti a tiez konzekvencie
menovej a hospodarskej politiky, vdaka ¢omu je vynosova krivka vo vSeobecnosti délezi-
tym zdrojom informéacii o finanénych trhoch. Okrem toho, zZe vynosové krivky st uzitocné
pri tvorbe predikcii o budiicom spravani sa ekonomiky, pouzivaju sa aj pri ocenovani roz-
nych finan¢nych produktov, pretoze su efektivne pri diskontovani budtcich hodnot, ¢o
sme nacrtli uz v nasej bakaldrskej préci (pozri [9]).

V nasom vyskume, ktory prezentujeme v dalsich kapitolach tejto prace, sme sa zaobe-
rali takzvanymi spotovymi vynosovymi krivkami (nazyvanymi aj zero-kupénové vynosové
krivky), ktoré sme odvodzovali z vynosov na trhu obchodovanych statnych dlhopisov

pre mnozinu vybranych krajin (dalsie podrobnosti uvadzame v kapitole 2).

Definicia 1.1. [9] Zero-kupdnovd krivka je takd vinosovd krivka, ktord je ocistend od vijsky

kuponu a pripadného budiceho toku penazi pochddzajiceho z danych dlhopisov.

Zékladna interpretacia vynosovej krivky vychadza z analyzy tvaru tejto krivky. V po-
kojnom obdobi ekonomického rastu sa totiz prirodzene ocakava, ze krivka bude rasttca,

pretoze dlhsia doba do splatnosti prinasa vyssiu mieru rizika, a preto investori ocakavaju

Podrobnejsie sme tému trokovych mier opisali v praci [9].
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vyssiu mieru zhodnotenia investovanych finan¢nych prostriedkov. Takyto tvar sa povazuje
za normdlny tvar vynosovej krivky. Prilis strmo rastici tvar vsak zvykne symbolizovat
inflacné ocakavania, ktoré sa premietnu do vysky trokovych mier. T4 nasledne zapricini
horizonte je velmi maly rozdiel a tvar krivky je takpovediac plochy, tak s velkou prav-
depodobnostou investori oc¢akavaji spomalenie ekonomického rastu, pripadne ini zmenu
v ekonomickej vykonnosti a kvoli neistote spojenej s bliziacou sa zmenou pozaduju pri-
blizne rovnaky vynos pre vSetky doby do splatnosti. Obcas je mozné stretnut sa aj s pre-
vrdatenym tvarom, ked vynos v dlhodobom horizonte je nizsi ako vynos v kratkodobom,

resp. strednodobom horizonte. Takyto tvar vicsinou signalizuje bliziacu sa recesiu. [9]

Bod, v ktorom vynosové krivka akéhokolvek tvaru za¢ina?, nazyvame okamzitd tiro-

kova miera alebo tiez short rate a definovat ho mozeme nasledovne.

Definicia 1.2. [9] Pojmom short rate oznacujeme taki drokovi mieru, za ktorid je mozné
poZicat si peniaze na ,velmi krdtke “ obdobie, ktorého dizka limitne klesd k nule. Standardne

sa vyjadruje anualizovand, t. j. p. a.

Nech R(t;,t;) oznacuje spojitt irokovi mieru platni na obdobie od ¢; do ¢;. Matematicky

moze definiciu zapisat tak, ako uvadza vztah (1):
Ty, = Alir\r_}o R(t;,t; + At). (1)

Podotykame, Ze ide len o teoreticky koncept. V redlnom svete ma k nemu najblizsie?
tzv. overnight, t. j. irokova miera, za ktoru si banka vie pozic¢at od inej banky na konci
dna (tzv. overnight market), a to zvycajne kvoli tomu, aby zachovala stanoveni vysku

povinnych minimalnych rezerv. [22]

Po jednoduchom vykresleni vektoru urokovych mier alebo vynosov do splatnosti vac-
Sine z nas vedomie umoznuje empiricky vidiet vynosovia krivku. Existuje tiez niekolko roz-
nych matematickych technik, vdaka ktorym vieme modelovat vynosové krivky ako funkcie.
Predstavenie modelov vynosovych kriviek a ich charakteristik bolo hlavnou témou nasej

predchédzajicej, bakaldrskej prace [9].

2Vimosovéa krivka nemusi byt samozrejme vzdy zobrazend od jej poéiatku. Zvycajne sa zndzoriuje

na obdobie od 3 mesiacov alebo 1 roka do 30 rokov.
3V zmysle, Ze ide o trokovii mieru s najkratsou dobou do splatnosti.

12



Majme data, mnozinu vynosov do splatnosti dlhopisov pre rézne doby do splatnosti.
Nech Ro(z) oznacuje odhadovanu resp. modelovant spotovi vynosovi krivku platni v ak-
tudlnom Case, v Case t; = 0 pre z € (0; Thnax), pricom doba do splatnosti Tray udéva dizku
horizontu, na ktorom chceme vynosovi krivku modelovat. V rdmci vyskumu v predklada-
nej praci sme vyuzivali Svenssonov model vynosovej krivky. Ide o parametricky dany

funkény predpis, predstaveny v roku 1994, definovany nasledovne:

- l—e¢ o l—e¢ ™ _z l—¢ _z
RO(Z) ::50—’_51' - =z +ﬁ2 T_e “1 +63 T—e 2 (2)
a1 a1 a9

a zaciatok Svennssonovej vynosovej krivky je dodatoc¢ne urceny predpisom
Fromo = L0(0) = By + Bi. (3)

Parametre a; € Ry, =1,2a 3, € R,k =0, 1,2, 3 sa zvykni odhadovat metédou najmen-
sich stvorcov. O ekonomickej interpretacii tychto parametrov sme pisali v uz spominanej

bakaldrskej praci (pozri [9]).

Vynos [%]

0 "6035 s

Obrazok 1.1: Priklad viacrozmerného objektu, ktoré boli predmetom nasho vyskumu.
V smere osi s ndzvom Doba do splatnosti graf znazornuje vynosové krivky odhadnuté
na zaklade americkych statnych dlhopisov a v smere osi cas predstavuje ¢asovy vyvoj

modelovanych vynosov pre jednotlivé doby do splatnosti. (Zdroj: [9])
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Doposial sme o vynosovej krivke pisali ako o dvojrozmernom objekte, ktory znéazor-
nuje zavislost medzi dobou do splatnosti a vyskou vynosu v jednom konkrétnom ¢asovom
okamihu. Predmetom nasho vyskumu vsak boli viacrozmerné objekty — k dobam do splat-
nosti a vyske vynosov je mozné ako treti rozmer pridat cas. Zvolme si napriklad dlhopis
Slovenskej republiky s dobou do splatnosti pat rokov, ktory bol v uplynulom roku do-
stupny na trhu. Jeho dnesna vyska vynosu moze byt ind ako bola vcéera alebo ako bola
minuly tyzden. Inymi slovami vynosy su zviazané s prislusnymi podkladovymi aktivami,
a zaroven tiez s datumom (Casom) ich platnosti. Grafické zndzornenie takéhoto trojroz-
merného objektu sa nachadza na obrazku 1.1. V nasom vyskume sme navyse skumali
vzajomné zavislosti medzi niekolkymi takymito objektmi, pricom kazdy prislichal vyno-

som do splatnosti dlhopisov iného Statu.

1.2 Casové rady

Nadviazme na predstavu o slovenskom statnom dlhopise, z predchadzajiceho odseku.
Historicky vyvoj vysky jeho vynosov predstavuje jednorozmerny c¢asovy rad. Problematike

¢asovych radov vratane ich modelov sa podrobnejsie venuje napriklad publikacia [33].

Nech y oznacuje vektor hodndt procesu (¢asového radu), ktory sa méa modelovat.
Pocas nasho vyskumu sme vyuZivali kombinéciu tzv. ARMA (p, q) modelu?, ktory repre-

zentuje rovnica (4) a GARCH(P, Q) modelu®, vSeobecne zapisany rovnicou (6).

Pozndmka: Pravy dolny index v rovniciach (4) — (6) predstavuje ¢asovy index. Pokial sa
v texte odvolavame na dand premennu bez ¢asového indexu, odvoldvame sa na cely rad

hodnot danej premenne;j.

p q

Yo = By T Bt (4)
i=1 j=1

Et = Ot é—t (5)
P Q

O'tQ = w+Z”yj-ef_j+Z(5j-af_j (6)
i=1 j=1

Koeficienty «;, 5;,7;,0; € R pre Vj, spolu s p € R a w € R" predstavuji parametre

prislusnych modelov. Argumenty p a ¢, resp. P a ) urcuji rdd modelu. Na parametre st

47 angl. autoregressive moving average model

5z angl. generalized autoregressive conditional heteroskedacticity model
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kladené nasledovné podmienky: w > 0;|oy|, |7;| > 0 pre Vj =1,2,3,...,p—1, resp. P—1
a tiez |f5;],|0;] > 0 pre Vj = 1,2,3,...,¢ — 1, resp. Q — 1; a napokon «,, 8, 7p, g # 0.
Zvycajne sa tiez uvazuje striktne (Zle v + 2?21 (5j) < 1, ¢im sa technicky zabezpeci
kladnost volatility v GARCH modeli.

Vseobecne povedané, ARMA model vysvetluje dnesni hodnotu procesu pomocou p
predoslych pozorovanych hodnot a poslednych ¢ + 1 ,nameranych® hodnot rezidui —
oznacujeme ¢, ktoré, pokial proces modelujeme iba vyuzitim ARMA modelu, t. j. bez
kombinacie s GARCH modelom, musia byt bielym Sumom.

Podotykame, ze ndhodny vektor je bielym sumom ak plati, Ze pochadza z rozdelenia
s nulovou strednou hodnotou, konec¢nou disperziou, a jeho hodnoty st navzajom nezavislé.
7 predpokladu nezavislosti vyplyva, ze takyto rad musi mat nulové autokorelacie, a za-
roven aj nulové autokorelacie svojich druhych mocnin. Ide o nutnt, vo vSeobecnosti nie
postacujucu podmienku nezavislosti. Nakolko je zndme, Ze pri finan¢nych ¢asovych radoch
zvyCajne pozorujeme obdobia s vi¢sou inokedy s mensou volatilitou (v anglickej literattre
oznacované slovnym spojenim wolatility clusters), predpoklad nezavislosti zvykne zostat
nenaplneny — napriklad v obdobi s vac¢sou volatilitou casto nasleduje po velmi kladnej
hodnote rezidua velmi zaporna hodnota rezidua, ¢o vykazuje znamky nenulovej autoko-
relacie druhych mocnin rezidui. Riesenim tohto problému je kombinacia ARMA modelu
s GARCH modelom, pretoze GARCH model umoznuje zohladnit nekonstantnost disperzie
rezidui € — oznac¢ujeme o2.

Spojenie spomenutych modelov predstavuje rovnica (5). Vektor £ zo spomenutej rov-
nice, v angl. literatire ¢asto oznaCovany pojmom innovation), sa riadi nejakym vopred
vybranym rozdelenim (normélnym, Studentovym, zosikmenym Studentovym, ... ). Roz-
delenie sa vyberie tak, aby vysledny model ¢o najkvalitnejsie opisoval modelované data.
Pri prepojeni ARMA s GARCH modelom je bielym Sumom nie vektor e, ale vektor &,

a preto & musi splitat vietky predpoklady uvedené na zadiatku predchddzajiceho odseku.

Pozndmka: Viac informacii o stacionarite a dalsich vlastnostiach vsetkych modelov

uvedenych v tejto podkapitole je mozné najst napriklad v spomenutej publikacii [33].

Vyssie opisany pristup vsak nie je postacujici pre modelovanie viacrozmerného ca-

sového radu, akym moze byt simultanny historicky vyvoj vynosov dvojro¢ného, péafroc-
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ného, desatroéného a dvadsatrocného statneho dlhopisu zaroven. Vynosy pre jednotlivé
doby do splatnosti mozu totiz byt dynamicky korelované, ¢o by nebolo mozné zohlad-
nit, keby v uvedenom priklade vyuzijeme styri jednorozmerné ARMA-GARCH modely

jednotlivo pre kazdu dobu do splatnosti.

Na modelovanie viacrozmernych ¢asovych radov sme preto vyuzivali VARMA(p, q)
model®, ktory m4 nasledovnii formuldciu. Nech n € N. Majme n-rozmerny vektor y =
(Y1, Y2, Y3, - -, Yn) ", ktory nech predstavuje viacrozmerny proces, ktory sa méa modelovat.
Ako odkaz na ¢asovy index ¢ pouZivame dalej znacenie typu vy = (Y145 Y23 st - - - Ynt) | -
Vztah z rovnice (4) sa vo svojej podstate zachovava s tym, Ze p a & uz reprezentuji
n-rozmerné vektory a koeficienty o pre Vj = 1,2,3,...,p a 8; pre Vj = 1,2,3,...,¢q
sa zmenia na p resp. q Stvorcovych matic rozmeru n x n.

Matica «; (pre f; plati analogicky) zapisana po zlozkach ma tvar

aj11 Q512 G513 ... Qjinp
Q521 Q522 Q593 ... Qjonp
o =
J
Ojn1 Qjn2 jn3 ... Qjnpp

Mimodiagonalne zlozky tejto matice vyjadruju mieru linedrnej zavislosti medzi jednoroz-
mernymi premennymi modelovaného procesu (v pripade matic f; ide o linedrnu zavislost
medzi reziduami modelu). CiZe zlozky v i-tom riadku matice a; reprezentuju linedrnu
zavislost medzi y;, a vektorom y,_;. Konkrétne napriklad zlozka o ;o predstavuje mieru
linedrnej zavislosti medzi y1; a y2,—1. Z toho vyplyva, Ze pokial by vSetky matice «;, 3;
boli diagondlnymi maticami pre Vj = 1,2,3,...,p, resp. q, tak zlozky procesu y;, ktoré
v uvedenom priklade predstavovali vynosy dlhopisov s réznou dobou do splatnosti, by bolo

mozné modelovat samostatne, t. j. ako n jednorozmernych casovych radov.

Podobne ako pri jednorozmernom ARMA modeli, aj pri VARMA je mozné vyuzit
prepojenie s viacrozmernym GARCH modelom, a to z rovnakého dévodu, ako v jednoroz-
mernom pripade. Ako sme uz spomenuli, okrem heteroskedasticity bolo v nasom zaujme
modelom zachytit aj dynamiku korelacie dat. Zvolenym modelom je v anglickej literattre
tzv. dynamic conditional correlation GARCH model, skratene DCC-GARCH. Pozna-

mendvame, Ze informéacie o tomto modeli sme Cerpali z publikécie [33, podkapitola 7.7].

62 angl. vector autoregressive moving average model
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Tak ako nazov modelu napoveda, jeho snahou je aj zachytit v ¢ase meniace sa kore-
lacie medzi jednotlivymi jednorozmernymi ¢asovymi radmi, resp. medzi (Standardizova-
nymi) reziduami jednotlivych ¢asovych radov. Hovorime preto o podmienenej korelacii.
Korela¢ni maticu — ozn. p;, je z definicie mozné rozlozit na sucin tak, ako znazornuje
rovnica (7):

pe=D;'- %, Dt (7)

Matica D, vystupujica v rovnici (7) je diagondlna matica odmocnin disperzii prisli-

chajicich jednotlivym jednorozmernym procesom (yi¢;Yo.s; Yss; - - - Yns) |, Matematicky
zapisané
o1 0O 0O ... 0
0 0122 0 o 0
D, = 0 0 o133 ... 0 )
0 0 oo 0 Otnn

a matica ¥; predstavuje kovarianént maticu rezidui e, pri filtracii 7 F,_;.

Najskor je potrebné ziskat odhady oy, pre « = 1,2,3,...,n. Tie sa v praxi zvyknua
odhadnuf vyuzitim jednorozmernych GARCH modelov. Potom sa vypocitava samotna
dynamika zavislosti korela¢nych matic p;. Predpis DCC-GARCH modelu mé dva varianty.
V nagom vyskume sme vyuZzivali variant, ktory v roku 2002 publikoval Robert F. Engle®.

Ozna¢me marginalne Standardizované rezidua n, = £t a nech O je nepodmienenda
kovarianénd matica 7;. Potom predpis DCC-GARCH modelu vo zvolenom variante ma

tvar

O = (1—=0,—05)-O+0,-Op 1+ 031114,

pr = Jp-Op- Jy, <8>

pricom 6,60, € RT st parametre modelu zodpovedné za dynamiku, ktoré musia spinat

podmienku 0 < 6; 4+ 05 < 1, O je pozitivne semidefinitnd matica a J; je normalizacna,

Filtracia F; je usporiadany systém o-algebier, ktoré sa pouzivaji na modelovanie informécii, ktoré

su dostupné v ¢asovom bode t.
8 Alternativne je mozné vyuzit postup navrhnuty autormi A. Tse a Y. Tsui, publikovany tiez v roku

2002.
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diagonalna matica, ktorda ma tvar

ot 0 0 0
_1
0 o059 0 0
_1
Jt = 0 0 Ot,323 0
0 0 0 0.2,

Rozsirenim DCC-GARCH modelu je tzv. asymmetric generalized DCC-GARCH mo-
del, ktory bol navrhnuty z toho dévodu, ze vo velkych rozmeroch skaldrne parametre
jednoduchého DCC-GARCH modelu 64, 6, nedostatocne zachytavaju dynamiku korela-

cie. Viac informdcii o tomto modeli je mozné néjst v [10].

Podobne ako pri prepojeni jednorozmernych modelov ¢asovych radov, vyslednym spo-
jenim viacrozmernych modelov je kombindcia rovnic (4), (5), (6) (pripadne (9)) a (8),
avsak narozdiel od jednorozmernej kombindcie modelov rovnica (4) predstavuje VARMA
model, tak ako bol opisany vyssie v tejto ¢asti prace a rovnica (5) sa viaze na jednotlivé

premenné viacrozmerného procesu, Cize plati e,; = 04, - &, pre i =1,2,3,...,n.

Na zaver tejto Casti by sme radi poznamenali, Ze predstaveny spdsob modelovania
casovych radov nemusi byt pre niektoré datové subory dostatocny. K dispozicii su vsak
rozsirenia Standardného GARCH modelu, pomocou ktorych je niekedy mozné docielit
lepsi fit. Ako je mozné vidiet v tabulke 3.2, nase data sme niekedy potrebovali modelovat

GJR-GARCH modelom, ktorého predpis je

Q

P
i=1 7=

kde I;_; je indikdtor definovany ako

1, Et—j > 0,

I,_; =

0, E—j < 0,
vdaka comu je umoznené modelovat asymetriu Sokov podmienenej volatility [11] a 77,
pre 7 = 1,2,3,..., P st pridané parametre. Okrem uvedené¢ho vsak moéze byt niekedy
vhodny aj tzv. exponencidlny GARCH model a iné. Viac informécii o asymetrickych

GARCH modeloch je mozné néjst napriklad v publikacii [3].
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1.3 Kopula funkcie a miery zavislosti

Tak, ako je snahou DCC-GARCH modelu ukazat, korelacia je vztah, ktory nemusi
vzdy byt invariantny v ¢ase. Pod vplyvom roznych faktorov méze koreldcia (napriklad
korelacia dvoch casovych radov) narastat alebo naopak, klesat. Takuito sthlasnost me-
dzi premennymi vieme v jednotlivych ¢asovych bodoch ,merat“ réznymi mierami zavis-
losti, napriklad korelacnymi koeficientami, ktoré ¢iselne vyjadruju akusi velkost alebo silu
zévislosti medzi dvomi ndhodnymi premennymi. DalSou moznostou st koeficienty chvos-
tovej zavislosti, ktoré sa zameriavaju na korelacie dvoch ndhodnych premennych medzi ich

extrémnymi hodnotami.

Na meranie korelacii sme sa rozhodli vyuzivat Kendallovo tau — znacime 7, pretoze
ide o korelacny koeficient, ktory, podobne ako Spearmanovo ro, je invariantny vzhladom
na monoténne transformacie dat, kedze sa vypocitava na zaklade poradia nadobudnutych
hodnét. Vdaka tomu vyslednd korelacia nezavisi od marginalnych rozdeleni nahodnych
premennych, a preto st oba spomenuté korelacné koeficienty vhodné pre nas vyskum.

Definiciu Kendallovho tau mézeme formulovat nasledovne.

Definicia 1.3. Kendallovo tau definujeme ako pravdepodobnost konkordancie minus prav-

depodobnost diskordancie dvoch spojitych ndhodnijch premennych XY a znacime 7(X,Y).

Kendallovo tau nadobtiida hodnoty z intervalu (—1;1). Ak st ndhodné premenné XY
dokonale nezavislé, potom je hodnota 7(X,Y’) nulova. Dalej plati, Ze korelacia ndhodnej
premennej so sebou samou je 7(X, X) = 1 a podobne plati aj 7(X,—X) = —1. Kendal-
lovo 7 je symetrické vzhladom na XY t. j. plati 7(X,Y) = 7(Y, X). Pre tuplnost po-
znamenavame, ze vztahy uvedené v tomto odseku platia pre Spearmanovo ré v rovnakom
zneni. Pre viac informacii — napriklad pre matematickti definiciu pojmov konkordancia

a diskordancia, odporic¢ame pozriet [7, podkapitola 2.2].

Obzvlast od c¢ias hospodarskej krizy, ktora zacala v roku 2008, sa pri finanénom mode-
lovani, a predovsetkym v rizikovom manazmente, kladie déraz na dékladné modelovanie
chvostov pravdepodobnostnych rozdeleni a tiez skiimanie zmien korelacii medzi premen-
nymi, ked niektord z premennych zacne nadobudat extrémne hodnoty. V predkladanom
vyskume sme vyuzivali dve miery pochadzajice z tedrie extrémnych hodnot, a to index

(niekedy tiez koeficient) hornej a dolnej chvostovej zavislosti.
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Nech X a Y st ndhodné premenné s prislusnymi kvantilovymi funkciami, ktoré ozna-
¢ime Fy' a Fy'. Potom definicie indexov chvostovej zavislosti mozu mat nasledovné

znenie.

Definicia 1.4. [34] Index hornej chvostovej zdvislosti (angl. upper tail dependence (in-
dex)), znacime \y, je cislo z intervalu (0;1), ktoré je dané vztahom

Ao = lim P (Y > Fol ()| X > Fy'(u)) .

u—1-

Definicia 1.5. [34] Index dolnej chvostovej zdvislosti (angl. lower tail dependence (in-
dex)), znacime A, je cislo z intervalu (0;1), ktoré je dané vztahom

A= lim P (Y < Fyl(u)|X < Fy'(u).

u—0t

Nahodné premenné X a Y povazujeme, jednoducho povedané, za chvostovo zavislé
prave vtedy, ked ich korelacia narastda smerom k velmi malym alebo velkym hodnotam —
napriklad tak, ako je graficky znazornené na obrazku 1.2. Plati, Ze ¢im je blizsia hodnota

koeficientu A k hodnote 1, tym je zavislost silnejsia.

Nezavislé premenné Chvostovo zavislé premenné

1.0

08
|

06
1

04

0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0

Obrazok 1.2: Porovnanie nezavislych a chvostovo zavislych ndhodnych premennych v dvoj-
rozmere. Nahodne vygenerované body — na obrazku vlavo X a Y z rovnomerného rozdelenia
na Stvorci so stranami (0;1) x (0;1); na obrézku vpravo generované z Frankovej kopuly s pa-
rametrom 5. Chvostovi zavislost na obrazku spozorujeme vdaka vécsej hustote bodov v lavom

dolnom a pravom hornom rohu stvorca. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Trendom poslednych desafroc¢i je modelovat zavislost pomocou tzv. kopula funkcii,
pretoze kopula funkcia vseobecne povedané spoji individualne margindlne rozdelenia tak,
ze vysledkom bude celé zdruzené rozdelenie pravdepodobnosti, a zaroven zvolena kopula
funkcia zachyti struktary zavislosti medzi jednotlivymi ¢astami viacrozmerného objektu.

Vseobecné definicia kopula funkcie moze mat nasledovni formulaciu.

Definicia 1.6. [34] Funkciu C : (0;1)F — (0;1) nazgjvame k-rozmernou kopula funkciou,

ak pre Yu € (0; 1) plati, Ze
(i) C(u) =0, ak aspon jedna zlozZka vektora u je nulovd,
(ii) C(u) = u;, ak vsetky zlozky vektora u okrem zloZky u; si jednotky,

(iii) pre vsetky n-rozmerné kvddre B = [IF_, (x5 y;) C (0; 1)* plati, Ze objem dany vekto-

rom u vzhladom na funkciu C' je nezaporny, t. j. [z dC(u) > 0.

Ked7e definiciu 1.6 spliia nekone¢ne vela funkei, existuje delenie kopula funkcii do tried

(angl. copula families). Vybrané triedy su predstavené v casti 1.3.1.

Kopula funkcia je néastroj, ktory ndm umoznuje prepojit zdruzené rozdelenie nahod-
ného vektora s jednorozmernymi marginalnymi rozdeleniami, pricom sa zohladnuje a za-
chovéava zavislost medzi nahodnymi premennymi. O vzfahoch medzi kopulami a distri-

bu¢nymi funkciami hovori veta 1.7 a jej dosledok.

Veta 1.7. Sklarova veta: Nech X = (X1, X5, X3,..., X)),k € N je k-rozmernyj spojiti
nahodny vektor s margindlnymi distribucnymi funkciami Fy, Fs, F3, ..., F}.. Nech H je k-
rozmernd zdruzend distribucnd funkcia nahodného vektora X . Potom existuje k-rozmernd

kopula funkcia C takd, Ze plati:

H(I’l,l’g,.fg, e ,l’k) = C (Fl(xl), FQ(IQ),Fg(Z’g), S ,Fk(l'k)) . (10)

Funkcia C je navyse urcend jednoznacne®.

Sklarova veta ekvivalentne hovori, ze ak C' je k-rozmerna kopula a Fy, Fy, F3, ... F}

st distribuéné funkcie ndhodnych premennych X, X, X3, ..., X, potom funkcia H(x)

97déraziujeme, ze jednoznacnost plati vieobecne len za predpokladu, ze vektor X je spojity ndhodny

vektor.
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definovand vztahom (10) je k-rozmernd zdruzend distribu¢énd funkcia s margindlnymi dis-
tribuénymi funkciami Fi, Fy, F3, ..., Fy. Dokaz vety 1.7 je mozné najst napriklad v pub-

likdcii [23, strana 8].

Pozndmka: Vo vete 1.7 sme sa obmedzili na spojité nahodné vektory, avsak vztah
v podobnom zneni plati aj pre diskrétne, resp. ¢iastocne spojité a ciastocne diskrétne

nédhodné vektory (pozri [23, podkapitola 1.3]).

Navyse vztah (10) zo Sklarovej vety je mozné invertovat. ,Invertovand verzia* Skla-
rovej vety moze byt uzitocna napriklad pri hladani kopula funkcie pre premenné, ktorych

predpis distribu¢nych funkcii je zndmy a invertovatelny.

Dosledok 1.8. Nech platia vietky doposial zavedené oznacenia a tieZ nech F; ' pre i =
1,2,3,...,k oznacuji prislusné kvantilové funkcie k marginalnym distribucnym funkcidm

zo Sklarovej vety. Potom pre Vx € (0;1)% je kopula funkcia C rovnd

C (w1, 9,23, xx) = H (F7 (@), Fy H(wa), Fy ' (ws), - Fy () (11)

1.3.1 Triedy kopula funkcii

V tejto podkapitole stru¢ne predstavime dve popularne triedy kopula funkcii, a to elip-
tické a archimedovské kopuly. Navyse uvadzame aj niekolko konkrétnych kopula funkcii

patriacich do jednotlivych tried. V tejto casti sa obmedzime na dvojrozmer, teda nech

-----

Ako uz bolo spomenuté, jednou z tried kopula funkcii si takzvané eliptické kopuly.
Ako nazov nazov tejto triedy napoveda, ide o skupinu kopula funkcii, ktoré st odvodené
z takych rozdeleni, ktorych hustota mé vrstevnice eliptického tvaru — napriklad normélne
alebo Studentovo t rozdelenie.

Zéastupcom tejto triedy moze byt Gaussova kopula, ktord je dand parametricky Pe-
arsonovym korelacnym koeficientom — znac¢ime p medzi nahodnymi premennymi U a V/,

tak, ako uvadza nasledovny vztah:

52 72pst+t2

B - Pl 0y (v) 1 &
Clu,v,p) = @, (07 (), @5 (@) = [ [ e O dsa

kde ® oznacuje distribuéni funkciu normalneho rozdelenia a ®~! jeho inverznt, t. j.

kvantilovu funkciu.
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Pocas nasho vyskumu sme stretli aj s tzv. Studentovou kopulou, niekedy nazyvana aj t
kopula, ktora okrem parametra p vyuziva aj parameter, ktory vyjadruje pocet stupnov
volnosti — znac¢ime v. Nech ¢, oznacuje distribué¢nt funkciu Studentovho t rozdelenia
s poétom stuptiov volnosti v a nech t;! oznacuje prislusni kvantilovti funkciu. Potom

Studentova kopula méa tvar

v+2
() 2_2pst+12\ " 2
C(u,v, p,v) / / l—i-u ds dt.
2my/1— 2 1—p v(l—p?)

Vidime, ze v oboch pripadoch je Sklarova veta vyuzita priamo, resp. tak, ako uvadza
vztah (11).

V tomto bode povazujeme za dolezité podotknit, ze vyuzitie kopula funkcii znacne
rozsiruje triedu spomenutych, takzvanych eliptickych pravdepodobnostnych rozdeleni, a to
tym, Ze ndm umoznuje menif marginalne rozdelenia pri zachovani eliptickej kopula funkcie,
pripadne naopak. [28] Dokazom toho mdze byt aj obrazok 1.3, ktory zobrazuje ndhodne
vygenerované usporiadané dvojice [u,v] zo Studentovej kopuly s réznymi hodnotami jej
parametrov, pripadne pre konstantné hodnoty parametrov, ale meniace sa margindlne

rozdelenia.

Na rozdiel od eliptickych kopil, pri konstrukeii archimedovskych kopil sa vztah (11)
nevyuziva priamo. Archimedovské kopuly su konstruované pomocou tzv. generatorov. De-

finiciu archimedovskej kopuly mo6zeme formulovat nasledovne.

Definicia 1.9. [34] Nech ¢ : (0;1) x © — (0;00) je spojitd rydzo-klesajica a konvernd

funkcia takd, Ze 1(1,0) = 0, pricom 6 je parameter z priestoru parametrov ©. Dalej nech

Dt 9) = (¢, 0), pre 0 <t < (0,0),

0, pre (0,0) <t < oc.
Funkciu v nazjvame generdtorom kopula funkcie a funkciu Y=Y jej pseudoinverznou fun-
kciou. Potom dvojrozmernd™® kopula funkcia C sa nazjva archimedovskd, ak ju vieme

zapisat v tvare

C(u,v,0) = P ((u, 0) + (v, 6),6) .

10Pri viacrozmernych funkcidch je funkcia C' kopulou vtedy a len vtedy, ak je funkcia ¢! takzvane

d-monoténna (pozri [34] pre klacové slovo copula).
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rho =-0.95 df=2 rho=-0.2, df=2 rho =07, df=2

rho =045 df=1

Obrazok 1.3: Ukazky ndhodného generovania zo Studentovej kopuly. V prvom riadku s kon-
Stantnym parametrom v (na obrazku oznacené ako df) a meniacim sa parametrom p (na ob-
razku oznacené ako rho); v druhom riadku s konStantnym parametrom p a meniacim sa v
a v oboch pripadoch pre margindlne rozdelenia U,V ~ N(0;1); v trefom riadku pre konstantné
parametre Studentovej kopuly a meniace sa marginalne rozdelenia — konkrétne v poradi zlava:
U~ N(0;1),V ~ Exp(A = 1); dalej U ~ Exp(A = 5),V ~ Exp(A = 1) a napokon U ~ t5

so strednou hodnotou 0 a V' ~ I'(k = 2,6 = 3). (Zdroj: vlastné spracovanie)

Pozndamka: Niektori autori oznacuji pojmom generator prave spomenuti pseudoin-

verzni funkciu 171 a definicie sa potom liSia aj v znaceni (pozri [28], [29]).

V tabulke 1.1 uvadzame niekolko zndmych a ¢asto vyuzivanych kopula funkcii z ar-
chimedovskej triedy. Navyse, do tejto triedy sa zaraduje aj funkcia C(u,v) = uv. Jej
generdtorom je funkcia ¢(¢t) = In (¢). Pomocou tejto kopula funkcie vieme najlepsie mo-
delovat nezavislé nahodné premenné. V anglickej literatire je preto mozné stretnuf sa

s pomenovanim independence copula.

24



Tabulka 1.1: Vybrany zastupcova archimedovskej triedy kopil a definiény obor priestoru ich
parametrov — ©. Prislusné generatory 1 (t, ) a ich pseudoinverzné funkcie je mozné néjst

na stranke [34] po zadani klucového slova copula.

Meno kopuly Predpis pre C'(u,v,0) S
Claytonova max{u= + v —1,0}"% (—1;00)\ {0}
1 (e —1)(e=*-1)
Frankova —ln 1+ —r T R\ {0}

_((_1n(u))0+(—ln(v))9)% (1;00)

Gumbelova e

Joeova | 1—((1=w)'+(1-v)' - (1-w’(1-0))

SSES
—~
—_
~

(Zdroj: vlastné spracovanie)

1.3.2 Konstrukcia viacrozmernej kopula funkcie

V predchadzajicej podkapitole sme uviedli niekolko formulécii dvojrozmernych ko-
pula funkcii. Podla vztahu (11) je teoreticky mozné skonstruovat aj k-rozmerni kopula
funkciu. Napriklad pre spojité ndhodné premenné Uy, Us, Us, ..., U, pricom U; sa riadi
rovnomernym rozdelenim na intervale (0;1) pre Vi = 1,2,3,...,k, a X je ich korelacnd

matica, je k-rozmerna Gaussova kopula dana ako
Clur, ug, ug, ... up, X) = Py (‘I’fl(ul)> 05" (us), D3 (ua), - . -, ‘I);;l(uk)) :

Avsak je dolezité uvedomit si, ze kvantilové funkcie pozndme nie vzdy explicitne (presne
tak, ako je tomu v pripade Gaussovej kopuly), a preto mdze byt modelovanie viacroz-
mernej zavislosti s vyuzitim kopula funkcii — tak ako sme ich doposial predstavili, tazko
uskutoc¢nitelné. Navrhnuté boli preto iné, praktickejsie sposoby konstrukcie viacrozmer-

nych kopul, ako napriklad vnorené archimedovské kopuly alebo tzv. parové kopuly.

Vnorené archimedovské kopuly sa v literattire casto oznacuju len skratene ako
NAC (z angl. nested Archimedean copula) alebo tiez HAC (z angl. hierarchical Archime-
dean copula). Ako ndzov napovedd, ide o konstrukciu viacrozmernej kopuly z archimedov-
skej triedy. Priamociare rozsirenie dvojrozmernej archimedovskej kopuly (pozri definiciu

(1.9)) je sice mozné (tak ako uddva vztah (12)), ale nie vzdy je aj uzitocné.

C(uy, ug, us, ..., Uy, 0) = =l ((uq,0) + P(uz, 0) + (ug,0) + -+ - + ¥(uy,,0),0) (12)
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Ako autori prace [28] podotykaju, pri viacrozmernom modelovani je v tomto pripade limi-
tujucim faktorom nie len vyuzitie jediného parametera. Limitujici je aj samotny stucet ge-
neratorov vystupujuci v uvedenej formulacii. Kedze sucet ako taky je komutativny, tak po-
tom zdruzené rozdelenie ndhodnych premennych (Uy, Us, Us, ..., Uy) je podla vztahu (12)
také isté ako zdruzené rozdelenie ich Tubovolnej permutéacie. Tato skutocnost je vsak
pre prax prilis obmedzujtca.

Konstrukcia viacrozmernej HAC funkcie spociva v postupnom skladani generatorov
v zmysle zloZenych funkcii namiesto ich siétu. Pri hladani tzv. tipine!! vnorenej (angl.

fully nested) kopula funkcie sa postupuje nasledovne.

1. Najskor sa najde dvojrozmerna kopula funkcia
wi £ Clur,uz, 6) = 0y (ur, 62) + ¢ (uz, 61), 61}

2. V druhom kroku sa hlada dalsia kopula funkcia z archimedovskej triedy, ktora opi-

suje zavislost medzi wy a us, ¢ize

wy 2 Clur,ug,uz, ) = 05 {ha(wy, 0s) + s (us, 02), 0} =
= ¢£_1]{¢2 o C'(uy,ug, 01) + ¥ (us, 02), 02},

pricom generator 1y s parametrom 6, (automaticky teda aj jeho pseudoinverzna

funkcia) sa mézu lisit od generatora, ktory bol vyuzity v prvom kroku (pozri [29]).

3. Dalej sa postupuje analogicky ako v druhom kroku, teda hladé sa kopula, ktord

opisuje zavislost C(wsq, uy), atd.

k—1. Napokon sa dopracujeme k maximélnemu rozmeru, ku kopula funkecii C'(wy_1, ug),

¢ize vysledkom iteracného procesu je zlozena funkcia
Cun, ug, g, -« g, Op—1) = By {01 (Wh—a, Oh—1) + 1 (up, O 1), 01} =
= i (W1 0 Clur, us, ug, o wp1,0—2) + Vp1 (up, O 1), 01} = -~ =

=y {wkl o (w,&lg{. . }) + w“(uk)}

HExistuja tiez tzv. ciastocne vnorené archimedovské kopuly, ktoré kombinuji skladanie a stcet funkcif

— pozri [1, str. 307] alebo [28, str. 12].
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z priestoru (0; 1)% x ©F~1 — (0; 1), pricom ©F 1 := 0; X Oy x O3 X -+ X Op_;.

Poznamka: Pre zlepSenie prehladnosti zapisu sme v poslednom kroku vynechali para-

metre.

Podrobnejsie je téma hierarchickych archimedovskych koptul spracovana napriklad
v publikacii [29]. Tento pristup k viacrozmernému modelovaniu zavislosti je mozné vy-
uzit napriklad pri oceniovani kreditnych derivatov (pozri [20]), pri vypocte Value at Risk
(pozri [30]) alebo pri bayesovskej klasifikdcii (pozri [17]). V nasom vyskume sme pristup
HAC nevyuzivali. Rozhodli sme sa vyuzif nizsie predstaventi met6du oznacovanu skratene

PCC, ktora umoznuje modelovat struktiry zavislosti s vacsou flexibilitou nez HAC.

K viacrozmernej kopula funkcii sa vieme dopracovat aj konstrukciou tzv. parovych
kopil (angl. Pair Copula Construction, Casto tiez skratene PCC). Tento pristup je, vSe-
obecne povedané, zalozeny na rozklade k-rozmernej zdruzenej hustoty na (g), t.j. na @
dvojrozmernych koptl, z ktorych je (k — 1) takpovediac nepodmienenych, a zvysné si
podmienené (pozri definiciu 1.10) [1]. Vdaka vyuzitiu podmienenych rozdeleni v urc¢itom

poradi sa zachovava ista hierarchia medzi ndhodnymi premennymi a ich zavislostami.

Definicia 1.10. Nech X,Y, Z st lubovolné nahodné premenné a nech Fx|; a Fy|z su dis-
tribucné funkcie podmienenych nahodngch premenngch — X za podmienky Z a'Y za pod-
mienky Z. Nech C je dvojrozmernd kopula funkcia. Potom ak jej argumentami siu dis-
tribucné funkcie podmienengch rozdelent, tak funkciu C budeme nazjvat podmienenou

kopulou.

Najméa v anglickej literatire zaoberajicej sa témou PCC je mozné narazit na pojmy
R-vine, C-vine a D-vine. Spolo¢ny zaklad tychto slov, vine, ktoré v anglickom jazyku ozna-
Cuje tiez viniCovy ker, je pomenovanie grafického znazornenia viacrozmernych parovych
kopula modelov a vzniklo prave vdaka ich podobnosti so spomenutou rastlinou. Pojmom
vine v kopula kontexte oznacujeme teda mnozinu vnorenych grafov, ktorych hrany pred-
chadzajiceho grafu st vrcholmi alebo inak povedané uzlovymi bodmi toho nasledovného.
Specidlne k-rozmerny R-vine (skrétene z angl. regular vine) je taky vine, ktorého hrany
na j-tom grafe, pre j = 1,2,3,...,k—2, st spojené¢ hranou aj na nasledovnom grafe vtedy
a len vtedy, ak na j-tej irovni maju spolo¢ny vrchol. Podrobnejsie sa téme vine venuje

napriklad publikécia [6].
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C-vine (skratene z angl. canonical vine) oznacuje taky R-vine model, ktorého uzly
maju na kazdej Grovni najvac¢si mozny stupen. Ako autori prace [18] vystizne pozname-
nali, C-vine modely je mozné interpretovat ako faktorové modely, pretoze na grafe kazdej
urovne je stredobodom jeden vrchol, a preto hovorime, ze zohrava tlohu akéhosi faktoru.
V nasom vyskume sme vSak nevyuzivali ani tento pristup k modelovaniu, a to z rov-
nakého dovodu, ako uvddzaji A. Heinen a A. Valdesogo vo svojej praci (pozri [18, str.
336]) — nedisponujeme ziadnym ekonomickym argumentom, ktory by nas viedol k tomu,
ze medzi vynosmi statnych bezkupénovych dlhopisov, ktoré boli predmetom nasho mo-
delovania, existuje takato faktorova zavislost.

V nasom vyskume sme pracovali s modelmi typu D-vine. Na rozdiel od predchadza-
jucich dvoch pojmov, pismeno D nie je skrdtenym oznacenim ziadneho anglického slova!2.
Vseobecne, pre lubovolné k£ > 2,k € N| pojmom D-vine oznac¢ujeme taky R-vine model,
ktorého uzly na kazdej irovni maji stupen nanajvys rovny 2, a zaroven na j-tej urovni
grafu, pre j = 1,2,3,... k — 1, existuje (k+ 1 — j) uzlov a k — j hran.

Obmedzme sa na D-vine kopula modely. Vstupnymi premennymi — oznacujeme uy, us,
us, . . ., U, sS4 v nejakom zmysle hierarchicky zoradené (pozri podkapitolu 2.2) pozorova-
nia, ktorych struktiru zavislosti chceme modelovat. Nakolko tieto premenné st argumen-
tami kopula funkcii v dalsom kroku vypoctu, pozorovania musia pochadzat z intervalu
(0;1) a byt margindlne rovnomerne rozdelené. V nasom vyskume boli takymito pozo-
rovaniami transformované rezidua z modelov ¢asovych radov, ktoré boli zoradené podla
velkosti stctu koreldcii s ostatnymi premennymi (detailnejsie opisané v podkapitole 2.2).
Na prvom vnorenom grafe sa nachadza, ako uz bolo spomenuté, k— 1 prislusnych dvojroz-
mernych zdruzenych distribuénych resp. kopula funkcii (pozri vztah (10)). Na vSetkych
dalsich trovniach st uzlovymi bodmi vzdy dvojrozmerné podmienené kopula funkcie, pri-
¢om s narastajicou urovnou grafu sa jednotlivé podmienky obohacuju.

Pre vysvetlenie slovného spojenia ,,obohacujtcich sa podmienok*, ako sme tato sku-
toc¢nost nazvali na konci predoslého odseku, a tiez pre lepsiu predstavu mnoziny vnorenych
grafov, prikladdme obrazky 1.4 a 1.5, ktoré zobrazuji dva rézne sposoby grafického zna-

zornenia schémy konstrukcie viacrozmernej kopula funkcie. Obrazok 1.4, ktory je prevzaty

12Toto pomenovanie navrhli D. Kurowicka a R. M. Cooke v roku 2006. Ako sa v prici [6, str. 39]
piSe, pismeno D je po pismene C nasledovnym pismenom v abecede a tiez modely tohto typu je mozné

prehladne zakreslit (pozri [6, obrdzok 3.2] alebo [32, obrazok 1)), ¢ize st po anglicky takpovediac drawable.
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od autorov préce [18], pri zobrazeni kladie déraz na to, Ze ide o vnorené grafy, pricom
vrcholmi alebo uzlovymi bodmi si hrany z predchadzajicej trovne; zatial ¢o schéma
na obrazku 1.4 nechava vyniknuf skor skutocnost, ze spolu s droviou narasta filtracia,

ktorou su kopuly podmienené.

@ 12
@ 13]2 24|3 35(4
14]23 25|34

Obrézok 1.4: Schéma konstrukcie 5-rozmernej parovej D-vine kopuly. (Zdroj: [18])

O,

Vysledni k-rozmerni kopula funkciu ziskame z D-vine modelu ako stcin vsetkych
funkcii vystupujicich na miestach uzlovych bodov (toto tvrdenie plati aj pre C-vine).
Nech C'l-(j ) oznacuje kopula funkciu na i-tej pozicii (na obrazku 1.5 zlava) na j-tej urovni
D-vine (na obrazku 1.5 zdola). Matematicky vieme vSeobecne zapisat nasledovne:

(k=1) (k+1-5)

C(Ul,UQ,US,...,uk) = H H C’L(]) (13)
j=1 i=1

Konkrétne pre 6-rozmerny priklad uvedeny na obrazku 1.5 by vysledna kopula funkcia

mala tvar

5 5
C(Ub U2, U3, Ug, Us, Us) = H Ci,i-i-l (Ui, Ui+1) : H Czel,iﬂ\i (F(ui—1|ui)7 F(uz+1|uz)) :
i=2

i=1
: f[?)Ci—Q,i—i-li—l,i (F(ui—2|ui—17 Ui), F(Uz‘+1|ui—1, Uz)) :

'd5|234 (F(ur|ug, us, uy), F'(us|ug, us, uy)) - (14)
'026|345 (F(U2|U3, U4,U5), F(U6’U37U4, U5)) :

-Chojasas (F(ur|ug, us, ug, us), Fug|ug, us, ug, us)) .

Vyhodou vyuzitia PCC narozdiel od HAC je fakt, ze kazda kopula moze byt z inej

triedy kopula funkcii, ¢o vyrazne prispieva k flexibilite viacrozmerného modelu.
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Obrazok 1.5: Schéma konstrukcie 6-rozmernej parovej D-vine kopuly. Argumenty

jednotlivych funkcii st uvedené vo vztahu (14). (Zdroj: vlastné spracovanie podla [32])

Pre tplnost dodavame, ze v literattre boli opisané aj dalsie typy PCC, ako napriklad
M-vine ¢i COPAR (viac informacii je mozné najst napriklad v publikécii [25]). Na zaver
poznamenavame, ze kopula funkcie, ako sme ich predstavili v tejto kapitole, si ¢asovo
invariantné, t. j. ich odhad neobsahuje ziadnu ¢asovii dynamiku, nevysvetluje ziaden (¢a-

sovy) vyvoj, naopak, opisuje zadany datovy stbor ako jeden celok.
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2 Modelovanie zavislosti vynosovych kriviek

Spojenie troch oblasti, ktorym sme sa vo vyskume zaoberali (prepojenie oblasti vy-
nosovych kriviek, ¢asovych radov a kopula modelovania) nie je v literattre novinkou,
¢enej pre nas vyskum. Autori spomenutej publikacie [32] modelovali D-vine kopula struk-
taru dennych logaritmickych vynosov, pricom sa zamerali na americké dlhopisy s dobami
do splatnosti 1, 2, 3, 5, 7 a 10 rokov, ¢o je technicky vzaté modelovanie zavislosti resp.
zdruzeného rozdelenia v rdmci vynosovej krivky Spojenych statov americkych.
zavislost medzi vynosmi jednotlivych aktiv s roznou dobou do splatnosti, ale predovset-
kym medzi aktivami roznych krajin. Navyse nas vyskum zahina aj oblast modelovania

samotnych vynosovych kriviek.

Nizsie uvadzame stru¢ny prehlad toho, ako sme pri modelovani postupovali. Jednotlivé
body st detailnejsie rozpisané dalej v ramci podkapitol 2.1 az 2.3.

0. Stanovenie cielu — skimanie akej zavislosti je predmetom modelovania?

1. Vyber a priprava dat — pozri podkapitolu 2.1.

2. Modelovanie vynosovych kriviek jednotlivych krajin v ¢ase — pozri podkapitolu 2.2.
Modelované na zaklade trhovych vynosov do splatnosti dlhopisov.

3. Modelovanie ¢asovych radov pre denné relativne zmeny vynosov dlhopisov jednotli-
vych krajin. Modelované na zaklade odhadnutych vynosov zo spotovych vynosovych
kriviek — pozri podkapitolu 2.2.

4. Validacia modelov ¢asovych radov — pozri podkapitolu 2.3.

5. Ziskanie hodnot rezidui ¢asovych radov a ich nasledna priprava na kopula modelo-
vanie — pozri podkapitolu 2.2.

6. Odhad D-vine struktiry — pozri podkapitolu 2.2.

V nasom zaujme bolo pozriet sa na globdlne zavislosti, a preto sme pre pripadovi
stidiu vybrali nasledovné krajiny: Australia, Cina, India, Kanada, Mexiko, Nemecko,
Spojené staty americké. Zavislosti sme skimali medzi vynosmi do splatnosti statnych
dlhopisov tychto krajin v ¢asovom horizonte do 20 rokov. Neuvazovali sme skimat dlhsi

horizont, a to z toho dévodu, ze vysky vynosov dlhopisov pre velmi dlhé doby do splatnosti
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ako napriklad 30 ¢i 50 rokov st v porovnani s kratkodobym a strednodobym horizontom
vo vicsej miere ovplyvnené historiou politickych rozhodnuti danej krajiny a sentimentom
investorov, ¢i ich déverou v hospodarsku stabilitu danej krajiny.

Co sa tyka skiimaného ¢asového obdobia (v historickom zmysle), pre nas vyskum sme
vybrali desatroéné obdobie, konkrétne data so zac¢iatkom na konci roka 2012 (historické
data od 1. decembra 2012), teda tak, aby sme neuvazovali obdobie globédlneho ekonomic-
kého Soku z roku 2008, az po koniec roka 2022 (data do 1. decembra 2022). Neskor sme
vsak rozdelili toto obdobie na tri podobdobia — pokrizové, pokojné a krizové obdobie.
Tymto krokom sme sa snazili predist tomu, zZe by idajov vstupujicich do kopula modelo-
vania bolo prilis vela v tom zmysle, ze by algoritmus pre vyber kopula funkcie neobjavil
ziadnu signifikantni zavislost, pretoze by sa jednotlivé udaje ,vyvazili“. Navyse nam ta-
kéto rozdelenie umoznuje porovnat si vysledky modelovania pre jednotlivé hospodarske

okolnosti.

2.1 Data

Internetovym zdrojom dat, ktorymi boli vynosy do splatnosti Statnych dlhopisov, bol
portal Investing.com [21], na ktorom si dostupné historické tidaje pre vsetky zvolené
krajiny. Ako sme uz vyssie nacrtli, cielom bolo skiimat, ¢i sa dajia v trhovych datach najst
(a modelovat) preukazatelné zavislosti.

Samotné podkladové aktiva sme vyberali z mnoziny tych dlhopisov, ktoré boli ob-
chodované pocas celého vybraného casového okna. Konkrétny vyber dob do splatnosti
dlhopisov pre jednotlivé krajiny zobrazuje tabulka 2.1. Hoci vybrané podkladové aktiva
boli obchodované pocas celého zvoleného obdobia, nie vSetky boli obchodované vzdy v rov-
naky den. Pred samotnym modelovanim bolo teda potrebné nejakym sposobom dosiahnut
konzistentnost v datach. Pre jednoduchost sme sa rozhodli uvazovat len tie dni, pre ktoré
boli dostupné vsetky potrebné data.

Pred modelovanim vynosovych kriviek jednotlivych krajin sme preto spravili prienik
stiahnutych udajov vzhladom na ¢asové body v ramci aktiv jednotlivych krajin. Pre Aus-
traliu sme dostali vektory vynosov dizky 3307 pozorovani, pre Cinu 2477, pre Indiu 2505,
pre Kanadu 2581, pre Mexiko 2494, pre Nemecko 2617, a napokon pre Spojené staty ame-

rické 3033 casovych bodov. Z tychto idajov sa namodelovali vynosové krivky. Rovnako
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Tabulka 2.1: Prehlad déb do splatnosti statnych bezkupénovych dlhopisov pre vybrané
krajiny, na zdklade ktorych boli modelované vynosové krivky. Vybrana doba do splatnosti

oznacend znakom x. Pozndmka: 0,5 oznacuje dlhopis s dobou do splatnosti 6 mesiacov.

Vybrané doby do splatnosti (v rokoch): [ 0,5 | 1 | 3 | 5| 7 10|15 | 19|20 | 30
Australia X | X | X | x| X | X
Cina X x| x| x| x| x X
India X | X | X [ X | X | X|X]X
Kanada X | X | X | x| x| X X
Mexiko X | X | X | X | x| X X
Nemecko X | X | X | X | X | X | X X
Spojené staty americké X | X | X | X | x| X X

(Zdroj: vlastné spracovanie)

pred modelovanim ¢asovych radov sme spravili prienik navzajom medzi krajinami. Napo-
kon mali modelované data dlzku 1953 ¢asovych bodov. Tie sa viak prerozdelili do spomi-
nanych troch obdobi: pokrizové obdobie obsahovalo 614 ¢asovych bodov, pokojné obdobie
794 a krizové obdobie 545 ¢asovych bodov.

Je jasné, ze takymto prienikom sa straca cast informacie — napriklad v pripade Aus-
tralie ¢i Spojenych Statov americkych sme stratili viac ako tisic z povodnych pozorovani.
Vychodiskovym predpokladom nasej prace bolo, ze globalne trhy reaguju v tak kratkom
case, ze zmeny vynosov sa prejavuju v ich pozorovaniach viazanych k navzajom rov-
nakym dnom. Navyse sme pocas nasho vyskumu pracovali s open hodnotami vynosov
do splatnosti a matematické denné vynosy sme vypocitavali az po urobeni prieniku me-
dzi krajinami, ¢im sme v datach zachovali aspon informéaciu o absolutnej zmene vysky
vynosu. Tiez by sme chceli podotknuf, Ze cielom tejto prace bolo v prvom rade predsta-
vit metodiku modelovania zavislosti, ktoru ilustrujeme na opisovanych datach. V tomto
bode preto poukazujeme na toto miesto praktickej ¢asti, v ktorom je mozné zvolit aj iny

pristup.
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2.2 Metodika vyskumu a implementacia jednotlivych krokov

Vynosové krivky. Modelovanie vynosovych kriviek predchadzalo samotnému mode-
lovaniu ich zavislosti. Z trhovych dat, o ktorych sme pisali v predchadzajicej podkapitole
2.1, sme pre kazdu z vybranych krajin a pre kazdy ¢asovy bod zo skiimaného obdobia od-
hadli vynosovi krivku. Hoci nasledné modelovanie zavislosti je mozné vykonat aj bez po-
c¢iatocného odhadu vynosovej krivky, tito oblast sme sa rozhodli do vyskumu zahrnut
z toho dovodu, aby sme predstavili, zdéraznujeme, vseobecny pristup k modelovaniu za-
vislosti vynosov statnych dlhopisov.

Kopula modelovanie, ako podrobnejsie opisujeme neskor v tejto Casti prace, vyzaduje
vstupné hodnoty, ktoré v pripade tohto typu vyskumu pochadzaju z predtym modelo-
vanych casovych radov. Aby vysledok kopula modelovania mal pozadovani vypovednu
hodnotu, casové rady musia byt medzi vybranymi krajinami navzajom konzistentné —
to v nasom pripade znamena, ze maju byf modelované na zaklade vynosov statnych dl-
hopisov s rovnakymi dobami do splatnosti naprie¢ zvolenym spektrom krajin. Vynosova
krivka nam teda umoznuje najskor sa rozhodnit zavislost medzi ktorymi Statmi je v na-
som zaujme skumat, a az nasledne hladaf, stahovat a spractvat prislusné trhové data.
Pokial by sme oblast vynosovych kriviek do vyskumu nezahrnuli, boli by sme nuteni ob-
medzit sa len na také mnoziny krajin, ktoré majui na trhu dostupné dlhopisy s rovnakymi
dobami do splatnosti, a to pocas celého skimaného obdobia. To vsak mdze v niektorych
pripadoch predstavovat prilis silné obmedzenie vyberu.

Zvolenym matematickym néstrojom na modelovanie vynosovych kriviek bol, ako je
uvedené v podkapitole 1.1, Svenssonov model, ktory je definovany vztahmi (2) a (3). Vy-
brany bol na zaklade vysledkov nasej predchadzajicej prace [9], pretoze za predpokladu,
ze nemodelujeme anomalne tvary vynosovych kriviek, model sa ukazuje byt stabilny, pri-
merane flexibilny a robustny zaroven, pricom vsetky uvedené vlastnosti de facto vyplyvaju
z jeho funkéného predpisu'®. Z tohto dévodu nebolo potrebné $pecidlne validovat vysledny

model. Pre kontrolu nam slizil predovsetkym graficky vystup modelovania vynosovych

13 Ako uvadzame v praci [9, podkapitola 2.1.4 a kapitola 4], stabilitu zabezpecuje dlhodoby faktor mo-
delu — parameter By; flexibilitu zabezpecuje primerany pocet parametrov spolu s vhodne navrhnutymi
¢lenmi funkéného predpisu, ktorych sila vplyvu na hladinu krivky sa meni s meniacou sa dobou do splat-

nosti; a napokon robustnost je aj vysledkom vyuzitia regresnych metéd na odhad hodnét parametrov.

34



kriviek, ale taktiez sme vypocitavali stredni kvadraticki odchylku (pozri definiciu 2.1)
odhadnutych modelov.

V zasade pre tuto cast vyskumu moze byt pouzity aj iny parametricky model, ktory
opisuje data s pozadovanou presnostou. Pri splajnovych modeloch treba dopredu uvazit,
¢i nebude v niektorom pripade potrebna extrapolacia vynosovej krivky — vtedy by bolo
potrebné zvolit iny ako splajnovy model. A napokon, rovnovazne modely by sme neod-
porucili pouzit, pretoze kvoli naroc¢nejsej kalibracii ich parametrov sa ndm javia modely

z tejto triedy ako neefektivne pre takyto vyskum.

Na implementédciu Svenssonovho modelu v softvéri R [31] sme vyuzili balik s naz-
vom YieldCurve, ktory sme vyuzivali aj pocas bakalarskeho vyskumu. Kedze tentokrat
bolo potrebné odhadniut vynosova krivku vo velkom mnozstve ¢asovych bodov a pre via-
cero krajin (¢o v nasom pripade predstavuje niekolko tisic odhadov vynosovych kriviek
pre kazdy stét), vytvorili sme si vlastni funkciu s ndzvom yc_3d_estim, ktord efektivne
zautomatizovala celi cast modelovania vynosovych kriviek v prezentovanom vyskume.
Zdrojovy kéd naSej funkcie je mozné najst v prilohe A a tiez v repozitari [8] na stranke
GitHub.

Ulohou funkcie yc_3d_estim(tl, mat, y, ...) je odhadnit vynosovii krivku Svens-
sonovym modelom na zaklade vynosov z argumentu y, ktoré patria k prisluSnym dobam
do splatnosti uvedenym v argumente mat. Spotova vynosova krivka sa odhadne v kazdom
casovom bode zadaného ¢asového okna z argumentu tl. Funkcia vrati vektor strednych
kvadratickych odchylok a interaktivny trojrozmerny graf namodelovaného objektu pre ho-
rizont dob do splatnosti od jedného roka po dobu tridsat rokov do splatnosti. Sirku tohto
horizontu je vSak mozné nastavit zmenou hodnoty parametrov T_min a T_max. Dalej funk-
cia vytvori dva sibory vo formate csv — v stibore Coefficients.csv sa nachadzaju ¢iselné
odhady parametrov Svenssonovho modelu pre kazdy casovy bod; v sibore YieldCurves.csv
zas odhadnuté funkéné hodnoty vynosovej krivky, opat pre kazdy casovy bod zo zada-
ného obdobia. Navyse pokial uzivatel Specifikuje argument mts, funkcia vrati tiez objekt
triedy dataframe, ktory obsahuje funkéné hodnoty jednotlivych vynosovych kriviek len
pre vybrané doby do splatnosti (Specifikované parametrom mts).

Co sa tyka odhadu samotnych vynosovych kriviek, tak klicova funkcia je funkecia

Svensson z uz spomenutého balika YieldCurve, ktord ndjde optimalne hodnoty para-
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metrov Svenssonovho modelu. Funkcia Srates potom dosadi v predchadzajicom kroku
odhadnuté parametre do predpisu modelu a vrati funkéné hodnoty, t. j. vynosy odhadnuté
krivkou pre zvolené doby do splatnosti.

Na zaver casti venovanej implementacii vynosovych kriviek v ramci nasho vyskumu
este raz podotykame, zZe nasa funkcia pracuje s funkciami z réznych balikov, ktoré je po-
trebné mat nainstalované. Su to baliky plotly, progress, xts a YieldCurve. Pred po-
uzitim nasej funkcie je mozné pozriet si komentéar dostupny na stranke [8], kde je mozné
najst pozadované triedy a rozmery jednotlivych argumentov funkcie, ale tiez niektoré

nespomenuté parametre, ktorych hodnoty st prednastavené.

Casové rady. Pri tomto type vyskumu je potrebné pred kopula modelovanim z4-
vislosti medzi krajinami odstranit z dat sériovi zavislost. Na to nam poslizili modely
casovych radov. Z technickych doévodov sme pracovali s logaritmicky transformovanymi
vynosmi. Transforméacia spoc¢ivala v posune uidajov o konstantu. Dévodom bolo, Ze pri nie-
ktorych datovych siboroch (pozri obrazky 3.1 az 3.7) prechadzala vynosova krivka do za-
pornych ¢isel, a teda nebolo vzdy mozné vypocitat hodnotu logaritmu. Namiesto tradic-

nych logaritmickych vynosov (v zmysle logaritmovania dennych relativnych zmien), ktoré

Rot41(2)

sme pracovali s log-vynosmi
RO,t(Z) )7 p g y

by sa vypocitavali ako In (
Ro,t+1(2) +1 ~ ~
Yitp1 = In (W =1In (1 + R(],t_i_l(Z)) —1In (1 + Ro7t(z)>
prei=1,2,3,4az € {2,5,10,17}. Nésledne sme tieto idaje rozdelili na uz spominané tri
obdobia, pricom v modelovani sme postupovali tak, ako piseme dalej v tejto casti prace,

a to rovnako pre kazdé obdobie.

Pozndmka: Ako sme uz v podkapitole 2.1 spomenuli, pred vypoctom takychto logarit-
mickych vynosov sme opéf urobili prienik dat vsetkych krajin vzhladom na ¢asové body.
Je dolezité vypocitavat log-vynosy az po urobeni takéhoto prieniku. Keby sme najskor
vypocitali log-vynosy jednotlivych aktiv a az néasledne robili prienik vzhladom na ¢asové

body, vysledky nasho modelovania by stratili pozadovani vypovedni hodnotu.

Na implementaciu VARMA a DCC-GARCH modelov sme vyuzili tri rézne baliky.
Konkrétne islo o baliky MTS (pozri [33]), rugarch (pozri [13], [11]) a rmgarch (pozri [12],

[10]), ktoré sme vyuzili nasledovnym spésobom. Vo vécsine pripadov sme pracovali ¢isto
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len s VAR, ¢ize VARMA(p, 0) modelom. Vtedy sme vyuzivali funkciu varxfit z ba-
liku rmgarch. Pokial bola potrebnd aj moving average cast modelu, vyuzivali sme fun-
kciu VARMA z baliku MTS. Rezidua z odhadnutého modelu sme potom posunuli do funkcie
dccfit z baliku rmgarch, ktord vyzaduje specifikiciu jednorozmernych GARCH modelov,
na ¢o ndm poslizila funkcia ugarchspec z baliku rugarch.

Rad modelov casovych radov, podmienené rozdelenie ¢i typ GARCH modelu sme
vyberali tak, aby model ¢o najlepsie opisoval data. Kedze ¢asové rady nam mali sluzit
na odstranenie autokorelacii, hlavnym kritériom vhodnosti modelu boli vysledky statis-
tickych testov pre rezidua a ich druhé mocniny, ktoré testovali hypotézu o ich sériovej
nezavislosti. Pouzity portmanteau test je blizsie opisany v podkapitole 2.2. V zasade ide
o viacrozmerné rozsirenie populdrneho Ljungovej-Boxovho testu. Standardizované rezidua
a ich druhé mocniny sme testovali pre vybrané lagy, a to konkrétne 10, 20 a 30. Vybrany
test je v prostredi R implementovany napriklad v baliku MTS vo funkcii MarchTest. Vyho-
dou vyuzitia tejto funkcie je, ze vykona 4 testy naraz a ich vysledky zobrazi v spolo¢nom
vystupe. Pre nés boli relevantné len spomenuté dva, a to test autokorelacie standardizo-
vanych rezidui a ich druhych mocnin (prvy a treti vysledok vystupu funkcie). Pokial z po-
hladu sériovej zavislosti vyhovovalo viacero modelov, vyberali sme taky, ktory mal lepsiu
hodnotu Bayesovho informac¢ného kritéria. Avsak poznamenavame, ze je vela kombinacii
radov VARMA a GARCH modelov, dalej je tiez k dispozicii viac ako Sest podmienenych
rozdeleni a k tomu aj niekolko typov GARCH modelov. Prakticky je teda nemozné vysku-
sat vsetky existujice kombindcie. Vybrané modely, ktoré sme sa rozhodli pouzit a ktoré
uvadzame v kapitole 3 v tabulke 3.2, preto nemusia byt najoptiméalnejsie zo vSetkych

moznych.

Kombinacia VARMA a DCC-GARCH modelu bola vybrana na zaklade nasich pred-
chadzajucich skiisenosti s modelovanim c¢asovych radov avsak dostupné je spektrum mo-
delov, ktoré mozu byt rovnako pouzité, pokial splnia tlohu'®, ktortt v tomto vyskume
maju zohravat. Ako priklad uvedieme tzv. BEKK model, ktory ma oproti zvolenému
DCC-GARCH modelu viac parametrov, avsak, ako aj autor publikicie [33] uvadza, ich

pocetnost mdze byt pre velké rozmery z praktického hladiska nevyhodou.

14 Ako sme uz viackrat uviedli, ilohou modelov ¢asovych radov je odstranit autokorelacie z dat, aby sme

kopula modelovanie vykonavali na datach bez sériovej zavislosti.
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Kopula funkcie. Po odstraneni sériovej zavislosti z dat, ktor nam pomohli vysvetlif
modely casovych radov, je mozné prejst k hlavnej ¢asti ndsho vyskumu — k modelovaniu
zavislosti medzi vybranymi krajinami, na ¢o nam sluzili kopula funkcie, ktoré sme pred-
stavili v ¢asti 1.3. Ako sme uz v spomenutej ¢asti uviedli, na modelovanie viacrozmernej
kopuly sme sa rozhodli vyuzit algoritmicky postup D-vine struktiry, ktory sa pre nas vy-
skum ukazal byt vyhodny okrem dévodov uvedenych v podkapitole 1.3.2, aj z praktického
hladiska. Vdaka rozkladu viacrozmernej kopuly na dvojrozmerné kopuly bolo modelova-
nie D-vine efektivne realizovatelné v softvéri R a vdaka symetrickej hierarchickej struktire
a postupnému vnaraniu kopula funkcii bolo mozné odhad robit automatizovane (viac ne-
skor v tejto casti).

Predtym ako prejdeme k samotnym kopula funkcidm, zastavme sa najskor pri ich
vstupnych hodnotéch, ktoré sme v podkapitole 1.3.2 oznacovali u; a vSeobecne nech
1 = 1,2,3,..., k. Nasledujtice odseky teda ponukaju detailnejsie informacie k bodu 5
z pracovného postupu, ktory sme uviedli na zaciatku kapitoly 2. Ako sme uz niekolko-
krat spomenuli, sériovi zavislost v ramci jednotlivych krajin sme teoreticky odstranili
modelovanim ¢asovych radov. Zavislost medzi krajinami sme preto modelovali na zaklade
standardizovanych rezidui ¢asovych radov.

Pri modelovani vynosov resp. ich diferencii viacrozmernym casovym radom, su re-
zidud modelu technicky vzaté maticou, ktora sa sklada z vektorov rezidui jednotlivych
dob do splatnosti danej krajiny. Pre kazda krajinu, pre ktord sme odhadovali viacroz-
merny casovy rad, mame teda jednu taktuto maticu. Do D-vine Struktiary vsak vstupuju
pozorovania u;, dohromady k vektorov. V tomto bode sa teda pontkaji dva pristupy:
jednou moznostou je, expresivne povedané, ,rozbit“ matice rezidui jednotlivych krajin
na vektory rezidui, z ktorych st matice zlozené, alebo, druha moznost, tieto matice zvek-
torizovat. V prvej spomenutej alternative by k bolo rovné sucinu poctu krajin a rozmeru
viacrozmernych casovych radov (v tejto praci oznacujeme pismenom n). V takomto pri-
pade by ale v kone¢nom désledku neslo o modelovanie zavislosti medzi krajinami, pretoze
D-vine struktira je symetrickd struktira, a teda by sa v ramci D-vine odhadovali aj
také dvojrozmerné kopuly, ktoré by predstavovali zdruzené a podmienené rozdelenia me-
dzi dobami do splatnosti tej istej krajiny alebo, sice medzi réznymi krajinami navzajom,

ale nekonzistentne, t. j. medzi roznymi dobami do splatnosti. Pre ucely naplnenia sta-
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noveného ciela sme si preto vybrali druhy spomenuty pristup a jednotlivé matice rezidui
sme jednoducho zvektorizovali. Dizka ¢asového obdobia bola rovnaké naprie¢ modelmi
casovych radov, takze vektorizovanim sme dostali £ po zlozkach konzistentnych vektorov
(na i-tej zlozke kazdého vektora je reziduum prislichajice rovnakej dobe do splatnosti

a rovnakému obchodovaciemu dnu), pricom k je dané poc¢tom krajin v skiimanej mnozine.

Pozndmka: Skutocnost, ze vektorizdciou v podstate stracame ¢asovii dynamiku (v tom
zmysle, ze samotny vektor prestava byt ¢asovym radom pozorovani), nepredstavuje v na-
som pripade prekazku, a to z toho doévodu, ze neskér odhadované kopula funkcie sa neme-
nia v ¢ase a odhaduju sa na zaklade vsetkych pozorovani dohromady, bez ohladu na ich
vyvoj v case (ten bol zohladneny pri hladani sériovej zavislosti). Nas vyskum dalej teda

v kazdom pripade vyzaduje len usporiadané hodnoty pozorovani, ¢o takyto vektor spliia.

Vektory premennych vstupujiice do kopula funkeif navy$e musia spliiat nasledovné
tri podmienky: ich zlozky pochddzaji z intervalu (0; 1); marginélne st tieto vektory rov-
nomerne rozdelené a navyse do D-vine struktiry musia vstupovaf uz v nejakom zmysle
hierarchicky zoradené. To viak rezidud vo vSeobecnosti nespliiaji, a preto je potrebné
ich este dalej transformovat. Prvé dve vlastnosti sme zabezpecili vyuzitim funkcie pobs,
ktora je k dispozicii v balikoch copula a VineCopula a transformuje vektory, ktoré do nej

vstupuji nasledovne. Nech v; == ({-?Z»Tl, € 5%, g

)T oznacuje uz vektorizované matice
rezidui ¢asovych radov pre i = 1,2,3,...,k. Dlzka tohto vektora — oznacime w je teda
rovng su¢inu dizky sledovaného obdobia — oznadujeme ¢ a rozmeru procesu — n. Zlozky
vektora v; nasledne orankujeme. Kazdej zlozke teda prislicha nejaka hodnota rank;;, pri-
¢om j oznacuje index danej zlozky, ¢ize j = 1,2,3,...,w. Podelenim vsetkych hodnot
rank;; o jednotku zvéicSenou dimenziou vektora v; (pozri rovnicu (15), [26]) napokon zis-
kavame transformované pozorovania — oznac¢ime u;, pricom opét ¢ = 1,2,3,...,k, ktoré
spliiaju vietky technické predpoklady na vstup do kopula modelovania:

(w+1) (15)

uij =

Poslednym, ale stale dolezitym krokom, ktory v tomto type vyskumu zvykne pred-
chadzat kopula modelovaniu (pozri [32]), je, ze sme vektory u;, i = 1,2,3, ..., k, zoradili
podla absoltutnej velkosti stctu korelacii s ostatnymi vektormi. Vypocita sa matica hodnot

Kendallovho tau a poradie jej riadkovych (ekvivalentne stipcovych) suctov urc¢i poradie
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vektorov, v ktorom vstupuji do D-vine struktury.

Co sa tyka vyberu kopula funkcie a odhadu jej parametrov, vyuzivali sme funkciu z ba-
lika VineCopula s ndzvom BiCopSelect(ul, u2, ...), ktorad pre zadané dvojrozmerné
data ul, u2 vyberie z viac ako 40 rdznych'® kopula funkcii taki, ktord mé po fite na za-
dané data najnizsiu hodnotu Akaikeho informcéacného kritéria (pokial uzivatel nezvoli
inak, pozri argument selectioncrit). Vyssie uvedeny balik obsahuje mnozstvo elemen-
tarnych funkcii, ktoré su uzito¢né pri PCC kopula modelovani. Hoci D-vine je vSeobecny
algoritmicky postup, funkcia, ktord by za pouzivatela odhadla celi struktiru, nie je do-
stupna v tomto baliku. Plne automatizovany odhad réznych vine struktir, vratane D-vine,
je dostupny v baliku svines. Ide o balik, ktory bol prvy raz zverejneny v marci 2022, ¢ize
pocas toho, ako vznikala tato praca. Aj to je dévod, preco sme si vytvorili vlastni funkciu
pre automatizovany odhad D-vine struktiry s nazvom dvine_estim. Zdrojovy kéd tejto
funkcie je mozné néjst v prilohe B a tiez na stranke [8]. V porovnani s nasou funkciou
poskytuju pouzivatelovi funkcie zo spominaného balika svines (v ich aktudlnej verzii)
mensi prehlad o jednotlivych stupnoch odhadnutej struktiry, ale na druhej strane viac
moznosti nastaveni ich fungovania. Tento balik navyse obsahuje aj funkcie, ktoré umoz-
nujua priamo z odhadnutého viacrozmerného objektu simulovat nové datové subory. Preto
rovnako ako aj pri inych oblastiach matematického modelovania, v zavislosti od potrieb
modeldra, odporucame zvazit vyber balika urc¢eného na kopula modelovanie.

Funkcia dvine_estim(u, indt = TRUE), kde u je (u1,ug, us, ..., ux), t. j. matica zlo-
zené zo skiimanych pozorovani, vrati jednotlivé odhadnuté kopuly Ci(j ) (pozri rovnicu (13))
ako BiCop objekty. Vystup teda obsahuje nadzov a odhadnuté parametre jednotlivych ko-
pul, ale aj Kendallovo tau, hodnoty indexu hornej aj dolnej chvostovej zavislosti a dalsie
(pozri [26]). Vystup sme pre prehladnost doplnili o vlastné oznacenie kopula funkeii, ktoré
sa viaze na prislusné argumenty a informacie v podmienke konkrétnej kopula funkcie,
vdaka ¢omu je mozné jednoducho urcit, na ktori poziciu (a na ktoru tdroven) D-vine
sa dany odhad viaze. Takéto oznacenia funkcia vyrobi z ndzvov stlpcov vstupnych dat
alebo vieobecne z oznadeni stlpcov matice ako u;,i = 1,2,3,...., k. Pre lepSiu orientd-
ciu sa do konzoly vypise nacrt D-vine vnoreného grafu, ktory je analogicky obrazku 1.5.

Pre tplnost dodavame, ze funkcia je navrhnuta pre univerzalny rozmer k € N.

5yritane rotovanych verzii niektorych kopul
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Do samotného algoritmu vyberu najvhodnejsej kopula funkcie, ¢i do optimaliza¢ného
algoritmu pre vypocet jej parametrov nie je aktudlne mozné zasahovat prostrednictvom
nastaveni funkcie dvine_estim. Vynimkou je moznost vybrat si, ¢i funkcia BiCopSelect
ma pri kazdom vybere kopula funkcie otestovat hypotézu, ze dané premenné si navza-
jom nezéavislé. Pokial test tuto hypotézu nezamieta, funkcia BiCopSelect pre prislusnu
poziciu v D-vine vrati tzv. independence kopulu (pozri podkapitolu 1.3.1, ¢ast archime-
dovské kopuly). Test nezavislosti tak, ako je v rdmci funkcie implementovany, je blizsie
matematicky opisany v podkapitole 2.3. V naSej funkcii dvine_estim je pre test neza-
vislosti urceny argument indt s prednastavenou hodnotou TRUE, ¢ize test nezavislosti sa

automaticky vykona.

2.3 Posudzovanie presnosti modelov a vybrané statistické testy

Vybranou metrikou na meranie kvality odhadov vynosovych kriviek bola stredna
kvadratickd odchylka (pozri definiciu 2.1) krivky, vdaka ktorej sme mohli navzajom

porovnavat odhadnuté vynosové krivky roznych krajin.

Definicia 2.1. [9] Pojem strednd kvadratickd chyba alebo tiez strednd kvadratickd odchylka
— oznacime MSE (z angl. mean squared error), vyjadruje priemerny kvadraticky rozdiel

medzi odhadovanymi a skutocnymi hodnotami.

Strednu kvadraticktl odchylku vynosovej krivky teda vypocitame ako

MSE = — -3 (Ro(i) — R(0.9))’.

1
mo3
kde m je velkost vstupného datového suboru, v nasom pripade teda pocet déb do splat-
nosti, ktorych vynosy vstupuju do funkcie yc_3d_estim.

Ako sme uz uviedli v predoslej podkapitole, vypocet strednych kvadratickych odchy-
lok sme realizovali vramci funkcie yc_3d_estim, ktord automaticky vracia objekt MSE,

ktory predstavuje vektor strednych kvadratickych odchylok v ¢ase. Konkrétne vysledky

uvadzame v podkapitole 3.1.

V pripade jednorozmernych modelov c¢asovych radov je zvykom validovat modely
Ljungovej-Boxovym testom, ktory testuje hypotézu o nulovej autokorelacii. Nasledu-

juci portmanteau test je viacrozmernym rozsirenim tohto testu. Ako sme uz v predoslych
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castiach prace naznacili, je potrebné otestovat nielen autokorelacie rezidui modelu, ale aj
autokorelacie ich druhych mocnin.

Nech ¢ je vieobecne velkost testovanej vzorky — v nagom pripade dizka ¢asového radu
a p; je matica krizovych koreldcii (angl. cross-correlation matriz) testovanych rezidui

procesu pre i-ty lag. Potom testovu statistiku vypocitame ako

(Vec p; ))T : {ﬁal ®,581] -vec(p;),

pricom ® oznacuje Kroneckerov sucin. Za platnosti nulovej hypotézy sa Q(L) asympto-
ticky pre £ — oo riadi x? rozdelenim s Ln? stuptiami volnosti (pripominame, ze n oznacuje
rozmer viacrozmerného ¢asového radu). [33]

Pozndmka: Dalej v praci pri odvoldvani sa na uvedent testovd $tatistiku pouzivame

znacenie Q(L) pre test Standardizovanych rezidui a Q?(L) pre ich druhé mocniny.

Ako sme uviedli v podkapitole 2.2, v rdmci funkcie dvine estim sa realizuje test
nezavislosti ndhodnych premennych (pokial pouzivatel funkcie nezmeni prednastavent
hodnotu parametra indt). Tento test je implementovany vo funkcii BiCopSelect. V na-
sledovnom odseku predstavime tento test v takej podobe, v akej ho realizuji spomenuté
funkcie.

Nech st zachované vsetky doposial zavedené oznacenia. Bez ujmy na vseobecnosti
nech Uy, Uy reprezentuji testovant dvojicu ndhodnych premennych, ktorych dlzku ozna-
¢ujeme w. Dalej nech 7 (uy, uy) oznacuje empirickt hodnotu Kendallovho tau pre zvolené
ndhodné premenné. Potom podla [14] je mozné ukézat, Ze za platnosti uréitych podmie-
nok regularity a za platnosti nulovej hypotézy, t. j. ze premenné U; a U, st nezavislé,
testova statistika 7', ktorej hodnotu vypocitame ako:

9w - (w—1)

7= =
2. (2w +5)

|7 (u, uz) |

sa pre w — oo (asymptoticky) riadi normalnym rozdeleni s nulovou strednou hodno-

3(2”+5) Pokial na zvolenej hladine vyznamnosti test nulovi hypotézu
w-(w—1) "

tou a disperziou

nezamietne, funkcia BiCopSelect vrati kopulu C'(u, ug) = uq - us.
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3 Pripadova studia

Motivaciou pripadovej studie, ktorej vysledky uvadzame dalej v tejto kapitole, bolo
analyzovat zavislosti na trhoch statnych dlhopisov, pocas uplynulych desiatich rokov.
Na zaciatku sledovaného obdobia boli vo vécsine z analyzovanych krajin kvoli ekonomic-
kej krize so zaciatkom v roku 2008 v platnosti rozne opatrenia na stabilizaciu financénej
situacie. Po niekolkoro¢nom obdobi mierneho ekonomického rastu sme sa ocitli v pan-
demickej situdcii, ktora so sebou priniesla rdézne soky pre ekonomiky takmer vsetkych
statov. Jednou z charakteristik konca sledovaného obdobia je signifikantny narast miery
inflacie, ktora v poslednych ¢asovych bodoch nasho skimaného obdobia nadobudala ma-
ximalne hodnoty za sledovany casovy usek. Pandemicka situacia vSak priamo ¢i nepriamo
zapricinila aj iné nestability na finanénych trhoch, a preto sa o tomto obdobi hovori aj
ako o krizovom obdobi. Z pohladu skimania a modelovania zavislosti ide preto o vhodny

casovy usek na to, aby sa prejavili rozdiely v spravani sa vynosov jednotlivych krajin.

3.1 Numerické a grafické vysledky modelovania

Po tspesnom stiahnuti a dprave trhovych dat, ktorym sme sa venovali v podkapi-
tole 2.1, nasledovala cast modelovania vynosovych kriviek. Na obrazkoch 3.1 az 3.7 sa
nachadza graficky vystup ich modelovania — pohlad na vynosové krivky jednotlivych sta-
tov v stanovenom ¢asovom okne. Os s ndzvom Maturity zobrazuje dobu do splatnosti a os
s nazvom Yields odhad vynosu do splatnosti dlhopisu. Ako sme uviedli v podkapitole 2.2,
presnost odhadov sme merali priemernou kvadratickou odchylkou (pozri definiciu 2.1).
Tabulka 3.1 pontka prehlad priemernych hodnot MSE za modelované obdobie aj tdaj
o maximalnej odchylke — jej hodnotu a casovy bod, ku ktorému prislicha. Informaciu
o maximalnej odchylke uvadzame na jednej strane pre porovnanie jej velkosti s namera-
nym priemerom, ale tiez pre zaujimavost a moznost porovnania s grafickym vystupom.

Obréazok 3.8 pontka izolovany pohlad na vynosovt krivku s najvic¢Sou odchylkou
— maximalnou z odhadnutych vynosovych kriviek Mexika, ale zaroven aj maximélnou
zo vSetkych prezentovanych odhadov. Napriek tomu, ze podla MSE metriky ide o najme-
nej presny odhad, tato odchylka nie natolko vyznamna, aby ovplyvnila kvalitu vystupov

nasho dalsieho modelovania.

43



0.06

PIRIA

Obrazok 3.1: Australske vynosové krivky v ¢ase od 1. decembra 2012 do 1. decembra 2022.

(Zdroj: vlastné spracovanie)

Tabulka 3.1: Priemernd a maximéalna stredna kvadratickd odchylka prezentovanych

vynosovych kriviek (pozri obrézky 3.1 az 3.7).

Vymosova krivka statu || Priemerna MSE | Maximéalna MSE odchylka; datum

Austrdlia 1,020310 - 10727 | 8,455116 - 1072° 24. marec 2022

Cina 3,603517 - 10730 | 8,923716 - 10727  24. april 2013
India 1,065248 - 1073 | 4,797979-1073  17. jal 2020

Kanada 2,431372-107* | 3,546031 - 1073  21. oktdber 2022
Mexiko 1,905468 - 1073 | 1,333210- 1072  24. oktober 2022
Nemecko 3,934900 - 10~* | 1,786202- 102  21. oktdber 2022
Spojené staty americké || 6,966127 - 10~* | 6,238566 - 1073 8. november 2022

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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platA

Obrazok 3.2: Vinosové krivky Ciny v ¢ase od 3. decembra 2012, do 1. decembra, 2022.

(Zdroj: vlastné spracovanie)

PRIA

Maty rity

Obrazok 3.3: Vynosové krivky Indie v ¢ase od 1. decembra 2012 do 1. decembra 2022.

(Zdroj: vlastné spracovanie)

45



0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

pIatA

0.005

Obrazok 3.4: Vynosové krivky Kanady v case od 3. decembra 2012 do 1. decembra 2022.

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obrazok 3.5: Vynosové krivky Mexika v ¢ase od 3. decembra 2012 do 30. novembra 2022.

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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PIRIA

Obrazok 3.6: Vynosové krivky Nemecka v case od 3. decembra 2012 do 1. decembra 2022.

(Zdroj: vlastné spracovanie)

Obrazok 3.7: Vynosové krivky Spojenych statov americkych v ¢ase od 3. decembra 2012

do 1. decembra 2022. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Mexiko, 24. oktober 2022

Odhadnuta vynosova krivka
*  Trhoveé déata

Vynos
0.100 0.102 0.104 0.106 0.108

0 5 10 15 20 25 30

Doba do splatnosti

Obrazok 3.8: Vynosova krivka Mexika platnd dna 24. oktébra 2022, odhadovana
Svenssonovym modelom. Vynosova krivka s najvi¢sou MSE odchylkou spomedzi vynosovych

kriviek prezentovanych v nasom vyskume. (Zdroj: vlastné spracovanie)

Tiez by sme radi poznamenali, Ze znac¢ny rozdiel v presnosti medzi dvojicou Aus-
tralia, Cina a zvyskom krajin je zapri¢ineny skuto¢nostou, ze pre uvedené dve krajiny
sme na odhad vynosovej krivky nepouzili dlhopis so 6-mesacnou dobou do splatnosti.
Napriklad keby sme v pripade Nemecka rovnako nepouzili polro¢ny dlhopis, odhadnuta
vynosova krivka by mala priemernt hodnotu MSE rovnt 2,587313 - 10~2%. Z numerického
hladiska ide o velky rozdiel, no napriek tomu nebolo v nasej snahe ujednotif presnost
vsetkych odhadov vynosovych kriviek, pretoze by to nemalo vplyv na dalsie vysledky

modelovania.

Ako sme uz uviedli v kapitole 2, v nasej pripadovej studii zavislosti sme sa zamerali
na casovy horizont do 20 rokov. Pre modelovanie ¢asovych radov sme preto vybrali styri
doby do splatnosti dlhopisov: dva, pét, desat a sedemnést rokov, ktoré v praci oznacujeme
aj 2Y, bY, 10Y a 17Y. Sedemnastroc¢ni dobu do splatnosti sme vybrali prave na ukazku
prepojenia vynosovych kriviek s ostatnymi oblastami, kedze technicky dlhopis s takouto
dobou do splatnosti na trhu neexistuje ani pre jednu zo vybranych krajin. Nasledne sme

pre kazdu krajinu namodelovali 3 viacrozmerné modely ¢asovych radov zvlast pre kazdé
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Obrazok 3.9: Koreldcie medzi zlozkami procesu yYSA v (zlava) pokrizovom, pokojnom
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Obrazok 3.10: Koreldcie medzi zlozkami procesu yCFR v (zlava) pokrizovom, pokojnom
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a pandemickom obdobi. (Zdroj: vlastné spracovanie)

obdobie (pokrizové/pokojné/krizové) tak, ako uvadzame v kapitole 2. Na obrazkoch 3.11
az 3.17 je znazornené delenie skimaného ¢asového tiseku na uvedené tri obdobia: modra —
pokrizové obdobe (1. december 2012 az 31. december 2015), zelend — pokojné obdobie hos-
podarskeho rastu (1. januar 2016 az 31. december 2019), purpurova — krizové pandemické
obdobie (1. janudr 2020 az 1. december 2022). Poznamendvame tiez, ze mierka na obraz-
koch 3.11 az 3.17 obrazkoch je rovnakd, aby umoznila aj vzajomné porovnanie ¢asovych
radov medzi krajinami. Na obrazkoch 3.9 a 3.10 je zas graficky znazornena korela¢nd ma-
tica medzi zlozkami amerického a nemeckého procesu, na ukazku toho, Ze v jednotlivych

obdobiach sa koreldcie menili.
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Logaritmické vynosy - Australia
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Obrazok 3.11: Australske denné logaritmické vynosy — vstupné ddta modelov ¢asovych

radov. Jednotlivé doby do splatnosti Specifikované pri zvislej osi. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obrazok 3.12: Cinske denné logaritmické vynosy — vstupné data modelov ¢asovych radov.

Jednotlivé doby do splatnosti Specifikované pri zvislej osi. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Logaritmické wynosy - India
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Obrazok 3.13: Indické denné logaritmické vynosy — vstupné data modelov ¢asovych radov.

Jednotlivé doby do splatnosti Specifikované pri zvislej osi. (Zdroj: vlastné spracovanie)

Logaritmické wynosy - Kanada
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Obrazok 3.14: Kanadské denné logaritmické vynosy — vstupné data modelov ¢asovych radov.

Jednotlivé doby do splatnosti Specifikované pri zvislej osi. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Logaritmické vynosy - Mexiko
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Obrazok 3.15: Mexické denné logaritmické vynosy — vstupné data modelov ¢asovych radov.

Jednotlivé doby do splatnosti Specifikované pri zvislej osi. (Zdroj: vlastné spracovanie)

Logaritmické wynosy - Nemecko
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Obrazok 3.16: Nemecké denné logaritmické vynosy — vstupné data modelov ¢asovych radov.

Jednotlivé doby do splatnosti Specifikované pri zvislej osi. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Logaritmické vynosy - Spojené taty americké
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Obréazok 3.17: Americké denné logaritmické vynosy — vstupné data modelov ¢asovych radov.

0004 0000 0004
L L

Jednotlivé doby do splatnosti Specifikované pri zvislej osi. (Zdroj: vlastné spracovanie)

Vysledné modely ¢asovych radov uvadzame v tabulke 3.2. Vo vsetkych pripadoch ide
o VARMA modely bez konstantného clena. Vysledky testov pouzitych na validaciu
tychto modelov je mozné néjst v prilohe D. V niektorych pripadoch, aby sa ndm podarilo
v dostatocnej miere odstranit z dat sériova zavislost, bolo nutné zvolit iny ako zakladny
typ GARCH modelu. Konkrétne sme vyuzili GJR-GARCH model (pozri rovnicu (9)).
Tieto specialne pripady su v tabulke oznacené pismenom g stojacim pred rddom daného

modelu.

Pozndmka: V tabulke 3.2 nazov podmieneného rozdelenia uvddzame v rovnakej forme
ako boli implementované v prostredi R: std — Studentovo t rozdelenie, sstd — zosikmené
Studentovo t rozdelenie, ged — zovSeobecnené chybové rozdelenie (angl. generalized error

distribution).
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VARMA GARCH(P, Q) a rozdelenie &
Dlhopis BIC
p g 2Y 5Y 10Y 17Y

Pokrizové obdobie (1. december 2012 — 31. december 2015)

Australia || 2 0 1,1 sstd 1,1 sstd 1,1 sstd 1,1 sstd | —53,323
Cina 1 0 g: 21 std 1,1 std 1,1 std g 2,1 std | —52,123
India 1 0 1,1 std 1,1 std 1,1 std 1,1 std | —54,098

Kanada || O 0 g: 1,1 ged g:1,1 ged g 1,1 ged g:1,1 ged | —61,669

Meziko || 1 0 1,1 ged 1,1 std 1,1 std 1,1  std | —51,914

Nemecko || 1 0 1,1 std 1,1 std 1,1 std 1,1 std | —57,630

USA 1 0 1,1 ged 1,1 std 1,1 std 1,1  std | —55,248

Pokojné obdobie (1. januar 2016 — 31. december 2019)

Austradlia || 2 0 1,1 std 1,1  std 1,1 std 1,1  std | —55,003
Cina 1 0 1,1 std 1,1 std 1,1 std 1,1  std | —54,818
India 4 0 1,1  ged 1,1 ged 1,1  ged 1,1 ged | —53,416

Kanada || 1 0 1,1 std 1,1  std 1,1 std 1,1  std | —58,503

Mexiko || 1 0 1,1  ged 1,1  std 1,1 std 1,1 std | —51,871

Nemecko || 1 0 1,1 std 1,1 std 1,1 std 1,1  std | —57,748

USA 1 0 1,1 sstd 1,1 sstd 1,1 sstd 1,1  sstd | —57,601
Krizové obdobie (1. januar 2020 — 1. december 2022)

Austrdlia || 0 1 1,1 ged 1,1 std 1,1  std 1,1 std | —52,744
Cina 4 0 g: 1,1 ged g 1,1 ged g 1,1 ged g:1,1 ged | —52,328
India 3 0 1,1 std 1,1 std 1,1 std 1,1 std | —51,350

Kanada || 5 0 1,1 sstd 24 std 1,2 sstd 1,2 std | —53,702

Meziko || 1 0 1,1 ged 1,1 ged 1,1 ged 1,1  sged | —49,525

Nemecko || 2 0 g: 1,1 sged g:1,1 sged g 1,1 sged g:1,1 sged | —52,603

USA 3 0 1,1 std 1,1 std 1,1 std 1,1 ged | —56,340

Tabulka 3.2: Vysledné modely ¢asovych radov dennych log-vynosov jednotlivych krajin — rad
VARMA modelu (p, q), rdd jednorozmernych GARCH modelov a vybrané podmienené statistické
rozdelenie premennej & pre jednotlivé doby do splatnosti; hodnota Bayesovho informacného

kritéria (BIC) pre DCC-GARCH model. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Po odstraneni sériovej zavislosti z dat sme postupovali dalej tak, ako sme uviedli v pod-
kapitole 2.2. Po transformécii standardizovanych rezidui modelov z tabulky 3.2 sme ziskali
odhady D-vine struktir, ktoré uvadzame na obrazkoch nizsie, opaf zvlast pre jednotlivé
obdobia. Prezentované vysledky su vysledky funkcie dvine_estim (pozri prilohu B), pri-
¢om argument indt bol nastaveny na hodnotu TRUE. CiZe ak sa pre dvojicu premen-
nych nezamietla hypotéza o nezavislosti, vybrana bola automaticky independence kopula.
Pre zaujimavost je mozné v prilohe E ndajst vysledky D-vine modelovania pre hodnotu

argumentu indt = FALSE.

Pozndmka: Na obrazkoch 3.18 — 3.20 a rovnako aj na dalsich miestach v nasledujtcich
castiach prace sa pre prehladnost odvolavame na premenné prislichajice jednotlivym
Statom skratene, a to nasledovnym sposobom: AUS — Australia, CHN — Cina, IND —
India, CAN — Kanada, MEX — Mexiko, GER — Nemecko, USA — Spojené staty americké.

V pripade pokojného a pandemického obdobia sa na niektorych pozicidch D-vine struk-
tiry (pozri obrazky 3.19 a 3.20) objavili kopula funkcie, ktoré v ramci tejto prace neboli
doposial predstavené. Su to survival BB7, BBS, survival BB8 kopula funkcie a Tawnova
kopula. Ide o modifikacie alebo inak povedané rozsirenia uz predstavenych kopula funkcii,
a aj preto sa niekedy tieto funkcie oznacuju ako zovseobecnené kopula funkcie. Privlastkom

ysurvival“ sa vseobecne zvykne oznacovat o 180° rotovana verzia danej kopula funkcie.

, independence

*

. indep(;ndence independence
Frank‘(0,64) indeﬁéﬁéence indepexndence
Frank(l,l 1) indel\;éh;lence indep.e“r‘l'c‘lence independence
FrankEl,OS) ] L indebél;denccz inde};éh;ienc% ’inde‘};;n(’ience indepe;l;lence .
t(U,Zi’: 7,67) t(O,lé;;,%) t(O,l4; 111,59) Frani(E(.}BQ) Gausgkb,OS) indepeﬁdence
n o cik a0 wix o an

Obrazok 3.18: Odhadnuta D-vine Struktdra pre pokrizové obdobie. Prislusné parametre
jednotlivych koptul uvedené v zatvorkach, zaokrihlené na dve desatinné miesta.

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obrazok 3.19: Odhadnutd D-vine strukttra pre pokojné obdobie. Prislusné parametre
jednotlivych kopil uvedené v zatvorkach, zaokrihlené na dve desatinné miesta. Odhadnutéd

kopula na pozicii Cyga.can|ger je tzv. survival BB8 kopula. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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USA CAN AUS GER [ND N.I’EX CHN
Obrazok 3.20: Odhadnutd D-vine strukttra pre krizové obdobie. Prislusné parametre
jednotlivych kopil uvedené v zatvorkach, zaokrihlené na dve desatinné miesta. Odhadnutéd

kopula na pozicii Corr.InD je tzv. survival BB7 kopula a Cinp mex tzv. Tawnova kopula

typu 1. (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Konkrétne BBS8 kopula je vdaka pridanému parametru funkciou, ktord moéze byt
zhodna s Joe-ovou, ale aj Frankovou kopulou, ¢o mdzeme vidiet z jej predpisu v na-

sledovnej rovnici:
Clu,v,0,0) = - [1 - <1 L go)ﬂ_l = —pu)] - [1-(1- SOU)ODGI :

pretoze pre ¢ = 1 dostaneme predpis Joe-ovej kopuly a pre  — oo dostaneme Frankovu
kopulu (pozri tabulku 1.1). Pre uplnost doddvame obory hodn6t parametrov, ktoré si
0>1a0<p<1 [4]

BB7 kopula funkcia kombinuje schopnost Joe-ovej kopuly modelovat hornt chvostova
zavislost a Claytonovej kopuly (uvedené v tabulke 1.1), ktora vie zas zachytit dolnti chvos-

tovu zavislost. Predpis BB7 kopuly mé tvar:

Clu,0,0,0) = 1 — [1 (R 1)‘3@] "

Podobne ako pri BBS, uvazujeme len # > 1 a ¢ > 0, pricom parameter 6 reguluje horni

chvostovi zavislost a parameter ¢ dolni. [24]

Pre jednoduchost ozna¢me z £ 11111((3)

. Potom predpis Tawnovej kopuly je nasledovny:

S

Clu,v,0,01,95) = (1= p1)z — (1= pa) - (1 = 2) + [(#1(1 = 2)° + (922)°] ",

pricom 0 > 1 a 0 < 1, s < 1. Ak plati rovnost ¢; = ps, dostaneme Gumbelovu kopulu,
preto hovorime, ze Tawnova kopula je rozsirenim Gumbelovej kopuly. Parametre ¢ je
mozné interpretovat ako koeficienty zosikmenia. Z toho dévodu sa Tawnova kopula deli
na dva typy podla toho, ktory z parametrov je zafixovany na hodnotu 1. Tawnovou kopulou
typu 1 nazyvame pripad pre ¢; = 1 a Tawnovou kopulou typu 2 pripad, ked ¢y = 1. [4]
Pre lepsiu predstavu prikladdme obrazky 3.21 az 3.24, na ktorych sa nachadzaju ukazky
tychto zovseobecnenych kopula funkcii, pricom hodnoty ich parametrov si nastavené tak,

aby sa zhodovali s odhadnutymi hodnotami parametrov pre nase data.
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Obrazok 3.21: Grafické znazornenie dvojrozmernej hustoty rozdelenia pravdepodobnosti
so Strukttrou zavislosti podla survival BB7 kopula funkcie s parametrami 1,032069 a 0,047963

pre Uy, Us ~ N (0;1). (Zdroj: vlastné spracovanie)

Obrazok 3.22: Grafické znazornenie dvojrozmernej hustoty rozdelenia pravdepodobnosti
so struktirou zéavislosti podla survival BB8 kopula funkcie s parametrami 3,165542 a 0,418975

pre Uy, Us ~ N(0;1). (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obrazok 3.23: Grafické znazornenie dvojrozmernej hustoty rozdelenia pravdepodobnosti
so strukttrou zavislosti podla BB8 kopula funkcie s parametrami 1,901454 a 0,673120
pre Uy, Us ~ N (0;1). (Zdroj: vlastné spracovanie)

Obrazok 3.24: Grafické znazornenie dvojrozmernej hustoty rozdelenia pravdepodobnosti
so Struktirou zavislosti podla Tawnovej kopula funkcie typu 1 s parametrami 1,112722

a 0,241880 pre Uy, Uy ~ N (0;1). (Zdroj: vlastné spracovanie)
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3.2 Diskusia

Na grafoch odhadnutych vynosovych kriviek (obrazky 3.1 — 3.7) pozorujeme, ze ty-
picky v pokrizovom obdobi boli miery vynosnosti pre dlhé doby do splatnosti v priemere
vyssie ako v pokojnom obdobi, ked sa vicsina krajin snazila nizkymi drokovymi mie-
rami stimulovat svoj ekonomicky rast. Najnizsie pozorované vynosy sa vo vacsine krajin
dosahovali v roku 2020, pripadne 2021 pre kratke doby do splatnosti, ¢ize v krizovych
pandemickych ¢asoch charakteristickych velkou neistotou investorov. S vynimkou Ciny
vsak vo vsetkych krajindch po pandemickych minimach nasledoval zna¢ny narast vynos-
nosti ako dosledok narastu miery inflacie. Kym na zaciatku sledovaného ¢asového obdobia
sme pozorovali va¢Sinou normalne, rastice tvary vynosovych kriviek, pre koniec sledova-
ného obdobia bol skor typicky prevrateny tvar krivky, ktory opat sivisi s narastom miery

inflacie a s pretrvavajicou neistotou.

Ako sme zhrnuli v predchadzajicom odseku, pocas sledovanych desiatich rokov sme po-
zorovali meniace sa okolnosti na globalnom finanénom trhu, ¢o nas priviedlo k rozdeleniu
dat na tri podobdobia, ktoré sme si pracovne nazvali podla ich hospodarskych charakteris-
tik. Cielom bolo, aby sme modelmi ¢asovych radov ¢o najspolahlivejsie odstranili sériovi
zavislost z dat, a tiez aby bolo mozné pozrief sa na pripadné zmeny vo viacrozmernej
strukture zavislosti. Pripominame, ze v tomto bode sme pracovali uz s transformovanymi
dennymi zmenami vynosov do splatnosti, na ktoré sa odvoldvame ako na denné vynosy.

Na rozdiel od modelovania vynosovych kriviek, v pripade modelovania c¢asovych ra-
dov nebolo rovnako jednoduché néjst vhodny model pre kazda z vybranych krajin. Ako
sme pred samotnym modelovanim ocakéavali, najlepsi fit sme vo vsSetkych pripadoch do-
siahli po vyuziti bieleho Sumu z pravdepodobnostnych rozdeleni s tazkymi chvostami.
Avsak kym v pokrizovom a pokojnom obdobi postacovali nizke rady VARMA modelu,
v pandemickom obdobi sme ¢asto museli siahnut po vysSom rade autoregresného procesu,
¢im sa potvrdzuje, ze dynamika v datach sa pocas sledovaného obdobia naozaj menila.
Napriek tomu na zaklade Bayesovho informac¢ného kritéria mozeme povedat, ze vsSetky
odhadnuté modely st porovnatelné, ¢o sa tyka ich presnosti. V pokrizovom obdobi hod-
nota Bayesovho informac¢ného kritéria variuje v intervale (—61,67; —51,92), v pokojnom
obdobi medzi (—58,51; —51,88) a v krizovom obdobi medzi (—56,34; —49,53), ¢iZze na-

prie¢ obdobiami sa drzi na podobnej trovni, a teda rozdiel v presnosti modelov ¢asovych
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radov by nemal signifikantne ovplyvnit presnost dalsich vypoctov. Grafické porovnanie

spomenutych hodnét je mozné najst na obrazku 3.25.
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Obrazok 3.25: Vzijomné porovnanie presnosti odhadnutych modelov ¢asovych radov

na zaklade hodnoty Bayesovho informac¢ného kritéria. (Zdroj: vlastné spracovanie)

Pri hladani vhodnych modelov éasovych radov sme zvycajne!® prihliadali aj na signi-
fikantnost odhadnutych parametrov. Vynimkou bol parameter w, intercept jednorozmer-
nych GARCH modelov. Podla diagnostiky bol totiz v kazdom modeli statisticky nevyz-
namny. Tato skutocnost sme sa rozhodli spomentt z toho dévodu, ze niektoré R-kovské
baliky urcené na GARCH-modelovanie, ako napriklad fGarch, sa nevedeli vysporiadat
s numericky prilis malymi hodnotami a hlésili problémy so singularitou pri vypocitavani
hladanych odhadov. VSeobecne sa d& ocakavat, ze vynosy statnych dlhopisov maju z dlho-
dobého hladiska velmi nizku volatilitu, a preto sa ¢asto odhadne aj velmi nizka hodnota
tohto parametra — od parametra w totiz zavisi o¢akdvana hodnota procesu volatility —
E {aﬂ, ¢o sme ukazali v prilohe C. Z tohto dovodu odporiucame pouzivat napriklad balik
rugarch, ktory dokaze pracovat aj s numericky malymi hodnotami tohto parametra. Na-

pokon dodavame, ze napriek slabym vysledkom v testoch signifikantnosti parametra w aj

16Vynimkou boli pripady, ked sa nam nedarilo odstranit sériovii zévislost inak ako vy$$im rddom

modelu. Prikladom je kanadsky model v krizovom obdobi (pozri prilohu E).
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dalsich, sme ich v nasich modeloch ponechali.

Pri analyze a interpretacii vysledkov kopula modelovania uvedenych na obrazkoch
3.18 az 3.20 treba mat na paméti, zZe ide o odhady modelované na zaklade jednorazovych
pozorovani. Zaujimali sme sa preto predovSetkym o smer zavislosti ¢i o naznaky chvosto-
vej zavislosti, a tiez o pripadné zmeny v struktire v skimanych podobdobiach viac ako
o konkrétne odhady jednotlivych typov kopula funkcii. Vynimkou je skuto¢nost, ze pri po-
rovnani odhadnutych Studentovych koptl vidime, ze v pokojnom obdobi je odhadovany
pocet stupnov volnosti najvyssi spomedzi skimanych troch podobdobi, ¢o indikuje, ze
data, najmé americké, kanadské, nemecké a australske vynosy mali v pokrizovom a krizo-
vom obdobi fazsie chvosty, nez tomu bolo v pokojnom obdobi. Takyto vysledok je v stilade
s ekonomickou tedriou.

Napriek tomu, ze Struktura zavislosti sa v jednotlivych sledovanych podobdobiach
sCasti menila, stabilné boli ,krajné“ data D-vine Struktary. Vynosy ¢inskych statnych dl-
hopisov st pocas celého sledovaného obdobia v sti¢te najmenej korelované s datami ostat-
nych krajin a na druhej strane, americké vynosy st v sticte najviac korelované s ostatnymi
krajinami. Mexické a indické data sa na rozdiel od kanadskych, nemeckych ¢i austral-
skych dat radia k menej korelovanym v ramci skimanych datovych stborov. Vo vysledku
na vsetkych troch reprezentaciach D-vine Struktury pozorujeme, Ze na rozdiel od Tavej
strany na pravej strane diagramu dominuje independence kopula.

V pokrizovom obdobi sa v odhadnutej strukttre na obrazku 3.18 okrem independence
kopuly nachadzaji Studentove a Frankove kopula funkcie, ¢i Gaussova kopula. Vo vsetkych
menovanych pripadoch ide o kopula funkcie, ktoré st urcené na modelovanie zavislosti
najmé v jadre zdruzeného rozdelenia [19], nie na modelovanie chvostovej zavislosti. Stre-
dova zéavislost je ocakavand prave v takejto faze ekonomického cyklu (¢ize prave v tomto
z troch skiimanych podobdobi), ked sa financné trhy postupne stabilizuju.

Ako sme uz vyssie spomenuli, v pokojnom obdobi data typicky nemali az také tazké
chvosty ako v krizovom ¢i pokrizovom obdobi. Napriek tomu v pokojnom obdobi uz po-
zorujeme aj chvostovi zavislost, a to medzi Spojenymi Statmi americkymi a Kanadou,
pricom ide o podmienenu zavislost. Odhadnutéa rotovand BB8 kopula funkcia na pozicii
Cusa.can|cer signalizuje zdvislost medzi velmi malymi zmenami vo vynosnosti. Ide o vy-

spelé krajiny, od ktorych sa po stabilizacii v tejto dobe ocakaval dalsi ekonomicky rast,
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a teda ustalil sa aj trh s tymito vladnymi dlhopismi, a preto nepozorujeme velku fluktu-
aciu v ich vynosnosti. Tato skutoénost svedéi o tom, ze islo skutoc¢ne o relativne pokojné
obdobie, ¢o sa tyka finanénych trhov.

V krizovom obdobi sa odhadli okrem independence a Studentovych kopil zovseobec-
nené Joe-ove kopuly (BB8 a rotovanid BB7 kopula) indikujice zvicsent mieru chvos-
tovej zavislosti, ¢i zovseobecnend Gumbelova (Tawnova) kopula indikujica asymetriu,
na danych pozicidch v skiimanej viacrozmernej struktire oproti inym obdobiam. Podmie-
nené rozdelenie pre dvojicu Spojené staty americké a Nemecko — Cyga.aerjcan.aus uka-
zuje na hornu chvostovi zavislost medzi velkostou dennych vynosov statnych dlhopisov.
Tawnova kopula na mieste zdruzeného rozdelenia indickych a mexickych dennych vynosov
zas vyjadruje, ze v pripade vynosov statnych dlhopisov Indie a Mexika sme v pandemic-
kom obdobi synchréonne pozorovali velké kladné denné zmeny. Okrem hornej chvostovej
zavislosti tato kopula funkcia poukazuje aj na asymetriu v datach — ked sme v ramci
pandemického obdobia pozorovali najmensie zmeny v indickych vynosoch, nezvykli sme
stucasne pozorovat velké zmeny v mexickych vynosoch; opac¢ne vsak, pre najmensie zmeny
v mexickych vynosoch, mali velké zmeny v indickych vynosoch o nieco vaésiu hustotu (po-
zri obrazok 3.24, pricom u; = IND a uy = MEX). Ciselne na tito asymetriu upozoriiuje
odhad parametra o = 0,24, ktory je rozny od ¢; = 1, a teda podla takéhoto odhadu sa

nedosahuje symetria Gumbelovej kopuly.
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Zaver

V ramci tejto diplomovej prace sme sa zaoberali kopula modelovanim zavislosti me-
dzi vynosmi statnych dlhopisov vybranych krajin a z nich odvodenych vynosovych kriviek.
Nasim hlavnym cielom bolo predovsetkym predstavit sposob matematického modelova-
nia takejto zavislosti. Kedze pre naplnenie stanoveného ciela je potrebné prepojit znalosti
z roznych oblasti, v prvej kapitole sme prezentovali vybrané teoretické poznatky a mo-
dely prislusné pre nas vyskum s cielom predstavit citatelovi oblast vynosovych kriviek,
¢asovych radov a kopula funkcii. Dalej, v jadre prace sme sa venovali samotnej meto-
dike modelovania zavislosti, ktort sme doplnili pripadovou studiou, ktoréd je predstavena
v poslednej, tretej kapitole.

Vysledky nasej pripadovej stidie nepreukazali velmi vyraznu previazanost medzi dl-
hopismi vsetkych siedmich statov navzajom, avsak zaroven dokazuji, ze nie st od seba
uplne nezavislé. Zavislost sme pozorovali predovsetkym medzi Stvoricou krajin Spojené
staty americké, Kanada, Nemecko a Australia. Najméa prvé tri krajiny z menovanych su
si politicky aj hospodarsky v niektorych smeroch podobné, podobnejsie ako so zvyskom
vybranych krajin, a preto sa takéto vysledky dali ocakavaf.

V prezentovanej pripadovej studii sme vyuzivali jeden Specificky postup modelovania,
ale nasou snahou bolo naznacit citatelovi aj iné moznosti a pristupy. Vynosové krivky
sme modelovali Svenssonovym modelom, ale existuji rozne dalsie modely, ktoré by mohli
nahradit nami zvoleny model. Potrebné je, aby mali dostato¢né dobry fit a/alebo vhodné
vlastnosti pre vytvaranie stabilnych predikcii, pokial je v zaujme modelara modelovat
zavislosti v dlhodobom horizonte. Inou moznostou, ako sme uz uviedli na zaciatku pod-
kapitoly 2.2, je vynechat ¢ast modelovania vynosovych kriviek a skiimat zavislosti priamo
medzi trhovymi datami. Literatira venovana modelovaniu ¢asovych radov je tiez bohata
na modely a ich variacie, ktoré boli navrhnuté tak, aby mali schopnost zachytavat rozne
typy sériovej zavislosti, pripadne aby vedeli vysvetlit rozne spravanie sa dat. Vybrana
kombinacia VARMA modelu a DCC-GARCH modelu preto tiez nie je univerzalne vhod-
nou volbou pre vsetky datové sibory. Dokazom toho je v nasej pripadovej studii slaby
fit modelu pre kanadské data v pandemickom obdobi. Co sa tyka kopula modelovania,
tak v ramci teoretickych zdkladov v podkapitole 1.3 bolo nasou snahou ukéazat citatelovi,

Ze aj tu je mozné zvolit iny pristup, ¢i uz iny typ tzv. vine struktary alebo sposob hie-
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rarchického vnéarania kopula funkcii. Na vsetky tieto alternativy a dalSie eventuality sme
upozornovali postupne pocas teoretickej casti nasej prace, a to aj s odévodnenim, preco
sme si napokon vybrali ten ktory model ¢i pristup. Verime, Ze nie len spomenuty teore-
ticky nadhlad a vysledky pripadovej studie, ale aj informéacie o implementacii jednotlivych
krokov v softvéri R [31] st prinosom tejto prace.

V praktickej casti prace st teda nasim vysledkom D-vine struktiry, ktoré opisuju
zavislosti medzi dennymi zmenami vynosov vladnych dlhopisov siedmich statov v case
od decembra 2012 do decembra 2022. Takyto D-vine nemusi byt findlnym vysledkom
vyskumu. Kedze, ako sme uz pisali, ide o odhady vytvorené na zaklade jednorazovych
pozorovani a zaroven o odhady vybrané na zaklade porovnavania hodnot Akaikeho infor-
macného kritéria, pokracovat by sa dalo validaciou nasich odhadov, presnejsie povedané
testovanim senzitivity, pripadne aj robustnosti ziskaného odhadu. Pre akési postudenie
presnosti findlnych kopula odhadov je mozné vyuzit napriklad sStatistické goodness-of-fit
testy zalozené na tzv. empirickom kopula procese. Touto témou sa podrobnejsie zaoberali
napriklad autori publikécie [15]. Niekto by tiez mohol uvazovat o inom deleni skiimaného
casového obdobia na podobdobia. Finalny model takéhoto, v nasom pripade sedemrozmer-
ného zdruzeného rozdelenia, je dalej mozné vyuzif na modelovanie r6znych ekonomickych

SCenarov.

65



Zoznam pouzitej literatury

1]

Aas, K., Berg, D.: Modeling Dependence Between Financial Returns Using PCC,
Dependence Modeling, Vine Copula Handbook, 2011, str. 305-328, ISBN 10 981-4299-
87-1

Aloui, R., Ben Aissa, M. S., Nguyen, D. K.: A Wavelet-based Copula Approach for Mo-
deling Market Risk in Agricultural Commodity Markets, Working Paper 2013/4, De-

velopment and Policies Research Center, Hanoi, 2013

Charles, A. and Darné, O.: The accuracy of asymmetric GARCH model estimation,
International Economics, 157 (2019), str. 179-202

Cheng, Y., Du, J., Ji, H.: Multivariate Joint Probability Function of Earthquake
Ground Motion Prediction Equations Based on Vine Copula Approach, Mathematical
Problems in Engineering (2020), dostupné na internete (2. 4. 2023):
https://www.hindawi.com/journals/mpe/2020/1697352/

Chkili, W., Aloui, C., Nguyen, D. K.: Instabilities in the relationships and hedging
strategies between crude oil and US stock markets: Do long memory and asymmetry
matter?, Journal of International Financial Markets, Institutions & Money 33 (2014),
str. 354-366

Cooke, R. M., Joe, H., Aas K.: Vines Arise, Dependence Modeling, Vine Copula
Handbook, 2011, str. 37-71, ISBN-10 981-4299-87-1

Czado, C.: Analyzing Dependent Data with Vine Copulas, Lecture Notes in Statistics
222, 2019, ISBN 978-3-030-13784-7

Filova, T.: Master-Thesis-2023, GitHub repozitar, dostupné na internete (22. 4. 2023):

https://github.com/TerezFilova/Master-Thesis-2023

Filova, T.: Matematické modelovanie vynosovych kriviek, bakalarska praca, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského v Bratislave, Bratislava,

2021

66


https://www.hindawi.com/journals/mpe/2020/1697352/
https://github.com/TerezFilova/Master-Thesis-2023

[10]

[11]

[12]

[15]

[16]

[18]

[19]

Galanos, A.: The rmgarch models: Background and properties, R-package vignette,
verzia 1.3-0, 2022, dostupné na internete (21. 2. 2023): https://cran.r-project.

org/web/packages/rmgarch/vignettes/The_rmgarch_models.pdf

Galanos, A.: Introduction to the rugarch package, R-package vignette, verzia 1.4-
3, 2022, dostupné na internete (21. 2. 2023): https://cran.r-project.org/web/

packages/rugarch/vignettes/Introduction_to_the_rugarch_package.pdf

Galanos, A.: Multivariate GARCH Models, R-package manual, verzia 1.3-9, 2022,
dostupné na internete (23. 2. 2023):

https://cran.r-project.org/web/packages/rmgarch/rmgarch.pdf

Galanos, A.: Uniwvariate GARCH Models, verzia 1.4-9, 2022, R-package manuéal, do-
stupné na internete (23. 2. 2023):

https://cran.r-project.org/web/packages/rugarch/rugarch.pdf

Genest, C., Favre, A. C.: Everything You Always Wanted to Know about Copula
Modeling but Were Afraid to Ask, Journal of Hydrologic Engineering 12 (2007), str.
347-368

Genest, C., Rémillard, B., Beaudoin, D.: Goodness-of-fit tests for copulas: A review

and a power study, Insurance: Mathematics and Economics 44 (2009), str. 199-213

Gong, Y., Ma, Ch., Chen, Q.: Exchange rate dependence and economic fundamentals:

A Copula-MIDAS approach, Journal of International Money and Finance 123 (2022)

Gorecki, J., Hofert, M., Holena, M.: An approach to structure determination and es-
timation of hierarchical Archimedean Copulas and its application to Bayesian clas-

sification, Journal of Intelligent Information Systems (2016) 46, str. 21-59

Heinen, A., Valdesogo, A.: Dynamic D-Vine Model, Dependence Modeling, Vine Co-
pula Handbook, 2011, str. 329-353, ISBN-10 981-4299-87-1

Hernandez, J. A., Hammoudeh, S., Nguyen, D. K., Al Janabi, M. A. M., Reboredo,
J. C.: Global financial crisis and dependence risk analysis of sector portfolios: a vine
copula approach, Applied Economics (2017), str. 2409-2427, dostupné na internete
(23. 3. 2023): https://www.researchgate.net/publication/310817027_Global _

67


https://cran.r-project.org/web/packages/rmgarch/vignettes/The_rmgarch_models.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/rmgarch/vignettes/The_rmgarch_models.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/rugarch/vignettes/Introduction_to_the_rugarch_package.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/rugarch/vignettes/Introduction_to_the_rugarch_package.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/rmgarch/rmgarch.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/rugarch/rugarch.pdf
https://www.researchgate.net/publication/310817027_Global_financial_crisis_and_dependence_risk_analysis_of_sector_portfolios_a_vine_copula_approach
https://www.researchgate.net/publication/310817027_Global_financial_crisis_and_dependence_risk_analysis_of_sector_portfolios_a_vine_copula_approach
https://www.researchgate.net/publication/310817027_Global_financial_crisis_and_dependence_risk_analysis_of_sector_portfolios_a_vine_copula_approach

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

28]

[29]

financial crisis_and_dependence_risk_analysis_of_sector_portfolios_a_

vine_copula_approach

Hofert, M., Scherer, M.: CDO pricing with nested Archimedean copulas, Quantitative
Finance (2011) 11, 775-787

Investing: World Government Bonds, dostupné na internete (1. 12. 2022):

https://www.investing.com/rates-bonds/world-government-bonds

Investopedia: Quvernight Rate Definition, dostupné na internete (24. 7. 2022):

https://www.investopedia.com/terms/o/overnightrate.asp

Joe, H.: Dependence Modeling with Copulas, Monographs on Statistics and Applied
Probability 143, 2015, ISBN 978-1-4665-8323-8

Kato, S., Yoshiba, T., Eguchi, S.: Copula-based measures of asymmetry between
the lower and upper tail probabilities, Statistical Papers 63 (2022), str. 1907-1929

Nagler, T., Kriiger, D., Min, A.: Stationary vine copula models for multivariate time

series, Journal of Econometrics 227 (2022), str. 305-324

Nagler, T., Schepsmeier, U.; Stoeber, J., Brechmann, E., Graeler, B., Erhardt, T.:
VineCopula: Statistical Inference of Vine Copulas, R-package manudl, verzia 2.4-4,
2022, dostupné na internete (9. 1. 2023):

https://cran.r-project.org/web/packages/VineCopula/VineCopula.pdf

Nasr, I. B., Chebana, F.: Estimation method for mixture copula models in hydrolo-

gical context, Journal of Hydrology, Volume 615 A (2022)

Okhrin, O., Ristig, A., Xu, Y. F.: Copulae in High Dimensions: An Introduction,
2017, ISBN 978-3-662-54485-3.

Okhrin, O., Okhrin, Y., Schmidt, W.: Properties of Hierarchical Archimedean Copu-
las, Discussion Paper SFB 649, Humboldt-Universitit, Berlin, 2009

Okhrin, O., Tetereva, A.: The Realized Hierarchical Archimedean Copula in Risk
Modelling, Econometrics (2017) 5

68


https://www.researchgate.net/publication/310817027_Global_financial_crisis_and_dependence_risk_analysis_of_sector_portfolios_a_vine_copula_approach
https://www.researchgate.net/publication/310817027_Global_financial_crisis_and_dependence_risk_analysis_of_sector_portfolios_a_vine_copula_approach
https://www.researchgate.net/publication/310817027_Global_financial_crisis_and_dependence_risk_analysis_of_sector_portfolios_a_vine_copula_approach
https://www.researchgate.net/publication/310817027_Global_financial_crisis_and_dependence_risk_analysis_of_sector_portfolios_a_vine_copula_approach
https://www.researchgate.net/publication/310817027_Global_financial_crisis_and_dependence_risk_analysis_of_sector_portfolios_a_vine_copula_approach
 https://www.investing.com/rates-bonds/world-government-bonds
https://www.investopedia.com/terms/o/overnightrate.asp
 https://cran.r-project.org/web/packages/VineCopula/VineCopula.pdf

[31] R Core Team: R: A language and environment for statistical computing, R Foundation

for Statistical Computing, Vienna, 2022, https://www.R-project.org

[32] Righi, M. B., Schlender, S. G., Ceretta, P. S.: Pair copula constructions to determine
the dependence structure of Treasury bond yields, IIMB Management Review (2015)
27, str. 216-227

[33] Tsay, R. S.: Multivariate Time Series Analysis, John Wiley & Sons, Inc. 2014, ISBN
978-1-118-61790-8

[34] Wikipedia. The Free Encyclopedia, vybrané klucové slovd, dostupné na internete

(18. 3. 2022): https://en.wikipedia.org/

[35] Zhang, J., Zhang, M., Jiang, X., Wu, L., Qin, J., Li, Y.: Pair-Copula-based trivariate
joint probability model of wind speed, wind direction and angle of attack, Journal

of Wind Engineering and Industrial Aerodynamics 225 (2022)

69


https://www.R-project.org
https://en.wikipedia.org/

Prilohy

Priloha A
Zdrojovy kéd funkcie yc_3d_estim v jazyku R

yc_3d_estim <- function(tl, mat, y, T_min = 1, T_max = 30, x_by = 0.05,
pd = 63, mts = NULL) {
# logical checks - - - - - - - - - = - - - - - = - - - - - - - - - - - - -
if (length(mat) !'= ncol(y)) {
stop("Dimension mismatch - arguments y & mat.")}
if (max(mat) > T_max) {
warning("The resulting yield curve is not going to be extrapolated.")}
if (max(y) > 1) {
warning("Svensson’s model needs input to be decimal - please enter e.g.
20% as 0.2.")}
x <- seq(T_min, T_max, by = x_by) # x axis of resulting yield curve
if (sum(is.na(match(mts, x))) >= 1) {
warning("Each mts component must be a multiple of x_by.")}
# local variables - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
t_i <- length(tl) # time length
m <- length(mat)
coeff_memo <- matrix(NA, nrow = t_i, ncol = 6) # parameters memory
rownames (coeff_memo) <- tl
colnames (coeff_memo) <- c("beta_0", "beta_1", "beta_2", "beta_3",
"alpha_1", "alpha_2")
yc_estim <- matrix(NA, nrow = t_i, ncol = length(x)) # estimated values
rownames (yc_estim) <- tl
colnames(yc_estim) <- x
yc_plot <- matrix(NA, nrow = floor(t_i / pd), ncol = length(x)); j <- 1
yc_plot_time <- c()
r_tilde <- c()
mse <- matrix(NA, nrow = t_i, ncol = 1) # memory of mean squared errors
rownames (mse) <- tl
pb <- progress::progress_bar$new(total = t_i) # progress bar initialization
# yield curves estimation for given time points - - - - - - - - - - - - - -
for (i in 1:t_i) {
coeff_i <- YieldCurve::Svensson(rate = y[i, ], maturity = mat)
yc_i <- YieldCurve::Srates(xts(coeff_i, order.by = Sys.Date()),
maturity = x, whichRate = "Spot")

coeff_memo[i, ] <- coeff_i; yc_estim[i, ] <- yc_i



if (i %% pd == 0) {
yc_plot[j, 1 <= yc_i; yc_plot_time[j] <- t1[il]
j<=-3j+1
}
# mean squared error - - - - - - - - - - - - - - - - - — - — - — - - - - -
if (min(mat) >= T_min && max(mat) <= T_max) {
for (1 in 1:m) {r_tilde[l] <- yc_estim[i, which(x == mat[1])]}
} else {
# extrapolated values - beginning
m_lower <- O
if (min(mat) < T_min) {
x_plus <- mat[mat < T_min]; m_lower <- length(x_plus);
for (11 in 1:m_lower) {
r_tilde[11] <- YieldCurve::Srates(xts(coeff_i, order.by = Sys.Date()),
maturity = x_plus[11], whichRate = "Spot")}
}
# interpolated values
m_ok <- sum(mat <= T_max) - m_lower
for (1 in 1:m_ok) {
r_tilde <- c(r_tilde, yc_estim[i, which(x == mat[1])])}
# extrapolated values - tail
if (max(mat) > T_max) {
x_plus <- mat[mat > T_max]; m_higher <- length(x_plus)
for (11 in 1:m_higher) {
r_tilde <- c(r_tilde,
YieldCurve: :Srates(xts(coeff_i, order.by = Sys.Date()),
maturity = x_plus[11], whichRate = "Spot"))}

}
mse[i] <- (1 / m) * (sum(r_tilde - y[i, 1)72); length(r_tilde)
pb$tick ()

#3 plot - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -----
fig_yc <- plotly::plot_ly(x = x, y = yc_plot_time, z = yc_plot)
fig yc <- fig_yc %>% add_surface() %>% layout(scene = list(

xaxis = list(title = "Maturity"),

yaxis = list(title = ""),
zaxis = list(title = "Yield")))
# results of estimation - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

write.csv(coeff_memo, file = "Coefficients.csv", row.names = TRUE)



write.csv(yc_estim, file = "YieldCurves.csv", row.names = TRUE)
# output for multivariate time series - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
if (is.null(mts) == FALSE) {
n <- length(mts)
mtsb <- matrix(NA, nrow = t_i, ncol = n)
for (i in 1:n) {mtsb[, i] <- yc_estim[, which(x == mts[i])]}
rownames (mtsb) <- tl; colnames(mtsb) <- mts
return(list("YC_selection" = as.data.frame(mtsb),
"MSE" = mse,
"Plot 3d" = fig yc))
} else {return(list("MSE" = mse, "Plot 3d" = fig_yc))}



Priloha B

Zdrojovy kéd funkcie dvine _estim v jazyku R

dvine _estim <- function(u, indt = TRUE) {

# local variables

L <- ncol(u) - 1 # dimension of the vine

col nam <- c()

if (is.null(colnames(u))) {
col_nam <- c(col_nam, paste0O("u", 1l:ncol(u)))
colnames(u) <- col_nam

} else {col nam <- colnames(u)}

attach(as.data.frame(u))

var_nam <- matrix(NA, ncol = L, nrow = L)

cdf_memory <- matrix(NA, ncol = L + 1, nrow = L)

cdf_memory[1, ] <- col_nam

#

# MAIN LOOP FOR D-VINE ESTIMATION ==

for (i in 1:L) {
print(paste("Calculating: D-vine - Level", i))
# level 1 of the vine
if (3 ==1) {
for (j in 1:L) {
value <- VineCopula::BiCopSelect(ul, jl, ul, j + 1], indeptest = indt)
var_nam[i, j] <- pasteO(col_nam[j], ".", col_nam[j + 1])
assign(var_nam[i, jl, value)
}
} else { # other levels of the vine
objl <- get(var_nam[i - 1, 1])
argl <- get(cdf_memory[i - 1, 1])
arg2 <- get(cdf_memory[i - 1, 2])
value <- VineCopula::BiCopHfunc2(ul = argl, u2 = arg2, obj = objl)
cdf_memory[i, 1] <- pasteO("F", col_nam[1],
"_", pasteO(col_nam[2:i], collapse = "."))
assign(cdf_memory[i, 1], value)
for (j in 1:(L + 1 - 1)) {
# getting values from variable names
obj2 <- get(var_nam[i - 1, j + 11)
arg2 <- get(cdf_memory[i - 1, j + 1]1)
arg3 <- get(cdf_memoryl[i - 1, j + 2])

# constructing conditional distribution



cdfl <- get(cdf_memory[i, jI)
cdf2 <- VineCopula::BiCopHfuncl(ul = arg2, u2 = arg3, obj = obj2)
cdf _memory[i, j + 1] <- pasteO("F", col_nam[j + i],
"_", pasteO(col_nam[(j + 1):(j + i - 1],
collapse = "."))

assign(cdf_memory[i, j + 1], cdf2)
# conditional copula selection
value <- VineCopula::BiCopSelect(cdfl, cdf2, indeptest = indt)
var_nam[i, j] <- pasteO(col_nam[j], ".", col_nam[j + il,

"_", pasteO(col_nam[(j + 1):(j + i - 1],

collapse = "."))

assign(var_nam[i, j], value)

}
} # ======================== =======SsSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS=SS
detach()

# results of the estimation

copula_nam <- as.vector(t(var_nam))
copula_nam <- copula_nam[!is.na(copula_nam)]
bicop_list <- c()
for (i in 1:length(copula_nam)) {
bicop_list <- rbind(get(copula_nam[i]), bicop_list)
}
rownames (bicop_list) <- rev(copula_nam)
print ("D-vine")
print (var_nam)
print("Bivariate Copulas")

return(bicop_list)



Priloha C

Odvodenie ocakavanej volatility GARCH(P, Q) modelu

Nech zostani zachované oznacenia zavedené v predkladanej praci. Majme vSeobecne za-
dany GARCH model radu P, Q dany rovnicou o7 = w—i—Zf:l V; -€f,j+2?:1 d;-07_;. Potom
o¢akévani volatilitu procesu — oznadime s2, vypocéitame ako stredni hodnotu volatility

procesu, t. j. s2=E {af], ¢ize nasledovne.

P Q
82 = E[U?}:E W+Z’Yj'€?_j+25j'0§_j]
Jj=1 Jj=1
P Q
s = w+E nyj-sf_j +E Z(Sj-af_j]
Jj=1 Jj=1
P Q
= wtd E{ef,J} +5%-) 6,
J=1 J=1
P Q
= w+d <Var [Et_j] +E [Et_]]> + 520
J=1 Jj=1
P Q
= wt Y v <Var [Et,j} —i—O) +5%- 34
Jj=1 Jj=1

P Q
82 = w4+ Vi Var [O't_j : gt—j} + 82 ) 25]
2 i=1

J=1

P Q
= wHs D s D0
j=1 j=1

V prechode do posledného riadka v horeuvedenom systéme rovnic sme vyuzili identitu

2

Var [Jt_j .&_j] - E [ft_jr - Var [at_]} + Var {at_j} - Var [St—j] + Var [5t-j:| B {Ut—j]
= 0+ Var [at_j} - Var [&_j] + Var [St—j] . (E [Uf—j} — Var {Ut—jD
i Var [(Et;}]. Var {&—j} — Var [gt_j} . Var |:0't_j:| + Var [ft—j} B {Ut{j}

= 82.

Po vyjadreni s dostdvame vztah

32 = d
1 - Zf:l ,7.7 - Z?:l 5]

?

z ¢oho vyplyva, ze ak by w = 0, tak v dlhodobom horizonte by mal proces nulovi volatilitu.



Priloha D

Vysledky validacie modelov ¢asovych radov
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Obrazok D.26: P-hodnoty (zndzornené farebnymi krizkami) viacrozmerného rozsirenia
Ljugovej-Boxovho testu autokorelacie rezidui — Q(L) a autokoreldcie ich druhych mocnin —
Q?*(L) pre lag L = 10,20, 30. Krajiny v legende oznacené skratene: AUS — Australia, CHN —
Cina, IND — India, CAN — Kanada, GER — Nemecko, MEX — Mexiko, USA — Spojené $taty

americké. Pomocné ciary vykreslené pre prehladnost a navzajom lahsiu rozliSitelnost hodnot
roznych krajin. (Zdroj: vlastné spracovanie)

Na obrazku D.26 vidime, ze v pandemickom obdobi test niekolkokrat zamietol hypo-
tézu o nezavislosti standardizovanych rezidui, ¢o z pohladu kopula modelovania vonkon-
com nie je priaznivé. V pripade vysledkov Q(L) pre Kanadu ide vskutku o zlé, na prvy
pohlad neprijatelné vysledky. Zaroven ide o najlepsie vysledky modelu, aké sa ndm poda-
rilo ndjst (nechceli sme ist do este vyssich rddov VARMA modelu, kvoli uz aj tak slabej
signifikantnosti parametrov). Preskiimali sme preto autokorelogram (pozri obrézok D.27)
standardizovanych rezidui tohoto kanadského modelu. Autokorelacie rezidui nie si, takpo-
vediac, extrémne. Usudili sme preto, ze napriek nepriaznivym vysledkom testu, pouzijeme
dany model v dalsich c¢astiach nasho vyskumu.

V ostatnych nevyhovujicich pripadoch iSlo vzdy len o jeden lag zo vsetkych testova-
nych lagov a kedze ani v tychto pripadoch sa ndm nepodarilo najst lepsie modely, lepsie

z pohladu vysledkov portmanteau testu, pracovali s modelmi uvedenymi v tabulke 3.2,
ktorym prisltichaji horeuvedené, nedokonalé vysledky testov.



rezidua 2y rezidua 5Y

o | o |
© ©
[=2 (=T
o o |
o o
w w
[} [}
4 = _| L = _|
(=1 o
o o
(=T (=T
=] [ ||] HI\ L \‘ I|— 1 o [ L “ [
=1 T1 T T = | T i L [T [
T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Lag Lag
rezidua 10Y rezidua 17Y
o o
«“ «“
S S
o o ]
S S
TR TR
(5] (5]
< = | < = |
o o
o o
= =
] | Lol -‘ IJ 1 1 ] | I [
S T T [ \ \ T = [T T I ] [T ‘ I [
T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Lag Lag

Obrazok D.27: Autokorelogram Standardizovanych rezidui VARMA(5,0) DCC-GARCH

modelu pre Kanadu v pandemickom obdobi. (Zdroj: vlastné spracovanie)

Na zaver tejto casti by sme chceli podotknut, ze ide o asymptoticky test. V pandemic-
kom obdobi sme mali v porovnani s ostatnymi modelovanymi obdobiami najmenej dat.
Nevieme tplne vylucit moznost, ze horsie vysledky portmanteau testu pre pandemické ob-
dobie je zapri¢inené neskorsou konvergenciou k asymptotickému rozdeleniu. Navyse, tiez
je potrebné si uvedomit, ze VARMA model vie zachytif len linedrnu zavislost v datach

a nemozeme preto ocakavat, ze bude dokonale fitovat vSetky trhové data.



Priloha E

Odhady D-vine struktiury bez testovania nezavislosti

Vysledky pouzitia funkcie dvine_estim. Farebne zvyraznené kopuly oznacujua tie kopula
funkcie, ktoré sa pri testovani nezavislosti zmenia na independence kopulu. Skratkou sur.
oznacujeme privlastok survival, ktory reprezentuje rotaciu kopil o 180 stupniov. Iné rotacie

st uvedené medzi nazvom prislusnej kopula funkcie a jej parametrami.
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Obrazok E.28: Odhadnutd D-vine strukttra pre pokrizové obdobie. Prislusné parametre
jednotlivych koptul uvedené v zatvorkach, zaokrihlené na dve desatinné miesta.

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obrazok E.29: Odhadnutd D-vine struktira pre pokojné obdobie. Prislusné parametre
jednotlivych koptl uvedené v zatvorkach, zaokrihlené na dve desatinné miesta.

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obrazok E.30: Odhadnutd D-vine Struktara pre pandemické krizové obdobie. Prislusné
parametre jednotlivych kopul uvedené v zatvorkach, zaokrihlené na dve desatinné miesta.

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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