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Abstrakt v statnom jazyku

HRONCOVA, Martina: Markovovské procesy v slobodnom jazyku Python [Diplomova
pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky; kolitel: doc. Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava, 2023,

pocet stran 43.

V nasej diplomovej praci sa zaoberame modelovanim vlastnosti spojitych Markovov-
skych procesov na modeloch chemickych reakcii. Uvddzame fundamentélne zaklady z te-
orie Markovovskych modelov a obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic s vyuzitim v matema-
tickom modelovani.

Nagim cielom je pokusit sa analyticky a numericky spocitat momenty Markovovskych
procesov s linearnym alebo linearizovanym Sumom, modelovat priebehy chemickych reakcif

a ich vlastnosti v slobobdnom programovacom jazyku Python.

Krluacové slova: Markovovské procesy, aplikicie diferencialnych rovnic



Abstract

HRONCOVA, Martina: Calculating moments of Markov processes in the free program-
ming language Python [Master Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statis-
tics; Supervisor: doc. Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava, 2023, number of pages 43.

In our master’s thesis, we focus on modeling the properties of continuous Markov
processes on models of chemical reactions. We present the fundamental basics of Markov
model theory and ordinary differential equations used in mathematical modeling.

Our goal is to attempt to analytically and numerically calculate moments of Markov
processes with linear or linearized noise, model the progress of chemical reactions and

their properties in the free programming language Python.

Keywords: Markov processes, application of differential equations
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Uvod

Modelovanie stochastickych procesov patri medzi kli¢ové oblasti matematického modelo-
vania. Jeho ulohou je matematické opisovanie nadhodnych procesov, ktoré sa vyskytujua v
praktickych aplikaciach. Vzhladom na ich rozsirenie a mnohopodcetné zastipenie v praxi,
je ich matematicka interpretacia velmi prospesna. Markovovské procesy st vyznamnou
podmnozinou stochastickych procesov. Maji zastupenie v mnohych oblastiach, ako na-
priklad v biologii, chémii alebo v inych odvetviach prirodnych vied. Ich matematicka
interpretécia a modelovanie moze prispiet k lepSiemu pochopeniu tychto procesov a ich
naslednej aplikacii v snahe opisat javy z realneho sveta.

V tejto diplomovej praci sa zameriavame na skiimanie momentov spojitych Markovov-
skych procesov. Markovovské procesy st podmnozinou stochastickych procesov a ¢asto sa
vyskytuju v beznom svete. Vyznacuju sa Specifickou vlastnostou, takzvanou Markovovou
vlastnostou, po ktorej nesti svoj nazov. V praxi existuje mnoho prikladov ich vyskytu a ich
aplikdcie ndjdeme v matematickych modeloch, ako napriklad v modeloch biochemickych
reakcii, finan¢nych trhov alebo meteorologickych javov.

V tejto préaci sa budeme venovat prave biochemickym procesom. Praca uvadza za-
kladné poznatky a model na zéklade teoretickych znalosti, pricom nasledne demonstruje
jeho vyuzitie na konkrétnych prikladoch.

V prvej kapitole prace uvadzame zakladné teoretické definicie a vedomosti potrebné
k pochopeniu problematiky Markovovskych procesov a nasledne taktiez skiimanému mo-
delu. Priblizujeme zakladné definicie a poznatky z tedrie stochastickych procesov, Mar-
kovovskych procesov a diferencialnych rovnic. Kapitola ¢erpa najmé z [5] a [9], kde sa
podrobnejsie venuju Markovovskym retazcom a ich aplikdciam. Zaklad k diferencialnym
rovniciam je mozné najst v 3] a [11|. Uvadzame pojmy ako proces, retazec, Markovov-
ska vlastnost, diferencidlna rovnica, rieSenie diferencialnej rovnice, stustava diferenciélnych
rovnic a iné.

V druhej kapitole sa pozrieme blizSie na model stochastického procesu priebehu che-
mickych reakcii. Zostrojime jednoduchy model na zaklade modelu uvedeného v [1], ktory
pozostava z jedinej chemickej reakcie. Na jeho priklade si ukdzeme zakladny model. Uka-
zeme, ako je mozné rieSit momenty Markovovskych procesov pomocou systému obycaj-

nych diferencialnych rovnic a nasledne model podl'a [10], [6] zovSeobecnime. Odvodime si
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hlavni chemickt rovnicu modelu, vdaka ktorej nasledne odvodime momenty tohto Mar-
kovovského procesu. Zakladny model vychadza z [1], nasledne je rozsireny a vSeobecne
uvedeny podla [6].

Tretia kapitola sa venuje simula¢nym metoédam Markovovskych procesov, pricom uva-
dzame Gillespieho algoritmus podla [10]. Simulacné metody ako Gillespieho algoritmus
nam totiz vedia pomoct s modelovanim situacie, kde matematické vyjadrenie systému nie
je mozné.

V poslednej kapitole si uvedieme konkrétne priklady vyuzitia modelu momentov Mar-
kovovskych procesov. V prvom rade rozoberieme pripad danej chemickej reakcie pomocou
matematickej tedrie uvedenej v predchadzajicich kapitolach. Model je praktickou ukaz-
kou vysSie opisanej tedrie a je jeho vhodnou demonstraciou. Model, ktorému sa v praci
budeme venovat, obsahuje stibor viacerych reakcii. Pomocou grafickych vystupov zhoto-
venych pomocou slobodného programovacieho jazyka Python demostrujeme analyticky
ziskané vysledky. Tento systém obycajnych diferencidlnych rovnic je nésledne doplneny
stochastickymi simulaciami reakcii a porovnanim s empiricky ziskanymi hodnotami mo-
mentov. Néasledne je uvadzany model rastu buniek, ktory ukazuje dalsiu z moznych apli-

kécii ziskaného modelu.



1 Uvod do Markovovskych procesov a diferencialnych
rovnic

Pre pochopenie prace a jej vysledkov je nutné rozumiet zakladnym pojmom tykajtcich sa
Markovovskych procesov a diferencialnych rovnic.

V tejto kapitole uvddzame zakladné definicie a lemy umoznujice nahlad do témy a
poskytujice matematicky zaklad vyuzity v modeloch uvedenych v nasledujtcich kapito-
lach.

Zaciname zakladnymi definiciami o nahodnych procesoch, Markovovskych retazcoch,
nasledne prechadzame k stustave parcialnych diferencidlnych rovnic. Kapitola uvadza de-

finicie a teoériu zo zdrojov [5], [9], [3], [11].

1.1 Markovova vlastnost a Markovovské procesy

K pochopeniu Markovovskych procesov je nutné objasnit pojmy tykajice sa ndhodnych
procesov, ich vlastnosti ako napriklad samotnej Markovovskej vlastnosti, rovnako aj de-
finovat procesy v diskrétnych a spojitych ¢asoch. V kapitole uvadzame definicie najma z

publikacif [5] a [9].

Definicia 1.1. [5]/ Ndhodny proces
Ndhodny proces {X;}ier je systém, kde pre kazdé t € T je X; : Q — R ndhodnd

premennd.

Definicia 1.2. [5] Homogénny proces
Ak podmienend pravdepodobnost P(X,,,, = j| X, = j) zdvisi len od dlzky intervalu

thi1 — tn, teda presnejsie, ak pre kazdét € T, s >0 a kazdé i,j € S

P(Xiys = j|Xe = 1) = pij(s),
hovorime, Ze retazec je homogénny.
Vdaka homegenite je retazec invariantny na ¢asovy posun.

Pomocou [5] uvadzame tiez pojem nahodny retazec, ktory je Specifickym pripadom

nahodného procesu, v pripade, Ze je nahodny proces definovany v diskrétnom case. Teda
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vSetky jednotlivé hodnoty v retazci predstavuju stavy procesu v diskrétnych casovych

okamihoch.

Definicia 1.3. [5] Markovova vlastnost

Hovorime, Ze retazec { Xy }ier md Markovovu vlastnost alebo je Markovov, ak pre kazdé
n=20,1,2,... a pre vSetky casy 0 <ty < ... < typiq, to,t1,....ths1 € T, a pre vsetky stavy
10,41y -y bny1 € S platd

P(Xi,,, = inu1|Xs, =in, ..., Xoy = d0) = P(Xpyy = tn1| Xy, = in)

Teda za podmienky, Ze X;, =i, je Xy, ,, nezdvislé od Xy, ..., Xy, .

Retazce, ktoré maji Markovovu vlastnost nazyvame Markovovské retazce.

Markovovské retazce st matematickym nastrojom pouzivanym na modelovanie ndhod-
nych procesov, ktoré maju vdaka Markovovej vlastnosti, zavislosti iba na predchadzaju-
com stave, ale nie na celom predchédzajicom priebehu.

V ramci Markovovskych retazcov sa zvycajne predpoklada, Zze vyvoj systému je opi-
sany urcitou mnozinou stavov a ze prechod medzi stavmi zavisi iba na momentalnom
stave, ale nie na histérii stavov. Tymto sposobom Markovovské retazce umoznuji mode-
lovanie procesov, ktoré maju diskrétny casovy priebeh a ktoré si nahodné a zavisia iba

na predchadzajicom stave.

Definicia 1.4. [9] Pravdepodobnost prechodu

Pravdepodobnost P(X; = j|Xs = i) = p;;(s,t) sa nazgva pravdepodobnost prechodu zo
stavu t© v case s do stavu j v case t.
Veta 1.5. [5] Chapmanova-Kolmogorovova rovnost

Oznacme p;;(t) = P(X; = j|Xo = i) prvky matice prechodu P(t). Potom pre lubovolné
t>0,s>0 akazdéi,je S plati

pm t + 3 szk pk]
kes

Pre pripad konecného poctu stavov je zrejmi maticovy zdpis:
P(t + s) = P(t)P(s)

Definicia 1.6. [5/ Pociatocné rozdelenie retazca
Nech { X, }i=0 je Markovov retazec. Rozdelenie pravdepodobnosti o = {c;}jes také, Ze

P(Xo =j) =aj pre j € S, budeme nazyjvat pociatoénym rozdelenim retazca {X;}i=o-
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Definicia 1.7. [9] Proces s diskrétnym a spojitym casom
Ndhodny proces { X, t € T} sa nazyva proces so spojitym casom, ak casovy priestor T
je interval. Ak mnoZina T je spocitatelnd, hovorime, Ze ide o proces s diskrétnym casom,

alebo o ndhodni postupnost.

1.2 Spojité Markovovské procesy

Markovovské retazce v spojitom case st obdobou Markovovskych retazcov v diskrétnom
Case, ale prechody medzi stavmi sa vyskytuji v spojitej ¢asovej doméne. Definicia Mar-
kovovského retazca v spojitom ¢ase hovori, Ze je to ndhodny proces, ktory prechédza
medzi stavmi v spojitej casovej doméne a jeho prechody medzi stavmi si podmienené

momentéalnym stavom a pravdepodobnostou prechodu z tohto stavu do iného.

Definicia 1.8. [9] Markovove retazce so spojitym casom
Ndhodny proces { Xy, t € T}, pre ktory S ={0,1,2,..}, T = (0, 00) sa nazgva Markovov
retazec so spojitym casom, ak spliia Markovovski vlastnost (t.j. pre vsetky 0 < t; <ty <

oty < 8 < t) alubovolné iy, s, ...ip, 1,7 € S plati

P(Xt :j|Xt1 - il, ...,th - in7X$ - Z) - P(Xt :,]|Xs - Z).

V tomto pripade sa stav Markovovského retazca definuje ako stav v okamihu casu t
a prechody medzi stavmi st definované pomocou tzv. funkcii intenzity prechodu, ktoré
popisuji pravdepodobnosti prechodu zo stavu v ¢ase t do stavu v ¢ase t + At. Precho-
dové pravdepodobnostné funkcie mézu byt uréené pomocou diferencidlnych rovnic, ktoré

modeluji dynamiku Markovovského retazca v spojitom case.

Veta 1.9. [5] Funkcia p;;(t) md prei # j,i,j € S, v bode t = 0 derivdciu sprava, pricom
tato derivdcia je konecnd. Funkcia p;(t) md v bode 0 derivaciu sprava, tdto derivdcia je

v pripade konecného poctu stavov konecnd, tnak mozZe byt nekonecnd.

Definicia 1.10. /5] Intenzita prechodu a matica intenzity prechodu

Pre i # j oznacime




a toto ¢islo budeme nazyvatl intenzitou prechodu z i do j. Cislo

. 1—pu(t)
—Qii = q; = tl_lfoffr —t

budeme nazyvat intenzitou vystupu zo stavu i. Maticu Q = (gij)i jes budeme nazyvat

maticou intenzit retazca.

Intenzita prechodu v Markovovskom retazci urcuje rychlost, s akou Markovovsky reta-
zec prechadza medzi réznymi stavmi. Ide o pravdepodobnost, Ze retazec prejde z jedného
stavu do druhého v malom ¢asovom intervale, pokial sa uz nachadza v danom stave.

Ak st intenzity prechodu procesu konstantné a v Case sa nemenia, teda intenzita
prechodu zostava rovnaka v kazdom casovom intervale, Markovov retazec je homogénny.

Markovovské retazce v spojitom ¢ase st ¢asto pouzivané na modelovanie réznych fy-
zikdlnych a biologickych systémov, ktoré maju spojity c¢asovy priebeh. Priklady zahfhaja
Brownovské pohyby, elektrofyzikalne signaly, biologické systémy a mnoho dalgich. Mozu
byt aplikované v roznych oblastiach, ako napriklad vo fyzike, biologii, ekonémii, informa-

tike a mnohych dalsich oblastiach. Prikladmi moze byt:

e Modelovanie biologickych systémov: modelovanie dynamiky biologickych systémov,
ako st napriklad bunkové procesy a interakcie medzi proteinmi, procesy chemickych
reakcii a podobne. Tato praca sa zaoberda tymto typom aplikdcii Markovovskych

retazcov.

e Modelovanie finan¢nych trhov: modelovanie fluktuacii cien finanénych aktiv. Tieto
modely sa aplikujua v pripadoch modelovania riadenia rizika a pre predikciu buducich

hodnét aktiv.

e Predikcia dopravy: modelovanie pohybu dopravnych prostriedkov v dopravnych sie-
tach, predikcia pohybu vozidiel v realnom case. Tieto modely mozu byt pouzité na

zlepsSenie riadenia dopravy a minimalizovanie ¢asu straveného v premavke.

e Modelovanie meteorologickych javov: modelovanie zmeny teploty a zréazok alebo
inych meteorologickych javov. Tieto modely sa pouzivaju pri predpovedani pocasia

a na pozorovanie zmien v klime.
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e Analyza sieti: analyza roznych typov sieti, ako st napriklad socidlne siete a siete
vypoctovych zariadeni. Tieto modely sa pouzivaji na analyzu struktury a dynamiky

siet{ a na predpovedanie spravania sa sieti v roznych situéaciach.

1.3 Diferencialne rovnice

Diferencidlne rovnice sa pouzivaji na popis mnohych javov v roznych vedeckych discip-
linach. St sucastou matematického modelovania, kde sa mozu vyuzivat na modelovanie
zéavislosti medzi réznymi velicinami, bezne v kontexte plyniceho ¢asu. Diferencialne rov-
nice maju vel'ké zastupenie v modeloch popisujucich fyzikalne javy, ako napriklad pri po-
pise pohybu telesa, kmitania pruziny, na urc¢enie zavislosti medzi veli¢inami ako napriklad
medzi silou a zmenou rychlosti. V oblasti biologie sa diferencialne rovnice pouzivaji na-
priklad na modelovanie rastu populacii alebo predpovedanie epidémii. V ekonomickych a
fina¢nych vedéch sa diferencidlne rovnice pouzivaji na modelovanie spravania finanénych
trhov a na predpovedanie vyvoja cien a vynosov. Zaujimavou aplikdciou moze byt taktiez
optimalizacia technickych systémov, ako napriklad pri navrhoch dopravnych prostriedkov,
alebo inych technickych zariadeniach, alebo pri predpovedani spréavania materialov.

Diferencialne rovnice maja preto velky vyznam v mnohych vedeckych disciplinach a
st dolezitym nastrojom na porozumenie a predpovedanie spravania roznych systémov.

Uvedme si zékladné definicie z oblasti diferencialnych rovnic, ktoré st nevyhnutné na
pochopenie modelov, ktorym sa préca nasledovne venuje.

Predtym ako sa pozrieme na samotny matematicky model, je potrebné definovat za-
kladné pojmy suvisiace s obycajnymi diferencidlnymi rovnicami. S vyuzitim vysokoskol-
skych skript [3], [11] a [7] definujeme pojem oby¢ajnej diferencialnej rovnice v jednom
alebo viacerych rozmeroch, rieSenie tychto rovnic, Cauchyoho tlohu, ako i ekvilibria a ich
typy.

Ako prvé si uvednieme obyc¢ajné diferencialne rovnice. Obyc¢ajné diferencidlne rovnice
st rovnice, v ktorych je neznamou funkcia jednej premennej a v ktorych vystupuju aj

derivacie tejto funkcie.

Definicia 1.11. /3] Obycajnd diferencidlna rovnica Nech je dand redlna funkcia redlnej

premennej
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y:R—=>R, R>tw—y(t).

Nech dalej n € N a nech je dand redlna funkcia n + 2 redlnych premenngjch

FiRxR™ SR R™ 5 (4yt),y 1),y (), .y™ (@) = Flz,y, ....y™)],

kde symbolom y™*) rozumieme k-tu derivdciu funkcie y. Ak funkcia F zdvisi netrividlne od

posledného argumentu, tak potom rovnicu

Flz,y(t), ....,y™ (6)] = 0
s nezndmou funkciou y nazgvame obycajnd diferencidlna rovnica n-tého rdadu (pre neznamu

funkciu y).

Casto sa stretavame s obyc¢ajnou diferencialnou rovnicou, ktorej N-ti derivaciu neznéa-

mej funkcie, 4™, vieme vyjadrit z rovnice explicitne. Rovnicu

y™ = fit,y, ..y,

kde

f: R R,

nazyvame obycajnd diferencidlna rovnica n-tého radu v explicitnom tvare.
Pokial existuje viacero zavislych premennych (ktoré zévisia od jednej a tej istej ne-
zavislej premennej), hovorime o sustave obycajnych diferencialnych rovnic n-tého radu.

Definujeme ju nasledne pomocou |[3]:

Definicia 1.12. /3] Sistava obycajnijch diferencidlnych rovnic. Nech

Y:R—= R, R3teY(t),

kde j € N. Nech dalej

FRxRIx .. xR R, (LY(1),Y'(t), ... YD) = F(t,Y,Y, ... Y™).
—————

(n+1)krt
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Potom ak funkcia F zavisi netrividlne od posledného argumentu, tak vektorovi rovnicu

FILY (#),Y'(t),...,Y™(@®)] =0
nazyvame sustavou obycajnijch diferencidlnych rovnic.

Nasledujtica definicia hovori, ¢o povazujeme za rieSenie obyc¢ajnej diferencidlnej rov-

nice.

Definicia 1.13. [3/ Riesenie obycajnej diferencidlnej rovnice. Nech I C R je interval a

nech

uw:l — R

je n-krdat diferencovatelnd funkcia na intervale I, takd, Ze ak dosadime u za vy, tak rovnost
Flt,y, ...,y(”)] = 0 bude platit ako identita pre vsetky t € I. Potom funkciu u nazgvame

riesenie obycajnej diferencidlnej rovnice Ft,y, ...,y™] = 0 na intervale I.

Definicia 1.14. /7] Cauchyho pociatoéné podmienky a Cauchyho iloha. Majme zadané

podmienky, ktoré musi splnat riesenie obycajnej diferencidlnej rovnice y™ = f[t,y, ...,y V]
y(to) = co,y'(to) = c1, .. , Y™ (to) = cn-

Potom tieto podmienky pre nezndmu funkciu y a jej derivdcie nazijvame Cauchyovské

pociatoéné podmienky. Pokial iloha zahinia Cauchyovské pociatoéné podmienky, nazjvame

Ju Cauchyovskd tiloha.

Systém si demonstrujme na jednoduchom priklade. Majme systém zloZeny z dvoch

linearnych obyc¢ajnych diferencialnych rovnic:

dx

— =ax + by,
&y =cr+d
dt y7

Tento systém nasledne dokdzeme zapisat v maticovom tvare x' = Ax, kde

a b
A= (2)
c d

a a, b, c,d su konstanty. RieSenie takéhoto systému je mozné napisat ako:
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<) = [ © ], kde = 2(t), y = y(0).

Y
Definicia 1.15. [11] Ekvilibrium.

Ekuvilibrium, inak povedané staciondrne riesenie dynamického systému, dostdvame v

bode (xo, o), pre ktory plati:

= A =
Y Yo 0

Ako sa spomina v [11], podla vlastnych hodnét matice A je dalej mozné urcit, ¢ sa
jedna o stabilny alebo nestabilny pevny bod. V pripade nestabilného bodu, odchylenie z
tohto bodu moze sposobit vyrazni zmenu v trajektorii.

Pokial st vlastné hodnoty matice A A\; 5 < 0, jedna sa o je stabilny uzol. V pripade
stabilného uzlu neméa malé odchylenie od bodu ekvilibria velky vyznam, pretoze model
sa vrati do tohto ekvilibria. Nestabilny uzol dostavame, ak A; o > 0. Priklad stabilného a
nestabilného uzlu vidime na obrazku 1. V pripade, ze A\; > 0, A\ < 0, dostavame nestabilny

pevny bod typu sedlo, priklad ktorého mézeme vidiet na obrazku 2.

[ A

u\\ V—/—/ZP/:J# =
NS

[e3e* 2 4

-\/

Obr. 1: [11] Stabilny (vlavo) a nestabilny (vpravo) uzol

B e

b\

Obr. 2: [11] Sedlo (nestabilny stacionarny bod)
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B &
A A

Obr. 3: [11] Stacionarne body centrum (vlavo) a body so Spiralovitou trajektoriou (stred a

vpravo)

pripade komplexnych koreniov, kedy A; » maji nenulovii imaginarnu cast, stacionarny
bod je typu 8piraly. Pokial je navySe realna ¢ast stacionarneho bodu nulova, rieSenim je

stacionarny bod typu centrum. Takéto situacia je zndzornena na obrazku 3.
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2 Formulacia problému chemickej reakcie

V tejto kapitole sa oboznamime s problematikou modelovania stochastickych procesov s
Markovovou vlastnostou. Konkrétne sa budeme zaoberat modelom chemickych reakcii, ¢i
uz zlozenej z jedného typu chemickej reakcie, na ktorom uvedieme zékladné vlastnosti
takéhoto procesu, alebo viacerych, pre ktoré uvedieme vSeobecny model. V kapitole st
odvodené momenty tychto procesov, ktoré nasledne skiimame v d'alsej kapitole.

V tejto Casti sa odvolavame najmaé na zdroje, venujtce sa popisaniu hlavnej chemickej
rovnice [1], [10], [6]. Teoreticky zaklad k problému chemickych reakcii preberame z ¢lanku
[1]. Clanok [10] uvadza priklady chemickych reakeii a simulacné metody ako je napriklad
Gillepsieho priama simulacnd metoda, ktort neskor vyuzivame pri simulovani priebehu
Markovovskych modelov. [6] uvadza priklady chemickych reakeii, teoreticky zaklad k mo-
delovaniu matematického problému, simula¢né metody.

Tato kapitola je syntézou vedomosti zachytenych vo vyssie spomenutych pracach, pri-

¢om obsahuje detailné spracovanie témy momentov Markovovskych procesov.

2.1 Priebeh chemickej reakcie ako Markovov proces

Na vysvetlenie problematiky uvadzame priklad stochastickej simulacie rozpadu. Budeme
skamat reakciu [1], [2], pri ktorej dochadza k rozpadu pozorovanej zluceniny na iné
prvky alebo zluceniny. Nech A oznacuje pozorovani zliceninu a k nech je rychlostna
konstanta reakcie. Symbolom () ozna¢ime chemické zliceniny a prvky, ktoré z priebehu
reakcie vznikni, ale ktoré v8ak d'alej nepozorujeme. Takuto chemicki reakciu sme schopni

naznad¢it nasledovne:

AL (3)

Rychlostna konstanta k je definovana tak, aby kdt bolo rovné pravdepodobnosti, ze
pre nahodnt molekulu zluceniny A dojde k reakcii (v takto uvedenom pripade, k rozkladu)
v Case [t,t + dt). Pravdepodobnost, Ze v kratkom ¢asovom momente [t,t + dt) nastane
len jedna dana reakcia, méze byt vyjadrena ako A(t)k dt, kde A(t) predstavuje mnozstvo
molekil chemickej zluceniny A v cCase t.

Na obrazku 4 vidime priebeh jednej simulacie, ktora by mohla zodpovedat priebehu

takto zadanej redukcie. Rychlostna konstanta je v tomto pripade k; = 0.02. Vdaka spo-
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Obr. 4: Redukcia molekal typu A pri rychlostnej konstante k1 = 0.02

sobu, akym je rychlostna konstanta definované, vieme povedat, Ze pokial by bola jej
hodnota vyssia, znamenalo by to, Ze pravdepodobnost nastatia reakcie je vyssia. Pozrime
sa, ako je moZné exaktne popisat priebeh reakcie a ziskat odhadovany cas dalSej reakcie.

Nech g(A(t), s) ds vyjadruje pravdepodobnost, Ze pri danom pocte molekul A(t) na-
stane dalsia reakcia v ¢asovom intervale [t + s, + s + ds), kde ds je nekone¢ne maly
¢asovy krok. Nech go(A(t),s) je pravdepodobnost, ze v ¢asovom tuseku [t,t + s) reakcia

nenastane. Potom plati:
g(A(t),s)ds = go(A(t), s)A(t + s)k ds

Vieme, 7e v ¢ase [t,t + s) k reakcii nedochadza, preto:

g(A(t),s) ds = go(A(t), s)A(t)k ds (4)

Nech o > 0. Potom pravdepodobnost, Ze v ¢asovom intervale [t,t + o 4 do) mdzeme
spocitat ako su¢in pravdepodobnosti, Ze reakcia nenastane v Case [t,t + o) a nenastane

ani v Case [t + o,t + 0 + do). Teda:

go(A(t), 0 +do)ds = go(A(t), s)[1 — A(t + o)k do] (5)

Kedze vieme, 7e reakcia v ¢ase [t, t+0) nenastava, plati A(t+0) = A(t). Preto mézeme

napisat:
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gO(A(t)’ o+do) - 90(A<t)7 U)

— —A(Dkgo(A(t),0)

do
dlcir_l)lo gO(A(t)v o+ dgo)- — gO(A(t)’ U) — dlér_l)lo —A(t)k?g()(A(t), 0')
dgo(A(t),0) _

do

Riesenim takejto rovnice s pociatoénou podmienkou go(A(t),0) = 1 potom dostéavame:

go(A(t), o) = =4Ok (6)

Systém (4) vieme preto zapisat ako:

g(A(t), s)ds = A(t)ke AOko s (7)

Nech 7 € (0, 00) je ndhodné ¢islo generované konzistentne vzhladom k danej chemickej
reakcii (3), pricom ¢ + 7 je ¢as v ktorom dochadza k dalsej reakcii ak A(t) je mnozstvo
molekul v case t.

Majme funkciu

F(T) _ e—A(t)k}’T

Pokial 7 € (0,00), potom F(7) € (0,1). Pokial je 7 ndhodné ¢islo generované v sulade
s danou chemickou reakciou (3), potom ¢islo F'(7) je rovnomerne rozdelené na (0,1) [1].

Cislo 7 vieme potom vyjadrit nasledovne:

=z () ®)

Vdaka vyjadreniu 7 teda vieme vypocitat ¢as, v ktorom ocakédvame nastatie reakcie.

2.2 Diferencialna Chapman-Kolmogorovova rovnica chemickej re-

akcie

Pomocou ¢asti 2.1 sme ukézali rieSenie vysvetlujtice vypocet ¢asu, v ktorom ocakavame
nastatie reakcie. V tejto Casti sa pozrieme blizSie na vyjadrenie pravdepodobnosti pre

mnozstva molekil v danom ¢ase t. Budeme sa venovat reakcii (3).
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Nech p,(t) vyjadruje pravdepodobnost, Ze v ¢ase t obsahuje systém n molekul zluc¢eniny
A (teda n = A(t)). Nech dt je nekone¢ne maly casovy krok, dostatoéne maly na to, aby
pravdepodobnost nastatia jednej alebo dvoch reakcii reakcie v ¢asovom intervale [t, ¢+ dt)
bola zanedbatelna [1]. Aby sa mnozstvo molekil v ¢ase A(t+dt) rovnalo n, v Case [t, t+dt)
reakcia nenastala a pocet molekul v ¢ase A(t) = n, alebo reakcia (rozpad jednej molekuly

zluceniny A) nastala a pocet molekul A(t) = n + 1. Preto:

po(t +dt) = pu(t)(1 — kndt) + poyik(n + 1) dt
pn(t + dt) - pn(t)

= k(n + 1)pn+1<t> - /{ann(t)

dt
. pn(t+dt> _pn(t) T
lim o = lim k(n + 1)pny () — knpa(t)
dp,(t
dt< ) =k(n + 1)ppy1(t) — knp,(t) 9)

Podobne mozeme postupovat pri Tubovolnom systéme chemickych reakcii. Reakcie
mozu obsahovat viacero pozorovanych zlacenim s viacerymi reakciami, ktoré v roztoku
mozu prebiehat. Systém pre viaceré zluceniny a ich reakcie si mézeme zaviest nasledovne.

Nech z(t) = [A(t), B(t), ...]T oznacuje vektor reprezentujici pocet molekul zluc¢enin A,
B, ... v case t. Majme m chemickych reakcii, ktoré mozu v ¢ase t € [0, 00) prebiehat.

Nech vektor v; oznacuje zmenu mnozstva molekil zlticenin pocas priebehu reakcie ¢
(1=1,2,...,m).

Ozna¢me funciu a;(x(t)) suc¢inu rychlostnej konstanty k; reakcie a zla¢enin reagujucich

v reakcii. Schématicky potom moézeme kazda reakciu zapisat ako:

2(t) SO ) 4w (10)

Funkcia a;(x(t)) popisuje intenzitu prechodu v Markovovskom retazci. V ¢ase sa ne-
meni, bez ohladu na to, kol'ko ¢asu preslo, chemicka reakcia zostava rovnaka. Vdaka tomu
AV b ~ . z
mozeme povedat, Ze ide o homogénny proces.

Vdaka tomu mozeme hlavni chemicki rovnicu zapisat nasledovne [6]:

dpn (1)
dt

= Z ai(n — V;)Pp—v, (t) — Z a;(n)pn(t), (11)

7 (2

kde p,(t) = Plz(t) = n].
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Hlavna chemicka rovnica opisuje cely priebeh chemickej reakcie, ktora v systéme moze
nastavat. Na jej zéklade pracujeme d'alej pri zhotovovani modelu momentov Markovov-

skych procesov.

2.3 Formulacia diferencidlnych rovnic pre momenty Markovov-

skych procesov

Pomocou hlavnej chemickej rovnice (11), ktora vhodne popisuje Markovovsky proces po-
mocou diferencialnych rovnic pokracujeme v skimani jeho momentov. Zameriame sa na
stredntt hodnotu a disperziu, teda prvy a druhy moment, ktoré nesu zédkladné informacie

o stochastickom procese.

2.3.1 Derivacia strednej hodnoty modelu

Nech z(t) je Markovov proces. Ozna¢me stredni hodnotu procesu E[z(t)]. Potom:

dE[z(t)]  ~—~ dpa(t)
dt =2.n dt (12)

n

S vyuzitim hlavnej chemickej rovnice (11) mozeme pokracovat ako

dE[z(t)]  ~—~ dpa(t)
dt =2.n dt

— Z n Z a;(n — Vi) Pp—v, (t) — v;0;(k)pn(t)

- Z > nai(n — vi)pn—u,(t) — nvia;(k)pa(t)

Vdaka homogenite a Markovovskej vlastnosti sme schopni vyraz zjednodusit a to po-
sunom v stavovej premennej. Vieme, Ze pokial je Markovov proces homogénny, je taktiez

invariantny na posun.

Plati teda: > na;(n — v;)pn—v; (t) = > (n + v;)a;(n)p,(t). Potom:
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dE[z(t)]
S = Elf(a) (13

V linearnom pripade je mozné funkciu f(z(t)) zapisat nasledovne:
flx(t)) = Ax(t) + b AeR™™ bHeR" (14)

teda:

= Ef(z(t))] = f(E[z(t)]) = E[Az(t) + b] = AE[z(1)] + b (15)

2.3.2 Derivacia disperzie modelu

Ozna¢me disperziu procesu E[z(t)]. Vieme, Ze disperziu je mozné vyjadrit pomocou stred-
nej hodnoty, a preto vieme jej derivaciu zapisat ako:
dY _ dE[z(t)2"()]  d(E[x(t)]E[2" (¢)])

dt dt B dt (16)

Uvedme si prvy z ¢lenov (16). Ako uvadza [6]:

Potom:

dE— Z nnT Z (1Z — pn v t) - ai(k)pn(t>]
= Z Z[m i) (4 00)T = nn"]ai (K)pa(1)

= Z va a;i(n)pn(t) + vin a;(n)pn(t) + viv] a;(n)p,(t)

m

= Ele(t) [T (@(t)] + Elf (x()a” (6)] + E[Y_ viv] ai(x(t))]

%
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kde funkcia f(z(t)) je funkcia vystupujica vo vyjadreni derivacie strednej hodnoty

(13).

Z definicii o kovariancii plati:

+ E[(f ()] - E[f () (=(t) — Elz(t)])"]

Derivacia stucinu strednych hodnot:
dE[z(t)E[x"(t)] _ dE[x(t)]
dt dt
= E[f(z(t))|Elz" (t)] + Elz ()| E[f" (2(t))]

Elz" (1)) +

Potom:

d¥ _ dE[z(t)z"(t)] _ d(E[x)]E[z" (1))

dt dt dt
= Elz(t)f" (x(t))] + E[Z viv] a;(x(t))] + E[f (x(t))| Elz" ()]

+ E[(f(z(®))] - E[f () (z(t) — E[z(®)])"]
— (E[f (O E[" ()] + E[x()]E[f* (2(t))])

Kedze funcia f je linearna, plati:
fla(t)) — Elf ()] = A(z(t) — Elx(t)]) (18)

Vdaka ¢omu mozeme napisat:

> _ BlA(t) - Ble®)) () — Bl + Elet) /7 (@(#)] - Ea@EST @)

= -
4 E[Z viv] a;(2(t))]

dx T S T

— =ASzAT E[Xi: vivg a;(z(t))]

(19)
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3 Simula¢né metédy Markovovskych procesov

Simula¢né metdédy Markovovskych procesov sa ¢asto pouzivaji na generovanie ndhodnych
vzoriek, ktoré sa potom pouzivaju na modelovanie ndhodnych procesov a predpovedanie
ich budtceho vyvoja.

Samotné simulovanie Markovovskych retazcov mé vyuzitie v snahe demonstrovat prie-
beh procesu, je uzito¢né napriklad v pripade, ak neexistuje analytické rieSenie diferencial-
nych rovnic popisujicich Markovovsky proces.

Simula¢né metody Markovovskych procesov sa preto vyuzivaji v roznych oblastiach,
kde stt nahodné procesy zasttpené, ako napriklad v biolégii, ekonémii, fyzike alebo inych
odvetviach vedy a techniky.

V nami postavenom modeli budeme pre lepsie pochopenie procesu vyuzivat Gilles-
pieho algoritmus, vdaka ktorému budeme generovat priebehy chemickych reakcii. Vdaka
nemu budeme schopni porovnat analytické rieSenie s numerickym rieSenim ziskanym prave
vdaka simulovanym realizaciam priebehov reakcii.

Gillespieho algoritmus, tiez znamy ako algoritmus Stochastic Simulation Algorithm
(SSA), je numericka metoda, ktoré sa pouziva na simuldciu stochastickych procesov, na-
priklad chemickych reakcii. Bol vyvinuty v roku 1976 americkym biofyzikom Danielom T.
Gillespiem a jeho vyuzitie sa je rozsirené v oblasti chemického a biologického modelovania.

Gillespieho algoritmus mdzeme pouzit na modelovanie priebehu chemickych reakeii,
pri ktorych sa pocet molekil jednotlivych zloziek meni ndhodne v ¢ase. Pre kazdu reakciu
v modeli sa ur¢i pravdepodobnost, Ze prave tato reakcia nastane, a tiez Cas, kedy k nej
dojde. Tento ¢as sa uréi pomocou tzv. exponencidlneho ¢asovaca, ktory generuje nahodné
¢isla s exponencidlnym rozdelenim.

Po urceni casu a reakcie, ktora nastane, sa upravi pocet molekil kazdej zlozky v
modeli v stlade s reakénymi rovnicami a pokracuje sa dalsim krokom v simulacii. Postup
sa opakuje, kym nie je dosiahnuty stanoveny koniec simulécie.

Gillespieho algoritmus je velmi presnym nastrojom, ktory umoziuje simulovat aj zlo-
zité chemické reakcie s mnohymi medziproduktmi. Hlavnou vyhodou tohto algoritmu je
skuto¢nost, Ze nevyzaduje ziadne predpoklady o rozdeleni pravdepodobnosti ¢asu alebo
poc¢te molekul, ¢im umoznuje simulaciu stochastickych procesov aj v situaciach, kedy

klasické deterministické modely zlyhéavaja.
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Definicia 3.1. [10] Gillepsieho priama metdda

1.

2.

urcime si pociatocny cas (to =0, t € [0,T]) a pociatocny bod X = xy.

vypocitame hodnoty a;(X (t)), kde i € {1,2,...,m} a hodnotu ag =", a;(X(t))
ndhodne zvolime casovy posun z rozdelenia At ~ Explag(X)]

ak plati, Ze t + At > T, potom nepokracujeme v simuldcii, inak pokracujeme dalgim
krokom

ndhodne vyberieme cislo j € {1,2,....,m}. Takymto spésobom ziskam ndhodni reak-

ciu, ktord v danom céasovom okamiho nastane. Plati, Ze P(j = 1) = a1(X)/ao(X),

P(j =2) = ay(X)/ap(X), ..., P(j =m) = a,n(X)/ag(X)

vygenerovant reakciu j aplikujem, teda X (t+At) = X(t) +v;. Posuniem sa do casu
t + At a pokracujem krokom 2.
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4 Modelovanie priebehu Markovovskych procesov a ich

momentov

V tejto kapitole sa venujeme odvodeniu systému momentovych rovnic. V predchadzajicich
kapitolach sme uviedli teériu potrebnt k pochopeniu modelu a odvodili model pre mo-
menty Markovovskych procesov. Doposial predstaveny model si v tejto ¢asti ukdZzeme na
konkrétnom priklade. Model, ktory mozno opisat pomocou (11) méZe popisovat priebehy
chemickych reakcii, typy procesov vzniku a zaniku buniek, alebo iné procesy s Markovov-
skou vlastnotou. Analytické rieSenie je doplnené stochastickymi simulaciami a odhadom

momentov pomocou simulécii.

4.1 Model chemickej reakcie

Model, ktorym sa v tejto kapitole budeme zaoberat popisuje chemicku reakciu, v ktorej
budeme pozorovat dva typy zlucenin (ozna¢me si zluceniny A a B). Vedlajsie produkty
a pripadné iné typy zlacenin, ktoré by sa v roztoku mohli vyskytovat, ale ktoré zaroven
nepozorujeme, vyjadrime pomocou ().

Nech v pozorovanom roztoku mézu prebehnut nasledujice reakcie:

e v roztoku vznika zlucenina A s rychlostnou konstantou ky

e 7 jednej molekuly zliceniny A vznikd jedna molekula zli¢eniny B s rychlostnou

konStantou ks

e molekula zluc¢eniny B sa redukuje s rychlostnou konstantou ks
Chemické reakcie mozeme schématicky zapisat nasledovne:

04 A B By (20)

Nech z(t) = [A(t), B(t)]" je vektor mnoZstva pozorovanych zlicenin v ¢ase t. Vektory

popisujice zmenu molekul pri priebehu konkrétnych reakeif si:



Intenzity prechodu tychto reakcii su:

ar(z(t)) = k1 ax(z(t)) = kaA()  as(z(t) = ksB(t) (22)
Intenzity prechodu reakcii moézeme vSeobecne zapisat ako:

a; = o + & La(t),

pricom vektor o obsahuje rychlostné konstanty prislichajice ku konkrétnemu reak-

tantu danej reakcie.

Intenzity prechodu pre nas model potom vyzeraju nasledovne:

ae®) =k a@)=]k 0]c0)  aE®)=]0 k|o® (@3

Vseobecny vektorovy zapis pre intenzity prechodu Markovovho retazca je mozné za-

pisat maticovo ako:

d =ap+Cx(t) CeR™" beR", (24)

kde matica C je matica zostavené z vektorov .

Systém podla (24) pre nas konkrétny model je:

k1 0 0
At
al=101+|k 0 (25)
B(t)
0 0 ks

4.1.1 Vypocet momentov

Pre vypocet momentov strednej hodnoty a disperzie pouzijeme teoriu vyplyvajicu z pred-
chadzajicej kapitoly.
Pomocou (13) dospejeme k vypoc¢tu momentu strednej hodnoty. Vdaka linearnosti

problému moézeme tento moment zapisat formou (15). V nasom pripade teda:
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fla(t) = Ax(t) +0
=VCz(t) + Ve

= k?g 0 +
- 0 ]{33
—ko A(t) + k1

ko A(t) — ks B(1)

- 0 O k1

Kde matica C' a vektor o popisuju intenzity prechodu (24), matica V je matica

vektorov popisujicich zmenu molekul zlacenin (21).

Stacionarny bod najdeme pomocou (1.15), vdaka ¢omu dostavame stabilny bod pre

strednt hodnotu:

0 —koA(t) + k1
| ke A() — ks B()
AN =1 B - :—;

Pozrime sa na derivaciu disperzie podla (19):

dX T S T
S =ASzAT E[zi: vy a;(x(t))]

Pozrime sa blizsie na ¢len B> vv] a;(z(t))]:

E[Z viv] a;(x(t))] = sz‘viTE[ai(-’ﬂ(t))] = ZUiUiTaz‘(E[x(t)])

Vdaka staciondrnemu bodu strednej hodnoty (27) mézeme sucet séitat.
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i - 10 1 -1 00
E[> vl ai(x(t)] = ki + ko E(A(t)) + ks A(B(t))
p 00 -1 1 01
| kAt ko E(A(t)) —koE(A(1))
I —koE(A(t))  koE(A(L)) + ksE(B(t))
2k —ky
—ky 2k,
(28)
Diferencialna rovnica pre disperziu nasledne vyzeré nasledovne:
—ky 0 —ky kK 2k —k
cii_Z _ 2 S 2 k2 N 1 1
t ky  —ks 0 —k —kr 2k (20)
Z toho vyplyva vypocet stacionarneho bodu disperzie:
00 —ky 0 —ky k 2k —k
_ 2 Ry 2 2| 1 1
00 ko  —ks 0 —ks —ky 2k
[ &
=0 E(A(t 0
o e o] ] e )
0 2 0 E(B(t))

Pri vypocte si moézeme v8imnit, ze stacionarny bod disperzie vieme vyjadrit pomocou

stacionarneho bodu strednej hodnoty. Takyto vysledok nie je dielom nahody, ale plati pre

urcité typy modelov, ako napriklad pre model v tejto préci [4].

4.1.2 Modelovanie priebehu reakcii

V prvej Casti kapitoly sme sa venovali konkrétnemu prikladu modelu a podrobne ho po-

pisali. Pokracovali sme analytickym vypoc¢tom momentov modelu, nasli stacionarne roz-

delenie pre stredni hodnotu a disperziu skiumanych zlu¢enin A a B. Pomocou ziskanych

poznatkov mozeme nasledne prezentovat ziskané vysledky a demostrovat ich na priklade.

V tejto Casti sa preto budeme venovat modelovaniu priebehu chemickych reakcii. Na

modelovanie vyuzivame slobodny programovaci jazyk Python.
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Pri modelovani priebehu chemickej reakcie je doélezité poznat diferencidlne rovnice,
ktoré opisuji zmenu poc¢tu molekil v priebehu reakcie a pociatoéné mnozstvo molekul
zlucenin. Tieto rovnice mdézeme nésledne pouzit na vytvorenie matematického modelu
reakcie a simulaciu jeho priebehu.

Nech rychlostné koeficienty maja hodnoty: k; = 0.04, ks = 0.07, k3 = 0.03.

Na modelovanie momentov chemickej reakcie pouzivame diferencidlne rovnice pre
strednt hodnotu (26) a disperzie (29).

Pociatotné mnozstvo molekul zlicenin (v ¢ase t = 0) je: A(0) = 30, B(0) = 45.

40 -

30 A

20 1

10+

0 25 50 75 100 125 150 175 200
[

Obr. 5: Simulacia priebehu jednej reakcie

Na obrazku 5 vidime simuléciu priebehu jednej reakcie. Na simulaciu bol pouzity
Gillespieho algoritmus (3.1).

Zlucenina B vznika jedine rozpadom zluceniny A. Vidime, Ze mnozstvo molekil B
najprv narasta a neskor klesa. Pokial mame nejaké mnozstvo molekal A, v roztoku moze
prebiehat reakcia zmeny zluceniny A na zlaceninu B. Postupnym poklesom mnozstva
zluceniny A postupne klesa aj vznik zluc¢eniny B. Obidva typy zlucenin sa totiz s nejakou
pravdepodobnostou redukuj.

Pozrime sa na viacero simulacii reakcie. Na obrazku 6 vidime priebeh 100 simulacii
reakcii. Obrazok zaroven znazornuje empiricky ziskant strednti hodnotu a smerodajnu
odchylku v sledovanom ¢ase priebehu reakcie.

Porovnajme empiricky ziskané momenty s analytickym rieSenim, ktorému sme sa ve-

novali v teoretickej ¢asti. V nasom pripade ide o systém (26), (29). Obréazok 7 porovnéva

32



601 = E(A) empiricky

= E(B) empiricky
-=--- sm. odchylka A empiricky

i --=- sm. odchylka B empiricky
50 A Gilinell
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Obr. 6: Graf strednej hodnoty a smerodajnej odchylky chemickej reakcie na zaklade simulécif

analyticky vysledok vo¢i momentom ziskanym empiricky zo simulécii.

— E(A)
---- sm. odchylka A
e E(B)
- ---- sm. odchylka B
301 vf\a\ y
I \\ — E(A) empiricky
=== E(B) empiricky
-a.,::* "’\*\\ ---- sm. odchylka A empiricky
20 By | ---- sm. odchylka B empiricky
30 1
20 1
10 1
0 4
0 25 50 75 100 125 150 175 200
t

Obr. 7: Graf strednej hodnoty a smerodajnej odchylky chemickej reakcie na zaklade simulécii

a analytického vypoctu (50 simulécii)
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Vsimnime si, Ze na obrazkoch 6 a 7 st znazornené stredné hodnoty a nasledne smero-
dajné odchylky. Nasa sustava obsahuje vSak vyjadrenie diferencidlnej rovnice popisujice;j
disperziu. Plati vsak, Ze ak o2 je disperzia, potom ¢ je smerodajna odchylka. Obrazky v
praci zobrazuju smerodajné odchylky.

Reakcia nadalej prebieha az do pripadného minutia latky, z ktorej molekuly A vznikaja
alebo pokial nenastane iny dovod zastavenia reakcie. Pokial sa vSak reakcia z nejakého
externého dovodu neukondi, priemerné mnozstvo molekul v roztoku sa ¢asom stabilizuje

na hodnotach (27), ¢o v nasom pripade znamené, Zze

0,04 0,04
Alt) = Gg7 =0.5T14  B(t) = 57z = 1,333 (31)

4.2 Model rastu buniek

Dalsou moznou aplikiciou modelu moze byt simulécia rastu buniek. Modelovanie rastu
buniek pomocou matematickych modelov a simulécii je ¢asto vyuzivané v biologickych
a lekarskych vyskumoch. Tieto modely mo6zu byt pouzité na predpovedanie vyvoja a
spravania buniek v urc¢itych podmienkach, ¢im moézu pomoct vyskumnikom vyrazne usetrit
¢as a naklady. Presné pozorovanie buniek mdze byt ¢asto ¢asovo alebo financéne naroc¢né,
v niekotrych pripadoch dokonca nemozné a to napriklad v pripadoch, kedy sa bunky
meranim a skimanim ich vlastnosti ni¢ia [8]. Modely odhadujice spravanie sa buniek
preto zohravaju kIi¢ovu tlohu v biologickych a medicinskych oblastiach ako je napriklad
onkologia, kde vyvoj rakovinovych buniek je nevyhnutné monitorovat a presne sledovat.

Dalsou vyhodou pouzitia matematického modelu je, Ze moze byt pouzity pri odhado-
vani buduceho vyvoja rastu a populacie buniek a urcit optimélne podmienky pre rast a
mnoZzenie buniek. Prikladom méze byt medicinsky vyskum, kde sa mdze pouzit simulacia
na testovanie novych liekov na bunkach, aby sa zistilo, aky vplyv bude mat dany liek na
ich rast a prezitie.

Vdaka matematickému modelovaniu a simuléciam rastu buniek mézu byt vysledky
vyskumu presnejSie a overitelnejsie, a to aj v pripade, ked meranie populacie buniek by
bolo zlozité alebo naroc¢né.

Predstavme si teda situaciu zostavenu z rastu dvoch typov buniek X a Y. V kazdej

bunke moézu nastat dva typy procesov:
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e bunka sa rozmnozi bunkovym delenim - rozdelenim materskej bunky vznikaji dve

nové dcérske bunky
e bunka mdZze zmenit svoj typ na druhy typ bunky.

Predpokladajme, Ze bunky sa mozu delif alebo menit svoj typ bez ohladu na dlzku

svojej existencie [8].

Obr. 8: Schéma procesov buniek

Obrazok A.14 popisuje spravanie sa buniek. Rychlostna konstanta r; popisuje prav-
depodobnost bunkového delenia buniek X. Podobne, rychlostna konstanta ro pre bunky
typu Y. Konstanty k; a ks popisuji prechody medzi bunkovymi stavmi, k; zmenu buniek
typu X a bunky typu Y, konstanta k, naopak.

Takyto model pozostava jedine z mnozenia alebo zmeny typu buniek. Obidva typy
buniek maju rovnaké moznosti spravania sa. Taktiez si mozeme vSimnut, Ze vo vysSie
popisanom systéme bunky nijakym spdsobom nezanikaji, ich pocet sa pocas celi dobu
sledovania nemeni alebo narasta.

Takato situacia nema stabilny pevny bod. Mnozstvo buniek exponencialne rastie pocas
celého cCasu sledovania a v priebehu ¢asu narastda az do nekonecna. Modelujeme vyvoj
populéacie buniek teda na urc¢itom casovom useku.

Napriek tomu, Ze model rastu buniek moze posobit odlisne, je ho taktiez mozné zapisat
doteraz uvadzanou schémou rovnako, ako pri priklade chemickych reakcii. Zo schémy na

obrazku A.14 vieme teda prejst k zapisu:

X52x vy B2y X3HyYy Y 3BX (32)
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Rovnice pre vypocet momentov potom si:

0 . dF . —lifl k’g X(t) n T1

0 dt k?l —kg Y(t) T2

0 —k kK —k kK
_ @ _ 1 2 S 1 1

0 dt ki —ky ky —ky

T —|— l{}lEQ (X) —I— k?QE()(Y) —k’lEo(X) — kgEo(Y) (33)
9
—k’lED(X) — k’gEo(Y) T2 —|— l{?lEo(X) —I— ]{,’QEQ(Y)
kde Ey(X) je stacionarny bod strednej hodnoty pre molekuly typu X a Eo(Y) je

stacionarny bod strednej hodnoty pre molekuly typu Y.

45
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Obr. 9: Simulacia rastu buniek

Pozrime sa na samotny priebeh rastu buniek. Empiricka strednii hodnotu a disper-
ziu odhadnutu na zaklade simulacii moézeme vidiet na obrazku 10, ktory zachytava 100
simulacii priebehov rastu buniek. Vidime, Ze narast buniek X je vyraznejsi. Takyto vy-
sledok koresponduje s vyberom konstéant. Schopnost delit sa maju v tomto modeli obidva
typy buniek rovnaku. Moézeme povedat, Ze sa delia s rovnakou intenzitou. Ich schopnost
prechadzat na bunky opa¢ného typu mé ale odlisna intenzitu. Kedze ki < ks, vysledkom
tohto vztahu medzi rychlostnymi konstantami je, Ze bunky typu X maji mensiu prav-
depodobnost prechodu na bunky typu Y. Vzhladom na rovnaké konstanty r; = ro, ich
delenie je rovnaké, z ¢oho ndm vyplyva, ze narast buniek typu X by mal byt vyraznejsi.

Takyto vysledok demostruji aj simulacie.
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Obr. 10: Graf strednej hodnoty a smerodajnej odchylky rastu buniek na zéklade 100 simulacii

---sm. odchylka X 4
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Obr. 11: Graf strednej hodnoty a smerodajnej odchylky rastu buniek ziskanej analyticky

Porovnajme vysledky ziskané zo simulacii s analyticky ziskanymi vysledkami. Na ob-
razku 12 mozeme vidiet toto porovnanie pri réznom mnozstve simulacii. Pri vy$Som mnoz-

stve simulacii ndm narasta presnost a empirické rieSenie sa priblizuje k analytickému.

Ziskanie analytického modelu mézeme vnimat ako tazsiu cestu k ziskaniu vysledkov,
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Obr. 12: Graf strednej hodnoty a smerodajnej odchylky rastu buniek ziskanej na zéklade 30

(vlavo) a 150 (vpravo) simulécii
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Obr. 13: Graf strednej hodnoty a smerodajnej odchylky rastu buniek ziskanej na zéklade 10

000 simulécii

vzhladom na jeho vysSiu naro¢nost v snahe vyjadrit zavislosti matematicky. Jeho vyhodou
vSak je jeho presnost, a rychlost vypoctu. V pripadne vSeobecne zostrojenych modelov
s viacerymi moznymi aplikdciami je mozné uz skonstruovany model vyuzivat dalej na
roznych prikladoch Markovovskych procesov.

Modely chemickej reakcie alebo rastu buniek st prikladmi aplikicii modelov diferen-
cialnych rovnic zostavenych na zaklade Markovovskych procesov. Samotna aplikidcia moze

byt samozrejme rozsirena o iné priklady pouzitia. Vyhodou nami pouzivaného modelu je
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tiez jeho jednoduché prisposobenie v pripade zmeny dynamiky reakcii, pri pridani, odo-
brani alebo zmeny reakcii v modeli, pri zmene mnozstva druhov pozorovanych latok a
podobne.

V praxi moézu najst vyuzitie pri snahe odhadnit priebeh a vysledok Markovovskych
procesov, ktory by inak mohlo byt naro¢né, nakladné alebo ¢asovo zatazujuce skimat
exaktne. Pri spravnej volbe modelu, vhodnosti jeho parametrov a jeho obsirnosti mézu
byt modely zostavené z diferencidlnych rovnic uzito¢nym nastrojom na popis udalosti v

realnom svete.
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Zaver

V diplomovej praci sme sa venovali téme momentov Markovovskych procesov, uviedli
sme nutna teériu na ich pochopenie, ktort sme nésledne aplikovali na priklade priebehu
chemickych reakcii a rastu buniek. Cielom prace bolo pribliZit tématiku takzvanych mo-
mentovych rovnic Markovovskych procesov, venovat sa problematike numerického a sym-
bolického riesenia algebraickych a diferencialnych rovnic s implementéciou v slobodnom
jazyku Python. Ciel povazujeme za splneny, pricom v prvych kapitolach uvadzame te-
oriu a nasledne model momentov Markovovskych procesov, ktory doplitame prikladom z
praxe. Vysledky prezentujeme pomocou algebraickych vypoctov, a vypoctov zhotovenych
pomocou programovacieho jazyka Python v poslednej kapitole.

V kapitole 1 sme si uviedli zdkladné poznatky z teérie ndhodnych procesov, Markovov-
skych procesov a tedrie diferencidlnych rovnic v ¢asti. Uviedli sme definicie nevyhnutné
pre pochopenie prace a to definicie ndhodnych procesov (1.1) a Markovovskych procesov
(1.8), zakladné poznatky z oblasti diferencialnych rovnic (1.3). Obsahom kapitoly bol ma-
tematicky zaklad potrebny na porozumenie problematiky a samotnému modelu, na ktory
je praca zamerana. Uvadzame vSak aj iné priklady vyuzitia Markovovskych procesov v
roznych oblastiach vedy.

V druhej kapitole sa venujeme samotnému matematickému modelu chemickych reakeii.
Model je podrobne popisany a nasledne skimany. Od schématického oznacenia (3) pre-
chadza k exaktnym matematickym odvodeniam pre momentové rovnice Markovovskych
procesov (13), (19). Uvadzame diferencidlnu Chapman-Kolmogorovovu rovnicu chemic-
kej reakcie (11). Ako priklad uvazujeme jedint chemickiu reakciu s jednou pozorovanou
zluceninou, ktorého priklad graficky zobrazujeme na obrazku 4 a néasledne jeho rozsirenie
na model obsahujuci viacero chemickych reakcii a pozorovanych zlac¢enin (10). Model je
uvedeny vSeobecne a je mozné ho aplikovat na rézne druhy matematickych problémov.

Tretia kapitola je teoretickou kapitolou, ktora uvadza Gillespieho algoritmus ako me-
todu na vytvaranie simulacii Markovovskych retazcov a ktort nasledne pouzivame v dalsej
kapitole v snahe pribliZit problematiku, ktorej sa venujeme. Hovorime o jeho vyuziti najméa
v prirodnych vedach a uvadzame jeho definiciu (3.1).

Stvrta kapitola demonstruje model na konkrétnych prikladoch. Uvadza modely v si-

lade s predchadzajucimi kapitolami.
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V prvom pripade sa venuje modelu chemickych reakcii, kde uvadza konkrétny model,
analyticky vypocet jeho momentov (26) a (29) pomocou teérie diferencialnych rovnic. Uvéa-
dza stabilny bod systému (27), (30). RieSenie je doplnené grafickymi vystupmi riesenymi
v programovacom jazyku Python. Obsahuje zobrazenia simulacii priebehov chemickych
reakcif alebo rastu buniek a numerické rieSenia momentovych rovnic pre tieto modely. Na
obrazkoch 7 a 11 modeluje momenty procesu ziskané pomocou analytického riesenia. Zis-
kané vysledky nasledne porovnava s momentami strednej hodnoty a disperzie (respektive
smerodajnej odchylky) ziskanej na zaklade simulécii generovanych pomocou Gillespieho

algoritmu, ktoré mozeme vidiet na obrazku 12 a 13.
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Priloha

Na znazornenie vysledkov a numerické rieSenia zobrazené v praci sme pouzivali kod zo-
staveny v slobodnom programovacom jazyku Python. Prikladdme kéd a nastavenie pre
spominané modely uvedené v kapitole 4, teda model rastu buniek 4.2 a model chemickej

reakcie 4.1.

Obr. A.14: Inicializacia modelu rastu buniek

Program na modelovanie Markovovskych momentov, konkrétne model chemickych re-

akeii:
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numpy np
scipy Sp
matplotlib.pyplot plt

scipy.integrate odeint
statistics st

cas =
krok =

t = np.linspace ( cas
time dim = (t)

x0 = np.array ([ 1)

dim x = (x0)
DO = np.zeros (( dim x ** ))

vektor0 = np.array(x0.tolist () + DO.flatten().tolist())
(vektor0)

k = np.array ([

= np.array ([k[0]

np.array ([ [ =
.array ([ [
.dot (V, C)
.dot (V, dO)

]

legenda = [
legenda prvkov
paleta = [
paleta sim = [

model (t, vektor) :

M = vektor[0: (dim x) ]

D = vektor[dim x: ((dim x) + dim x **
D = D.reshape(dim x, dim x)

np.dot (V, d0) + np.dot (np.dot (V




a = np.zeros ((dim V ))

suma = np.zeros ((dim x, dim x))
i range (dim V) :
A VA i] .reshape (dim x )
v.T=V[: i] .reshape ( dim x)
ali] = dO0[i] + np.dot(C[i :] M)
suma = suma + (af[i] * np.dot(v, v T))

DD = np.dot (A, D) + np.dot (D, A.transpose()) t+ suma
DD = DD.reshape (dim x ** ) .flatten ()

vektor out = np.array(E.tolist() + DD.flatten().tolist())

vektor out

stacionar () :
E stac = sp.linalg.solve (A, - Db)

a = np.zeros((dim V ) )

suma = np.zeros ((dim x, dim x))

i range (dim V) :

v Vi[: i] .reshape (dim x )
v =

a

Vi[: i].reshape ( dim x)
[i] = dO[1i] + np.dot(C[i 3]
suma = suma + (a[i] * np.dot (v

DD stac = sp.linalg.solve continuous lyapunov (A, - suma)
DD stac = DD stac.reshape(dim x ** ) .flatten ()

stac body = np.array(E stac.tolist() + DD stac.flatten().tolist())
print (a)
stac_body

result = odeint (model vektor0O, t, tfirst=

print

print (stacionar ())
print )
print (result)

grafy () :
i range (dim__
plt.plot (t[1l:]
label=legenda[i])
plt.plot(t[l:], result[l:, i] + np.sgrt((result[l: (1+1) * dim x +
(1) 1)) linewidth= label=legenda[dim x + 1i])
plt.plot (t[1:] result[1l: i] - np.sqgrt((result[l: (i+1) * dim x +
(1)1)) linewidth= )
plt.xlabel ( )
plt.legend(legenda)

i], color = paleta[i], linewidth=




graf XY (X,Y):

plt.plot (X, Y)

plt.xlabel (legenda prvkov([0])
plt.ylabel (legenda prvkov([1])
plt.show ()

cmarkov (S, d0, C, x0, iter max=np.inf):
it QUi =
X _cur x0
iter =
t index =
S.shape[0]
S.shape[1]
= np.zeros((M, len(t)))
t cur < t[-1] iter <= iter max:
rate = np.sum(d0 + np.dot (C,x cur))
rate >
t cur += np.random.exponential ( /rate)
J = np.random.choice (N p=(d0 + np.dot (C,x cur)) /rate)

t cur np.inf
J

t index < len(t) t[t index] < t cur:
X[ t index] = x cur
t index +=

X cur += S[: Jjl.flatten ()
iter +=

cmarkovsample (K, S, d0, C, x0, iter max=np.inf):
sam = np.zeros ((S.shape[0]

k range (K) :

X = cmarkov (S, d0, C

i range (dim x) :

plt.plot (t[1:] X [ g linewidth=
plt.xlabel ( )
.show ()

Sam

X = cmarkov(Vv, d0, C x0)
fig, axs = plt.subplots(dim x
i range (dim_x) :
axs[i] .plot(t[1l:] x[1 2 label=legenda prvkov[i] color =
paletal[i])
axs[i].set title(legenda prvkov[i])
plt.show ()

[1 2 linewidth= color = paletali]
i])
legenda prvkov[i])

i range (dim_x)
plt.plot(t[l:], x
label=legenda prvkov|
axs[i].set title(




grafy priebehy (K, momenty, empiricky, sim):
priebehy = np.zeros ((K time dim * dim x))
i range (1,K) :
X = cmarkov(V, dO0, C 1)

priebehy[i, :] = x.flatten()
sim ==1:
i range (dim_ x) :
plt.plot (t[1:] xX[1 g color=paleta[dim x + 1]

axs[i] .set title(legenda prvkov[i])
plt.xlabel ( )

momenty ==
grafy ()

empiricky ==
stred h = np.zero
odchylka

s((dim x, time dim))
np.zeros ((dim x, time dim))

range (time dim) :
J range (dim_x) :
priemer = st.mean (priebehy[1l: (J*time dim) + 1i])
smer odch = np.float64 (st.stdev(priebehy[1l: (J*time dim) +

stred h[j][i] = priemer
odchylka[J] [1i] = smer odch
print ( )
print (stred h)

J range (dim_x) :
plt.plot (t[1l:] stred h[j][1: color=paleta sim[]]
linewidth= label=legendal[]j] + )
plt.plot(t[1l:] stred h[j][1l:] + odchylka[j][1:]
color=paleta sim[j], linestyle= linewidth=
label= + legendal]j
plt.plot(t[1l:] stred h[j][1:] - odchylkal
color=paleta sim[j], linestyle= linewidth=
plt.legend()
plt.show()

+
[1:]

]
J]
)

dim x ==2:
graf XY (result[1l: result |

grafy priebehy ( momenty = empiricky =
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