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Abstrakt v statnom jazyku

JANKOLA, Juraj: Optimalizdcia vodnych elektrarni Vazskej kaskddy v kratkodobom
horizonte [Diplomova préca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,

fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; skolitel: doc. RNDr.
Zuzana Chladna, Dr., Bratislava, 2023, 57 s.

.....

dolezitejsia vyroba elektrickej energie z obnovitelnych zdrojov. Jednym z producentov
obnovitelnej energie s aj vodné elektrarne. V nasej praci sa budeme venovat optimaliza-
cii prevadzky vodnych elektrarni na Vazskej kaskade. Optimalizovat prevadzku znamena
urcit také nasadenie generatorov pre kazdu elektraren v kazdej hodine dna, ktoré ndm
prinesie najvacsi zisk s ohladom na ich vzajomné prepojenie a technické obmedzenia. Zisk
je generovany predajom elektriny na spotovom trhu. Ulohu sme formulovali ako tlohu Mi-
xed Integer Linear Programming (MILP) a ako Mixed Integer Quadratically Constrained
Programming (MIQCP). Hlavnym cielom tejto préace bolo najst najlepsi sposob apro-
ximacie nelinearnej funkcie vykonu jednotlivych elektrarni, ktorda produkuje elektricka
energiu. V zavere prace sme zhodnotili pouzité pristupy z hladiska rychlosti a presnosti

optimalizacie.

KlItcové slova: Vodna elektraren, optimalizacia prevadzky, aproximacia funkcie

viacerych premennych, MILP, MIQCP



Abstract

JANKOLA, Juraj: Short term optimization of Véh river hydropower plants [Master The-
sis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-
tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Zuzana
Chladna, Dr., Bratislava, 2023, 57 s.

The need for renewable energy production rises in times of high energy prices and
decrease in usage of fossil fuels. One of the biggest producers of renewable energy are
hydropower plants. Our work will be centred around Vah river-chain optimization. The
goal of optimization is to determine a commitment of generators in every hour for every
hydropower plant in a way that maximizes our profit with regard to their interconnection
and technical limitations. Our profit comes from selling the energy at the spot market.
The optimization problem was defined as a Mixed Integer Linear Programming (MILP)
problem and as a Mixed Integer Quadratically Constrained Programming (MIQCP) prob-
lem. The main goal of this work was to find the best way to approximate the non-linear
energy production function. In the end we evaluated all the approaches from speed and

precision aspect.

Keywords: Hydropower plants, unit-commitment problem, multi-variable function

approximation, MILP, MIQCP



Obsah
Uvod

1 Model Vazskej kaskady
1.1 Matematicky model Vazskej kaskddy . . . . . .. .. .. ... .
1.2 Modelovanie vykonu v priestore spadu a prietoku . . . . .. .. ... ...
1.3 Modelovanie vykonu v priestore prietoku a objemu hornej a dolnej nadrze .
1.4  Technické obmedzenia . . . . . . .. .. .. ... o
1.4.1 Generdtory . . . . . . ...
1.4.2 Jalové prietoky . . . . ...
1.4.3 Dotokové Casy . . . . . ...

2 Typy optimalizac¢nych tloh
2.1 Linedrne programovanie . . . . . . . . . . . ...
2.2 Uloha zmiesaného celo¢iselného linedrneho programovania . . . . . . . . .
221 Formuldcia . . . . . . . ..
2.2.2 Metody optimalizacie . . . . . . . ... oL
2.3 MIQCP . . . e

3 Spobsoby aproximacie
3.1 Linedrna regresia . . . . . . . . ...
3.2 Jednorozmerna po castiach linedarna aproximacia . . . . . . . .. ... ...
3.3 Trojuholnikova metoda . . . . . . . ...
3.4  Trojuholnikova metoda s vyuzitim Delaunay triangulacie . . . . . . . . ..
3.4.1 Delaunay trianguldcia . . . . . . .. .. o000
3.4.2  MILP ohranicenia k Delaunay triangulacii . . . . . . ... ... ..
3.4.3 Spodsob vyberubodov . . . .. ..o
3.5 Obdlznikovd metéda . . . . . ... L

4 Porovnanie modelov
4.1 Model v priestore spadu a prietoku s kvadratickou aproximaciou . . . . . .
4.2 Model v priestore spadu a objemu hornej a dolnej hladiny s kvadratickou

AproXimaciou . . . . . . . ...



4.3
4.4

4.5
4.6

4.7

Model v priestore spadu a prietoku s pouzitim trojuholnikovej metody . . .
Model v priestore spadu a objemu hornej a dolnej nadrze s pouzitim troj-
uholnikovej metody . . . . . ..o
Model v priestore spadu a prietoku s pouzitim Delaunay triangulacie
Model v priestore spadu a objemu hornej a dolnej nadrze s pouzitim troj-
uholnikovej metody s Delaunay triangulaciou . . . . . . . .. ... ... ..

Porovnanie modelov . . . . ..

5 Porovnanie s prevadzkovym modelom Slovenskych elektrarni

5.1
5.2

Zaver

Porovnanie troch modelov . . . . . . . . ... L
Zhodnotenie modelu v priestore spadu a objemu hornych a dolnych hladin

s trojuholnikovou aproximaciou . . . . . . .. ... ...

Zoznam pouzitej literattury

41

43
45

46
48

50
20

53

54

56



Uvod

Vodné elektrarne st najvacsim zdrojom obnovitelnej elektrickej energie na Slovensku [13].
Na rozdiel od ostatnych obnovitelnych zdrojov elektrickej energie, akymi sii veterné a
solarne elektrarne, je vyroba elektrickej energie vo vodnej elektrarni flexibilnéd a dispaco-
vatelnd. Pod pojmom dispacovatelnd rozumieme schopnost prisposobit vyrobu elektriny
pocas radovo desiatok sekind a tym vyrovnat vykyvy v sieti sposobené napriklad solér-
nymi alebo veternymi elektrarnami. S vynimkou extrémnych situécii (napr. dlhotrvajice
sucho, ¢i nepredvidatelnd porucha), flexibilita vo vyrobe umoznuje reagovat aj na zmeny
vo vyvoji spotovych cien na trhu s elektrinou a to bez ohladu na pocasie. Flexibilita vo
vyrobe vytvara priestor pre optimalizaciu vyroby s cielom dosiahnut ¢o najvacsi zisk z
predaja elektrickej energie.

Optimalizacii prevadzky vodnych elektrarni na Vazskej kaskade sa venovanlo uz nie-
kolko prac. Praca [14] sa venovala optimalizicii precerpavacej vodnej elektrarne Cierny
Vah. Téato elektraren vsak nie je sicastou nami optimalizovanej siete vodnych elektrarni.
Optimalizdcii vodnej elektrarne Kralova sa venovala préca [15]. V tejto préaci vSak islo o
optimalizaciu jedinej elektrarne bez prepojenia s celou Vazskou kaskadou. Hydraulickému
vyskumu na vodnych elektrarnach Vazskej kaskady sa venovala praca [4]. Technickému
popisu a matematickému modelovaniu jednotlivych elektrarni Vazskej kaskady sa veno-
vala praca [3].

Mnozstvo vyrobenej elektrickej energie (v MWh) priamo zavisi od objemu vody, ktora
pretecie elektrarnou a spadu, teda rozdielu hornej a dolnej hladiny prislichajicej danej
elektrarni. Presny matematicky vzfah zachytavajuci zavislost vyroby elektrickej energie
od spadu a prietoku je mozné reprezentovat empiricky odmeranou nelinearnou funkciou,
ktora je rozna pre kazdu elektraren. Presny vztah je uvedeny v [3].

Z matematického hladiska riadenie prevadzky vodnej elektrarne je mozné primarne
povazovat za tlohu optimalneho riadenia. V pripade Vazskej kaskady je tento pristup
nepouzitelny z dovodu velkého poctu premennych vstupujicich do optimalizacného mo-
delu. Pri takomto rozmere by riesenie tlohy Standardnymi met6édami optimalneho riadenia
trvalo prilis dlho pre praktické pouzitie. Velky rozmer ulohy je dany poctom elektrarni
Viézskej kaskady. Dalsf faktor, ktory vyrazne zvicsuje rozmer danej tlohy, je optimali-

zacia po hodinach v ramci celého dna. Pévodny problém sme preto upravili do tvaru



tlohy celoc¢iselného zmiesaného linearneho programovania (MILP), resp. tlohy celo¢isel-
ného zmiesaného programovania s kvadratickymi ohrani¢eniami (MIQCP). Formulacia v
takomto tvare umoznuje vyuzit sofistikované numerické pristupy, s vyuzitim ktorych je
mozné najst riesenie aj pre ulohu s velkym poc¢tom premennych v pozadovanom case.
Pri tomto pristupe sme vSak obmedzeni poziadavkou, aby vsetky ohranicenia a tcelova
funkcia boli reprezentované linearnou, resp. kvadratickou funkciou.

Praca je rozdelena do piatich kapitol. V prvej kapitole predstavime matematicky mo-
del Vazskej kaskady a popiseme technické obmedzenia, ktoré je nutné pri optimalizacii
zohladnif. V druhej kapitole uvedieme formuléciu tlohy MILP, resp. MIQCP a strucne
charakterizujeme postupy pouzivané solverom Gurobi na najdenie optimélneho riesenia.
Tretia kapitola prinasa prehlad roznych typov aproximécii pouzitych pri numerickom rie-
Seni problému stanovenia optiméalnej prevadzky vodnych elektrarni. V stvrtej kapitole po-
stupne popiseme 6 optimalizacnych modelov Vazskej kaskady, ktoré sme navrhli. Vysvet-
lime, aké typy aproximacii v nich boli pouzité. Nasledne predstavené modely podrobime
numerickej analyze. Na zaklade porovnania rychlosti a presnosti vypoc¢tu na vybranom ob-
chodovacom dni vyberieme najlepsie tri modely. V piatej kapitole numericky porovname
tieto modely s realnym prevadzkovym modelom momentéalne pouzivanym v Slovenskych
elektrarnach na viacerych dnoch. Nakoniec najlepsi z tychto troch modelov porovname
s prevadzkovym modelom na dalsich 30 dnoch. V zavere prace uvedieme mozné budice

rozsirenia modelu.



1 Model Vazskej kaskady

Véazska kaskada sa skladd z 22 elektrarni. Ich celkovy instalovany vykon je 1515 MW.
Nasim cielom je optimalizovat prevadzku vsetkych elektrarni sicasne. Na zaciatku tejto
kapitoly predstavime model na stanovenie optiméalnej prevadzky vodnych elektrarni Va-
zskej kaskady.

Prevadzku vodnych elektrarni Vazskej kaskady, ktora patri pod spravu Slovenskych
elektrarni, je potrebné optimalizovat tak, aby sa maximalizoval zisk z predaja vyrobenej
elektrickej energie. V nasich modeloch budeme predpokladat, ze cena (price;), za ktori
vyrobenu elektrinu preddavame, je vopred zndma (dostatoc¢ne presne odhadnutd) pre kaz-
da hodinu ¢, (t = 0,...,23), daného dna. Objem elektriny, ktory budeme predavat, je
dany sumarnym vykonom vsetkych elektrarni. Vykon P, , elektrarne p v hodine ¢ mozeme
modelovat dvomi sposobmi. V nasledujicich castiach predstavime dva modelovacie pri-
stupy. V prvom z nich (Cast 1.2) vykon elektrarne popiSeme ako funkciu spadu a prietoku.
Alternativne vieme vykon vyjadrif ako funkciu objemov hornych a dolnych nadrzi a prie-
toku. Tento pristup pouzijeme v druhom modeli (¢ast 1.3). Pri optimalizécii prevadzky
Vazskej kaskaddy je potrebné zohladnit viaceré prevadzkové a technické obmedzenia. V
neposlednom rade je potrebné zohladnit vzajomnu previazanost a sislednost jednotlivych
elektrarni vyplyvajicu zo zdielania rovnakého vodného toku, na ktorom st postavené.
Elektrarne sa navzajom ovplyvnuju tym, kolko vody pretecie cez jednu elektraren a even-
tualne sa dostane do druhej. Tento vztah a aj dalsie dolezité technické obmedzenia popi-
seme v druhej casti tejto kapitoly. Slovenské elektrarne na Vazskej kaskade poskytuju aj

podporné sluzby, ktoré sme vsak do modelov nezahrnuli.

1.1 Matematicky model Vazskej kaskady

Ako sme uviedli, problém riadenia prevadzky Vézskej kaskady je tlohou dynamického

programovania. Presnejsie, ide o lohu v nasledujicom tvare:
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T—1 plant—1 T—1 plant—1

max > Y pricelP, — Y Y qspill_pen; ,Q_spill_plant,, (1)

t=0 p=0 t=0 p=0
T—1res—1

— Z Z spill_peny . (Q_spilly , — out flows_bioy )
t=0 r=0
T—1gen—1

— Z Z tg_startup_cost, TG _startup; g
t=0 g=0

za podmienok:

Fy(Qy, H.
P, = 1(Qup, Hiy) t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1 (2)

Fo(Qup, HHV, ,, DHV, )
Vierr = Vir + 2(— ;”jf — Q-spilly, +infly, + Qi”r) (3)
t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1,res = 0,..,res-1

Vor =vo, 1=0,..,1e5-1 (4)
1 ak Tthmin(min,TG,up,time,t),g =1
1 ak TGy 4 =1 a TG _shutdown; 4, = 0
TGig=1{ 1 ak TGy_1, =0 a TG_startup;, = 1 (5)
0 ak T'Gy_14 =0 a TG_shutup;; =0
0 ak T'Gy_14 =1 a TG_shutdown, ; = 1

t=1,..,T-1; g=0,..,gen-1

1 ak T'G_startupy, = 1

TGy, = g=0,..,gen-1 (6)
0 inak
0=TG_ startup, 4 ak TGy =1 t=0,..,T-1, g=0,..,gen-1 (7)
0 = TG _shutdown; , ak TGy, =0 t=0,..,1-1, g=0,..,gen-1 (8)
lastTGyp
Qrp < Z TGygqtg)y”  1=0,..,T-1; p=0,..,plant-1 (9)
g=firstT'Gp
lastTGyp .
Qrp > Z TGyyqtg),"  1=0,..,T-1; p=0,..,plant-1 (10)
g=firstI'Gp

?’Zt = Qup + Q-spill_plant,,, t=0,..,T-1; r=0,..,res-1, p pre elektraren (11)

pod nadrzou r

11



out + F3(Q_spill.,) akr e SK w.dela
Qe — § G I apill) ’ 2

2 4 Qspilly, inak
t=0,..,7-1; r= 0,..,res-1, 7=0,..,t
. Fy(Q del,,) akr € res.w_delay
tr4+1 — . (13)
Q" _dely, inak
t=0,..,T-1; r=0,..,res-2, 7=0,..,t
Qrp + Q-spill_plant,, = Q1 + Q-spill_plant, 1 (14)

t=0,..,T-1; p € canal_scheme

T-1

> QU T < max_avg-out, r=0,..,res-1 (15)
t=0
T-1

ijﬁt/T > min_avg_out, 1=0,..,1€8-1 (16)
t=0

q;“ff > |Qrp — Quorp|  t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1
¢ _canal, > Qi + Q-spill_plant,, t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1
Vi, € (Vmin ymaeey =g . T-1; r=0,..,res-1

Qup € {0 U(Q)™, Q") t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1
pP,,e{0}U (P;”m, Py t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1

Vi € (Vin ymary () . T-1; r=0,..,res-1

Vzhladom na vicsi rozsah parametrov a premennych v modeli uvadzame prehlad a
popis vstupnych parametrov v Tabulke 1, pouzitych stavovych premennych v Tabulke 2 a
pouzitych riadiacich premennych v Tabulke 3. V tcelovej funkcii (1) maximalizujeme zisk
z prevadzky vsetkych elektrarni p = 0,..., plant — 1 pocas fixného ¢asového horizontu
24 hodin. Prijem z vyroby elektrickej energie je dany stic¢inom ceny (price;) a vykonu
(P:p) elektrarne p v ¢ase t v kazdej hodine diia. Naklady na prevadzku zahfnaji pokutu
za jalové prietoky (q-spill_pen,) a odtoky(spill_pen,) a naklady na zapnutie generatora
(tg_startup_cost,). Riadenie prevadzky spociva v rozhodnuti o velkosti prietoku (Q; ,),vel-
kosti jalového odtoku (Q_spill,,), jalového prietoku (Q)_spill_plant,,) a pocte zapnutych
generatorov pre kazdu elektrarenn a kazdu hodinu dna. Stavovd premennd V;, oznacuje

objem néadrze r v ¢ase t. Ohranicenie (3) vyjadruje zmenu objemu nadrze za jednu ho-

12



Nazov parametra | Rozmer Strucny popis

T 1x1 ¢asovy usek, na ktorom optimalizujeme (24h)
plant 1x1 pocet elektrarni (22)

res 1x1 pocet nadrzi (12)

gen 1x1 pocet generatorov (52)

2 I1x1 prevod zo sekiind na hodiny (3600)

price T x1 cena za MWh vyrobenej elektrickej energie
spill_pen T X res pokuta za jalovy prietok a odtok

out flows_bio T X res nutné biologické odtoky

tg_startup_cost gen X 1 cena zapnutia generatora

min_ TG _uptime | gen x 1 minimalny ¢as behu generdtora

firstTG plant X 1 | poradové ¢isla prvych generatorov jedn. elektrarni
lastTG plant X 1 | poradové ¢isla poslednych generatorov jedn. elektrarni
nfl T X res pritoky z vedlajsich tokov, dazda
min_avg_out res x 1 miniméalne priemerné odtoky

max_avg_out res x 1 maximalne priemerné odtoky

q"* _canal px1 maximalny tok kanalom

qtt plant X 1 | maximalna zmena prietoku cez elektraren

Vg res x 1 pociatocny objem v nadrzi

yymaz jmin res x 1 maximalny a minimalny koncovy objem
Qmar Qmin T x plant | maximéalny a minimalny prietok elektrarnou
pmaz  pmin T X plant | maximéalny a minimalny vykon elektrarne
ymaz jmin T X res maximalny a minimalny objem nadrze

Hmaz  pmin T x plant | maximalny a minimalny spad

qtgme, qtg™n T x gen maximalny a minimalny prietok generatorom

Tabulka 1: Vstupné parametre modelu

13




Néazov stavovej premennej | Rozmer Strucny popis

P T x plant | vykon

H T X plant | spad

V T x plant | objem nadrze

Qout T X res sumarny odtok z nadrze do kanala
sucet odtoku z nadrze do kanala

Q" _del T X res s oneskorenym jalovym odtokom

Qi T x res sumarny pritok do nadrze

HH T x plant | vyska hornej hladiny

DH T x plant | vyska dolnej hladiny

HHV T x plant | objem hornej nadrze

DHV T x plant | objem dolnej nadrze

TG T x gen | stav generatora (l-zapnuty, O-vypnuty)

Tabulka 2: Stavové premenné

Néazov riadiacej premennej | Rozmer Strucny popis

Q T x plant | prietok
Q_spill_plant T x plant | jalovy prietok
Q_spill T X res jalovy odtok

TG _starup T x gen | zapnutie generatora
TG _shutdown T x gen | vypnutie generatora

Tabulka 3: Riadiace premenné
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dinu. Parameter z zabezpecuje prevod sekund na hodiny, kedZe prietok @), je v jed-
notkdch m3s~!. V ohraniceni (3) eSte vystupuje parameter infl;, oznacujici pritoky z
roznych prirodzenych vedlajsich tokov a premenna Qfﬂ, reprezentujica objem vody, ktory
dotecie do nadrze r v Case t. Parameter vy, oznacuje pociatocny objem vody v nadrzi
r = 0,.,res — 1. Kazd4 elektraren sa skladd z dvoch az troch generatorov (Liptovska
Mara zo styroch, ale je rozdelend v modeli na dve osobitné elektrarne). Stavova premennd
TG, 4 hovori o tom, ¢i je generator g zapnuty (I'G,, = 1), resp. vypnuty (I'G, =0) v
¢ase t. Ohranicenia (5) a (6) nam hovoria, ¢i je generator g zapnuty v Case t. V tychto
ohrani¢eniach dalej vystupuje parameter min_T'G_up_time, vyjadrujici minimalny cas,
ktory musi generdtor ostat zapnuty. Bindrne riadiace premenné T'G _startup; 4 = 1, resp.
TG _shutdown,, = 1 vyjadruju, ¢i sme generdtor g v ¢ase t zapli, resp. vypli. Ohranice-
nia (7) a (8) ndm zabezpecuju, aby sme nezapinali zapnuty generator alebo nevypinali
vypnuty generator. Ohranicenia (9) a (10) zabezpecuji, aby bolo mozné pokryt celkovy
prietok cez kazdu elektraren prietokmi cez zapnuté generatory danej elektrarne. Para-
metre qtg;Tgm, resp. gtg;y"* oznacuji minimalny, resp. maximalny prietok generatorom g v
case t. Index ¢ =0, ..., gen — 1, ide cez vsetky generdtory vsetkych elektrarni. Parametre
firstI'G) a lastT'G, nam priradzuji konkrétny pocet generdtorov ku konkrétnej elek-
trarni p. Premenna Q7 oznacuje suméarny odtok z nadrze r do kanéla, ako je definované
v ohranicen{ (11). Ohranicenie (12) reprezentuje medzisicet toku do kandla a oneskore-
ného jalového odtoku Q)_spill;,. Mnozina SK _w_delay obsahuje nadrze, ktoré majui staré
koryto, v ktorom dochadza k oneskoreniu @)_spill;,. Funkcia F3 je nelinearna funkcia do-
toku oneskoreného jalového odtoku zavisld od jeho hodndt do casu ¢. Ohranicenie (13)
definuje pomocni premennti Qi"r 41, ktord je sumarnym pritokom do nadrze r +1. Vidime,
ze pre nadrze z mnoziny res_w_delay dochadza znova k oneskoreniu dotoku. Funkcia F}
definuje oneskorenia toku Q°*_del,, a je zévisld od predchddzajicich hodnot do casu t.
Osobitne bolo potrebné vyriesit elektraren Krpelany, do ktorej doteka voda s oneskorenim
aj z elektrarne Besenova aj z elektrarne Tvrdosin. Tato specificka zavislost je zahrnuta do
modelu, avsak kvoli lepsej prehladnosti sme ju do popisu modelu nezahrnuli. Elektrarne,
medzi ktorymi sa nenachadza ziadna nédrz, su zahrnuté do mnozine canal_scheme. Pre
tento typ elektrarni potrebujeme sSpecifikovat dalsie ohranicenie (14): objem vody, ktory

pretecie elektrarnou p sa nema kde zadrzat, a teda rovnaky objem vody musi pretiect
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aj elektrarniou p + 1. Ohranicenia (15) a (16) zabezpecuju, aby boli dodrzané minimélne
a maximalne odtoky z jednotlivych nédrzi, pricom premenna Q;”jf reprezentuje sumarny
odtok z nadrze r v ¢ase t. Ohranicenie (17) hovori o maximélnej zmene prietoku danou
elektrarnou medzi dvoma hodinami. Ohranicenie (18) stanovuje maximalny tok vodnym

kandlom. Ohranicenie (19) stanovuje interval pre koncovy stav nadrzi. Podmienky (20)-

(22) vymedzuju povoleny rozsah hodnot jednotlivych premennych.

1.2 Modelovanie vykonu v priestore spadu a prietoku

V tomto pristupe klacovi premennd optimaliza¢ného modelu, vykon elektrarne P, re-

prezentujeme ako funkciu dvoch premennych, spadu a prietoku, nasledovne
Pt,p = Fl(@t,pa Ht,p) t:07..7 T—];' p:0,..,plant—1, (23)
H,,=HH,,— DH,, t=0,.,T-1; p=0,..,plant-1, (24)

kde H;, (z angl. Head) je spad elektrarne p v ¢ase t. Hodnotu spadu uré¢ime ako rozdiel
vysok hornej (HH;,) a dolnej (DH;,) hladiny (24). Vysku hornej a dolnej hladiny vo

vseobecnosti modelujeme nasledovne:
HH,, = F5(Vi,) t=0,.T-1; p=0,..,plant-1; r=0,..res-1,
DH,; ), = Fs(Qip, HH; pi1) t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1.

Funkcia F3 je nelinedrna funkcia zavislosti vysky hornej hladiny od objemu nadrze r nad
elektrarnou p. Funkcia Fy je nelinearna funkcia zavislosti vysky dolnej hladiny elektrarne
p od prietoku danou elektrarnou a vysky hornej hladiny nasledujicej elektrarne.

Vodné elektrarne Vazskej kaskady nie s identické. Z modelovacieho hladiska je po-
trebné rozlisit polohu elektrarne vzhladom k vodnej nadrzi. Tato charakteristika je klticova
pri modelovani vysky hornej a dolnej hladiny. Pre ucely tejto prace sme rozlisili nasledu-

juce typy elektrarni:

o« Typ 0: ide o elektrarne, ktoré si medzi dvoma nadrzami. To znamenad, zZe prisla-
chajica horna hladina sa meni podla objemu hornej nadrze a dolné hladina sa meni
podla hornej hladiny nasledujicej nadrze a prietoku cez danu elektraren. Hornu
hladinu aproximujeme po ¢astiach linearne. Dolnti hladinu by tak bolo potrebné ap-
roximovat v dvoch premennych, a to v prietoku a hornej hladine nasledujicej elek-

trarne. Tento pristup je vsak velmi neefektivny, pretoze vyzaduje zavedenie velkého
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mnozstva novych premennych spojenych s dvojrozmernou po castiach linedrnou ap-
roximéaciou. Preto dolnt hladinu aproximujeme s vyuzitim lineadrnej regresie v tvare
DH,, = a,Q:, + b,HH;, 1 + intercept,. Tento pristup je uspornejsi z hladiska

pridaného poc¢tu premennych.

o Typ 1: ide o elektrarne, ktoré si hned pod nadrzou, ale hned za nimi nie je dalsia
nadrz. To znamenad, Ze prislichajica horna hladina sa meni podla objemu hornej
nadrze a dolna hladina sa meni len podla prietoku cez dant elektraren. Horna hla-
dinu aproximujeme po castiach linedrne. Dolnt hladinu aproximujeme linearnou

funkciou v tvare DH, ), = a,Q;, + intercept,,.

o Typ 2:ide o elektrarne, ktoré si kandlové. To znamen4, Ze ich horna a dolné hladina

sa nemeni. Ich vykon teda zavisi iba od prietoku.

« Typ 3: ide o elektrarne, ktoré nie st hned pod nadrzou, ale si pred nédrzou.
To znamena, ze ich horna hladina sa nemeni a dolna hladina sa meni podla hor-
nej hladiny nasledujtcej nadrze a prietoku cez dant elektraren. Dolnti hladinu by
bolo potrebné aproximovat v dvoch premennych, a to v prietoku a hornej hla-
dine nasledujicej elektrarne. Z rovnakych dévodov, ako pre elektrarne typu 0,
sme sa dolnd hladinu rozhodli aproximovat linedrnou funkciou v tvare DH;, =

aPQt,p + b,HHy 11 + intercept,.

o Typ 4:ide o elektrarne, ktoré st hned pod nadrzou a na zaciatku sistavy kanalovych
elektrarni. To znamena, ze ich horna hladina sa meni podla objemu hornej nadrze a
dolna hladina sa meni podla vztahu blizsie opisaného v [4], ktory sme vsak do tejto
prace nezahrnuli: dolnt hladinu povazujeme za fixnii. Horn hladinu aproximujeme

po castiach linearne.

Hodnoty odhadnutych koeficientov a,, b, a intercept, z dovodu velkého rozsahu neuva-

dzame.
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1.3 Modelovanie vykonu v priestore prietoku a objemu hornej

a dolnej nadrze

Druhou moznostou je popisat vykon ako funkciu prietoku a objemu hornych a dolnych
hladin. Objem hornej nadrze oznac¢ime premennou HH_V;, a objem dolnej nadrze pre-
mennou DH_V,,. Ako sme uviedli v ¢asti 1.2, nie vSetky elektrdrne st priamo pod alebo

nad nadrzou. Vykon sme preto podla typu elektrarne modelovali nasledovne:

« Typ 0: tu patria elektrarne, ktoré st hned pod nadrzou a pred dalsou nadrzou.
To znamend, ze mame k dispozicii oba objemy a ich vykon budeme aproximovat v

priestore premennych Q:, a (HH_V;, — DH_V,,).

« Typ 1 a 4: tu patria elektrarne, ktoré si hned pod nadrzou, ale hned za nimi nie
je dalsia nadrz. To znamend, ze mame k dispozicii len objem hornej nadrze a ich

vykon budeme aproximovat v priestore premennych Q;, a HH_V,,.

o Typ 2: tu patria elektrarne, ktoré su kandlové. To znamena, Ze ich horna a dolna
hladina sa nemeni. Ich vykon teda zavisi iba od prietoku a budeme ho aproximovat

iba v priestore Q.

o Typ 3: tu patria elektrarne, ktoré nie st hned pod nadrzou, ale st pred nadrzou.
To znamend, ze mame k dispozicii iba objem dolnej nadrze a ich vykon budeme

aproximovat v priestore premennych Q;, a DH_V .

1.4 Technické obmedzenia

Poziadavka na realnu aplikovatelnost optimalizacného modelu si vynucuje brat do ivahy
viaceré technické obmedzenia, ktoré prevadzky jednotlivych elektrarni musia spliiat. V
nasledujucich c¢astiach si postupne priblizime jednotlivé skupiny obmedzeni, ktoré su su-
castou modelu. Poznamenajme, Ze vzhladom na individudlne charakteristiky jednotlivych
elektrarni, nie vsSetky technické obmedzenia sa vztahuju na kazda z elektrarni Vazskej

kaskady.
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1.4.1 Generatory

Medzi zékladné technické charakteristiky vodnej elektrarne patri informacia o maximal-
nom, resp. minimalnom vykone (oznac¢ime P™ resp. P™") a o maximalnom, resp. mi-
nimalnom prietoku (oznac¢ime Q™% resp. Q™). Vykon elektrarne je rozdeleny medzi
dva alebo tri identické generatory. Vynimkou je jedine vodn& elektraren Tvrdosin, na
vykone ktorej sa podielaju dva generatory s rovnakym vykonom a treti generator s men-
$im vykonom. Ocakavanym vystupom optimalizacného modelu je aj rozhodnutie, ktory z
generatorov v jednotlivych elektrarnach je optimalne zapnit v dant hodinu dna.

Manazovanie prevadzky jednotlivej vodnej elektrarne spociva v rozhodnuti o vyske
prietoku cez elektrarne v kazdu hodinu dna. Navyse je potrebné rozhodnit o prevadzke
jednotlivych generatorov v elektrarni. Z tohto dovodu zavedieme stavovi premennia TGy 4, €
{0,1},t =0,..,T —1;9g = 0,..,gen — 1, kde TG, , = 1 hovori, ze konkrétny generator g
je zapnuty v case t. Kedze zapinanim a vypinanim sa generator opotrebuva, zavedieme
parameter T'G_starup_cost,, ktory urcuje pokutu, resp. ndklady na zapnutie generatora.
Dalej zavedieme riadiacu premennt T G_startup; 4 urcujicu, €i sme zapli generdtor g v
case t. Premennd T'G_shutdown,, bude urcovat, ¢i sme generator g vypli v ¢ase t. Teda
pri rozhodovani, ¢i bude prietok elektrarnou Q)1 alebo )2, kde Q1 < ()2, budeme musiet
brat do tvahy aj to, ¢i na prietok ()2 musime zapnut dalsi generator. Taktiez chceme
zabezpecit, aby sa generatory nezapinali, resp. nevypinali prili§ c¢asto. Zaviedli sme preto
parameter min_T'G_uptime, ¢ize minimalny cas, ktory musi ostat generator zapnuty po
jeho spusteni.

Ohranicenia (5)—(8), ktoré zhinaju vsetky technické poziadavky ohladom prevadzky

generatorov, vieme alternativne prepisat nasledovne:
TG startup, <TGy, (t=0,..,T-1, g=0,..,gen-1) (25)
TG _shutdown, ;, <1 —-TG,, (t=0,..,T-1, 9=0,..,gen-1) (26)
TGy — TG,y = TG startup, , — TG_shutdown, , (t=0,..,T-1, g=0,..,gen-1) (27)
TGhy>TGry— TG 1, (28)
(t1=t,..,min(T-1,min_TG uptime), t=0,..T-1,9=0,..,gen-1)
TG, —1<TGry— TGy 1, (29)

(t1=t,..,min(T-1,min_TG_uptime), t=0,..,T-1,9=0,..,gen-1),
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kde ohranicenie (25) zodpoveda ohrani¢eniu (7), ohranicenie (26) zodpovedd ohrani¢eniu
(8) a ohranicenia (5) a (6) zodpovedaji ohrani¢eniam (27)—(29). Podmienky (25)—(29)
su linearneho charakteru, ¢o ako uvidime v Kapitole 3, bude podstatné pri numerickom
rieSeni optimaliza¢ného problému. Z implementacného hladiska bolo potrebné zaviest este
dva vektory. Vektor firstT'G bude obsahovat na mieste p poradové ¢islo prvého generatora
prislichajiceho elektrarni p. Vektor lastT'GG bude obsahovat na mieste p poradové cislo

posledného generatora prislichajiceho elektrarni p.

1.4.2 Jalové prietoky

Jalovy odtok z nadrze r budeme oznacovat premennou ()_spill,. a jalovy prietok cez p-tu
elektrarenn budeme oznacovat premennou ()_spill_plant,. V pripade Q)_spill, ide o odtok
cez staré koryto, teda mimo kanala, na ktorom sa nachiddza dand elektraren. V pripade
Q-spill_plant, ide o prietok cez p-tu elektraren mimo generatorov, ktory sa nepodiela na

vyrobe elektriny. Je dolezité tito premennu zahrnit do modelu, lebo bez nej by maxi-

max

ity - Zaroven, ak by

malny tok vody cez elektraren bol dany jej maximalnym prietokom ()
boli z technickych pri¢in odstavené vsetky generatory danej kanalovej elektrarne, nebolo
by mozné bez jalového prietoku dostat vodu do zvysnych elektrarni na kanali. Vysledkom
optimalizacie by vSak mohla byt napriklad aj situacia, pri ktorej je optimalne prelievat
zbytocne vela vody jalovym prietokom. Toto nadmerné vyuzivanie jalového prietoku by
bolo dosledkom toho, zZe optimalizujeme len v ramci jedného dna, ale z dlhsieho ¢asového
hladiska by nemuselo byt optimalne. Preto zavedieme parameter q_spill_pen,,, ktory bude
fungovat ako pokuta za jalovy prietok v c¢elovej funkcii. Dalej jalovy odtok je potrebny aj
preto, lebo niektoré elektrarne maju pri sebe aj biologicky kanal, cez ktory musi voda pre-

tekat pre zachovanie biodiverzity. Kvoli tejto skutocnosti musime zaviest dalsi parameter

out flows_bio,, o ktory znizime v ucelovej funkcii pokutu za jalovy odtok z nadrze r.

1.4.3 Dotokové casy

Dolezitou sucastou optimalizacného modelu st dotokové casy. Tento problém musime
riesit pri nadrziach, ktoré nemaju priamu hydraulickii vazbu. To znamena, Ze su od seba
vzdialené relativne daleko a vsetka voda vypustena z nadrze r nedotecie do nadrze r + 1

v jednom c¢asovom kroku. Dotokové casy musime uvazovat aj pri nadrziach, ktoré maju
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staré koryto. Staré koryto je povodny tok rieky, ktory je ¢asto dlhsi ako novopostaveny
umely kanal, na ktorom je vodna elektraren pod nadrzou. Pri starom koryte tiez musime
riesit dotokovy cas medzi nadrzou a kandlom za elektrarnou, kde sa tento tok spaja s

jalovym odtokom z nadrze. Pre lepsiu vizualizdciu uvadzame schému na Obr. 1.

Q_spill

Staré koryto

OneskoreM

Qrout_del

OneskoreniI (QArout_del)

Inflows

Obr. 1: Graficka reprezenticia prietoku kandlom a starym korytom. Sivou reprezentujeme kandl,

sipky reprezentuju prislusné toky.

Ako je uvedené v [3], ¢as dotoku a objem, ktory dotecie z nadrze r do nadrze r + 1 st
funkciou celkového objemu vody, ktory tecie bud kanalom alebo starym korytom. Podla
[3] je dotokova funkcia nelinedrna, preto ak optimalizaény model chceme naformulovat ako
tlohu MILP, resp. MIQCP, musime néjst vhodnu linedrnu, resp. kvadraticki aproximaciu
funkcie dotokovych casov. Pre vSetky nadrze, pri ktorych potrebujeme pocitat dotokové
casy, budeme vychadzat z redlne nameranych diskrétnych hodnot zavislosti dotokového

casu od prietoku. Nésledne dant nelinedrnu zavislost budeme po castiach linedrne apro-
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ximovat.

Na Obr. 2 sme pre ilustraciu schematicky znézornili vypocet dotokovych casov. Pocia-
toény prietok Q1 (vlavo) zodpoveda celkovému vypustenému objemu reprezentovanému
prvym farebnym stipcom (Obr. 2 vpravo). V dal$om ¢asovom kroku, tj. v priebehu jednej
hodiny, ndm dotecie do nasledujtcej elektrarne len voda s objemom (_posun_00, v prie-
behu dalsej hodiny, nam dotecie voda s objemom Q_posun_01 atd. Ak by sme na zaciatku
mali prietok, napriklad len Q4, znamenalo by to, ze prvé tri hodiny do nasledujicej elek-
trarne nepritecie ziadna voda a potom v stvrtt hodinu pritecie vsetka voda s objemom
Q_posun_04. Na Obr. 2 vidime, Ze objem, ktory pritecie v case t, mohol byt vypusteny v
casoch t — 1,t — 2, ...,t — 4. Preto sme v modeli definovali celkovy pritok do nadrze r + 1
v Case t ako Q) | = Fy(Q"" del,,). Kazda elektrarei ma iny maximalny dotokovy cas,
preto funkciu F); definujeme vseobecne pre 7 =0, ..., t. Rovnako sme v modeli definovali
oneskoreny jalovy odtok (Q_spill;,), ktory dotecie v Case ¢ v rovnici (12) ako funkciu

F3(Q-spill;,), pre 7 = 0,...,t, teda zavisli od predchddzajiacich hodnét Q_spill,, do

v
casu t.
F N
Q [m3/s]
a1 Q_rozd_00
Q_posun_00
Q_interval pre 0,5 ——————————3 r
Q_rozd 01
a2 R % ICLpﬂsurLﬂl
——Q_interval pre 1,5
a3 Q_rozd_02 I{Lpusunﬁtﬁ
Q_interval pre 2,5
M | Q_rozd_03 _posun_03
Q T T T T T T e Q_interval pre 3,5 ——————————3 e
Qs I
i Q_rozd_04 Q_posun_04
|
—— : : et — ‘ ‘ ‘ —
0Tl 0572 1,0 15 2071325 30T4 35 4,075 4,5 5,0 55 T rhod-l 1 2 3 4 5 6 7

¢as [hod]

Obr. 2: Graficka reprezentacia vypoctu dotokovych c¢asov. Zdroj: Internd komunikacia v SE.
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2 Typy optimalizacnych tloh

Uloha optimalizécie prevadzky sformulovand v &asti 1.1 je tlohou optimalneho riadenia.
Vzhladom na velky pocet premennych vstupujucich do vypoctu by rieSenie standardnymi
technikami optimélneho riadenia nebolo dostato¢ne efektivne vzhladom na dlzku vypo-
¢tu. Alternativou je riesit tento problém ako tlohu celoc¢iselného zmiesaného linearneho
programovania (MILP), resp. celo¢iselného zmiesaného kvadraticky ohrani¢eného progra-
movania (MIQCP). V stcasnosti s dostupné viaceré numerické metédy, ktoré aj pre ilohy
velkych rozmerov vedia najst riesenie dostatocne rychlo pre praktické pouzitie. V tejto
préaci vyuzijeme solver Gurobi [8], ktory v sticasnosti patri k jednym z najpouzivanejsich
solverov na rieSenie tloh zmieSaného celo¢iselného programovania. Ulohy v tvare MILP,
resp. MIQCP vie Gurobi relativne rychlo vyriesit. V tejto casti si uvedieme, Standardné

tvary tloh MILP, resp. MIQCP, aj akymi sposobmi ich solver Gurobi riesi.

2.1 Linearne programovanie

Zakladnym typom problémov v matematickom programovani su tilohy linearneho progra-
movania. V tychto tlohach optimalizujeme linedrnu tcelovi funkciu cez mnozinu rieseni

stustavy linearnych rovnic a nerovnic. Standardny tvar tlohy linedarneho programovania je

nasledovny:
n%vin ' (30)
Az >b (31)
x>0 (32)

NajzndmejSou metddou riesenia tloh tohto typu je simplexova metdda. Kedze nasa tloha
nie je v tvare tulohy linedrneho programovania, nebudeme blizsie venovat simplexovej
metodde a inym sposobom riesenia tychto tloh. Prehlad metéd na rieSenie tloh linedrneho

programovania je mozné najst napriklad v [6].

2.2 Uloha zmiesaného celociselného linearneho programovania

Rozsirenim tloh linedrneho programovania je tiloha zmiesaného celociselného linedrneho

programovania. Toto rozsirenie spoc¢iva v tom, ze niektoré premenné budu nadalej spojité
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a zvy$né budi definované len na podmnozine celych ¢sel. Specidlne, ak vietky celociselné
premenné mozu nadobudat len bindrne hodnoty 0,1 ide o tlohu zmiesaného binarneho
programovania.

Pri rieSeni problému optiméalnej prevadzky Vazskej kaskady je predstavenie binarnych
premennych potrebné z viacerych dévodov. Prvym z nich je samotna povaha niektorych
premennych. Typickym prikladom je premenna, ktora reprezentuje stav generatora. O
nom predpokladdme, Ze sa méze nachddzat len v jednom z dvoch stavov (zapnuty, vy-
pnuty). Premennd reprezentujtca stav generatora je preto nutne bindrna. Druhym doé-
vodom predstavenia binarnych premennych je potreba linearizacie rieseného problému.
Binarna premenna nam v tomto pripade pomaha identifikovat prislusnost k linearizova-

nej ploche.

2.2.1 Formulacia

Formuléacia problému MILP vyzera nasledovne:

mwin ' (33)
Az + Dy >b (34)
xZO,yGZ*. (35)

Pridanie ohranicenia na celo¢iselnost niektorych premennych znemoznuje pri rieseni tlohy
pouzit Standardné metédy na rieSenie tiloh linearneho programovania. Na rieSenie predsta-
veného problému v tvare MILP, resp. MIQCP vyuzijeme softvér Gurobi. Ide o komerény
softvér na riesenie tloh linearneho a kvadratického programovania, dalej tlohy s kvadra-
tickymi ohrani¢eniami (konvexnymi aj nekonvexnymi) a tilohy kénického programovania.
Gurobi je v stucasnosti povazovany za najrychlejsi solver na riesenie tychto typov problé-
mov [8]. V nasledujticej ¢asti struéne nahliadneme do numerickych metéd, ktoré Gurobi

pouziva na riesenie tloh MILP, resp. MIQCP.

2.2.2 Metbédy optimalizacie

Pristup, ktorym Gurobi riesi MILP tlohy, sa nazyva branch-and-cut algoritmus. Tento
algoritmus je zovSeobecnenim algoritmu branch-and-bound s pouzitim tzv. reznych ploch.

V nasledujtcej casti si v kratkosti priblizime obe metody.
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Metéda vetvenia a medzi (Branch and bound) Ide o univerzélny algoritmus na
rieSenie MILP tloh. Na jeho zaciatku mame MILP tlohu, ktord nevieme riesit, preto
urobime jej linearnu relaxaciu. To znamend, Ze rieSime rovnakua tlohu, len bez ohrani-
¢eni na celociselnost premennych. Ako je uvedené v [7], moze nastat niekolko pripadov.
Samozrejme, ak linedrna relaxicia nem4 riesenie, neméa ho ani pévodnd tloha. Dalej, ak
je relaxovana tloha neohranic¢enad, je aj povodna tloha neohranicend alebo nema riesenie.
Najlepsim pripadom je, ked riesenie relaxovanej lohy spliia aj ohrani¢enia na celo¢iselnost
a v tom pripade mame priamo riesenie pévodnej tilohy. Pripad, ktory nastava najcastejsie
a budeme sa mu podrobnejiie venovat, je, ked relaxovans tloha m4 rieSenie, ale nespliia
ohranicenia na celo¢iselnost. Ak napriklad premennd z; = p nespliia ohrani¢enie na celodi-
selnost, vytvorime dve podulohy Uy a Us. V tlohe U rieSime povodny problém s pridanym
ohrani¢enim z; < |p| a v tulohe U pribudne ohranicenie z; < [p]. Algoritmus takymto
sposobom vetvi pévodni tlohu na podulohy, pricom si vzdy paméta najlepsiu dosiahnutt
hodnotu 1téelovej funkcie, v™", pre minimaliza¢ni tlohu, v niektorej vetve. Rozhodnutie
o dalsom vetveni prebiecha nasledovne. Nech pre relaxovani tilohu Uy dostaneme riesenie
2* s hodnotou optiméalnej funkcie v¥. Ak plati v > v™™" tak ziadna dalSie vetvenie nam
nezlepsi hodnotu tcelovej funkcie a vo vetveni nepokrac¢ujeme. Ak plati v* < v™" a st
splnené celoc¢iselné ohranicenia, zapamatame si v ako novi najlepsiu hodnotu ucelovej
funkcie a vo vetveni nepokracujeme. Ak plati v¥ < v™™" ale nie st splnené celo¢iselné
ohranienia, je potrebné dant tlohu U, znova rozvetvit v niektorej z premennych nespliia-
jucich celoc¢iselné ohranicenia. Takto vlastne postupne prechadzame jednotlivé celociselné
moznosti premennych a teda vidime, ze pri velkom pocte premennych nemusi proces do-

statofne rychlo konvergovat. V praci [7] si uvedené blizsie aj metédy vyberu uzla na

vetvenie. Gurobi [8] pouziva pristup Best Bound ako default.

Rezné nadroviny (Cutting planes) Rezné nadroviny boli zavedené ako spdsob rie-
Ssenia MILP tloh. Ich cielom je pridavat ohranic¢enia v tvare nadrovin tak dlho, kym
nedostaneme mnozinu pripustnych rieseni, ktorej vsetky vrcholy tvoria celé ¢isla, ktoré su
najblizsie k hranam relaxovanej tilohy. Potom uz riesenie, ktoré dostaneme zo simplexovej
metédy, bude uréite splitat podmienku celodiselnosti. Solver Gurobi pouziva rozne typy
reznych nadrovin. Najznamejsou z nich je Gomoryho zmiesany celoc¢isleny rez. Podrobny

popis, ako sa rozne rezy tvoria, mozno najst napr. v [9].
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2.3 MIQCP

Rozsirenim tloh zmieSsaného celociselného linedrneho programovania st tlohy zmiesa-
ného celociselného kvadratického programovania (MIQP). Jediny rozdiel medzi tymito
tlohami je v tom, ze ucelova funkcia je kvadraticka. Ohraniéenia i nadalej musia byt line-
arne. Jednym z pristupov k aproximacii vykonu v modeli Vazskej kaskady je aproximacia
kvadratickou funkciou. Z popisu modelu v casti 1.1 v tvare tlohy optimalneho riadenia
sa moze zdat, ze vykon vstupuje len do tcelovej funkcie a model je mozné formulovat
ako tlohu MIQP. Ako ukézeme neskor pri predstavovani modelov, funkcia vykonu bude
vstupovat aj do ohranic¢eni a teda vysledny model bude v tvare zmiesaného celociselného
programovania s kvadratickymi ohrani¢eniami (MIQCP). Vo vSeobecnosti tiloha v tvare

MIQCP vyzera nasledovne:

min 2"Qx + 'z (36)
Az =b (37)
e"Wr+w'z <0 (38)

[ <zxz<u (39)

x; € Zprei€l, (40)

kde I je mnozina indexov oznacujice celoc¢iselné zlozky vektora x. Matica ) a matica W st
kladne semidefinitné symetrické matice. Matica A a vektor b urcuju linearne ohranicenia
pre x. Vektor ¢ urcuje linedrnu zlozku tucelovej funkcie. Vektor w urcuje linedrnu zlozku
v kvadratickych ohraniceniach. Vekotry [ a u definuji horné a dolné ohranicenia pre
premennu z. Gurobi vie riesit aj problémy tohto typu. Pre blizsi popis metdd riesenia

odkazujeme citatela na [12].
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3 Spoésoby aproximacie

Ako sme mohli vidiet v Kapitole 1, v ktorej sme predstavili model optimalizicie prevadzky
vodnej elektrarne, viaceré vztahy, ktoré v nom vystupuji, st nelinedrneho charakteru.
Kvoli poziadavkam na rychlost a presnost vypoctu je nasim cielom dany problém riesit
ako tlohu MILP resp. MIQCP. Kluc¢ovym problémom je teda ndjdenie vhodného spdsobu
aproximéacie nelinearnych vztahov vystupujicich v optimalizacnom modeli. V prvom rade
ide o funkciu vykonu. Nelinearnymi funkciami si popisané aj vztahy na vypocet vysky
hornej a dolnej hladiny a dotokovych c¢asov. K aproximécii hladin sme sa uz vyjadrili v
casti 1.2. Dotokové ¢asy budeme aproximovat po ¢astiach linearne z empiricky nameranych

dat.

3.1 Linearna regresia

Ako sme uz uviedli v ¢asti 1.2 metddu linedrnej regresie vyuzijeme pri aproximacii dolnych
hladin elektrarni. Linedrnu regresiu s kvadratickymi ¢lenmi vyuzijeme pri modelovani
vykonu niektorych modelov. Podrobnosti o tejto metdéde moze cCitatel najst napriklad v

[10].

3.2 Jednorozmerna po castiach linearna aproximacia

Tuato aproximaciu sme vyuzili hlavne pri aproximécii hornych a dolnych hladin zavislych
len od jednej premennej a taktiez pri modelovani dotokovych casov. V pripade funkcie
jednej premennej je postup pomerne priamociary. Spoc¢iva v rozdeleni definicného oboru
danej funkcie f(z) na n — 1 intervalov. Za tymto ic¢elom definujeme body 1, ..., z, uspo-
riadané x; < x9 < ... < z,, v ktorych pozndme hodnoty f(x1),..., f(x,). Potom pre
akékolvek Z z intervalu (xq,x,) vieme néjst také z;, z;11, ze plati: x; < & < z;41. Ap-
roximovanu hodnotu f*(Z) dostaneme ako konvexni kombindciu hodnot f(x;) a f(z;11).
Presnejsie f*(Z) = Af(z;)+(1—=A) f(x;11) pre takd A, pre ktort plati & = Ax;+ (1 — Az
a A € (0;1). Aby sme dani aproximéciu mohli implementovat do MILP solvera, musime

doplnit stibor ohraniceni, ktory nam umozni akejkolvek hodnote = € (x1, x,,) priradit dvo-

27



jicu suradnic z; a x;;1. Formulacia, ktort sme vyuzili v nasom pripade, vyzera nasledovne:

/\i+1 S 6@ izl,..,n—l (41)
n—1
i=1

50 =0, (44)

kde A € (0;1) a 0 € {0,1}. Ak teda Z € (z;, 2,41) dostdvame postupnost 6; = 1,...0;_1 =
1,6, =0,..., 6, = 0. Taktiez dostdvame postupnost A\ = 1,..N;_1 = 1, \; € (0;1),...,\, =
0. Nakoniec pre aproximéciu dostaneme & = x1+ o —x1+...+2; — ;1 + N (i1 — ;) + 0+
...+ 0. Vidime, ze vSetky ¢leny pred z;_; sa vynulujui a ostane ndm & = x; + \;(x;11 — ;)

ateda & = (1 — N\)x; + \izipq.

3.3 Trojuholnikova metéda

Tato metédu uvedent v [1] sme vyuzili pri aproximovani funkcie vykonu. V dvojrozmer-
nom pripade rozdelime priestor funkénych hodnét f(z,y) na (n—1) x (n — 1) segmentov.
Za tymto ucelom definujeme body 1, ..., x, usporiadané x; < xo < ... < T, & Y1, ..., Ym
usporiadané y; < yo < ... < y,,,. Budeme predpokladat, ze hodnota funkcie f(z,y) je
znama vo vsetkych bodoch (x;,y;) pre i = 1,...,n a j = 1,...,m. Pri takomto deleni
priestoru je zrejmé, ze pre Iubovolny bod (#,7) vieme néjst taky interval pre xz, aby
r; < & < x4 a taky interval pre y y; < § < y;11. Z toho vyplyva, ze bod (Z,7) sa
nachadza v obdlzniku s vrcholmi (7, ;), (Tir1,%5), (i, Yj41), (Tiv1, Yj+1). Dany obdlznik
este rozdelime na dva trojuholniky pomocou uhlopriecky z vrcholu (x;,y;) do vrcholu
(%i41,Yj+1). Hodnotu funkcie f(z,y) v bode (Z,7) budeme aproximovat ako konvexnu
kombinaciu troch bodov. Dva z tychto bodov budd body (x;,vy;), (Tit1, yj+1). Treti bod
je zvoleny podla toho, ¢i sa nachddzame nad alebo pod uhloprieckou (z;,y;), (Tit1, Yj+1)-
Na zdklade popisanej konstrukcie mézeme aproximovanii hodnotu funkcie f v bode (Z, 9)

vyjadrit nasledovne:

fU2,89) = M (2, y5) + pf (g1, Yje) + (L= A= p)f, (45)
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kde treti vrchol f definujeme nasledujicim predpisom:

| f@iy) Ak g <yt (6 — )il
f: " ’ J i+1+T; (46)

f(l'i, yj—i—l) inak.
Pre hodnoty parametrov A a p pozadujeme, aby: A € (0;1), p € (0;1), (1 —pu—A) €
(0; 1). Aby sme dany pristup mohli implementovat v MILP solveri, musime vyssie uvedeny

aproximacny pristup popisat pomocou linearnych ohraniceni. Vysledny systém ma tvar:

1= Z Z Aij (47)
i=1 j=1
=1 j=1
J=>_ gy (49)
i=1j=1
fa(i’,@) ZZ)\i,jf(xiayj) (50)
i=1j=1

Okrem ohraniceni (47)-(50) navyse pozadujeme, aby boli nenulové len prave tri A, j, ktoré
prislichaji tomu trojuholniku, v ktorom sa nachddza bod (Z, 7). Na zabezpecenie tejto
vlastnosti musime este doplnit ohranic¢enia:
1_22 i+ hi ;) (51)
=1 j=1

)\iajghu +hl +hulj 1+hz 15— 1+h] 1+hz 1,9 (52)

t=1,...n7=1,...m

Novozavedené premenné ;'; a hl st binarne premenné, ktoré urcuji v ktorom trojuhol-
niku sa nachddza bod (%, 7). Napriklad, ak je premennd h{; = 1, potom sa nachddzame v
trojuholniku danom bodmi (z;,v;), (Tit1, Yj+1), (T4, Yj+1), pretoze z ohranicenia (52) vy-
plyva, ze jediné nenulové X st A;j, Aiji1, Ait1,j41. Ohranicenie (51) zabezpecuje, zZe sa
berie do ivahy len jediny takyto trojuholnik. Z tvaru ohraniceni vidime, Ze je nutné do-
¢ :hzvj:hﬁm:hf) hz()_

definovat okrajové bindrne premenné nasledovne: hg ; = hi,

hiL,]' = h’é,mv pre (2 = 17 777’7] = 17 7m>

3.4 Trojuholnikova metdéda s vyuzitim Delaunay triangulacie

V predchddzajtcej metéde sme mali rozdeleny priestor premennych na obdlznikovi siet,

v ktorej sme este kazdy obdlznik rozdelili diagondlou spajajicou body (24,9;), (Tit;, ¥j+1)
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prei=1,...,naj=1,..,m. V tomto pristupe priamo vyberieme niektoré body v pries-
tore (z,y). Kedze uz nebudi tvorit pravidelni obdlznikovi siet musime zvolit sposob,
akym tieto body pospdjame do trojuholnikov. My sme v praci pouzili Delaunay triangu-

laciu.

3.4.1 Delaunay triangulacia

Delaunay trinagulécia je v [5] definovana cez Voronoiov diagram. Majme mnozinu bodov
V = {vy,..v,},n > 3. Uvazujme, ze nie vSetky body s kolinedrne a zZe ziadne Styri
body nelezia na jednej kruznici (pre jednoznaé¢nost tvorby trojuholnikov). Okolo kazdého
z bodov vytvorime Voronoiove mnohouholniky. Voronoiove mnohouholniky autori v [5]
prirovnavaju k rastu bunky. Vezmeme kazdy bod v; z nasej mnoziny V' a okolo kazdého
z nich za¢ne rovnomerne rychlo rast bunka. Ked sa niektora z buniek dotkne inej bunky;,
prestane sa v tom smere rozsirovat. Dve bunky sa teda stretnii v polovici vzdialenosti
medzi ich stredmi. Tretia bunka sa s nimi stretne tak, ze bod stretnutia vsetkych troch
buniek bude stredom opisanej kruznice prechadzajtcej jadrami tychto troch buniek. De-
launay trojuholniky vznikni spojenim jadier buniek, ktorych steny sa dotykaji ako je
uvedené na Obr. 3. Tato triangulacia je nutne konvexnym obalom mnoziny bodov V. Iny
pohlad na Delaunay triangulaciu je, zZe trojuholniky st vytvarané maximalizaciou najme-
nsieho uhla v jednotlivych trojuholnikoch ako je uvedené v [5]. Treti pohlad vyplyvajici z
Voronoiovych buniek je, Ze tri body spojime do trojuholnika, ak opisana kruznica k tymto

bodom neobsahuje vo svojom vnutri ziadny dalsi bod.

3.4.2 MILP ohranicenia k Delaunay triangulacii

Kvoli spoésobu, akym trojuholniky vznikajui pri Delaunay trianguldcii, nemozeme pou-
zit rovnaké ohranicenia ako pri trojuholnikovej metdde uvedenej v casti 3.3. Body teraz
totiz netvoria obdlznikovu siet. V predchadzajicej metéde sme mali pre Iubovolné z; de-
finované body (z;,v1), ..., (i, Ym). Teraz budeme mat body definované len ako (z1,y1),
(x2,Y2), - (Tn, yn), kde n je pocet vsetkych bodov vstupujicich do trianguldcie. Pocet
trojuholnikov vytvorenych z tychto bodov oznac¢ime m. Kazdému trojuholniku priradime
postupne &slo od 0 po m — 1. Dalej potrebujeme zaviest pre kazdy bod (x;,y;) mno-

zinu Nbrs;, ktora bude obsahovat ¢isla trojuholnikov, ktorych sucastou je dany bod. Pre
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Obr. 3: Plné diary oznacuji Voronoiove bunky, Ciarkované oznacuji Delaunay trojuholniky.

Zdroj [5]

vytvorené trojuholniky zavedieme bindrnu premennu h;, kde h; = 1 bude oznacovat, Ze
na aproximaciu pouzivame body trojuholnika j. Pri vyuziti trojuholnikovej metoédy na
Delaunay trianguldcii bodov sme museli modifikovat ohranic¢enia uvedené v [1] z ¢asti 3.3.

Nami modifikované ohranicenia potom vieme vyjadrit v nasledujticom tvare:
1=\ (53)
T = Z Ai; (54)
§= Z AiYi (55)

£, 0) = S Af ) (56)

A< > hy i=0,..n-1 (57)
JENbrs;
m—1
j=0

Ohranicenia (53)—(56) st v podobnom tvare ako ohranicenia (47)-(50), ale len s jednou
sumou. Namiesto ohrani¢eni (51)—(52) méame ohranicenia (57)—(58). Ohranicenie (57) ho-
vori, ze len \;, ktora je sticastou aktivneho trojuholnika, méze byt nenulova. Ohranicenie

(58) zabezpecuje, ze prave jeden trojuholnik je aktivny.
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3.4.3 Sposob vyberu bodov

Dovod, preco sme cheeli vybrat priamo niektoré body, je, ze funkcia vykonu je nelinedarna
lomend funkcia. K zlomom dochédza, ked jeden generator ide na plny vykon a je nutné
zapnut druhy generator a prietok sa medzi nich rovnomerne rozdeli. Kvoli tymto zlomom
moze byt rovnomerny vyber bodov neoptimalny. Body sme vyberali nasledovne. Priestor v
premennych (x,y) sme rozdelili na obdlznikovi siet b x b bodov. V kazdom bode si vypoéi-
tame hodnotu diferencidlu druhého radu funkcie f(z;,y;) prex =0,...b—1;y =0,...,b—1.
Diferencidl druhého rddu je rovny d?f(z,y) = %(Awﬁ + giy];(Ay)2 + Q%AxAy. Ke-
dze pozname hodnoty funkcie vykonu len na obdlznikovej sieti, musime spojité deriva-

. o p . ’, . . /. s . 2 . z 2
cie nahradit numerickymi. Numerickt deriviciu 2L vyjadrime nasledovne a—{(xl yi) =
ox oz ’JJ

f(zifl,yj)*Zf(zz;yj)JFf(IiH7yj
h

Hwiyi-1)=2f (ié’yj 4 @ivie1) Kde s je dizka kroku na y-ovej osi. Obe tieto numerické derivécie

) kde h je dizka kroku na x-ovej osi. Podobne pre giy’;(xi, yj) =

st s presnostou O(h?), resp. O(s?). Pre zmieSant parcialnu deriviciu pouZijeme nasledu-

juce vyjadrenie %gy(l’“y]) — fEic1yi-) = @iciyie) @ity - )4 F(@i41%41) - Prasnost tohto

4hs

vyjadrenia je O(hs), ¢ize celkova presnost numerickej aproximécie druhého diferencialu
bude O(max(h?, s?)). Nasledne sme si ur¢ili, kolkymi bodmi n chceme funkciu vykonu da-
nej elektrarne aproximovat a vybrali tych n bodov, ktoré mali najvic¢siu hodnotu druhého
diferencialu v absolutnej hodnote. Absolitna hodnota druhého diferencidlu nas zaujima

preto, lebo chceme zachytit zlomy funkcie vykonu smerom nahor aj nadol.

3.5 Obdi¥nikovA metéda

Tato metédu uvedent v [1] je opdt mozné pouzit na aproximaciu dvorozmernej nelineér-
nej funkcie f(z,y). Rovnako ako v predchddzajicej metéde potrebujeme body 1, ..., z,
usporiadané r; < z9 < ... < 2, a Yy, ..., Y usporiadané y; < yo < ... < y,,. Hodnotu
funkcie f(z,y) musime poznat vo vsetkych bodoch (z;,y;) prei=1,...,naj=1,..m.
Pre hodnotu § € (y;,yi+1) pouZijeme po Castiach linedrnu aproximdciu v premennej x
pre funkéni hodnotu f(x,y;) upravent o linearnu korekciu zavisli od hodnoty premen-
nej 3. Presnejsie, pre bod (,7), kde & € (x;, z;11) pre aproximovani funkéni hodnotu

dostavame:

FU@,9) = M@, y;) + (1= A) f(2ig1,y5) + 0min A, ), Al + 1, j), (59)
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kde A(l,j) = f(z1, yj41)— f2,y;) ad = % Vidime, Ze ¢ je vlastne relativna poloha

od zaciatku intervalu (y;;y;+1) a teda § € (0;1). Pre lepsiu predstavu to moézme porovnat

s trojuholnikovou metédou. Teda majme obdlznik (z;, Vi), (Tit1,Y5)s (T, Yj1)s (Tig1, Yj1)

s uhloprieckou (z;,y;), (Tit1,y;+1). Pokial min(A(7, ), A(i + 1,5)) = A(4,7), potom ob-
dlznik, ktorym aproximujeme hodnotu funkeie, prechédza rovinou (z;, Yi)s (@it1,y5), (T4, Yjgr).
Naopak, ak min(A(i, 7), A(i+1,7)) = A(i+1, ), potom obdlznik, ktorym aproximujeme
hodnotu funkcie, prechadza rovinou (z;,y;), (€it1,9;), (Tit1,yj+1). Ako je uvedené v [1]
tato metoda poskytuje podhodnoteny odhad oproti trojuholnikovej metode. Nadhodno-
teny odhad je mozné dosiahnut zamenenim minima za maximum v (59).

Aby sme mohli tito metdédu implementovat do nami vyuzivaného solvera, je potrebné
zaviest daldie premenné a ohranicenia. Co sa tyka premennej = v nej robime oby¢ajnt
jednorozmernt po c¢astiach linedrnu aproximaciu funkcii f(z,y;), pre j = (1,...,m). Pre
premenni y si zadefinujeme pomocné premenné i, ..., Bpm-1. Ak § € (y;;yj+1) potom
préave 3; nadobtiida hodnotu 1 a ostatné hodnotu 0. Dalsie premenné, ktoré potrebujeme
SU Y1, oo, Ym—1- Ak § € (y;;y;j41) potom v; = § z rovnice (42) a vy, = 0 pre k # j. VSetky

potrebné ohranic¢enia vyzeraju nasledovne:

n—1
L=2 hi (60)
=1

Ai <hi_1 + Ny (61)
1=\ (62)
i=1
i=1
m—1
1=) 5 (64)
j=1
m—1
§=2_ By +7(Yj+1 —y;)) (65)
j=
Y5 Sﬁ] (_]:1,,111—1) (66>
FU29) <o Mf (@, yy) + 9Ky + M2 = B+ hi)  (j=1,..m-Lii=1,..,n-1)  (67)
k=1
fa<:%7@) ZZAkf(xhyj)—i_VJKl,]_M(z_ﬁj_'_hl) (jzl,...,Hl—l;iIl’...,Il—l) (68)
k=1

Pomocna premennd K;; = min A(i, j), A(i + 1,7) a M je velkd konstanta tzv ,Big M”.

Ohranicenia (60)—(63) st po Castiach linedrna aproximécia v premennej . Ohranicenia
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(64)—(66) zabezpecuji najdenie intervalu (y;4+1—y;)), v ktorom sa nachddza §. Ohranicenia
(67) a (68) st neaktivne, ak 5; = 0 alebo h; = 0. Ked je aj index j aj index i taky, ze
& € (v, ziy1) & § € (Yj,yj+1) potom méme f(2,9) = Xh_; Mf(zr,y;) + 7K. Podla
[1] sa met6dy navzdjom nedominuji, no trojuholnikovd metdda je Castejsie rychlejsia aj

presnejsia, ale obdlznikovd metéda je lepsia v ndjden{ pripustného rieSenia [1].
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4 Porovnanie modelov

Cielom tejto prace bolo stanovif optimalnu prevadzku Vazskej kaskady. Pri modelovani
klicovej premennej, vykonu elektrarne, sme uvazovali dva pristupy, ktoré sme podrobne
opisali v ¢astiach 1.2 a 1.3. V kapitole 3 sme predstavili viaceré numerické pristupy na
linearizaciu nelinedrnych vztahov, ktoré v predstavenych modeloch vystupuji. V tejto
kapitole jednotlivé modely a numerické spésoby aproximéacie porovname. Porovnavacimi
kritériami bude presnost, rychlost vypoctu a redlny zisk. Najprv uvedieme vysledky nu-
merickych experimentov pre jednotlivé modely a v zavere kapitoly jednotlivé modely
porovname. Presnost vypoctu stanovime porovnanim redlneho vykonu a aproximova-
ného vykonu vypocitaného na zaklade jednotlivych modelov. Pod pojmom realny vykon
rozumieme vypocet vykonu P, konkrétnej elektrarne podla nasledujiceho empirického

vztahu odvodeného v [3]:

Py =P(Qu Hy) = (N = S(Y = H,))Qf + (0 = UY — H,))Q¢ + (R = W(Y — H))
(69)
V modeloch, v ktorych nevystupuje premennd spad, ju dopocitame z objemov hornych
a dolnych hladin. Konstanty N, S,Y,0,U, R,W st odhadnuté pre kazdy generator a pre
ich velky rozsah ich nebudeme uvadzat. V dalsich castiach postupne predstavime Sest
modelov, ktoré vznikli kombinaciou dvoch pristupov modelovania vykonu a troch spésobov

jeho aproximacie.

4.1 Model v priestore spadu a prietoku s kvadratickou aproxi-
maciou
Tento model je v tvare tlohy MIQCP. Pri aproximacii nelinedrnej funkcie Fy(Qy,, Hyp)

vystupujicej v rovnici (2) uvazime nasledujicich 7 alternativnych vyjadreni:

Prp = apQip + bpQup + dpHup + f (70)
Py =a,Q7, + b,Qup + cHY  + dyHyp + f (71)
Py = aPQ?,p + by Qip + Cth%p + dpHyp + epQrpHty + fs (72)
Py = ayQf, +0yQup + dpHyp + €,QupHep + fi (73)
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Py = %Qt?,p + by Qip + CthQ,p +epQipHip + [ (74)
Py = athQ,p + CthQ,p +dpHyp + epQupHip + fs (75)
Pt,p — a/pQ?,p + prt,p + eth,th,p + fs (76>
Takyto sposob aproximéacie ndm umozni povodny problém naformulovat ako tlohu MI-

QCP. Solver Gurobi je schopny rychlejsej optimalizacie MIQCP modelu, ak je navyse

konvexny. V MILP formulacii tohto modelu sa nachadzaji nasledujtce tri ohranicenia:

P, p < Bplant, , P,"*"  t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1 (77)
P, > Bplantt,pP;”m t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1 (78)
P,, < PO, + (1 — Bplant; ,)M t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1, (79)

kde PO, je napriklad kvadraticka aproximécia z rovnice (70) a M je tzv. ,big M”, teda ne-
jakd velka konstanta, v nasom pripade 10°. Premennd Bplant,, oznacuje, ¢i je elektrarer

p zapnuta v ¢ase t. Tieto ohranic¢enia su interpretovatelné nasledovne:

P =0 ak Bplant,, =0 t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1
t,p .

< POy APy € {0} U (B, P®) ak Bplant,, =1 t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1.

(80)

Vdaka tomu, Zze v ulohe maximalizujeme zisk, ktory priamo timerne zavisi od vykonu,

plati:

=0 ak Bplant,, =0 t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1
P, p t,p p p (81)
= P0;, ak Bplant;, =1 t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1.

V celom modeli sa vyskytuje len jedno kvadratické ohraniCenie (79). Potrebujeme teda,

aby nasledujiice ohranicenie bolo konvexné:

M ak Bplant,, =0 t=0,..,7-1; p=0,..,plant-1
—P0,, + P, < (82)
0 ak Bplant,, =1 t=0,..,T-1; p=0,..,plant-1
Hessova matica lavej strany (82) vyzera nasledovne:
—2a, —e, 0
—e, —2¢, 0O (83)
0 0 0
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Aby bola Hessova matica (83) pozitivne semidefinitna, musia byt splnené nasledujice dve
podmienky: a > 0 a 4ac — e > 0. Spomedzi uvazovanych formulécii v (70)—(76) iba dve
splnali podmienku konvexnosti. Islo o formulécie (70) a (71). AvSak model s aproximaciou
vykonu v tvare (71) nenasiel riesenie dostato¢ne rychlo a teda sme pouzivali iba formuldciu
(70). Nevyhodou tohto modelu vyplyvajicou uz z formulacie je nutnost v kazdom kroku
pocitat vysku hornej aj dolnej hladiny. Vyhodou pri porovnavani vysledkov bolo, ze sme
mali k dispozicii presnii hodnotu spadu v kazdom kroku.

Na Obr. 4 sme graficky porovnali aproximovany a realny vykon sc¢itany cez vsetky
elektrarne v jednotlivych obchodnych hodinach. Ako moézeme vidief, navrhnuty pristup
pomerne presne aproximuje sumarny vykon Vazskej kaskady. Rychlost vypoctu pri tomto

modeli bola 78,17 sekind.

Cena vs. vyroba
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Obr. 4: Porovnanie aproximovaného a realneho vykonu celej Vazskej kaskady

Na Obr. 5 uvadzame porovnanie relativnej chyby v jednotlivych hodinach. Ako mo-
zeme pozorovat, relativna chyba dosahuje hodnotu najviac 5%. Na Obr. 6 uvadzame
porovnanie relativnej chyby pre jednotlivé elektrarne. Pre lepsiu viditelnost rozdielov bu-
deme uvadzat grafy odchylok po hodinédch s rozpatim y-ovej osi 0 az 10% a grafy odchylok
po elektrarnach s rozpatim 0 az 25%. Vidime, Ze vykon v niektorych elektrarmiach sa po-
darilo aproximovat takmer presne. Vynimku predstavuju jedine elektrarne ¢. 0, 1 a 20,
kde pozorujeme vysoku relativnu chybu. Elektraren 2 bola cely ¢as vypnutd, preto u nej
vidime nulova chybu. Poznamenajme, zZe pre vyrobcu elektrickej energie je dolezitejsie po-
rovnanie na Obr. 5, nakolko elektrinu predava ako jeden vysledny produkt v jednotlivych

hodinach dna a nie pre kazdu elektraren zvlast. To znamend, Ze vécsia relativna chyba
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Relativna chyba pre hodiny
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Obchodovacia hodina
Obr. 5: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a realneho vykonu v jednotlivych hodindch
dna

Relativna chyba pre elektrarne
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Obr. 6: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a redlneho vykonu pre jednotlivé elek-

trarne Vazskej kaskady

konkrétnej elektrarne nepredstavuje pre vyrobcu az taky problém, ako vicsia relativna
chyba v konkrétnu hodinu. Posledné metriky, ktorymi sme zhodnotili efektivitu modelu

je priemerna relativna chyba vykonu po elektrarnach v nasledujicom tvare:

lant—1 T-1 popt  <~"T—1 preal
1 Plent ST P - S P

E _by_plants = > T=T Drea (84)
a priemerna relativna chyba po hodinach v tvare:
_ lants—1 popt plant—1 preal
1T 12 sz — 2i=0 le
E by _hours = T Z ‘ plant—1 preal (85)
j=0 i=0 jsi

kde P/5* je realny vykon elektrdrne i v Case j a P;’ft je vykon z optimalizdcie modelu
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elektrarne ¢ v ¢ase j. V pripade modelu v priestore spadu a prietoku kvadratickou apro-

ximéciou boli tieto hodnoty E _by_plants = 4.46% a E_by_hours = 3.65%.

4.2 Model v priestore spadu a objemu hornej a dolnej hladiny
s kvadratickou aproximaciou
Ide o0 model v tvare tlohy MIQCP. Rovnako ako v predchadzajicom modeli sme potre-

bovali, aby bola tiloha konvexnda. V tomto modeli sme vykon modelovali rézne pre rozne

typy elektrarni z dovodu uvedeného v c¢asti 1.3 nasledovne:

Typ 0: P, = athQ,p +0,Qtp+ 9 (HH V;,— DH V, )+ h,(HH_V,,,— DH V, ,)* +

intercept,
« Typla4: P,= apryp + b,Qup + ¢, HH V; , + d,(HH_V, ,)* + intercept,
o Typ 2: P, = a,Q7, + b,Qyp + intercept,
e Typ 3: Pp = a,Q7, + b,Qup + e, DH V,, + fo(DH Vi) + intercept,,

Do tohto modelu sme rovnako zahrnuli ohranicenia (77)—(79). Tvar Hessovej matice zavisi
od typu ohranicenia, ktory uvazujeme. Lahko vSak mozno nahliadnuf, ze konvexnost ohra-
nicenia stanovuje znamienko kvadratického Clena. Ak je zaporné, ohranicenia si konvexné
a moézeme model implementovat v tomto tvare. Ak parameter pri kvadratickom ¢lene nie
je zaporny, funkciu vykonu sme aproximovali znovu s vynechanim konkrétnej premennej
v druhej mocnine.

Vyhodou tohto modelu je, Ze nemusime v kazdom kroku pocitat vysku hornej a dolnej
hladiny. Nevyhodou je, ze sme vykon neaproximovali v premennych, pre ktoré mame em-
piricky odhadnuty vztah redlneho vykonu (69). Preto sme pri poc¢itani redlneho vykonu
museli previest objemy nadrzi ziskané z optimalizacie spaf na vysky hornych a dolnych
hladin, aby sme dostali odhadnuty spad. Prevod medzi objemami nadrzi a spaAdom sme
realizovali na zaklade po castiach linearnou aproximaciou, ¢o mohlo sp6sobif mensie od-
chylky vo vypocte realneho vykonu.

Na Obr. 7 vidime porovnanie aproximovaného a redlneho vykonu s¢itaného cez vsetky
elektrarne v jednotlivych obchodnych hodinach. 7Z obrazku vidime, Ze sa nam podarilo

aproximovat sumarny vykon Vazskej kaskady menej presne ako v modeli v priestore spadu

39



a prietoku s kvadratickou aproximéciou a hlavne v oblasti s vysokym vykonom je rozdiel

viditelny. Rychlost vypoctu pri tomto modeli bola 169,14 sekiind. Na Obr. 8 vidime gra-

Cena vs. vyroba
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Obr. 7: Porovnanie aproximovaného a realneho vykonu celej Vazskej kaskady

Relativna chyba pre hodiny
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Obr. 8: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a redlneho vykonu po hodinach

fické porovnanie relativnej chyby po jednotlivych hodinach. Vidime, ze sa v niektorych
hodindch aproximovany vykon ligil od realneho vykonu o viac ako 5%, avSak v ziadnej
hodine dna nedoslo k signifikatne vacsej relativnej chybe. Na Obr. 9 uvddzame porovnanie
relativnej chyby po jednotlivych elektrarnach. Vidime, ze vykon vo viacerych elektrarnach
je menej presne odhadnuty, ako v pripade modelu v priestore spadu a prietoku s kvadra-
tickou aproximéciou. Poznamenajme, Ze elektrarne 0 a 2 st odhadnuté s viac ako 20%-nou
chybou. Znova néas ale viac zaujima chyba na Obr. 8 a t4 sa zhorsila len mierne. Co sa
tyka celkovych odchylok po elektrarnach a po hodindch definovanych vztahmi (84) a (85),
ich hodnoty st E_by_plants = 5,90% a E_by_hours = 4,70%.
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Obr. 9: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a reidlneho vykonu po elektrarnach

4.3 Model v priestore spadu a prietoku s pouzitim trojuholni-
kovej metody

Tento model je v tvare tlohy MILP. Na aproximéaciu funkcie vykonu sme pouzili troju-
holnikovii metédu. Priestor prietoku sme si rozdelili na tri body a priestor spadu na dva.
Pri takomto pocte deliacich bodov prebehla optimalizacia v dostatocne kratkom case pre
praktické pouzitie. Dostali sme teda siet 3 x 2 bodov, ¢o zodpoveda styrom trojuholni-
kom. Oproti modelu v ¢asti 4.1 ma tento model vyhodu, Ze nemame ziadne kvadratické
ohranicenie ani kvadraticki ucelovi funkciu. Solver Gurobi je schopny tento model riesit
rychlejsie. Nevyhodou je, zZe s trojuholnikovou metédou je spojeny narast premennych a
ohranic¢eni. Rychlost vypoctu pri tomto modeli bola 102,09 sekiind.

Na Obr. 10 vidime pomerne presni aproximéaciu pri nizkom a strednom vykone, ale
viditeIni odchylku pri vysokom. Na Obr. 11 uvadzame porovnanie relativnej chyby po
jednotlivych hodinach. Vidime, Ze sa v zZiadnej z hodin aproximovany vykon nelisil od
redlneho vykonu o viac ako 5%. Na Obr. 12 uvadzame porovnanie relativnej chyby po
jednotlivych elektrarnach. Vidime, ze viaceré elektrarne si odhadnuté s chybou okolo
jedného percenta. Elektraren 2 je vypnuté, preto mé na grafe nulovii chybu. Dalej vidime,
ze elektraren 1 je odhadnutd s viac ako 25%-nou chybou. Ide vSak o Vodnu elektrdren
Tvrdosin, ktord ma velmi maly instalovany vykon (6,1IMW), takze ak sa aj pomylime o
25%, na celkovej 200-500 MW hodinovej vyrobe to urobi odchylku priblizne 1,5 MW. Co
sa tyka priemernych odchylok po elektrarnach a po hodindch definovanych ako v (84) a
(85), ich hodnoty st E_by_plants = 4,37% a E_by_hours = 2,35%.
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Cena vs. vyroba
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Obr. 10: Porovnanie aproximovaného a realneho vykonu celej Vazskej kaskady
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Obr. 11: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a redlneho vykonu po hodinach
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Obr. 12: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a redlneho vykonu po elektrarnach
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4.4 Model v priestore spadu a objemu hornej a dolnej nadrze s
pouzitim trojuholnikovej metody

Tento model je v tvare tlohy MILP. Na aproximaciu funkcie vykonu sme pouzili troj-
uholnikovii metodu. Priestor prietoku sme rozdelili na tri body a priestor objemov na
dva body. Pri volbe takéhoto poc¢tu bodov prebehla optimalizacia v dostatocne kratkom
case pre praktické pouzitie. Dostali sme teda siet 3 x 2 bodov, ¢o zodpoveda Styrom
trojuholnikom. Co sa tj’ka objemov, pouzivali sme rézne kombinécie v zévislosti od typu

elektrarne nasledovne:
o Typ 0: Priestor objemu aproximovany v premennej HH_V;, — DH_V, ,.
« Typ 1 a 4: Priestor objemu aproximovany v premennej HH_V,,,.

o Typ 2: Jednorozmernd po castiach linearna aproximacia funkcie vykonu v premen-

nej spad.
o Typ 3: Priestor objemu aproximovany v premennej DH_V, .

Oproti modelu v ¢asti 4.2 ma tento model vyhodu v tom, Ze nemame ziadne kvadratické
ohranicenie ani kvadratickd tcelovi funkciu. Solver Gurobi je schopny tento model riesit
rychlejsie. Nevyhodou je, Ze s trojuholnikovou metdédou je spojeny narast premennych a
ohranic¢eni. Oproti modelu v casti 4.3 je vsak cas optimalizacie tohto modelu dostato-
¢ne kratky aj s pridanymi ohraniceniami. Rychlost vypoctu pri tomto modeli bola 21,62
sektnd.

Na Obr. 13 vidime pomerne presnt aproximéciu a tiez vidime, Ze najvyssi vykon je
pri najvyssej cene. Na Obr. 14 uvadzame porovnanie relativnej chyby po jednotlivych
hodinéach. Vidime, Ze sa v ziadnej z hodin aproximovany vykon nelisil od realneho vykonu
o viac ako 2,5%. Na Obr. 15 uvadzame porovnanie relativnej chyby po jednotlivych elek-
trarnach. Vidime, ze takmer vSetky elektrarne st odhadnuté s chybou mensou ako 5 %.
Elektraren 2 je vypnutd, preto ma na grafe nulovii chybu. Znovu vidime, ze elektraren 1
je odhadnutd s viac ako 25%-nou chybou. Ide opat o Vodni elektraren Tvrdosin, ktord ma
velmi maly instalovany vykon, takze jej prispevok k celkovej odchylke je maly. Hodnoty
celkovych odchylok po elektrarnach a po hodindch, definovanych vztahmi (84) a (85), st
E by plants = 3,06% a E_by_hours = 1,30%.
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Cena vs. vyroba
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Obr. 13: Porovnanie aproximovaného a realneho vykonu celej Vazskej kaskady
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Obr. 14: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a redlneho vykonu po hodinach
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Obr. 15: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a redlneho vykonu po elektrarnach
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4.5 Model v priestore spadu a prietoku s pouzitim Delaunay
triangulacie

Na aproximaciu funkcie vykonu z ¢asti 1.2 sme pouzili trojuholnikovi metédu. V priestore
spadu a prietoku sme vybrali styri az Sest bodov na zaklade absolitnej hodnoty druhého
diferencialu vykonu jednotlivych elektrarni. Nasledne sme z tychto bodov pomocou De-
launay triangulacie dostali 2 az 6 trojuholnikov. Tento model ma oproti modelu z casti
4.3 vacsie pamatové poziadavky. Kym pri modeli v casti 4.3 bolo potrebné na vypocet
mk hodnot vykonu si paméatat m hodnot spadu a k£ hodnot prietoku, pri tomto modeli
je potrebné si pamatat mk hodnot aj spadu aj prietoku. Z vypoctového hladiska je opét
vyhodou formulacia v tvare MILP. Rychlost vypoc¢tu pri tomto modeli bola 189,13 sektnd.

Na Obr. 16 vidime pomerne presni aproximaciu pri nizSom vykone, ale viditelni od-
chylku pri vyssom vykone. Na Obr. 17 uvadzame porovnanie relativnej chyby po jednot-
livych hodinéch. Vidime, Ze sa v ziadnej z hodin aproximovany vykon nelisil od redlneho
vykonu o viac ako 5%. Na Obr. 18 uvddzame porovnanie relativnej chyby po jednotlivych
elektrarnach. Vidime, ze niektoré elektrarne sa nam podarilo odhadnit velmi presne,
ale pri viacerych elektrarnach mame chybu vyssiu ako 7 %. Elektraren 2 je vypnuta,
preto ma nulovi chybu. Znova vidime, Ze elektraren 1 je odhadnuté s viac ako 25%-nou
chybou. Ide opat o vodnu elektraren Tvrdosin, ktora ma velmi maly instalovany vykon,
takze jej prispevok k celkovej odchylke je maly. Hodnoty priemernych odchylok po elek-
trarnach a po hodinach, definovanych vztahmi (84) a (85), su E_by_plants = 5,46% a
E by_hours = 3,13%.
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Obr. 16: Porovnanie aproximovaného a realneho vykonu celej Vazskej kaskady
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Obr. 17: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a redlneho vykonu po hodinach
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Obr. 18: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a realneho vykonu po elektrarnach

4.6 Model v priestore spadu a objemu hornej a dolnej nadrze

s pouzitim trojuholnikovej metody s Delaunay triangulaciou

Na aproximaciu funkcie vykonu z ¢asti 1.3 sme pouzili trojuholnikovi metédu. V priestore
objemov hornych a dolnych hladin a prietoku sme vybrali Styri az sedem bodov na zadklade
absolutnej hodnoty druhého diferencialu vykonu jednotlivych elektrarni. Nasledne sme z
tychto bodov pomocou Delaunay triangulacie dostali 2 az 8 trojuholnikov Podobne ako
v pripade modelu z ¢asti 4.5 aj tento model ma vyssie paméatové naroky, je potrebné
si pamétat az mk hodndt objemov hladin a prietoku. Avsak v porovnani s modelom z
casti 4.5 sme nemuseli uvazovat ohranic¢enia na vysku hladin a spad. Vdaka tomu sme pri
zachovani toho istého rozmeru tlohy mohli zjemnit trojuholnikovi siet. Rychlost vypoctu

pri tomto modeli bola 111,74 sekind.
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Na Obr. 19 vidime mierne odchylky pri vyssich aj nizsich vykonoch. Na Obr. 20 uva-
dzame porovnanie relativnej chyby po jednotlivych hodinach. Vidime, Ze sa v ziadnej
z hodin aproximovany vykon nelisil od redlneho vykonu o viac ako 5%. Na obrazku 21
uvadzame porovnanie relativnej chyby po jednotlivych elektrarnach. Vidime, ze vacsinu
elektrarni sa nam podarilo odhadniuf velmi presne, a len styri elektrarne mali chybu nad
5%. Elektrarne 1 a 2 st vypnuté, preto maju nulovi chybu. Hodnoty celkovych odchylok
po elektrarnach a po hodinéch, definovanych vztahmi (84) a (85), si E_by_plants = 2,93%
a E_by_hours = 2,88%.

Cena vs. vyroba

s0{ [ Approximated
[ Real

400

300

° Vyroba

220

Obchgdovacia ho&sina

Obr. 19: Porovnanie aproximovaného a redlneho vykonu celej Vazskej kaskady

Relativna chyba pre hodiny

Relativna chyba

Obchgdovacia hod]ina

Obr. 20: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a redlneho vykonu po hodinach
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Relativna chyba pre elektrérne

Relativna chyba

Poradie elektrarne

Obr. 21: Porovnanie chyby celkového aproximovaného a realneho vykonu po elektrarnach

4.7 Porovnanie modelov

Modely predstavené v castiach 4.1-4.6 sme vzajomne porovnali. Vzhladom na ciele prace
sme zvolili dve porovnavacie kritéria. Prvym bol ¢as potrebny na najdenie optimalneho
riesenia. Dalej sme porovnévali rozdiel medzi aproximovanym a realnym ziskom. Pod poj-
mom aproximovany zisk rozumieme hodnotu zisku, ktora bola vystupom z vypocétového
algoritmu. Redlny zisk zase predstavuje taki hodnotu zisku, ktori dostaneme dosadenim
vypocitanych optimalnych hodnot prietoku a vysky hladin, resp. prietoku a objemu hladin
do povodnej (neaproximovanej) funkcie vykonu v rovnici (69). Rozdiel medzi aproximova-
nym a realnym vykonom sme nasledne vyhodnotili dvomi sposobmi. V prvom z nich sme
vypocitali maximélnu percentualnu chybu cez vsetky elektrarne a v druhom sme vypoci-
tali maximélnu percentualnu chybu v jednotlivych hodinach dna. V Tabulke 4 uvddzame
porovnanie pre modely popisané v kapitoldch 4.1-4.6. V stipci model je uvedené poradové
&slo modelov. V stlpci Vifkon je uvedeny priestor premennych pre aproximaciu vykonu. V
stipci aprozimdcia je uvedeny sposob aproximécie z kapitoly 3. V §tvrtom stipci uvadzame
Zas potrebny na najdenie rie§enia. V stlpcoch pre aproximovany a redlny zisk neuvadzame
hodnotu zisku, ale relativnu zmenu zisku vo¢i najhorgiemu modelu v danom stlpci. Naj-
horsi model méa v prislusnom riadku 0%. Skuto¢né tidaje o zisku podliehaji obchodnému
tajomstvu. Vidime, Ze len v pripade modelov M1 a M4 sme ziskali riesenie za menej ako
100 sektnd. Dalej vidime, Ze model M4 je bezkonkurenéne najrychlejsi. Tri najvyssie re-
alne zisky sa dosiahli pouzitim modelov M3, M4 a M5. Modely M2 a M6 maju velmi maly

redlny zisk. Model M5 mé prilis dlhy optimaliza¢ny ¢as. Do porovnavania so skutoénym
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Tabulka 4: Sumarne porovnanie modelov

A aproximovany | A realny odchylka odchylka
model Vykon aproximdcia | Cas (s) zisk % zisk % | po elektrartiach | po hodindch
M1 F(H,Q) kvadratické 78.17 4.77% 1.85% 4.46% 3.65%
M2 | i(Q,HH_V,DH_V) | kvadratickd | 169.14 0% 0.92% 5.90% 4.70%
M3 F(H,Q) trojuholnikovd | 102.09 7.30% 1.84% 4.37% 2.35%
M4 | F»(Q,HH_V,DH_V) | trojuholnikovd | 21.62 4.88% 2.34% 3.06% 1.30%
M5 Fi(H,Q) Delaunay 189.13 6.75% 2.10% 5.46% 3.13%
M6 | F»o(Q,HH_V,DH_V) Delaunay 111.74 1.41% 0% 2.93% 2.88%

modelom v slovenskych elektrarnach sme sa rozhodli vybrat modely M1, M3 a M4.
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5 Porovnanie s prevadzkovym modelom Slovenskych
elektrarni

V tejto casti porovname modely M1, M3 a M4 so skutoé¢nym prevadzkovym modelom
Slovenskych elektrarni na Siestich dnoch. V predchadzajicej casti sme porovnavali zisk
z optimalizacie s realnym ziskom. Porovnanie v tejto casti realizujeme s vyuzitim simu-
la¢cného modelu Slovenskych elektrarni. Vstupom do tohto modelu si len prietoky cez
elektrarne. Model nasledne urobi simulaciu dna s danymi prietokmi a stanovi presné
vysky hladin, hodnoty spadu aj pocet generatorov, ktoré musia byt zapnuté. V ramci
simulacie dochadza tiez k tiprave niektorych premennych tak, aby boli dodrzané vsetky
relevantné ohranicenia. Na zaklade tejto simulacie dostaneme skuto¢ény vykon vo vset-
kych elektrarnach, na ktory budeme pre odliSenie referovat pojmom simulovany vykon.
Od tohto porovnavania ocakavame vyssiu percentualnu chybu medzi optimalizovanym
a simulovanym ziskom. V tejto chybe budu totiz zahrnuté aj nepresnosti v aproximacii
hornej a dolnej hladiny jednotlivych elektrarni. Na zaver tejto ¢asti urobime findlne po-

rovnanie najlepsieho z tychto troch modelov so skutoénym prevadzkovym modelom na 30

dnoch.

5.1 Porovnanie troch modelov

7 ¢asového hladiska je numericka analyza modelov na viacerych dnoch naroc¢na. Z tohto
dovodu sme sa rozhodli modely porovnat na Siestich vybranych dnoch. Prevadzkové ohra-
nicenia v jednotlivych dnoch sa od seba vyrazne nelisia. Vyvoj ceny elektriny pocas jed-
ného dna zvycajne vykazuje dva vrcholy v priblizne rovnakych hodinach ako sme ilustro-

vali na Obr. 22. Na Obr. 22 tiez vidime, ze priemerny nasadeny vykon elektrarni kopiruje

cenovu krivku. Medzi diiami sa menia hlavne parametre gtg;";" a qtg;"gi

", ktoré su nulové
v hodindch, ked je prislichajici generator mimo prevadzky. Dalej sa dni ligia v pritokoch
z vedlajsich tokov alebo zrazok a v stave hladin nadrzi. Posledné doélezité parametre, ktoré
sa moOzu vyraznejsSie menit si min_avg_out, resp. max_avg_out, teda minimalne, resp. ma-
ximalne odtoky z nadrzi. Tieto zmeny v parametroch sa daju redukovat na objem vody,

ktory je model schopny sumérne pretlacit cez elektrarne. Do porovnania sme vybrali tri

dni, pocas ktorych bol sumarny prietok v previddzkovom modeli via¢si ako 50 000 m? a tri
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Obr. 22: Vyvoj priemernych cien a priemerného vykonu Vazskej kaskady za rok 2022. Zdroj
[11]

dni ked bol mensi ako 30 000 m3.

V Tabulke 5 sme zhrnuli vystupy z modelov pre kazdy zo Siestich vybranych obchodo-
vacich dni. Model Basic reprezentuje stcasny prevadzkovy model Slovenskych elektrarni.
Pre tento model sme zaznamenali ¢as trvania optimalizacie a celkovi chybu aproximacie

vykonu. Hodnotu premennej error sme vypocitali nasledovne:

rop — ( Zplant 1P3@'m) o ( Zplant 1 t(?gt)

Y

plant 1 szm
Z t,p

kde Pfgt je vystup vykonu, ktory dostaneme z optimalizacie a PS”” je vystup vykonu zo
simulécie. Pri modeloch M1, M3 a M4 navySe uvadzame hodnotu percentudlnej zmeny
v zisku oproti prevadzkovému modelu. Ak je tato hodnota zapornda, znamena to, ze zisk
vypocitany na zaklade optimalnych hodnot prietoku je nizsi ako zisk, ktory sme dosiahli

pri prevadzkovom modeli. V predposlednom riadku v Tabulke 5 oznacenom avg uvadzame

priemery v jednotlivych stipcoch.
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Tabulka 5: Porovnanie modelov na Siestich dnoch

Basic Model M4 Model M3 Model M1

Denn || ¢as |error % || cCas ‘ error % | A zisk % || cas ‘ error % | A zisk % || cas ‘ error % | A zisk %

1 24.58 | 10.21 65.39 5.12 <0.01 127.4 8.63 -0.72 159 3.78 0.06

2 12.58 8.34 58.18 2.46 -1.98 300 5.73 -3.14 233.3 2.54 -0.02

3 21.97 8.18 165.5 2.96 1.09 288.67 6.64 1.06 300 3.63 0.32

4 12.3 7.33 37.88 3.53 -0.19 212.76 6.38 -0.29 108.97 5.09 -0.09

5 9.61 9.50 14.63 6.53 -2.38 132.35 | 10.31 -4.11 89.25 7.04 -2.73

6 13.5 9.38 84.61 6.26 -0.95 248.66 9.67 -1.26 204.13 6.72 -2.16
avg || 15.75 8.82 71.03 ‘ 4.48 ‘ -0.74 218.30 ‘ 7.89 ‘ -1.40 182.44 ‘ 4.80 ‘ -0.77
score 2.94 1.74 3.49 2.13

V Tabulke 5 vidime, ze vSetky tri testované modely vykazuji v priemere dlhsi vypo-
¢tovy cas a nizsi zisk nez sucasne pouzivany model. Ako sme uz uviedli v tivode prace,
nasim ciefom bolo primdrne zlepsit presnost aproximéacie vykonu. Vysledky z tejto nume-
rickej analyzy naznacujui, ze tento ciel sa ndm podarilo naplnit: modely M1, M3 a M4
vykazuju nizsiu percentualnu chybu v odhade vykonu. Prirodzene, z hladiska celkového
porovnania modelov, je nutné vziat do tvahy vsetky tri porovnavacie kritéria. Z tohto
dovodu sme navrhli porovnat jednotlivé modely na zaklade metriky score, ktori sme

definovali nasledovne:

ceore — error% — Azisk% + ;nax(cas —100,0)/100 (6)

Metrika score (86) priraduje jednotlivym modelom ich skére na zéklade priemernych
hodnot percentudlnych odchylok chyby a zisku. Poslednou vstupnou hodnotou do tejto
metriky je priemerny cas potrebny na ndjdenie riesenia, pricom sme penalizovali len dobu
trvania vypoctu nad 100 sekind, ¢o je pre praktické ucely este akceptovatelna hodnota.
Nizsia hodnota score hovori, ze ide o lepsi model. Vidime, Ze najlepSie score dosiahol

model M4. Model M1 bol v uvedenej metrike tiez lepsi ako prevadzkovy model.
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Tabulka 6: Porovnanie modelu M4 a jeho relaxécii na 30 dnoch

model | ¢as | error % | A zisk % | score
Basic | 21.46 9.54 0 3.18

M4 58.64 5.99 -2.07 2.55
M4 3% | 74.63 5.39 -1.10 2.16
M4 5% | 51.44 5.59 -0.77 2.12

5.2 Zhodnotenie modelu v priestore spadu a objemu hornych

a dolnych hladin s trojuholnikovou aproximaciou

Model M4, ktory sme v casti 5.1 vyhodnotili ako najlepsi, sme nasledne porovnali s pre-
vadzkovym modelom na 30 vybranych dnioch pre robustnejsie porovnanie. Okrem porovna-
nia prevadzkového modelu a modelu M4 sme do porovnania pridali dve dalsie modifikacie
modelu M4. Pri realizacii numerickych experimentov v predchédzajtcej casti sme si vSimli,
ze v hodindch s vysokou cenou elektriny, v ktorych premennd P°* dosahovala maximalny
vykon, premennd P*™ dosahovala niZsie hodnoty a teda vykon elektrarne v skutoc¢nosti
nedosahoval maximalny vykon. Preto sme sa rozhodli porovnat prevadzkovy model nielen
s povodnym modelom M4, ale aj s modifikovanou verziou, kde sme uvazili moznost pre-
krocenia maximélneho vykonu o 3% (M4 3%), resp. 5% (M4 3%). V Tabulke 6 uvadzame
porovnanie prevadzkového modelu (Basic) s uvedenymi relaxaciami modelu M4. Hodnoty
uvedené v Tabulke 3 predstavuju priemer sledovanych ukazovatelov za 30 dni. Vidime, ze
score ktorejkolvek relaxacie bolo lepsie ako score prevadzkového modelu. Najlepsie score
dosiahol model M4 5% a to najmé vdaka najmensej percentuédlnej odchylke v zisku (me-
nej ako jedno percento oproti prevadzkovému zisku) a vdaka najkratSiemu vypoctovému

¢asu.
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Zaver

V préci sme sa podrobne venovali riadeniu optimalnej prevadzky elektrarni Vazskej kas-
kady v kratkodobom horizonte. Riadenie optimalnej prevadzky spocivalo v urceni prie-
toku kazdou elektrarnou v kazdej hodine tak, aby sme maximalizovali zisk z vyrobenej
elektriny predajom na spotovom trhu. Pri urceni prietoku bolo nutné stanovit aj pocet
zapnutych generatorov pre jednotlivé elektrarne. Dalej bolo potrebné stanovit aj hodnoty
jalovych prietokov a odtokov. Pri hladani optimélnej prevadzky bolo potrebné dodrzat
viaceré technické a prevadzkové obmedzenia jednotlivych elektrarni.

Aby sme splnili poziadavku na rychlost vypoctu, problém riadenia prevadzky Vazskej
kaskady sme riesili ako tlohu MILP, resp. MIQCP. Nakolko niektoré empiricky odhad-
nuté funkcie vstupujice do optimalizacného procesu s nelinedrneho charakteru, hladali
sme najvhodnejsi sposob aproximécie. Kltc¢ovi funkciu vykonu sme aproximovali jednou
z nasledujicich moznosti: kvadraticka aproximéacia, po c¢astiach linearna trojuholnikova
metdda a po castiach linedarna trojuholnikova metoda s Delaunay triangulaciou. Navyse
sme uvazili dve moznosti formulacie vykonu a to bud v priestore spadu a prietoku alebo
v priestore prietoku a objemu hornej a dolnej hladiny. Kombinéciou tychto vlastnosti sme
dostali 6 modelov. V numerickej analyze sme navrhnuté modely porovnali s aktudlnym
prevadzkovym modelom Slovenskych elektrarni. Jednotlivé modely sme porovnali na za-
klade rychlosti vypoctu a presnosti aproximacie. V prvom kole numerickych experimentov
sme spomedzi Siestich navrhnutych modelov vybrali najlepsie tri, ktoré sme podrobili da-
[Sej analyze. Do findlneho porovnania na 30 dinoch sme vybrali model M4, tj, model, kde
je vykon reprezentovany ako funkcia prietoku a objemu hornej a dolnej hladiny a funkcia
vykonu bola aproximovand trojuholnikovou metédou. Na zaklade charakteru néjdenych
rieSeni sme otestovali este dve dalsie modifikacie modelu M4. Navrhli sme metriku score,
ktora umoznila porovnavat modely na zaklade vSetkych troch sledovanych kritérii. Najle-
psie vysledky sme dosiahli pri modeli M4 s moznostou prekrocit maximalny vykon o 5 %.

V tejto praci sme sa venovali optimalizacii prevadzky vodnej elektrarne v kratkodobom
horizonte. Vykon konkrétnej elektrarne sme aproximovali rovnakou funkciou nehladiac na
pocet zapnutych generatorov. Moznym rozsirenim by bolo aproximovat vykon elektrarne
osobitne pre jeden, dva, resp. tri zapnuté generatory. Tymto spdsobom by ndm sttipol po-

cet premennych, ale zvysila by sa aj presnost modelu. Separatnou tlohou dennej pripravy
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prevadzky, ktorej v tejto praci nebola venovana pozornost, je riadenie prevadzky vodnych
elektrarni s cielom vyrobit predom stanoveny vykon v kazdej hodine namiesto maximali-
zacie zisku. Pri vyrobe predom stanoveného vykonu hra presnost aproximécii este vacsiu
tilohu a z tohto dévodu tato praca vytvara predpoklady aj pre riesenie tejto tlohy. Dalsim
rozsirenim moéze byt optimalizacia prevadzky v strednodobom a dlhodobom horizonte.
V tychto pripadoch by bolo nutné pracovat s viacerymi moznymi scenarmi vyvoja ceny
a taktiez s r6znymi meteorologickymi predpovedami ovplyviiujicimi riadenie prevadzky
vodnej elektrarne.

Vodné elektrarne st najcistejsi dispacovatelny zdroj elektrickej energie a ich tloha pri
vyvazovani siete rastie z dovodu stale véacsieho podielu vyroby nedispacovatelnych obnovi-
telnych zdrojov elektrickej energie v eur6pskom energetickom mixe. Z tohto dovodu rasti
aj naroky na dynamické riadenie vodnych elektrarni, ¢o vytvara vyssie naroky na presnost
matematickych nastrojov pouzivanych na operativnu podporu rozhodovania. Tato praca
je prvou pracou, kde sa podarilo pouzit komplexné aproximacie matematického popisu
elektrarni Véazskej kaskady a porovnat tieto vysledky s operativne pouzivanym modelom.
Vysledky tento prace mozno povazovat za prinos pre Slovenské elektrarne pri rozhodno-
vani. Predstaveny matematicky model prevadzky Véazskej kaskady a analyza numerickych
pristupov na jeho riesenie poskytuje zaklad pre rieSenie dalsich optimaliza¢nych uloh v

tejto oblasti, ktoré sa este nepodarilo nasadit do operativnej prevadzky.
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