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Abstrakt

V nasej praci sa zaoberame testovanim hypotéz o signifikantnosti parametrov nasho za-
ujmu po selekcii ostatnych parametrov v modeli pomocou Akaikeho informacného kritéria.
Nadvazujeme tak na empirické vysledky ziskané pomocou Monte-Carlo simulacii. Nasim
ciefom je tieto vysledky ¢o najlepsie uchopit a popisat pomocou analytickych metod.
Préca obsahuje jednak prehlad dostupnej literattury na tuto tému, ale aj vlastné vysledky.
Odvadzame pravdepodobnost, Ze pomocou Akaikeho kritéria vyselektujeme netiplny mo-
del oproti uplnému. Nésledne odliSujeme dva rézne pristupy pri selekcii. V prvom z nich
umoznime selekciu parametra ktorého signifikantnost chceme testovat a nasledne ukazeme,
7e tento pristup je v zavislosti od nastavenej hladiny testu bud totoZny s postupom, v
ktorom iba testujeme hypotézu bez prevedenia selekcie, alebo s postupom, v ktorom preve-
dieme iba selekciu bez nasledného testovania hypotézy. V druhom pristupe trvidme na tom,
aby bol testovany parameter obsiahnuty v modeli. V tomto pripade odhadujeme chybu
prvého druhu testu prevedeného po selekcii premennych pomocou simulécii. Ukazuje sa,
ze tato chyba zavisi od skuto¢nych hodnot parametrov modelu, ktoré redlne nepozname,
¢o vyriesime bayesovskym pristupom k tymto premennym. V zaverec¢nej kapitole nakoniec
poskytujeme analyzy, ktoré hovoria o suvise medzi vyberovou korelaciou vysvetlujicich
premennych a potrebnou korekciou kvantilu prislusného Fisher-Snedecorovho rozdelenia

daného vyselektovanym modelom.

KTlacové slova: Linearny regresny model, Selekcia premennych, Akaikeho informacné

kritérium, Testovanie signifikantnosti parametra , Chyba prvého druhu



Abstract

In our thesis, we focus on testing hypotheses about the significance of parameters of our
interest after selecting other parameters in the model using the Akaike information cri-
terion. We build on empirical results obtained through Monte Carlo simulations and aim
to describe them using analytical methods. The thesis includes an overview of available
literature on this topic, as well as our own results. We derive the probability that the
Akaike criterion will select an incomplete model over a complete one. Then, we distin-
guish between two different approaches to selection. In the first approach, we allow the
selection of the parameter whose significance we want to test, and we show that this
approach is either identical to the procedure where we only test the hypothesis without
conducting selection or to the procedure where we only perform selection without sub-
sequent hypothesis testing, depending on the chosen test level. In the second approach,
we insist on the tested parameter being included in the model. In this case, we estimate
the type I error of the test conducted after variable selection using simulations. We show
that this error depends on the actual parameter values of the model, which are unknown,
and we solve this problem using a Bayesian approach to these variables. Finally, in the
concluding chapter, we provide analyses that reveal the relationship between selection
correlation of explanatory variables and the necessary correction of the quantile of the

relevant Fisher-Snedecor distribution given by the selected model.

Keywords: Linear regression model, Sellection of variables, Akaike information

criterion, Test of parameters significance, Type I error
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Uvod

Ako T'udstvo od nepaméti radi skimame rézne suvislosti medzi vsakovakymi javmi. Uspo-
kojujeme tym jednak nasu zvedavost, ale najmé zvySujeme nasu schopnost prezit a vyvijat
sa. Vsimli sme si, ze dostatok vlahy a slnka ma priaznivy efekt na nasu turodu, ze dlhsi
pobyt v hygienicky nepriaznivom prostredi sposobuje choroby a podobne. Vdaka tomu
vieme vhodne reagovat na jednotlivé podnety a usmernovat ich.

Na hladanie vSsakovakych zévislosti a stuvislosti medzi réoznymi javmi a stavmi méame
dnes uz veelku velmi silné nastroje, vdaka mnohym vysledkom zo Statistiky. Prave Sta-
tistika nam vie casto velmi dobre naznacit, ¢i suvislosti ktoré nachddzame pozorvanim
okolitého sveta si skor dielom nahody, alebo ide naopak o nejaka zakonitost.

Jednym zo zakladnych z tychto nastrojov je linedrna regresia. Pri nej predpokladame,
ze premenné ktort sme sa rozhodli skiimat (zvicsa preto, lebo je pre nés v praxi z nejakého
dovodu dolezitd), je lindrne zavisla od roznych inych premennych. Tato zavislost v8ak nie
je deterministickd, preto do hry vstupuje aj ndhoda, ktorda moze tuto linearnu zavislost
trochu (a niekedy mozno aj viac) vychylit jednym, alebo druhym smerom. Linearna re-
gresia nam potom mimo iného poméaha posudzovat odpovede na jednotlivé otazky (ktoré
odborne nazyvame hypotézami) o vyznamnosti jednotlivych parametrov. Ak by napriklad
niekto sformuloval hypotézu: “Mnozstvo zrazok neméa vplyv na mnozstvo trody,” vedeli by
sme sa pozriet na data, aplikovat na ne linedrnu regresiu (teda predpoklad, ze mnozstvo
trody zavisi od mnozstva zrazok linedrne) a na zaklade toho usudit, Ze pravdivost tejto
hypotézy je velmi nepravdepodobné.

V tejto praci sa budeme konkrétne zaoberat situiciou, ked nas bude zaujimat, ¢
nejaké konkrétne premenné maji vplyv na prement ktord pozorujeme, pricom ale pred-
pokladame, Ze moze existovat mnozstvo inych vysvetlujucich premennych, ktoré moézu
poOsobit na premenni ktord pozorujeme. Ilustrujme si tuto situaciu bliz§ie na nejakom
priklade.

Predpokladajme, ze mame firmu na vyrobu hnojiv, ktoréa chce otestovat novy typ hno-
jiva. Predpokladajme, Ze existuje linearna zavislost (aspon na nejakom intervale) medzi
mnozstvom pouzitého hnojiva a celkovou trodou. Je ale jasné, Zze na mnozstvo drody
bude ur¢ite posobit este vela inych faktorov (zrazky, slnko, teplota, kvalita pody, mnoz-

stvo Skodcov, ...). S tym by vSak eSte nebol problém, stac¢ilo by nam totiz iba vytvorit
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linearny regresny model so vSetkymi tymito parametrami a testovat hypotézu: “Mnozstvo
pouzitého hnojiva nemé vplyv na mnozstvo trody.” Problém vsak je, ze my v skuto¢nosti
nevieme, ktoré z tychto “ostatnych faktorov” st naozaj dolezité, a ktoré su také, Ze na
vysledné mnozstvo trody nemaju ziaden vplyv. Ak totiz takéto parametre zahrnieme do

modelu, budia nas zbytocne mylit a vychylovat od skuto¢nosti.

Vyradenie rusivych parametrov z modelu vieme riesit pomocou tzv. informac¢nych kri-
térii (v tejto praci budeme pouzivat najmé Akaikeho informéac¢né kritérium, ale existuju aj
iné, napr. Bayesovo informac¢né kritérium). Nas problém s hnojivami teda mozeme riesit
tak, Zze si vyberieme vhodny lindrny regresny model na zaklade Akaikeho kritéria a na-
sledne budeme testovat hypotézu: “MnozZstvo pouzitého hnojiva nemé vplyv na mnozstvo
arody.”

Tento pristup ma vSak zial tiez jeden zévazny problém. Simulacie totiz naznacuju, Ze
pri testovani hypotézy takymto postupom mozeme hypotézu nespravne zamietnut s véic-
Sou pravdepodobnostou, ako keby sme testovali hypotézu Standardnym sposobom (teda
keby sme mali spravny model rovno k dispozicii a nemuseli by sme si ho vyberat in-
forma¢nymi kritériami). Tento jav napr. ilustruje pomocou simulacii Marian Badéar vo
svojej bakalarskej praci [1]. Cielom tejto diplomovej prace bude preto zaoberat sa tymto

problémom po matematickej stranke a skisit ho ¢o najviac popisat a vysvetlit.

V prvej kapitole formulujeme zékladna teoriu ohladom linearneho regresného modelu

a formulujeme zakladné definicie, vety a tvrdenia, ktoré budeme neskér v praci vyuzivat.

V druhej kapitole poskytneme ¢éitatelovi zakladny prehl'ad dostupnej literatury k danej

téme a zaroven sa pokusime Citatelovi ozrejmit niektoré z hlavnych vysledkov ¢lanku [3].

Kapitola 3 poskytuje hlavné teoretické vysledky tejto prace. Jej obsahom je vypocet
pravdepodobnosti, Ze sa selekciou prostrednictvom Akaikeho kritéria vyberie netiplny mo-
del oproti iplnému a taktiez vypocet chyby prvého druhu testu o nulovosti sledovaného

parametra, v pripade, ak umoznime aby bol tento parameter vyselektovany z modelu.

Pripadom ked vyZzadujeme aby bola testovana premenné obsiahnutd v modeli sa za-
oberame v kapitole 4. Budeme sa snazit odhadut, aka je skuto¢na pravdepodobnost chyby
prvého druhu daného testu vykonaného po selekcii. Skuto¢nost ze tato pravdepodobnost
zéavisi od parametrov modelu, ktoré v realite nepozname budeme riesit pomocou bayesov-

ského pristupu k danym parametrom a uvedené pristupy demonstrujeme na prikladoch.
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Nakoniec v kapitole 5 uvedieme niektoré zo zakladnych pozorovani, tykajacich sa vza-
jomného prepojenia medzi vyberovou korelaciou vysvetlujicich premennych a velkostou
korekcie kvantilu Fisher-Snedecorovho rozdelenia (potrebnej na ipravu chybovosti testu),

s ktorym porovnavame prislusni testova Statistiku.
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1 Linearny regresny model

Linearna regresia je zakladnym regresnym modelom, ¢asto pouzivanym v ekonometrii,
vSetkych prirodnych vedach, ale aj mnohych inych odvetviach. Vieme ju charakterizovat

nasledujticim predpisom:

Yi = B1+ 0o + 1303 + ... + TipPr + & 1=1,2,...,n (1)

Premennéa y; je tzv. vysvetlovand premenné a premenné x;s, ;s, ..., ;. Su vysvetlujice
premenné (Gize ako tieto nézvy naznacuji, pomocou x-ovych premennych sa snazime
vysvetlit spravanie premennej y). Zaroveh y-ové aj x-ové premenné si nam Standardne
zname z dat. Hodnoty i, fa, ..., B st parametrami linedrneho regresného modelu, kto-
rych skuto¢nti hodnotu Standardne nepozname a snazime sa ich odhadnut. Premenna
¢; je ndhodna premenné vnéasajica do modelu neistotu, ¢asto oznacovand aj ako ‘“na-
hodny Sum”. Standardne sa predpoklada (a my tak budeme tiez predpokladat naprie¢
celou diplomovou pracou), Ze premenné ¢; su premenné typu iid (“independent, identi-
cally distributed”, ¢iZe nezavislé a rovnako rozdelené ) a plati g; ~ N(0,0?), kde o2 je vo
vSeobecnosti neznama disperzia. Nakoniec k je pocet parametrov v modeli a n je pocet

pozorovani.
Model (1) vieme zapisat aj maticovo v tvare:

Y = XB+e. (2)

V tomto zépise predstavuje Y n-rozmerny vektor premennych y;, X oznacuje maticu

rozmerov n X k, pricom X;; = x;; a € je vektor premennych ¢;, ¢ize ¢ ~ N(0,021,).

1.1 Odhad parametrov

Ked uz mame zostaveny linearny regresny model, ostava otazkou, ako odhadnut nezndme
parametre 3, ktoré nepozname. Da sa ukazat, ze najlepsi nevychyleny odhad B je argument

minima funkcie f(b) = (Y — Xb)T(Y — Xb) (dokaz mozno najst napr. v knihe [5]).

11



Tvrdenie 1.1. Za predpokladu plnej hodnosti matice X je argument minima funkcie

F(b) = (Y — Xb)T(Y — Xb) vektor ( tvaru:

B=(X"X)"'XxTy

Ide o jedno z najznamejsich tvrdeni tykajucich sa linearnej regresie. Dokaz mozno

taktiez najst napriklad v knihe [5].

1.2 Formulacia zdkladnych tvrdeni vyuzivanych v praci

V tejto podkapitole uvedieme sériu zakladnych, vSseobecne znamych tvrdeni, ktoré budeme
potrebovat v tejto praci vyuzit.
Ako sme si uz povedali, vektor B je najlepsim nevychylenym odhadom neznameho

vektora . O jeho presnom rozdeleni nam hovori nasledujtce tvrdenie:

Tvrdenie 1.2. Ndhodny vektor B md normdlne rozdelenie so strednou hodnotou (B a

variancnou maticou o*(XT X)L

Dékaz Vieme, 7e = (XTX) ' XTY = (XTX) ' XT(XB+¢) = B+ (XTX) 1 XTe.
Vidime, Ze jedind nédhodnost v predpise ndhodného vektora B je sposobena ndhodnym
vektorom €. Vektor B je teda linearnou transforméciou normalneho vektora, a teda B je

tiez normélny vektor.

Vieme, ze ndhodny vektor S sa riadi normalnym rozdelenim. Pre tuplnost dokazu nam

teda ostéva uz iba urcit jeho stredni hodnotu a varian¢nt maticu:
Ef) = BB+ (X"X) ' X"e) = E(B) + E(X"X)"'X"e) = g+ (X"X) ' X" E(e) = 5,
pricom sme vyuzili, Ze 5 a X st nendhodné a E(g) = 0.

Var(8) = Var(f+ (XTX)"' X e) = (XTX) ' X Var(e) X (XTX) ™! =
= (XTX) XX (XTX) = o(XTX) T,

pri¢om sme vyuzili, Ze 8 a X s nendhodné a Var(e) = o*I.
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V linearnej regresii velmi ¢asto vyuZivame maticu H definovant ako H = X (X7 X)~1 X7
(ide o takzvany projektor na priestor generovany vysvetlujicimi premennymi) a maticu M
definovanu ako M = I — H (ide o takzvany projektor na vektor rezidui). V nasledujicom

tvrdeni si dokadzeme, Ze ide skutocne o projekéné matice.

Tvrdenie 1.3. Matice H a M definované ako H = X(XTX)™'XT o M = I — H su

maticami projekcie.

Dokaz. Vieme, 7e ak matica A je maticou projekcie, musi spliat dve vlastnosti, a to
AT = A a A? = A. Cielom tohto dokazu je teda ukézat, ze matice H a M splhaja obe

tieto vlastnosti.

Odividne platf H = X(X7X)'XT = H”. Zaroven H2 = X(XTX) ' XTX(X7X) ' XT =
X(XTX)'XT = H. Potom pre maticu M = [—H dostavame MT = [-HT = [-H = M
aM?=(I-H)?=1-2H+H*=1-2H+H=1-H=M O

Pre projekéné matice budeme neskdr vyuzivat nasledujtce tvrdenie:

Tvrdenie 1.4. Ak A je maticou projekcie, tak pre jej vlastné hodnoty plati, Ze su bud

rovné 1, alebo rovné 0.

Dokaz. Nech x je vlastny vektor matice A pre vlastni hodnotu A. Potom plati Az = A\z.
KedZe A je projekéna matica, plati A = A2, a teda:

v = Az = A%z = A(Az) = A(\x) = Mz = Nz,

KedZe mame \x = Az a vlastny vektor x isto nie je nulovy, musi platit A\ = A2, a
teda bud A =0, alebo A =1
O

Pred dalsim formulovanim tvrdeni sa budeme zaoberat nasledujucimi dvomi modelmi:

o My :Y =X 8 + Xy + ey,

° M2:Y:X1/81+62’

13



pricom predpokladdme, Ze mame n pozorovani a 3; € R* a 3, € R*2. Vidime, Ze model
M, je v skutoénosti iba submodelom modelu M;. Ozna¢me blokovi maticu [X; Xs] ako
Zy, maticu X; ako Zy, vektor (81 32)T ako 6 a vektor (5 ako 6. Modely M; a My potom

mozeme maticovo zapisat nasledujicim spoésobom:
0M12Y:Z191+51
.MQ:Y:ZQQQ“FEQ

Nakoniec zadefinujme matice H, = Z,(ZL Z))"'ZF, Hy = Zo,(ZX Z,)~'\ZY M, = I — H,

a My = I — Hy, o ktorych budeme formulovat nasledujtce dve tvrdenia.

Tvrdenie 1.5. Matice Hy a Hy formulované vyssie komutuji a plati: HoH, = H1Hy =
H,.

Dékaz. Nech matica X, je matica rozmerov n x k; a matica X5 je matica rozmerov n X ks.
I

Definujme maticu A tvaru: A := '

Ok‘g ><k1
Potom plati:

Z2 - Xl == [Xl XQ] = ZlA

Pre maticu H, teda dostavame vyjadrenie:

Hy = 7Zy(Z23 Zy) ' 2] = 2 A(AT ZF 2, A) 1 AT ZT

Potom pre stc¢in Hi H, dostavame:

H\Hy = 2\(ZF 2) ' 2T 2 A(AT 2T 2, A) AT 2T = 20 A(AT 2T 2, A) AT ZT = H,

a pre sucin Ho H; méame:

HyH, = ZVA(ATZT 2, )P AT 72V 22T 2) ' 2y = 2\ A(AT 2T 2, A) AT ZT = H,.

14



Tvrdenie 1.6. Matice My a My formulované vyssie komutuji a plati: MoMy = My My =
M.

Doékaz. Plati:

MMy = (I — Hy)(I — Hy) = I — H, — Hy + H H>.

S vyuzitim tvrdenia 1.5 dostavame HiHy = H,, a teda MMy = I — Hy = M;.

Analogicky:

MMy = (I — Hy)(I — Hy) =1 — Hy — Hy + HoHy = I — Hy = M.

]

Zavedme nédhodné premenné vyjadrujuce sucet stvorcov rezidui (residual sum od squ-
ares) RSS; = (Y — Z,0,)7(Y — Z16,), RSSy = (Y — Zo0,)" (Y — Z,6,). Pre tieto nahodné

premenné uvadzame nasledujice, v ekonometrii vSeobecne zname tvrdenie.

Tvrdenie 1.7. Definuyme nasledujicu testovi Statistiku:

n — ]fl - ]fg RSSQ - RSSl
ko RSS,

Za predpokladu nulovosti parametra B a tplnej hodnosti matice Z1 plati:

F—

F~ Fk27n—k1—k2'

Nasleduje tvrdenie, ktoré hovori o ortogonalnej transformacii normalneho nadhodného

vektora s nulovou strednou hodnotou a identickou varian¢nou maticou.

Tvrdenie 1.8. Nech pre ndhodny vektor N plati N ~ N(0,,1,) a Q je matica rozmerov
n X q, pricom jej stlpce si navzdjom kolmé a magji dizku 1 (v euklidovskej norme). Potom

pre rozdelenie ndhodného vektora QTN plati QTN ~ N(0,, I,).

Dokaz. Kedze QTN je linearna transforméacia normalneho vektora, vektor QTN je tiez
normalnym vektorom. Na dokonc¢enie ddkazu staci teda uz len vyjadrit jeho strednd hod-

notu a varian¢nu maticu:

E(QTN) = QTE<N) = QTOn = 0g,
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pricom sme mohli Q7 vyhat pred strednt hodnotu, kedZe ide o nendhodnt maticu.

Var(Q'N) = Q"Var(N)Q =Q"1,Q = Q'Q =

¢im sme dokazali QTN ~ N(0,, I,). O

V ekonometrii ¢asto vyuzivame sucet Stvorcov rezidui, oznacovany ako RSS (residual
sum of squares). Bude preto potrebné vyslovit nasledujice tvrdenie o jeho pravdepodob-

nostnom rozdeleni.

Tvrdenie 1.9. Majme linedrny regresny model Y = X[3 + € obsahujici n pozorvani a
k < n parametrov, pricom € ~ N(0,02I). Definujme RSS := (Y — XB)T(Y — XB) Po-
tom za predpokladu tplnej hodnosti matice X pre pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnej
premennej RSS plati:

RSS ~ a2x;

Neskér v praci sa budeme potrebovat odvolat na nasledujtce dve tvrdenia, umoznujice

pracovat s podmienenou strednou hodnotou a podmienenou varianciou.

Tvrdenie 1.10. Nech X, Y si lubovolné ndhodné vektory. Potom pre stredni hodnotu
E(X) plati nasledugica rovnost:

E(X) = E(EX|Y)).

Doékaz. Dokaz urobime iba pre spojité ndhodné vektory. Nech nédhodné vektory X, YV
maji rozmery k a m a zdruzena hustotu f(x,y). Potom pre podmienent stredni hodnotu

E(X |Y) mame vzorec:
Jor 2 f(2,Y)dx
Jer f(@,Y)da

Opétovnym aplikovanim strednej hodnoty dostéavame:

ka J}f(l’, y)dl‘
R™ ka f(IL‘, y)dl‘

E(X[Y)=

E(B(X |Y)) =

fy (y)dy, (3)

kde fy(y ka x,y)dz je marginalna hustota nahodnej premennej Y. Rovnost (3) sa

nam tym padom upravi na tvar:

BEX V)= [ [ 2wy



Zamenou poradia integralov dostéavame:

BEX V) = [ [ aredy i

Vektor z je konStantou vzhladom na integracnt premennu y, a teda ho moézeme vynat

pred zatvorku, ¢ize vieme napisat nasledujticu sériu rovnosti:
BEX|Y) = [ o[ fegayde= [ st = BX),
RE  JRm RF
¢im sme dokézali vyslovené tvrdenie. O

Tvrdenie 1.11. Nech X, Y su lubovolné nahodné vektory. Potom pre varianciu Var(X)
plati:
Var(X)=EVar(X |Y)) + Var(E(X |Y)).

Dékaz. Z definicie variancie mame pre Var(X | Y) nasledujtci predpis:
Var(X |Y) = B[(X |Y - E(X |Y)(X |V = E(X | Y))"],
¢o vieme upravit do tvaru:
Var(X |Y) = EXX"|Y) - E(X |Y)EX |Y)]. (4)
Aplikovanim strednej hodnoty a vyuzitim tvrdenia 1.10 dostavame:
E(Var(X |Y)) = B(E(XXT | V) = E[E(X | V)[E(X | Y)]T] =
= E(XX")-E[EX |YV)[EX | Y)'|-E(EX | Y))[EEX V)] +EEX | Y)[EEX | V)]
=EB(XXT)~Var(E(X |Y))+ E(X)[EX)]" =
=Var(X)—Var(E(X |Y)).

7 uvedenej série rovnosti sme dostali:

EWVar(X|Y))=Var(X) = Var(E(X |Y)),
z ¢oho uz priamo vyplyva:

Var(X)=EVar(X |Y))+ Var(E(X |Y)).
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2 Prehlad literatury

V tejto kapitole sa pokusime ¢itatelovi poskytnut prehlad zakladnej literatiry zaobera-
jucej sa podobnou problematikou. Jednym z prvych ¢lankov zaoberajucich sa problémom
testovania hypotéz v modeli, ktory vznikol selekciou bol ¢lanok [2]. V tomto ¢lanku sa
autor zaobera linedrnym regresnym modelom obshajicim dve vysvetlujice premenné, pri-
¢om jednu z nich sa snazi vyselektovat a pre druhtu z nich sa snazi najst odhad (ktory
berie v tvahu uvedenu selekciu), pre ktory v zavere odvadza prvy moment a vychylku
(bias).

V ¢lanku [4] sa autor zaobera situaciou, ked méme na vyber vi¢sie mnozstvo regreso-
rov, ktoré je mozné zahrnit do modelu, ale mame vopred fixne stanoveny pocet, kol'ko z
tychto regresorov chceme pomocou selekcie do tohto modelu vybrat. Za istych zjednodusu-
jucich predpokladov (znama variancia rezidui a nulova vyberova korelacia vysvetlujicich
premennych) potom zavedie takzvané pravidlo palca (rule of thumb) upravujice hodnotu
hladiny klasického Studentovho t-testu vo vyselektovanom modeli.

Suméar najnovsich poznatkov ohladom testovania hypotéz v modeloch, ktoré presli
selekciou je obsiahnuty v ¢lanku [6], v ktorom sa autor zaoberé otazkou, ako najlepsie od-
hadnit parametere modelu, ktory bol ziskany selekciou, v zmysle minimalizovania strednej
kvadratickej chyby odhadu (mean squared error).

V nasledujicej podkapitole sa pokusime ¢itatelovi blizsie priblizit ¢lanok [3], ktory sa
zaoberd otazkou, akej velkej chyby (v zmysle odlisnosti skuto¢nej hodnoty parametra od
odhadu pre dany parameter) sa vieme pri odhadovani parametrov v modeli, ak ignorujeme
fakt, ze dany model bol vybrany selekciou z viacerych pripustnych modelov. KedZe je tento
¢lanok zamerany pre odborni verejnost, s v nom viaceré myslienky a tvrdenia uvedené
bez blizgieho kontextu, ¢o moze sposobovat nezainteresovanému Gitatelovi znacné tazkosti.
Nagim ciefom preto bude dany text spristupnit aj pre ¢itatela, ktory sice méa zékladné

matematické a Statistické vzdelanie, ale nie je v danej téme odbornikom.
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2.1 Testovanie v modeli ziskanom selekciou premennych

Skumajme linedrny regresny model M nasledujiiceho tvaru:
M:y=XB+Zv+e,

pricom (3 je k - rozmerny vektor parametrov, ktorych signifikantnost chceme testovat (teda
chceme testovat hypotézu Hy : 8 = 0) a v je m-rozmerny vektor takzvanych rusivych
parametrov, ktorych skutoéna hodnota néas nezaujima (a moézeme sa preto pokusit ich z
modelu vyselektovat). Vektor y je potom n - rozmerny vektor vysvetlovanych premennych,
X, Z sun xkan xm - rozmerné matice vysvetlujtucich premennych a € je n - rozmerny
vektor chyb.

Pre parametre 3, v urobime metédou najmensich stvorcov ich odhady B a A
wmin F(5,7) = (y = X8 = 29)"(y = X5 = 27)
=Ty + BEXTXB+~TZT 2y — 24" X B — 20T Zy + 28T XT 7.

7 nutnej podmienky optima potom dostévame:

%ﬁgﬁ) =2X"Xf3 - 2X"y +2X" 75 =0, ®)
% =22"74 - 22"y +22"X5 = 0. ©)
Y

Upravou rovnice (5) dostavame:
XTXp=X"Ty—Xx"275,
B=(XT"X)"'XTy —(X"X)'X"Z5. (7)
Analogicky upravou rovnice (6) dostavame:
Y= (Z"2) 2y — (27 2) T ZTX B,
Dosadenim (7) dostavame:
§= (272 2Ty - (2727 XXXy - (XTXTXTZAL ()
Zavedme znacenie:
Hy = X(XTX)'Xx7T, My =1, — Hx. (9)
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Upravou rovnice (8) potom dostévame:
(Z¥7Z — ZT"Hx 2)y = ZTy — Z' Hyy,
Z'Mx 24 = ZV(I, — Hx)y = Z* Mxy,
4= (Z"Mx2)'Z" Myy. (10)
Dosadenim do (5) potom dostéavame:
B=(XTX)"'"XTy — (XTX) ' XTZ(Z" Mx 2)"' Z" Myy. (11)

Lahko teraz vyrieSime aj postac¢ujicu podmienku minima, pretoze rovno dostavame:

O2F(BA)  92F(BA) T

2T 350 2XTxX 0
?F(BA) PFBA | T
aﬁaj WV 0 2777

Lahko vidime, Ze Hessova matica je kladne definitna, kedZe matice X7 X a Z7 Z st kladne
definitné.

Zavedme nasledujtce znacenie:
b= (XTX)'XTy, 0= (2"Mx2)24, Q= (X"X)"'X"Z(ZTMxZ) 2. (12)
V zmysle znacenia (12) vieme teraz rovnost (11) zapisat nasledujicim spésobom:

B =0b.— Q6. (13)

Ozna¢me odhad (13) parametra § v tuplnom modeli M ako b, (unrestricted estimator of

f). Vsimnime si, Zze ak by sme parameter 3 chceli met6dou najmensich stvorcov odhadnit
v submodeli M:
M y=Xp+e,

dostavame podla tvrdenia 1.1 odhad metédou najmensich Stvorcov pre parameter 5 rovny
b, (restricted estimator of /3).
Autori Danilov a Magnus potom navrhuji vo svojom ¢lanku [3| zaviest takzvany WALS

(weighted average least - squares estimator) odhad b parametra 3, definovany predpisom:
b= Ab, + (1 —MN)b,,

pricom A € [0, 1]. Ide teda o vazeny priemer odhadu parametra 8 v tplnom modeli M a

v submodeli M, pricom volba parametra A je volitelna Iubovolne.
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Doteraz sme sa zaoberali situaciou, ked sme brali do uvahy iba dva moZné modely,
uplny model M a submodel M,. KedZe vektor v je ale m - rozmerny vektor, méame
teoreticky az 2 moznych submodelov modelu M. Ozna¢me teda M; ako i-ty submodel
modelu M, pri¢om tento model obsahuje niektoré parametre vektora . Nech S je Iubo-
volné permutacia matice [I,, 0] (pri¢om r; € 1,2,...,m je hodnost identickej matice I,,).

Pre model M; teda dostavame nasledujtci predpis:
Mi : y:Xﬁ—FZSZ‘%—‘r—&,

pri¢om =, je prisludny podvektor vektora + a matica S; je zvolena tak, aby stlpce matice
7 S; zodpovedali prislusnym parametrom. Pomocou metdédy najmensich Stvorcov teraz
vieme najst odhady parametrov 5 a v; modelu M; analogicky ako tomu bolo v pripade
tiplného modelu M, akurat v roli matice Z bude tentokrat vystupovat matica Z5;. Pre

odhady b;, ¢; parametrov § a ; modelu M; dostavame:
bi = b, — (XTX) ' XTZS,c;, (14)
ci = (STZ" My ZS;) ST Z" Myy. (15)
Rovnicu (14) vieme dalej upravit. Dosadenim vztahu (15) za ¢; dostavame:
bi=b, — (XTX) ' XTZS,(SFZT Mx ZS;) ST Z" My,
by =b, — (XTX)'XTZ(Z" M, Z) 2 (2" Mx 2)2 Sy(ST ZT My 25;) "' ST 2" Myy.
Pouzitim znacenia (12) dostéavame:
by = b, — Q(ZTMx2)28:(ST Z" My ZS;) "' ST ZT My,
by =b, — Q(Z"Mx2)28,(ST Z" My 28;) ' ST(Z" My Z)(Z" Mx Z) " ZT Myy,
¢o sa nam po vyuziti vztahov (10) a (12) upravi do tvaru:
by =b, — Q(ZTMx2)28,(ST Z" My 28;,) ' ST(Z" Mx Z)A,
by =b, — Q(Z"Mx2)28,(ST ZT My 28;) " ST (ZT Mx Z)26.
Zavedenim znacenia:
W; = (Z"Mx2)28;(STZ" My ZS;) ' ST (Z" Mx Z)2, (16)

dostavame:

bi = b, — QW (17)
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Pozndmka: D4 sa l'ahko overit, ze matica W;, zavisla iba od znamych matic Z,X a .S;, je

idempotentna.

V nasledujicich krokoch si tiez ukazeme, ze odhad c¢; je zavisly iba od nahodného
vektora 0
ci = (STZ"Mx2S;) ' SFZT Myy,
¢; = (STZTMx28) ' ST(ZTMx2)2(Z" Mx Z) "2 ZT My,

a teda s vyuzitim vztahu (10) a znacenia (12) dostavame:
¢ = (STZT My 28,) " 'ST(Z" Mx Z)2.

Podobne ako tomu bolo v pripade ked sme mali k dispozicii iba modely M a M, mdZeme

definovat takzvany WALS odhad b parametra  nasledujticim spdsobom:

2m
b= Abi. (18)
=1

Znova ide o vazeny priemer odhadov b;, a teda pozadujeme, aby vahy \; spliiali podmienky
Ai>0a 212:1 A; = 0. NavySe budeme dalej pozadovat, aby vahy \; boli zavislé iba od
rezidui, a teda \; st ndhodné premenné zavislé iba od nahodného vektora Mxy (\; =
Xi(M,y)). Potom vieme vyjadrenie (18) s vyuzitim vztahu (17) upravit nasledujicim

sposobom:
2m 2m 2m 2m 2m
b= b= Xlbr— QW) =b,> N — QY AWl =b, — Q> \Wib.
1=1 =1 1=1 i=1 i=1

Oznacme vazeny priemer idempotentnych matic Z?:l A\ W; ako W. Matica W je potom
tiez symetrickd, a kedZe matice W; su idempotentné, a teda kladne semidefinitné (ich
vlastné hodnoty st iba 0 a 1), aj matica W bude kladne semidefinitna. Pre WALS odhad

b parametra 3 tak dostavame finalne vyjadrenie:
b=0b, — QW6 (19)

KedZe sa nam podarilo vyjadrit odhad b vo vhodnom tvare, bude nés teraz samozrejme
zaujimat stredné hodnota, variancia a stredna kvadraticka chyba tohto odhadu. Predtym
ako ale vyslovime a dokadzeme tvrdenie o ich tvare, uvedieme nasledujtiice pomocné tvrde-

nie.
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Tvrdenie 2.1. Ndhodné vektory b, a 6 si nezdvislé.

Dékaz. Dosadenim znacenia (12) a vztahu (10) dostavame:
by = (XTX)'XTy,
0= (Z"MyZ) 2 Z" Myy.

V8imnime si, Ze ndhodné vektory b, a 0 st iba linearnou transforméciou normélneho vek-
tora y, a teda su to tiez norméalne vektory. Aby sme teda ukézali ich nezavislost, sta¢i nam
dokézat, ze ich kovarianéna matica je nulova (je totiz zname, Ze ak je kovariancia dvoch
normalnych ndhodnych vektorov nulové, tak st nezéavislé). Podme teda tuto kovarianciu

spocitat:

cov(by, 0) = cov(XTX) ' XTy, (Z"Mx Z) "2 2" Myy) = (XTX) ' XTcov(y, y) Mx Z(Z" Mx Z) "2

=

=X (XTX) ' XTMxZ(Z" Mx Z) 5.

Pouzitim vztahu (9) nakoniec dostéavame:

cov(b,,0) = o(XTX) ' XT My Z(Z"Mx Z)™7 = o2 (XTX) ' XT(I-X(X"X) ' X" Z(Z" Mx Z)~

= X(XTX) Y (XT = XT\Z2(Z"MxZ) 2 =0,
a teda b, a 0 st nezavislé. O

Nakoniec uvedme pred vyslovenim dalsieho tvrdenia nasledujice znacenie:

1
O¢ O¢

Tvrdenie 2.2. Za predpokladu, Ze vahy \; si ndhodnymi premennymi zdvislymi iba od

Mxy, spliagice \; >0 a S0 N, = 1, plati:
o E(b) =08 —-0.QE(W7H—n),
o Var(b) = o2(X"X)™' + QVar(Win)QT),
o MSE(b) = o2(XTX) '+ QMSE(WnH)QT),

pricom MSE(b) (mean squared error) definujeme ako E((b— B)(b— B)T) a MSE(W)
definujeme ako E((WnH —n)(Wn—n)T).
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Dékaz. V zmysle tvrdenia 1.10 modzeme stredni hodnotu E(b) vyjadrit ako E(E (b |M,y)).
Vyjadrime si teda podmienent strednta hodnotu E(b |M,y):

E(b|M,y) = E(b, — QWO | Mxy) = E(b, | Mxy) — E(QW | Myy). (21)

Vsimnime si, Ze v zmysle znacenia (12) je 6 zavislé iba od 4, pricom z vyjadrenia (10)
si mdézeme vSimnut, ze 4 je determinovana hodnotou Mxy. Matica W = 23:1 AW je
tiez determinovand hodnotou Mxy, pretoze hodnoty \; st z predpokladu determinované
touto hodnotou a W; st nenahodné. Matica () je tiez nendhodné, a teda cely sicin QW@
je determinovany hodnotou Mxy, z ¢oho uz priamo vyplyva E (QWé | Mxy) = QWo.
Nahodné vektory b, a Mxy st oba linedrnou transformaciou normalneho vektora y, a
teda st tiez normalne. Lahko sa ukaZze, Ze ich kovariancia je nulova, ¢ize nahodné vektory

b, a Mxy st nezavislé:
cov(by, Mxy) = cov((XTX) ' XTy, (I - X(XTX) ' XT)y) =
= (XTX) ' X cov(y,y)(I — X(XTX)'XT) = 2(XTX) ' XT(T - X(XTX)'XT) =
=o2(XTX)'XT — (XTX)'XT) =0.
Z nezavislosti vektorov b, a Mxy vyplyva, ze E(b, | Mxy) = E(b,). Vztah (21) tak moézeme

upravit do tvaru:

~

E(b| Mxy) = E(b,) — QW0 = (X"X)"'X"E(y) - QW6 =

= (XTX)'XTE(XB+ Zy+¢e)— QWO =B+ (XTX)'XTZy — QW9,

a teda:

E(b| Mxy) = 8+ (XTX)'XTZy — QWA. (22)
Potom:
E(b) = E(E(b| Mxy)) = E(B+(X" X) "' X" Zy—QWo) = p+(X" X) ' X" Zy—E(QWH).
Pouzitim znacenia (20) dostavame:
E(b) = 8+(X"X) 7 X" Z7—0.QE(Wi) = B+(X"X) X" 2(2" Mx 2) "2 (2" Mx Z)y—0.QE(W7),
¢o aplikovanim znacenia (12) vieme upravit do nasledujiceho taru:

E(b) =+ Q0 —0:QEWN) =+ 0.Qn — 0. QE(W7),
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z ¢oho uz priamo dostavame prvi ¢ast vysloveného tvrdenia:
E@®) = —o.Q(Wi —n). (23)
Vyuzitim tvrdenia 1.11 dostavame:
Var(b) = E(Var(b| Mxy)) + Var(E(b | Mxy)). (24)

Hodnotu Var(b| Mxy) z rovnosti (24) vieme pomocou (19) upravit nasledujicim sposo-

bom:
Var(b| Mxy) = Var(b, — QW0 | Myy) = Var(b, | Mxy) = Var(b,) =

=Var(XTX)'XTy) = (XTX) ' X Var(y) X (XTX) ' = o2(XTX) 7,

a teda

Var(b| Mxy) = Var(b,) = o2(XTX)™*. (25)

pricom sme vyuzili uz spomenuté fakty, ze matica W a odhad 6 st deteminované vektorom
Mxy a vektor b, je nezavisly od Mxy. Kedze matica o2(X7X)™! je nenahodn4, tak aj
E(@?(XTX)™) =o2(XTX) .

Pozrime sa teraz na druhy s¢itanec rovnosti (24). Vyuzitim (22) dostavame:
Var(E(b | Mxy)) = Var(8 + (XTX) ' X7 Zy — QW9).

Teraz uz len staci vyuzit, ze B a (XTX) ' X7 Zv st nendhodné a vztah (20), ¢im dosté-
vame:

Var(E(b| Mxy)) = a2QVar(Wn)Q".

Z toho nam spojenim oboch s¢itancov v rovnosti (24) uz priamo vyplyva druhé cast

vysloveného tvrdenia:
Var(b) = E(Var(b | Mxy)) + Var(E(b | Mxy)) = o2(X"X)™" + 02QVar(Wn)Q",

a teda:

Var(b) = c2(X"X)™" + QVar(Wn)Q").
Nakoniec hodnotu M SE(b) vieme vyjadrit nasledujicim spésobom:
MSE(b) = E((b—8)(b—8)") =Var(b— ) + E(b - B)(E(b — §))" =
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= Var(b) + o.QEWn —n)(E(W7 —n) Q" o. =
= 2(X"X) ™ + QVar(Wi)Q") + o2QE(Wi — n)(E(W7 — )" Q" =
= (X" X)™ + Q(Var(Wn) + E(Wh —n)(E(Wh —n)")Q") =
a2 (XTX)™ + Q(Var(Wi —n) + E(W7 — n)(E(Wi —n)))QT) =
= o2(XTX) + QMSE(WH)QT),
¢im sme dokazali aj posledni cast vysloveného tvrdenia. O

Pozndmka: Vsimnime si, ze M SE(b), ani Var(b) nijak nezavisia od hodnoty (3 (zavisia

iba od hodnoty =, respektive 7).

Podme sa dalej zaoberat strednou kvadratickou chybou odhadu b,, ktory ma podla

(13) nasledujuci predpis b, = b, — Q0 (odhad parametra /5 v tiplnom modeli). Potom:
MSE(b,) = Var(b,) + E(by — B)(Eb, — B))". (26)

Zamerajme sa teda na E(b,). V zmysle tvrdenia 1.10 mézeme strednt hodnotu odhadu

b, vyjadrit nasledujicim sposobom:
E(bu) = E(E(b, | Mxy)).
Potom:
E(by | Mxy) = E(b, — Q| Mxy) = E(b, | Mxy) — E(Q0 | Mxy).

V dokaze tvrdenia 2.2 sme tiez dokazali, Ze vektory b, a Mxy st nezavislé, z ¢oho vyplyva
E(b. | Mxy) = E(b,). Taktiez vieme, ze hodnota 0 je determinovana vektorom Mxy, a
teda E(Q0 | Mxy) = Q0, a teda dostavame:

E(b, | Mxy) = E(b,)-Qb = E(X" X)X y)-Q0 = (X" X) ' X" E(X B+ Zy+e)—Qf =
=B+ (XTX)'XTZy — Q(ZTMx 2)24 = B+ (XTX) ' X7 Zy — (XTX)'XT 74,
pricom sa vyuZilo znacenie (12). Pre stredntt hodnotu odhadu b, tak dostavame:
E(by) = E(E(by | Mxy)) = B(8 + (X' X)X Zy — (XTX) 7' X" Z7),

a teda:

E(by) = B. (27)
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Z rovnosti (27) nam zarovenn priamo vyplyva E(b, — ) = 0. Vyraz (26) sa nam tym
padom zjednodusi do tvaru:

MSE(b,) = Var(b,). (28)
Varianciu odhadu b, vieme opét v zmysle tvrdenia (1.11) vyjadrit nasledujticim spoésobom:
Var(b,) = E(Var(b, | Mxy)) + Var(E(b, | Mxy)).
Pre prvy zo s¢itancov plati:
E(Var(b, | Mxy)) = E(Var(b,—Q8 | Mxy)) = E(Var(b, | Mxy)) = E(Var(b,)) = c2(XTX)™,

pricom sa opét vyuzilo, Zze hodnota Qé je determinovana vektorom My, hodnota b, je

nezavisla od Mxy a vztah (25). Analyzujme druhy s¢itanec:
Var(E(b, | Mxy)) = Var(E(b, | Mxy) + E(Q | Mxy)) = Var(E(b,) + Q0) = Var(Q8).
Spojenim oboch sé¢itancov dostavame:
Var(b,) = E(Var(b, | Mxy)) + Var(E(b, | Mxy)) = c>(XTX)"' + QVar(0)QT. (29)
Vyuzitim znacenia (12) a vysledku (10) dostéavame:
Var(f) = Var(Z"Mx 2) 2 2" Myy) = (Z"Mx Z2) 2 Z" MxVar(y)Mx Z(Z"Mx Z) "2 =
= 02(Z"Mx2) 2 2" Mx Z(Z" Mx Z)"2 = 021,

pricom sa vyuzila idempotentnost matice My. Dosadenim Var(0) = 021, do vztahu (29)
dostavame:

Var(b,) = o2(X"X)™ + QQ"). (30)
Vdaka vztahu (28) dostéavame tiez:

MSE(b,) = o2(XTX) ™ +QQ"). (31)

Teraz mozeme provnat, aky je rozdiel strednej kvadratickej chyby odhadu b, parametra (3
(teda ak by sme na odhad parametra § pouzili iba uplny model) a strednej kvadratickej
chyby odhadu b parametra [ (teda ak by sme na odhad parametra § pouzili aj modely,

ktoré vznikli selekciou premennych). Vdaka tvrdeniu 2.2 a vysledku (31) dostavame:
MSE(b,) — MSE(b) = o2(X"X)™' + QQ") — o2(X"X) ™ + QMSE(Wn)Q"),

a teda:

MSE(b,) — MSE(b) = 02Q(I,, — MSE(W/))Q". (32)

27



2.2 Podreportovanie chyby testu v modeli ziskanom selekciou

premennych

Teraz sa kone¢ne budeme zaoberat otazkou, k akej miere podreportovania chyby testu
dochédza, ak odignorujeme fakt, ze model v ktorom odhadneme parameter 5 sme dostali

selekciou. K dispozicii teda méame model
M:y=XB+Zvy+e,
z ktorého selekciou vyberieme niektory zo submodelov
M y=XB+ZS; +e.

V naSom pripade tak dostavame pre vyselektovany model hodnotu \; = 1 a ostatné
parametre A st nulové. Budeme tiez predpokladat, Ze to ktorti z hodndét A uréime ako 1
bude determinované hodnotou Mxy (tuto podmienku spliia napriklad selekcia pomocou
Akaikeho kritéria).

7 tvrdenia 2.2 méame, ze pre skutoc¢nu stredni kvadratickit chybu odhadu b = b;

parametra (§ plati:
MSE(b) = a?[(XTX)' + QMSEWR)QT].

Pokial by sme ale selekciu neuvézili a model M; by sme tak povazovali za jediny pripustny,
strednt kvadraticka chybu odhadu b = b; parametra § by sme vypocitali nasledujucim

sposobom:
MSE(®b) = E((bi — 8)(b; — 8)") = Var(b;) + E(bi — B)[E(b:) — 8",

pricom ak neuvazujeme selekciu a model M; povazujeme za jednoznacne spravny, tak

strednt hodnotu F(b; — #) povazujeme za nulovi a dostavame:
m(b) = Var(b),

¢o vieme vyuzitim (19) dalej upravit:

MSE(b) = Var(b, — QW0).
Uvedomme si, ze W = 2321 AW, =W;, ateda
MSE(b) = Var(b, — QWif).
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Matice @ a W, st nendhodné a z tvrdenia 2.1 vieme, ze vektory b, a 0 st nezavislé, Cize
plati:
MSE®b) = Var(b,) + QW,Var(@)W,Q7.

To vieme dalej upravit vyuzitim znacenia (12) a vyjadrenia (10):

MSE®b) = Var(b,) + QWiVar((Z"Mx Z) "2 Z" Mxy)W;Q",

MSE(b) = Var(b,) + QWi(ZT My Z) 2 Z7 My Var(y) Mx Z(Z" Mx Z) "2 W,Q7,
MSE(b) = Var(b,) + 0> QW,Q7,

pricom sme vyuzili Var(y) = 021, a idempotentnost matice W;. Nakoniec vyuZijeme:
Var(b,) = Var(X"X) ' XTy) = o2(X" X)),
¢im pre MSE (b) dostavame finalne vyjadrenie:

MSE(®b) = o?[(XTX) ™" + QW,Q").

Nech w € R* je Tubovolny vektor. Cheeli by sme porovnat odhady:
MSE(w'b) = oW (XTX) " w + ' QMSEWR)Q W],
]\ﬁ(wa) = o2 [w (XTX) " w + T QW;QTw).
Definujme premenna UR (underreporting ratio) ako:

MSE(wb)

_ 222w o)
UR=1= 3155w

(33)

Takto definovana premenné U R ndm potom hovori, Ze pokial sa stredné kvadratické chyby
MSE(w™b) a MSE (w'b) vel'mi nelfsia, hodnota premennej U R bude blizka 0 (nedochadza
k podreportovaniu skuto¢nej chyby). Ak je naopak stredna kadraticka chyba MSE (wT'd)
velmi nizka oproti kvadratickej chybe MSE(w’b), hodnota premennej UR je blizka 1
(dochadza k velkej miere podreportovania skutocnej chyby).
Zavedme znacenie:
Q"w 5 w'QQ™w

4= /oTQOTw Do = W XTX) 1w’
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Pomocou znagenia (34) vieme teraz hodnotu (33) upravit nasledujicim spdsobom:

Upo 1 MSE@'D) O (XTX) M + TQWIQT]
T MSEWTY) oWT(XTX) w4 wTQMSE(WH)QTw]
WIXTX) T+ QWQTw  wQR-W)Qw

=1- WI(XTX) 14+ QRQT)w  wTQRQTw + wT(XTX) 1w -

L (R W)L r
Vol QQTw VeTQeTw g (R—W)q

— T oTQ QTw T (XTX) 1w T T
Voraara Jotagts T wiaats That g
V zmysle znacenie (34) teda dostavame:
vr= =W (35)
~ qTRg+
o

Bude nas dalej zaujimat stredna hodnota premennej U R. MéZeme vyjadrit:

¢"(R~ W)q) - (qT<R - W)q) |

) (qTRqu% "\ @d" Ry +1

V&imnime si, Ze vektor ¢ je zvoleny tak, Ze plati ¢7q = 1, a teda modzeme napisat:

TR_W)).

E(UR) = ¢E (—
R = 4P\ Ry + T

Podl'a autorov ¢lanku [3] potom plati:

(R—W)(@R+ I,)"2q).

N

T
q (R_”)Q> 2 T/ 2 -
E(UR ——q2E<— =¢@FE(" (¢gR+ I,

Kedze ndhodnost sa vyskytuje iba v matici W, dalej dostéavame:
E(UR) = ¢3" (@R + 1) *(R = EOV)(g3R + L)~ *q.
Nasim dalsim ciefom bude néajst nejaké horné ohranicenie pre E(UR). Predpokla-
dajme, Ze g2 — oo. Ozna¢me:
B (UR) = max " (R + Ln) "= (R = EOW) (@R + L) "=

To vieme dalej upravit nasledujicim spésobom:

1 1 1
E*(UR) = max ¢3—q" (R + 1) 2 (R — E(W))(R + —1,.) %q.
do 9o 4o

Kedze g5 — oo, tak q% — 0 a dostavame:
0

E*(UR) = maxq" (R 2(R — E(W))R 2)q.

q
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Vimnime si, e matica R~2(R— E(W))R™2 je symetricka, kedze matice R = MSE(W)
a E(W) st symetrické. Potom existuje spektralny rozklad UAUT tejto matice, pri¢om

matica U je ortogondalna. Vyuzitim tohto spektralneho rozkladu dostavame:
E*(UR) = maxq"(R™2(R — E(W))R 2)q = maxq" UAUq.
q q

Vsimnime si, Ze plati ¢ UUTq = ¢*q = 1 a matica A je diagonalna matica, pricom jej
diagonala obsahuje vlastné hodnoty matice R~2 (R—FE (W))R’%. Sacin g7 UAUT ¢ potom
nie je ni¢ iné, ako vézeny priemer vlastnych hodnét matice R=2 (R — E(W))R™2. Vazeny
priemer vlastnych hodnot potom isto nie je vacsi ako najvicsia vlastnéd hodnota, a teda

plati:

E'(UR) = maxq"(R"*(R — E(W)R ) < max &(R (R~ E(W))R %),

1<j<m
pricom @(R_% (R— E(W))R"2) je j-ta vlastna hodnota matice R"2(R — E(W))R™2. To
vieme dalej upravit do tvaru:

E*(UR) < max &(R™3(R— E(W))R™2) = max &(l,, — R ZE(W)R%) =

~ 1<j<m 1<j<m

=1— min é-j(R_%E(W)R_%)’

1<j<m
E*(UR) <1~ min &(R2E(W)R™ ), (36)
SJsm

Pre stredni hodnotu E(W) plati E(W) = E(Z?:l AiW;), a kedze matice W; st nena-
hodné, tak E(W) = 3.7 E(\;)W;. Pre maticu R 2E(W)R2 tym padom dostavame:

2m
REE(W)R™: =Y BE(\)R™:W,R"%.
i=1
Skumajme maticovy rozdiel R 2W;R™2 — R™!. Plati:
R:W,R™: —R ' =R 2(W,—I,)R" 2.
Uvedomme si, ze matica W; je idempotentna, a teda jej vlastné hodnoty su iba nuly
a jednotky, z ¢oho vyplyva, ze matica W; — I,, je zaporne semidefinitna. Potom pre
Tubovolny vektor a € R™ plati aTR_%(VVZ- — Im)R_%a < 0, z ¢oho vyplyva, Ze aj matica
R_%VVZR_% — R™! je zaporne semidefinitna. Potom pre vlastné hodnoty matic R_%WZR_%

a R~! plati nerovnost:

&(R2W,R™2) < &(R™).
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Potom s vyuzitim nezapornosti hodnot \; platia aj nerovnosti:

&(EMN)R:W,R™2) < &(E(N)R™),

ktoré mozeme scitat cez vSetky hodnoty i a dostavame:

2m 2m
3 (Z E(Ai)R%WiR%) <& (Z E(Ai)R1> :
i=1 =1

om

& (REBEMR) <¢ <R1 > Ew)) =GR D BN,

a teda dostavame vztah:
2777,
& (REBW)R ) < (R B,
i=1

Uvedomme si, ze \; = 1 v pripade, ze selekciou vyberieme -ty model a A\; = 0 inak.
Potom FE(\;) = p;, pricom hodnotou p; zna¢ime pravdepodobnost, Ze selekciou vyberieme
i-ty model. Sucet 222:1 E\) = Zle p; je potom z vety o uplnej pravdepodobnosti rovny
1, z ¢oho vyplyva:
& (RAEWR) <g(R™),
min §; (R*%E(W)R*a < min &R = !

1<j<m R max; &;(R)

(37)

Vyuzitim vztahu (37) v nerovnosti (36) nakoniec dostdvame horné ohranicenie pre hodnotu

E(UR):

E(UR) < E*(UR) <1 — min &GREE(W)R™2) <1- m
1
E(UR)<1- maX—f(R)
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3 Selekcia nulovej premennej

V tejto kapitole sa budeme zaoberat situaciou, ked mame na vyber z dvoch linearnych
regresnych modelov, pricom jeden z modelov bude obsahovat parametre, ktoré sia v sku-
to¢nosti nulové (ide teda o rusivé parametre, ktoré stt v modeli navyse). Bude nas teda
zaujimat pravdepodobnost, Ze sa nam tieto rusivé parametre podari odstranit bud pro-
strednictvom selekcie, alebo prostrednictvom testovania hypotézy o ich signifikantnosti.

Situaciu mozeme vyjadrit nasledovne:

® M12Y:X151+X252+€1

° MQ:Y:X1/81+62

Vektor Y je v tomto pripade vektor n vysvetlovanych premennych, X; a X, st matice
rozmerov n X ki a n X ks, ktorych stlpce tvoria vektory vysvetlujicich premennych, 3,
je vektor ki parametrov, ktoré si pre oba modely spoloéné, 3, je vektor ks parametrov
zahrnutych iba v modeli M; a &1, &5 st vektory chyb, pre ktoré plati 1, 3 ~ N(0,021,).
V tomto pripade budeme tiez predpokladat, Ze vektor parametrov [y je v skutocnosti
nulovy. Z danej podmienky potom automaticky vyplyva: e = g5 (kedZe modely M; a
M st v teoreticky rovnaké, aj ked v praxi davaju iné odhady).

Pre vacsiu uspornost naSich zapisov budeme pouzivat maticu Z; ako blokovii maticu
[X] X5] a maticu Z, = X. Tiez zavedieme vektory 0; = (81 B2)T a 6y = 3;. Modely M, a

My mbzeme potom pomocou tohto znacenia kompaktne zapisat nasledovnym sposobom:

M12Y22161+8
MQ:Y:ZQGQ‘i_E

Budeme sa konkrétne zaoberat otéazkou: “Aka je pravdepodobnost, Ze o parametri S5 roz-
hodneme, Ze je nulovy?” Takéto rozhodnutie mozeme urobit dvoma roéznymi spdsobmi.
Bud si podla Akaikeho kritéria (AIC') vyberieme model Ma, ako model vysvetlujuci data
Y (ked pomocou AIC rozhodneme, Ze parameter 3, mozno vyradit), alebo si sice vybe-
rieme M, ale nésledne nezamietneme hypotézu (na hladine «) o nulovosti parametra (.

Pravdepodobnost, Ze o parametri 5 rozhodneme Ze je nulovy mézeme potom schematicky
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napisat nasledujucim spésobom:
P(RGZ.HD : 62 = 0) = P(AICQ < A[Cl) + P(RGZ.HD : 62 =0A AICl < AICQ)

V nasledujicej podkapitole sa teda budeme zaoberat pomocnou otazkou:“Aka je prav-
depodobnost, Ze ako model vysvetlujuci data Y si podla AIC vyberieme model My oproti
Ml?”

3.1 Vyber modelu na zadklade Akaikeho kritéria

Hoci sme v tvode kapitoly zaviedli predpoklad, ze parameter S = 0, bude pre néas vy-
hodnejsie ked naSe tvahy viac zovSeobecnime, a teda od tohto predpokladu na chvilu
upustime (znova ho vyuzijeme ked ho budeme potrebovat). Chceme sa totiz vyhnit po-
trebe robit velmi podobné uvahy na dvakrat.

Pomocou AIC vyberieme model My ako model vysvetlujici data Y prave vtedy, ked
AIC modelu My (ozn. AIC) bude mensie ako AIC modelu M; (ozn. AICY). Prav-

depodobnost, ze pomocou AIC' uprednostnime My oproti M7, potom moézeme vyjadrit

nasledovne:
P(A.[CQ < AIOl> =
o 2k, o 2%
=P hl(deg—Y) (ZQGQ—Y) —lnn—l—Y <In (2191 —Y) (Z191 —Y) —lnn—i—T =
i T i _
_p (1B mY) (%0, 2 Y) 2k = k) (38)
(2161 — V)T (Z16y — V) n

Pozndmka: Za predpokladu nulovej hypotézy (Hy : S = 0) sa da ukazat, ze Citatel aj
menovatel zlomku vystupujticeho ako argument logaritmu maji x? rozdelenie. Nagim
cielom preto bude dany zlomok vyjadrit pomocou nahodnej premennej, ktora sa riadi
Fisher-Snedecorovym rozdelenim. Toto by sme vedeli urobit priamo, keby dané x? - roz-
delenia boli nezavislé, ¢o vak neplati. S touto zavislostou sa preto budeme musiet nejakym

sposobom vysporiadat.
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Pred dalsim pokracovanim zavedme znacenie:
H, =272zl 2z, Hy=2,(2]7,)"*Z), My=1—H, My=1I— Hy,

pricom budeme predpokladat, ze matice Z; a Z, maju plna hodnost. Teraz mozeme vy-

jadrit zavislost ndhodnych premennych vyskytujucich sa v (38) pomocou kovariancie:

cov(Zayby — Y, 710, = Y) = cov(Zo(ZL Z,) 1 2Ty — Y, 20(ZF 2) 7' ZTY — V) =

=cov(HyY =Y, H\Y =Y) =cov((Hs—1,)Y,(H1—1,)Y) = (Hy—I,)cov(Y,Y)(H, - I,,) =

= (Hy — I,)cov(Z101 + &, 7101 + €)(Hy — 1,,) = (Hy — I,)cov(e, e)(Hy — I,) =

= Myo?I, M, = 02 M,M,.

7 tvrdenia 1.6 vyplyva, ze MyM; = M;, vdaka ¢omu dostavame:

COU(ZQ@AQ — }/, Zlél — Y) = U?Ml

O vektoroch Zgég —Y a Zlél — Y vieme taktiez povedat, Ze maji normélne rozdelenie.
Vektory Y, 6 a 6, st totiz linearne kombinécie vektora Y, o implikuje, Ze aj ich linedrne
kombinécie st linedrnou kombinéciou vektora Y (¢o je normalny vektor).

Aby sme mali kompletnu informéciu o vektoroch ZQéQ —Y a Zlél —Y, ostava nam uz

iba urcit ich strednt hodnotu a varianciu:

E(Z10, —Y) = Z1E(0)) — E(Y) = Z10, — Z,60, = 0,

E(Zyfs —Y) = E(HyY —Y) = (Hy — E(Y) = —My716,

Var(Z,6, —Y) = Var(H\Y —Y) = Var(=MY) = MyVar(Y)M; = oM,
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Var(Zy0y —Y) = Var(HyY —Y) = Var(=MyY) = MyVar(Y) M,y = oM,

Zavedme znacenie:

P = 7,6, — Y, Py = Zy0, — Y. (39)

Potom pre nadhodny vektor (P, P;)T dostavame, Ze sa riadi nasledujicim rozdelenim:

Pl On 0£2M1 Uale
~ N , . (40)
P2 —M22191 O'EQMl 0'52M2
Potom nédhodny vektor P, mdézeme jednoducho definovat pomocou nahodného vektora P;

a nezavislého nahodného vektora N ~ N(0,, I,,) nasledujucim spoésobom:
P2 = Pl —M22191—|—05(M2—M1)N. (41)

D4 sa totiz ukézat, Ze prave pre takto zvoleny vektor P, sa nahodny vektor (P P)” riadi
rozdelenim (40) (stac¢i jednoducho overit, Ze sa zachovava strednd hodnota aj varianéna
matica).

Pod'me sa teda dalej zaoberat skalarnym stcinom Py Py:

PI'Py = (P, — MyZ,0, + 0.(My — M)N) (P, — MyZ,0, + 0.(My — M})N) =

=PIP+ 07 ZF My 2,0, + 0 2N (My — My)N — 2P My Z,0,+

+20.PT(My — My)N — 20.6," ZT My (M, — M;)N,

pricom sme opét vyuzili tvrdenie 1.3 a tvrdenie 1.6, z ktorych priamo vyplyva (M —
My)? = (My — My).
Podme teraz blizSie preskimat vyraz 20. Pl (M, — M;)N. Spéitnym preznacenim P

podla (39) dostavame:

20. P (My—M)N = 20.(Z,6,=Y)T (My—M,)N = 20.Y " (Z(Z Z,) ' ZT —I)(My—M,)N =
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=20.YT(H; — I)(My — M})N = —20.Y"M;(My — M;)N = 0,

pricom sme opét vyuzili tvrdenie 1.6. Sktimajme d'alej vyraz 2PI M,Z,6,. Dostédvame:
2P My 7,0, = 2Y 1 (2 (ZF 2) 1 ZF 1) My 2,60, = 2Y T (H,—1) My 2,0, = —2Y T M M 7,0, =

= 2YT'M 2,6, = —2YT(I — H\)Z,0, = —2Y" 2,0, + 2Y* Z,6, = 0.

Nakoniec vyuzijeme My(My — M) = My — M, a teda ¢len —20.0," ZT My(My — M,)N
moézeme upravit na vyraz —20.0," ZT'(My — M,)N. Pre skalarny suéin P P, potom do-

stavame nasledujice vyjadrenie:
Py Py =Pl P+ 6] ZI MyZ,0, + 0.>NT(My — My)N — 20.0," Z] (My — M;)N.  (42)

Aby sme sa vedeli lepSie vysporiadat s touto rovnostou, vyslovime a dokazeme nasledujice

tvrdenie:

Tvrdenie 3.1. Existuji spektrdlne rozklady matic My = Uy AN UL a My = Us AU take,

ze plati:

1. Ak je nejakd zlozka na diagondle matice A1 rovnd 1, tak rovnakd zloZka na diagondle

matice Ay je rovnd 1
2. Matice vilastngch vektorov sa rovnaji: Uy = Us

Doékaz. Kedze My a M, stt maticami projekcie (tvrdenie 1.3), ich vlastné hodnoty si bud
rovné 1, alebo 0 (tvrdenie 1.4). Predpokladajme, Ze vektor u je vlastnym vektorom matice
M, pre vl. hodnotu 1. Potom Mju = u, ¢o po prenasobeni maticou M, zlava upravime
na tvar MyMju = Msu. Vieme, ze MyM; = M (tvrdenie 1.6), a teda mame Myu = Msu.
Zaroven ale Myu = u, takze dostavame Msu = Miu = wu, Cize u je zaroven vlastnym
vektorom matice My pre vl. hodnotu 1. Tym sme dokazali prvi ¢ast tvrdenia.

Ukézali sme, Ze ak je u vlastny vektor matice M; pre vlastni hodnotu 1, tak je zaroven
vlastnym vektorom matice M, pre vlastni hodnotu 1.

Taktiez plati, ze ak je u vlastny vektor matice M, pre vlastnt hodnotu 0, tak je zaroven
vlastnym vektorom matice M; pre vlastnt hodnotu 0 (sta¢i prenasobit rovnicu Myu = 0
maticou M; zlava a vyuzit tvrdenie 1.6 ).

Nech v je Tubovolny vektor pre ktory plati v € C(Z3) (znacenie C(Z;) vyjadruje

stlpcovy priestor (column space) matice Z5). Ako sa uz ukézalo, z uvedeného vyplyva,
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ze v je vlastny vektor matice M, (pre vlastni hodnotu 0). KedZe matica U, obsahuje
ortonormalnu bézu vsetkych vlastnych vektorov, tak zjavne niektoré z tychto vlastnych
vektorov musia tvorit ortonormalnu bazu priestoru C(Zs).

Zjavne plati, ze C'(Zy) C C(Z,). Preto ak v € C(Z;), tak v € C(Z;), ateda v je vlastny
vektor matice M, pre vlastni hodnotu 0. Potom matica U; musi obsahovat ortonorméalnu
béazu priestoru C(Z3).

Ukazali sme, Ze matica Uy, aj matica Us obsahuji ortornomalnu bazu priestoru C'(Zs).
Bez ujmy na vSeobecnosti potom mézeme zvolit matice U; a U, tak, aby islo o rovnaki
bézu.

Teraz nech u je Tubovolny stipec matice U;. Potom ak u € C(Z,), tak uz vieme, Ze
u je zéroven stlpcom matice U,. Predpokladajme teda, ze u ¢ C(Z,). To ale znamena,
7e u je kolmy na vsetky bazové vektory priestoru C(Z;), kedze stlpce matice U; st na
seba kolmé, a teda u je z ortogonalneho doplnku priestoru C'(Z;). Z poznatkov z linearnej
algebry vieme, Ze ortogonalnym doplnkom stlpcového priestoru je Tavy nulovy priestor, a

teda u € N(ZT). Potom plati:
MQU - (I - ZQ(ZgZQ)_lzg)u = U — 0 = u,

¢iZe u je zaroven vlastnym vektorom matice M (pre vlastni hodnotu 1), a teda ho moézeme

vlozit aj do matice Us,. O

S vyuzitim tohto tvrdenia teraz pre vyjadrenie rozdielu My — M; dostdvame:

MQ - Ml = UlAQUiT - UlAlUlT = Ul(AQ - Al)UlT

Teraz si staci uvedomit, ze matica (Ay — Ay) je tiez diagonélonou maticou, ktorej dia-
gonala je tvorena nulami a jednotkami. Ozna¢me maticu vlastnych vektorov matice U
zodpovedajucich jednotkdm na diagonéle matice (Ay —A;) ako V. KedZe vieme, Ze matica
A; mé hodnost n — k; a matica Ay ma hodnost n — ky, matica (As — Ay) bude mat (s
vyuzitim tvrdenia 3.1) hodnost (n — kg) — (n — k1) = ki — ko. Matica V' je teda tvorena
ki — ko navzajom kolmymi n-rozmernymi stlpcami velkosti 1. Pre rozdiel M, — M; tak

dostavame My — M; = VVT. Dosadenim do (42) potom dostédvame:
PIPy=PIP + 61 ZI My 2,0, + 0 > NT"VVIN — 20.0," Z[ VVTN.
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S vywzitim vztahu My Z, = (I — Hy)Z, = Zy — Z; = 0 mozeme dant rovnost prepisat do

tvaru:
PI'Py=PI'P + 0T ZI' (My — M) 7,0, + 02’ NT"VVTN — 20.0," ZIVVTN,
pricom po dosadeni My — M, = VVT dostavame:
PI'P,=PIP + 07 ZIVvVT 2,0, + 02 NTVVTN — 20.0," ZI'VVTN,

¢o vieme upravit na tvar:

—VTZ,0,\" —VTZ
PPy =Pl'P + 0.2 (VTN + V—lel) (VTN + V—lel) : (43)

Oc¢ O¢
Teraz uz méame vSetko potrebné na to, aby sme vedeli vyjadrit pravdepodobnost

P(AICy < AICY). Z rovnosti (38) totiz mame:

s onTim A B
P(AIC, < AIC,) = P <ln (Za0y —Y)" (Za0y —Y) _ 2(ky k2)> |

(Z,00, —Y)T(Z,0, —Y) n

- . ~e, . - . ) ’
¢o vieme s vyuzitim znacenia (39) prepisat na tvar:

T _
P(AIC, < AICY) =P (1 B Py 20k kQ)) .

n <
Pirpl n
Pouzitim rovnosti (43) dalej dostéavame:

T
PP+ 02 (VIN + 2020 (VIN 4 2VA0) o

P(AIC, < AICY) =P |1
( 2 < 1) n PlTP1 < "

¢o vieme upravit do tvaru:

P(AIC, < AIC;) = P

T
V71270 V71276,
o2 (VIN + 2240 (VT 4 21220 2= k)
Ph <exp | —= ) —

Vsimnime si, ze jediné nahodné vektory, ktoré v danej pravdepodobnosti vystupuju st
N a Py, ktoré su navySe nezavislé. Z tvrdenia 1.8 vyplyva, 7ze ak N ~ N(0,,1I,), tak
VIN ~ N(O(t,—k)s Lky—ky))- MOZeme si teda viimnat, Ze vyraz

(VTN + %)T (VTN + %) mé v skuto¢nosti necentralne x? rozdelenie so

stupnom volnosti k; — ko a necentralnym parametrom
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U%QfoVVTZlel = éQ?ZIT(MQ — Ml)Zlé’l. Zaroven Vieme, ze
PIP = (2,0, —Y)T(Z,6, —Y) = YTM,Y , a teda PTP; ~ 02x2_y, (tvrdenie 1.9). Vyraz
2 VTN *VTZ191 T VTN *VT2191
n— ]{51 Oe + o + oc
k}l — k?g P1TP1

ma teda necentrélne Fisher-Snedecorovo rozdelenie s necentréalnymi parametrami

U—IEQITZIT(MQ — M) Z10; a0, a stupiiami volnosti k; — ko a n— k1. Z toho potom uZ priamo
vyplyva, ze pravdepodobnost P(AIC,; < AICY) vieme vyjadrit ako distribu¢ni funkciu

tohto rozdelenia v bode % (exp (M> = 1)_
1 2 n

Vsimnime si, ze kl'i¢om v odvodeni pravdepodobnosti P(AICy < AICY) bolo zistenie,

P2TP2 -1 n—kq
PP k1—ko

ze ndhodna premenna F := < sa riadi necentralnym Fisher-Snedecorovym

rozdelenim so stupniami volnosti k; — ko, n— k; a necentralnym parametrom O_%QfZlT (My—
€

. PIPy . . . RO AV .

M;)Z,60,. Podiel B Pf nie je pritom nic iné, ako podiel stuc¢tov stvorcov rezidui v jednotli-
1

RSS,

vych modeloch, teda 7z

. Potom zistenie, Ze sa nadhodné premenna F' naozaj riadi tymto
rozdelenim vieme jednoduchym sposobom overit aj empiricky, pomocou simulécii.
Overenie sme urobili v softvéri R. Zostavili sme si linearny regresny model s desiatimi

pozorovaniami a troma parametrami gy, (1, B2, nastavenymi na hodnoty 5, 10 a 2. Zvolili

2

2 sme nastavili

sme stlpce matice X tak, aby boli navzajom linearne nezavislé a varianciu o
na hodnotu 100. Nasledne sme urobili 10000 simulacii, pricom v kazdej sme spocitali RSS;
pre Uplny model a RSS; pre model neobsahujici parameter fBy. V kazdej simulécii sme
spocitali testovu Statistiku F' a nakoniec sme dané testové statistiky usporiadali a nechali
vykreslit, ¢im sme dostali empirickd kvantilod funkciu. V rovnakom grafe sme nasledne
vykreslili realnu kvatilovi funkciu Fisher-Snedecorovho rozdelenia so stupnami volnosti
ki — ko, n — k; a necentrdlnym parametrom UigﬁlTZlT (My — M) Z,0,. Vysledok uvddzame
na obréazku 1.

KedZe vidime, Ze empiricka kvantilové funkcia (¢iernou farbou vykreslené data) sa zho-

duje s nami odvodenou teoretickou kvantilovou funkciou (¢ervena krivka), da sa o¢akéavat,

ze teoretické vysledky odvodené v tejto podkapitole st spravne.

3.2 Pravdepodobnost selekcie nulovej premennej

V tejto podkapitole sa vratime k otazke: “Aka je pravdepodobnost, Ze o parametri [,

rozhodneme, Ze je naozaj nulovy?”. Zopakujme, Ze nase “rozhodnutie” spoc¢iva v tom, ze
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Obr. 1: Empiricky kvantil testovej Statistiky F

najprv si podla AIC vyberieme model a pokial vyberieme model M1, tak nésledne eSte
otestujeme hypotézu o signifikantnosti parametra ;. Matematicky teda tito pravdepo-
dobnost vieme vyjadrit ako P(AICy; < AIC)) + P(nez.Hy : 3 = 0N AIC, < AIC)).
Hodnotu pravdepodobnosti P(AICy < AIC}) uz pozname. Podme sa teda blizsie zaobe-
rat pravdepodobnostou P(nez.Hy : 5o = 0N AIC, < AICS).

7 tvrdenia 1.7 dostavame za predpokladu nulovosti parametra (s :

n — k?l — k?g (Zgég — Y)T(Zgég — Y) — (Zlél — Y)T(Zlél — Y)
k2 (Zlél — Y)T(Zlél - Y)

T := ~ Bk —kgs

respektive

n—kl—kgRSSQ—Rssl
T .= ~ Fr o k1o 44
ks RSSl ka,n—k1—ks ( )

kde RSSQ = (Zgég — Y)T(ZQéQ — Y) a RSSl = (Zlél — Y)T(Zlél — Y) HypOtéZU HO
teda zamietame na hladine «, ak T' > ¢F'(1 — «, ko, n — k1 — ko)
(kde prava strana zna¢i (1 — «)-kvantil Fisher-Snedecorovho rozdelenia s parametrami

kgan—kl—kQ).

RSSy >

2k1
RSS, CO vieme upraVIt na

Nerovnica AICs; > AIC, je ekvivalentné s nerovnicou In

tvar:
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T._n—kl—szSSQ—RSsl>n—k1—k2 ox 2_]€1 1
S RS, s P ‘

Pre pravdepodobnost P(nez.Hy : o = 0 AN AIC, < AICs) teda dostavame:

P(nez.Hy: o =0NAIC, < AIC,) =

-k —k 2k
:P(TE (u (exp (—1> —1>,qF(1—a, ko, n—kl—k2)>)
]{ZQ n
-k —k 2k
:max{O, 1—a—pF(u (exp<—1>—1), kz,n—kl—kg)},
kg n

pricom zavedené znacenie pF vyjadruje distribu¢ni funkciu Fisher-Snedecorovho rozde-
lenia v danom bode a s danymi parametrami. K vyjadreniu pomocou maximovej funkcie

sme sa museli uchylit preto, lebo musime zvlast odlisit pripad:

— ki —k 2k
qF(% (exp<—1>—1>, kg,n—k’l—kz) >qF(1—Oé, kQ,n—kl—kg),
2 n

v tomto pripade je totiz dané pravdepodobnost zjavne nulova. Pre pravdepodobnost, Ze

o parametri 3o rozhodneme, Ze je naozaj nulovy potom plati:

P(AICQ < AICl) +P(n62.H0 : /82 == 0/\AIC1 < AICQ) ==

-k —k 2k
pF (u (exp (—1) —1),k2, n—kl—k2)+
kg n
— ki —k 2k
—l—max{O,l—a—pF(% (exp(ﬁ)—l), kg,n—kl—kg)}.
2

Vsimnime si, Ze vyraz na pravej strane je bud rovny 1 — «,
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ak 1 —a > pF (%12"“2 (exp(%) —1), ko, n—kl—kg), alebo
pF <% (eXp (2%) — 1), ko, n — kq —k’2>,

2

akl—a<pF(%12’k2 (exp(%) —1), ko, n—k:l—k:2>.

7 uvedeného vyplyva, ze hoci sme pri rozhodnuti o signifikantnosti parametra 35 kombi-
novali testovanie hypotézy a rozhodnutie podla AIC, vysledok je rovnaky, ako keby sme
bud iba testovali hypotézu, alebo sa rozhodli iba na zaklade AIC. Ak je totiz hladina
n—ki1—k
=

exp (%) — 1)), selekcia nema na testo-

testu dostatocne mala (mensia ako 1 —
vanie hypotézy o parametri $y ziaden vplyv, pretoze dostavame rovnaky vysledok, ako
keby sme dany test previedli bez prevedenia selekcie. Naopak, ak je hladina testu prilis

2k1

velka (vicsia ako 1 — exp (T) — 1)), testovanie hypotézy o nulovosti parametra

B2 po selekcii uz neméa vyznam, pretoze pre pravdepodobnost vyberu modelu M; oproti
modelu M, dostavame rovnaki hodnotu, ako keby sme iba vykonali selekciu bez testova-
nia. Inymi slovami, ak sme si v tomto pripade raz uz vybrali model M; pomocou selekcie,

test o nulovosti parametra [ bude vzdy zamietnuty.
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4 Testovanie hypotéz o parametri po aplikovani selekcie

V ¢asti 2.2 sa nam uz podarilo ukazat, ze ak pripustime selekciu parametra, ktorého nu-
lovost chceme testovat, je vysledok tohoto procesu analogicky, ako keby sme pouzili iba
test, alebo iba selekciu (v zavislosti od hladiny testu). Dalej sa uz teda budeme zaobe-
rat iba takym procesom testovania, kedy sa budeme snazit selekciou vylucit iba zvysné
parametre, a teda nie parameter, ktorého nulovost chceme testovat.

V tejto kapitole sa teda budeme zaoberat otazkou, akej chyby sa v skuto¢nosti dopus-
time, ak aplikujeme Standardné testovanie hypotézy o nulovosti parametra v linearnom
regresnom modeli, ktory sme ziskali selekciou premennych. Ukazuje sa, ze ide o vcelku
naro¢ny problém (miniméalne pre autora tohto textu), preto si ako tuplny model (na ktory
aplikujeme selekciu) zvolime model s iba troma parametrami (intercept, parameter ktory
testujeme a parameter ktory selektujeme). Podme si dant situéciu lepsie popisat.

Majme nasledujiice dva linedrne regresné modely:
My Y =050+ X181 + Xof5p + ¢,

My Y =5y + X168 +e.

Vektor Y je vektor vysvetlovanych premennych spolo¢ny pre oba modely. Vektor X;
je vektorom vysvetlujucich premennych prislichajuci parametru (;, ktorého nulovost
chceme testovat. Vektor X, je vektorom vysvetlujucich premennych prisluchajucich pa-
rametru [, ktory sa budeme snazit vyselektovat pomocou Akaikeho kritéria (teda podla
AIC sa rozhodneme, ¢ hypotézu o nulovosti 5; budeme testovat v modeli M1, alebo v
modeli My). Nakoniec parameter 5y zodpoveda interceptu a € zodpoveda vektoru rezidui,

pri¢om pre jeho rozdelenie plati e ~ N(0,02I).

Pozndamka: Kedze sa zaoberajeme zjednoduSsenym pripadom, ked je uplny model My
tvoreny iba tromi parametrami, X; a X uz pre nés nebudi matice ako v kapitole 3, ale
iba vektory. Podobne (3, a 5 uz pre nas nebudiu vektory parametrov, ale iba hodnota

jedného parametra.
Pre modely M; a My budeme tieZz pouzivat maticovy zapis:

Mli Y22191+€,
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Mgi Y:ZQQQ+€7

pricom Z; = [1,, X3, Xs|, Zo = [14, Xi], 1, je n-rozmerny vektor jednotiek a 6, 05 st
vektory parametrov (3, 81, 82)7, (8o, 81)T. Nakoniec zavedme nasledovné submodely M

a My, modelov M; a Mj:
Mls . Y:50+X252+57

MQS: Y:ﬁ0+€7

spolu s ich maticovou verziou:
Mls Y = leels + €,

M2S Y = Z25023 + €,

kde Z15 = [1n, Xa], Zos = 1n, 015 = (Bo, B2)” a ba5 = Bo.

Pozndmka: Uvedomme si, ze skutoénym modelom (ktorym sa generuju data Y) je
model M. Ak teda pomocou selekcie vyberieme model My, mdze sa stat, ze sme pre
dané data Y vybrali model, ktorym sa tieto data neriadia. V takom pripade skutoc¢né
parametre 3y, 51 a € v modeli My pakticky neexistuji. Napriek tomu pre ne ale moézeme
robit odhady.

Povedzme teda napriklad, ze pomocou AIC sme vyselektovali parameter s, a teda
sme sa rozhodli aplikovat na nase data model M. Teraz otestujeme hypotézu Hy : 5, = 0.

Pouzijeme standardnu testovu Statistiku:

RS Sy, — RSSs
kde RSS,, a RSSy su sucty stvorcov rezidui v prislusnych modeloch My,, My

T (45)

a S? = %. Testovu Statistiku 7' néasledne porovname s kvantilovou funkciou Fisher-
Snedecorovho rozdelenia so stupfiami volnosti 1, n — 2 a pokial tato Statistika prekroci
(1 — a)-kvantil daného rozdelenia, hypotézu Hy zamietneme (pricom « je zvolené hladina
testu). Z tedrie (napr. [5]) potom vieme, Ze pravdepodobnost chyby prvého druhu (teda
ze zamietneme Hj, napriek tomu, Ze je tato hypotéza platna) pri takto vykonanom teste
je standardne prave a. Problémom vsSak je, Ze sme tento test aplikovali po vykonani
selekcie, ¢o mé na jeho chybovost signifikantny vplyv, ¢ize uz nebude pravdepodobnost

chyby prvého druhu rovna hladine «.
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Nagim cielom teda bude urcit, aka ta chybovost bude po aplikovani selekcie naozaj. V
idealnom pripade by sme chceli najst nejaky vzorec, do ktorého vieme dosadit jednotlivé
parametre modelov a ako vystup dostaneme dant chybovost. Hoci sme si ale pre analyzu
vybrali ten najjednoduchsi pripad, kde selektujeme iba jeden parameter a zaroven testu-
jeme tiez iba jeden parameter, tento ciel sa zial ukézal ako prili§ ambiciozny. Pri odhade

skutocnej chybovosti testu po aplikovani selekcie sa preto uchylime k pouzitiu simulacii.

Ak by sme skutotné hodnoty parametrov Sy, B2 a 02 poznali, tak by bol simula¢ny
pristup velmi jednoduchy. Stac¢i do modelu M; dosadit vSetky hodnoty parametrov a
dostatocne velakrat vygenerovat e-ny. V kazdej simulacii potom skusime vyselektovat
parameter [ a v zavislosti od zvoleného modelu po selekcii budeme pomocou testo-
vej Statistiky (45) testovat (pravdivi) hypotézu Hy : f; = 0. Potom pravdepodob-
nost P(zam.Hy | AIC, < AIC,) odhadneme ako podiel po¢tu pripadov kedy sme se-
lekciou vybrali model M; a zamietli sme hypotézu H,, ku poctu vSetkych pripadov.
Analogicky, pravdepodobnost P(zam.H, | AICy < AICY) odhadneme ako podiel po¢tu
pripadov kedy sme selekciou vybrali model My a zamietli sme hypotézu Hy, ku po-
¢tu v8etkych pripadov. Intuitivne sa da potom ocakéavat, Zze zvySovanim poc¢tu simulécii
vieme takymto jednoduchym postupom pravdepodobnosti P(zam.H, | AIC; < AIC,) a
P(zam.Hy | AICy < AIC}) odhadnut Tubovolne presne.

2
€

Problémom tohto pristupu vsak je, ze v redlnom svete parametre fy, f2 a o7 (o para-
metri #; predpokladame, Ze je nulovy) nepozname. V takom pripade potom zial simula¢ny
postup popisany v predoslom odstavci nefunguje, pretoze nevieme ¢o mame za tieto pa-

rametre dosadit.

Napriek tomu Ze st pre nas parametre 3y, 3> a 02 nezname, vieme si o ich hodnotach
vytvorit nejaké presvedcéenie v zavislosti od vysvetlujucich premennych X, a vysvetlova-
nych premennych Y, ktoré pre nés zname si. Déava totiz napriklad zmysel, Ze v zavislosti
od dat mame ind mieru presvedéenia o tom, Ze parameter (s lezi v intervale (0, 1), oproti
tomu, ze lezi v intervale (1000,1001). K naSej situacii teda vieme zaujat Bayesovsky
pristup, ktorého typickou ¢rtou je, Ze mieru presvedcéenia o neznamych parametroch vy-
jadrujeme pomocou hustoty pravdepodobnosti (a teda sa ku konstantnym, ale neznamym

parametrom spravame ako ku ndhodnym premennym).

Otéazkou zostéava, aka hustota vhodne popisuje mieru nasho presvedcéenia o paramet-
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roch By, B2 a 0. Odpoved na tito otazku je nastastie v teérii bayesovskej statistiky uz

zodpovedand a je blizsie popisana v knihe |7]. Ukazuje sa, ze vhodné neinformaivna apri-

orna hustota popisujiica mieru presvedéenia o skutocénych hodnotach parametrov 6, a

o2 je charakterizovana funkciou m(6y,, 02) x 25, pricom zavedené¢ znadenie ox hovori, Ze
€

., 2 . - . . , , 9 ~ . - ya

apriorna hustota 7(6,s, 02) je tmerna pravej strane. Da sa ukazat, Ze posterior pre uplny

model M; bude mat v takom pripade nasledujici tvar:

1 1
(01, 02| Y) ot exp <—T‘€2(Y — Z100)T (Y — 215918)) : (46)
Zaroven mame v knihe [7] odvodené aj nasledovné marginalne hustoty pre parametre 6,
a ol
701 1Y) o (1Y = Xabo) I + X0 (B = 01)12) (47)
Y — X1.0.]]? 1 -
(02 |Y) o (” 05 ol ) cap (_203 Iy — X15«918||2> , (48)
pricom znacenim ||.|| myslime klasicka euklidovka normu.

Ozna¢me pravdepodobnosti P(zam.Hy : By = 0 | 614,02, AIC, < AICy) a P(zam.H, :
B1 = 0] 6,02, AICy, < AICY) ako W(AIC, < AICy | 015,02), W(AIC, < AIC) | b4,02).
Dalej oznaéme odhady pravdepodobnosti P(zam.Hy : 1y = 0| AIC, < AICy) a P(zam.H, :
1 =0|AIC, < AICY) pri neznamych (a teda kvazi “ndhodnych”) parametroch 64, o
ako W(AIC, < AIC,), V(AICy < AICY). Potom pri neznamych parametroch 65, o
dava zmysel vyjadrit odhady pre chybovosti W(AIC; < AIC,), V(AIC,; < AICY) nasho

2
€
2
€

modelu nasledujticim spoésobom:

V(AIC, < AICy) = / / U(AIC, < AICy | 014, 02) w014, 02| Y) do? dbss, (49)
0 X

qJ(A[CQ < A[Cl) = //\II<AICQ < A[Cl | 91870—52) 7T(915, 0'52 ‘ Y) dO’E2 d91s, (50)
0 X

pricom © je oblast z ktorej pochédza vektor 815 a ¥ je oblast z ktorej pochadza hodnota

o? (ide vlastne o oblasti R? a R).

Pozndamka: Integraly (49) a (50) nevieme spocitat explicitne. Na pripadné zistenie ich

hodnoty treba preto bud vyuzit simulacie, alebo nejakti numericktt metodu.

Pre skuto¢nt pravdepodobnost zamietnutia Hy : f; = 0, teda P(zam.Hy : 1 =

2

2, vieme

0] 61s,72), pricom pod 615, myslime skutoéné hodnoty parametrov 6, a o
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jednoduchym sposobom najst aj intervalovy odhad. Pre T'ubovolné hodnoty paramet-
rov 01, a 02 vieme totiz odhadnut pravdepodobnost W(AIC, < AIC, | 0y, 02), pripadne
U(AICy < AICY | 015,02%) pomocou simulacii (parametre 615 a 02 dosadime do modelu
M a dostatocne velakrat vygernerujeme z tohto modelu Y-ny. Potom pravdepodobnost
U(AIC, < AICy | b14,02) odhadneme jednoducho ako podiel poctu tych realizacii kedy
sa selekciou zvolil aplny model a hypotéza Hj sa zamietla ku poctu vsetkych realiza-
cif kedy sa selekciou vybral uplny model. Analogicky vieme odhadnit pravdepodobnost
V(AICy < AICY | 014,02)). Potom nam sta¢i vygenerovat n dvojic parametrov 6y, 02 z
hustoty (46) (pomocou Monte Carlo accept - reject metody), pre kazda z dvojic simulaéne
odhadntut W(AIC, < AIC, | 04, 02), respektive U(AIC, < AIC) | 65, 0?) anasledne tieto
odhady chybovosti pri vygenerovanych parametroch usporiadat. Kedze predpokladame,
7e parametre 01, o> tieZ pochadzaju z hustoty (46) (Bayesovsky pristup), skutoéna chy-
bovost W(AIC, < AIC, | 01,,52), respektive W(AIC, < AIC, | 01,,52) je rovnocenna (v
zmysle, Ze pochadza z rovnakej hustoty) s nami vygenerovanymi chybovostami. Z tychto
vygenerovanych usporiadanych chybovosti potom sta¢i zahodit 2, 5% najmensich odha-
dov, 2,5% najvacsich odhadov a zo zostavajicich chybovosti vziat najmensi a najvacsi

odhad ako Tavé a pravé ohrani¢enie 95% - ného intervalu spolahlivosti.

Podobnym spésobom vieme urcit aj bodovy odhad, ktory je alternativou k odhadom
(49), (50). Z usporiadanych generovanych pravdepodobnosti W(AIC, < AIC, | 6y, 02),
respektive W(AIC, < AIC) | 614, 0?) uréime bodovy odhad pravdepodobnosti W(AIC; <
AICy | 614,72), respektive W(AIC, < AIC | 61,,72) jednoducho ako medién.

4.1 Testovanie po aplikovani selekcie na reidlnych datach

Postup pri odhadovani skuto¢nej chybovosti popisany v tejto kapitole budeme demon-
Strovat na nasledujucom priklade. Majme linearny regresny model, ktorého vysvetlované

a vysvetlujuce premenné si uvedené v nasledujucej tabulke:
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Y X1 Xa
3.734 | 0.538 | 5.79
4.182 | -0.84 | 2.76
3.717 1 0.21 | 3.67
4.088 | 1.11 | 6.85
3.930 | 0.71 | 5.12
4.612 | -0.10 | 7.10
3.393 | 1.61 | 7.05
3.598 | -0.11 | 4.38

Skuto¢né parametre tohto modelu st 8y = 3, B2 = 0.2, 02 = 0.5 (prifom sa samozrejme
budeme tvarit, Ze tieto parametre sa pre nas nezname). Vysvetlujice premenné Y vznikli
teda nahodnym vygenerovanim z tohto modelu. Je zaroven splneny predpoklad Hy : 51 =
0. Nagim cielom je odhadnut, aké je skuto¢na chybovost testu aplikovaného po selekcii
v tomto modeli, teda akd je pravdepodobnost, Ze sa pri skutoc¢nych parametroch tohto
modelu vygeneruje Y také, ze hypotézu Hy po aplikovani selekcie zamietneme.

Lahko vieme spocitat, ze AIC, = —2.33 a AICy; = —1.82. KedZe vidime, ze AIC, <
AIC,, zvolime si v tomto pripade selekciou uplny model, a teda sa budeme priméarne
zaujimat o chybovost tiplného modelu.

Podme sa teraz zamerat na zistenie vhodného 95%-ného intervalu spolahlivosti pre

chybovost néasho modelu. O skutoénych premennych 6;,, 0> méame teda aposteriérne pre-
sved¢enie (46). Pomocou Monte Carlo accept - reject metody vygenerujeme 200 dvojic
parametrov 6y, 02 7 hustoty (46) a pre kazdu z dvojic simula¢ne odhadneme k akej chy-
bovosti v modeli dochédza, v pripade ak sme selekciou vybrali Gplny model. Vysledky
tychto simulacii uvadzame na obr. 2.
Na obrazku 2 mézeme vidiet aky odhad chybovosti sme dostali pre kazda dvojicu nasimu-
lovanych parametrov 6, o2, pricom ¢ervené body vymedzuji 95% - ny interval spolahli-
vosti pre skuto¢nu chybovost nasho modelu a zeleny bod znéazornuje skuto¢nu chybovost
nagho modelu (ktort sme zisklali dosadenim skuto¢nych hodnoét parametrov 6y, o2 do
modelu a néslednou analogickou simulaciou ako pri vygenerovanych parametroch).

V naSom modeli sme teda odhadli, Ze jeho skuto¢né chybovost pri testovani Hy : 51 =

0, lezi za predpokladu Ze sa vyselektoval uplny model na 95% v intervale (0.051;0.151)
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Obr. 2: Interval spolahlivosti pre chybovost testu v iiplnom modeli

(pri¢om skuto¢néa hodnota tejto chybovosti je priblizne 0.085). Nakoniec mozeme tiez urcit
bodovy odhad chybovosti v testovani Hy ako median z vygenerovanych chybovosti, a teda

ako 0.113.

Pozndmka: Podobne by sme mohli teoreticky postupovat, aj keby sme mali k dispozicii
model s viacerymi premennymi. Prakticky je v8ak tato situédcia velmi tazko realizova-
telna, kvoli vypoctovej narocnosti. Jednak nam so zvySujucim sa poctom parametrov
exponencialne rastie pocet modelov, ktoré sa mozu vyselektovat, ale aj generovanie z ve-
Tarozmernych hustdt je problematické (pretoze dochadza k ¢astému zamietaniu hodnot

pri Monte Carlo accept - reject metode).

Pozndmka: Je potrebné si uvedomit, ze ziskané odhady v nasom ilustra¢nom priklade

2

mozu byt do istej miery zéavislé od volby prioru (0, 07) 0—13, najma preto, Ze pre
vacsiu prehladnost sme v priklade pouzili model, ktory obsahuje velmi mélo dat (iba 8).

V modeli s dostatoénym poc¢tom dat je vSak tento problém zanedbatelny.

4.2 Analyza nepodmienenej pravdepodobnosti chyby prvého druhu

Doteraz sme sa zaujimali iba o podmienent pravdepodobnost chyby prvého druhu za

podmienky, Ze vieme, ktory model sa selekciou zvolil. Rovnako sa ale mézeme zaujimat o
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celkovi pravdepodobnost chyby prvého druhu pri zamietani Hy : 51 = 0, a to bez ohladu
na to, ktory model sa zvoli selekciou.

V principe moZzeme postupovat velmi podobne. Ak by sme poznali skutocné parametre
modelu, stac¢i nam ich do modelu dosadit, nasimulovat dostato¢né mnozstvo vektorov Y
a pri kazdej simulacii previest najprv selekciu pomocou AIC a nasledne vo vyselekto-
vanom modeli test pomocou klasickej Fisher-Snedecorovej testovej sStatistiky. Vyslednu
nepodmieneni pravdepodobnost chyby prvého druhu vieme potom velmi jednoducho od-
hadnit, ako pocet pripadov kedy doslo k zamietnutiu Hy deleno pocet vSetkych simulacii.
Da sa potom rovnako ocakéavat, Ze zvySovanim poctu simulacii vieme takto dostat pre
chybu prvého druhu I'ubovolne presny odhad.

KedZe ale v realite presné hodnoty parametrov nepozname, znova si o nich budeme
potrebovat vytvorit presvedéenie pomocou posterioru (46). Z tohto posterioru teraz mo-
zeme generovat parametre 6,, o2 analogicky ako v kapitole 3. Pre kazdu dvojicu takto
vygenerovanych parametrov vieme potom ich dosadenim do modelu a naslednou simula-
ciou odhadnat P(zam.Hy : 1 = 0| 615, 02). Z tychto vygenerovanych pravdepodobnosti
vieme potom vytvorit bodovy odhad a interval spolahlivosti pre skuto¢ni pravdepodob-
nost chyby prvého druhu, teda P(zam.Hy : By = 0| 01,,52), analogickym spésobom ako

sme to urobili pre pravdepodobnosti podmienené vyberom modelu v kapitole 3.

Tymto pristupom sme nakoniec vypocitali odhad pre celkovi pravdepodobnost chyby
prvého druhu pri testovani hypotézy Hy (nepodmienent vyberom modelu) v priklade z
podkapitoly 3.1. Vysledky simulécii uvaddzame na obr. 3:

V modeli sme odhadli, Zze skutocéné chybovost pri testovani Hy : f; = 0, lezi na
95% v intervale (0.074;0.112) (pricom skuto¢na hodnota tejto chybovosti je priblizne
0.097). Nakoniec méZeme tiez ur¢it bodovy odhad chybovosti v testovani Hy ako median

z vygenerovanych chybovosti, a teda ako 0.089.
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Obr. 3: Interval spolahlivosti pre pravdepodobnost chyby prvého druhu

5 Analyza vyberovej korelacie vysvetl'ujtacich premen-
nych

V tejto kapitole uvedieme niektoré z nasich empirickych pozorovani. Rovnako ako v kapi-

tole 4, budeme sa zaoberat situaciou, ked méame na vyber nasledujice dva modely:
My Y =6y + X181 + Xof5p + ¢,

Mgi Y:50+X1ﬁ1+€.

Predpokladajme, Ze na tychto modeloch opét prevedieme selekciu prostrednictvom Akai-
keho kritéria a na vyselektovanom modeli budeme testovat hypotézu Hy : 1 = 0 pomocou

Standardnej Fisher-Snedecorovej testovej statistiky F":

RSSgp — RSS

F:=(n-k) 7SS ,

pricom RSS je rezidualny sicet tvorcov vo vyselektovanom modeli, RS.S,,; je rezidualny
stcet stvorcov v jeho submodeli (neobsahujiicom parameter [31), n je pocet merani a k
je pocet parametrov vo vyselektovanom modeli. Ttto Statistiku nésledne porovnavame s
95%-nym kvantilom rozdelenia Fj ,,_j.

V tejto praci sa nam uz podarilo viackrat demonstrovat, Ze tento postup nie je korektny

(pravdepodobnost chyby prvého druhu pri zamietani hypotézy Hy nie je rovna 5%, ¢ize
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nastavenej hladine testu). Budeme sa preto snazit najst vhodnu konstantu ¢, ktorou treba
prenéasobit 95%-ny kvantil prislusného Fisher - Snedecorovho rozdelenia, aby skuto¢na
chyba prvého druhu testu prevedeného po selekeii bola 5%.

Nagim prirodzenym Zelanim je samozrejme najst nejaku jednoducha charakteristiku
modelu My, ktord by ndm pomohla korekciu ¢ urcit. Takouto charakteristikou by mohla
byt napriklad vyberova korelacia vysvetlujucich premennych X; a X3. Do akej miery
vplyva tato vyberova korelacia na korekciu ¢ vieme potom analyzovat simulac¢ne.

PouZijeme teda nasledujici simula¢ny pristup: nastavime disperziu o2, parametre (3,
B1 = 0, B, stredné hodnoty vektorov X;, X5 a disperzie vektorov X, X, na nami zvo-
lené hodnoty. Nasledne vygenerujeme korelaciu X; a X5 rovnomerne ndhodne z intervalu
(—1,1). Potom vygenerujeme vyvetlujice premenné X; a X, z normalneho rozdelenia tak,
aby platili ich nastavené stredné hodnoty, disperzie a korelacia. Vygenerované vysvetlu-
juce premenné X; a X, dosadime do modelu M; a urobime dostatoény pocet simulécii,
v ktorych budeme generovat chyby e (¢im zaroven generujeme déta Y'). V kazdej takto
prevedenej simulacii potom vieme pomocou AIC' vybrat model a vo vybanom modeli né-
sledne spocitat testova Statistiku F'. Pre oba modely vieme potom tieto testové Statistiky
zoradit, ¢im dostaneme empirickt kvantilovi funkciu. Vhodné korekcie ¢; a ¢y ktorymi
chceme prenasobit 95%-ny kvantil Fisher-Snedecorovho rozdelenia dany modelom M,
respektive My, vypocitame ako podiel empirického 95%-ného kvantilu v danom modeli
a teoretického 95%-ného kvantilu Fisher-Snedecorovho rozdelenia daného prislusnym mo-

delom.

Ukazuje sa, 7Ze pokial je parameter [, tiez nulovy, tak su korekcie ¢q, ¢y kvantilov
Fisher-Snedecorovho rozdelenia daného modelom M, respektive My jednoznacne uréené
vyberovou korelaciou vysvetlujucich premennych X; a X,. Tuto situaciu ilustrujeme na

obrazku 4, ktory blizsie popisujeme v nasledujicom odseku.

2

2 sme nastavili na 25, stredné hodnoty

Pocet pozorovani v modeli je 10. Hodnotu o
vektorov X7, X5 sme nastavili na 0 a 5, ich disperzie na 1 a 100. Intercept 5y sme zvolili
rovny 3 a ako sme uz uviedli, parametre 5, a ([ st nulové. Vykonali sme 100 realizacii
vysvetlujicich premennych X;, X, a pre kazdu realizaciu sme nasledne urobili 100000

simulécii chyb e, ¢im sa nam vygenerovali vysvetlované premenné Y. Postupom popisa-

nym v predchédzajicom odseku sme pre kazdu realizaciu vektorov X, X, urcili korekcie
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Obr. 4: Korekcia kvantilu v zavislosti od vyberovej korelacie a vyselektovaného modelu

c1, ¢ kvantilov Fisher-Snedecorovho rozdelenia ur¢eného modelom My, respektive M.
Na obrazku 4 potom vykreslujeme modrou k akej korekcii dochadza pri danej vyberovej
korelacii vektorov X7 a X, za predpodkladu, ze sa selekciou zvolil model M, a analogicky
¢ervenou farbou vykreslujeme k akej korekcii dochadza pri danej vyberovej korelécii za
predpokladu, Ze sa zvolil model M.

Podarilo sa nam teda empiricky zistit, Ze pokial je hodnota parametra (B, nulova a
pomocou AIC vyselektujeme model M, Ziadna korekcia nie je potrebna, a teda co = 1.
Za predpokladu ze vyselektujeme model M uz sice korekcia potrebné je, ale jej hodnota
je jednoznacne (aspoii sa tak javi) urcéena vyberovou korelaciou vektorov X7, Xs. Ukazuje
sa dokonca, Ze zavislost medzi vyberovou korelaciou a korekciou ¢; je vecelku dobre po-
pisatelnd pomocou goniometrickej regresie. Konkrétne v tomto pripade sa nam podarilo
hodnotu ¢; odhadnut ako ¢ = 1.672 — 0.32cos(cor (X1, X2)) (tento odhad vykreslujeme
na obr. 4 ako zelenu krivku spolu s prislusnymi 95%-nymi intervalmi spolahlivosti vyzna-

¢enymi pomocou oranzovych kriviek).

Uplne analogicky méZeme postupovat, ked vSetky ostatné hodnoty zachovame, akurat
uréime parameter o = 0.2. Tuto situaciu vieme nacértnut na obrazku 5.
Vidime, Ze v tomto pripade sa uz zial korekcie ¢, ¢y nejavia byt jednodznacne urcené

korelaciou vysvetlujucich premennych X, X, v ani jednom z modelov My, My (opéat
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Obr. 5: Korekcia kvantilu v zavislosti od vyberovej korelacie a vyselektovaného modelu

vykreslujeme korekcie v tiplnom modeli modrou a v netiplnom modeli ¢ervenou farbou) .

Nakoniec urobime rovnakia analyzu pre hodnotu parametra [, rovnu 0.5, ktorej vy-
sledky médme zaznamenané na obrazku 6:

Z obréazka 6 potom vidime, Ze pokial sme selekciou zvolili model M, a vyberova kore-
lacia medzi vysvetlujacimi premennymi X, X, nie je velmi vysoké, nie je potrebné Ziadna
korekcia, a teda ¢; = 1. Toto pozorovanie je zaroven v sulade so sedliackym rozumom.
Uvedomme si totiz, Zze hodnota 0.5 zodpoveda uZ vcelku velkej hodnote parametra (35 a
pokial sa premenné X, X, dostato¢ne lisia (pricom vyberova korelécia je vcelku dobrou
mierou odlisnosti) je velmi nepravdepodobné, ze by sme pomocou AIC nahodne vyse-
lektovali model My. Potom ak sa takmer vzdy vyselektuje model My, situacia je velmi
podobna ako keby k ziadnej selekcii ani nedochédzalo a hypotézu by sme rovno testovali

v modeli M.

Pozndmka: Najvacsim problémom tejto kapitoly ostéava, ze v realite nepoznéame skutoénu
hodnotu parametra s, a teda nemozeme vediet, ktory z uvedenych scenérov je pre nés

relevantny.
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Obr. 6: Korekcia kvantilu v zavislosti od vyberovej korelécie a vyselektovaného modelu

ZAver

V praci sme sa postupne pozreli na problematiku testovania hypotéz o parametroch li-
nearneho regresného modelu po aplikovani selekcie z viacerych uhlov pohladu. V prvej
kapitole sme popisali zakladné poznatky ohladom line4rnej regresie a uviedli sme doélezité,

vSeobecne zndme matematické tvrdenia, o ktoré sa neskor v préaci opierame.

V kapitole 2 sme ¢itatela oboznamili s literaturou, ktora sa problematikou testovania
po aplikovani selekcie tiez zaoberd. Nésledne sme podrobnejsie popisali vysledky ¢lanku
[3], pricom sme doplnili viaceré medzikroky, ktoré autori pévodného textu vynechali. Za-
viedli sme takzvany W ALS odhad parametra (3, pre ktory sme v tvrdeni 2.2 odvodili vSe-
obecny vzorec pre jeho strednti hodnotu, varianciu a stredni kvadraticki chybu. Taktiez
sme odvodili vSeobecny vzorec pre hodnotu rozdielu strednej kvadratickej chyby odhadu
parametra [ ziskaného v iplnom modeli a strednt kvadraticki chybu W ALS odhadu. Na-
koniec sme zaviedli premenntu U R, ktorej cielom je kvantifikovat mieru podreportovania
skutoc¢nej chyby testu a pre jej strednit hodnotu sme urobili horny odhad.

V kapitole 3 sme definovali Akaikeho kritérium, pomocou ktorého sme dalej v praci
vykonavali selekciu. Podarilo sa ndm vSeobecne vypocitat hodnotu pravdepodobnosti, ze
pomocou Akaikeho kritéria vyselektujeme netuplny model oproti iplnému. Nasledne sme sa

zaoberali testovanim hypotézy o nulovosti parametra f5 v pripade, Ze pripustime moznost
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odstranenia tohto parametra prostrednictvom selekcie. Nakoniec sa ukazalo, Ze proces v
ktorom sa najprv pokusime parameter (3 vyselektovat a nasledne testujeme hypotézu o
nulovosti tohto parametra je rovnaky, ako keby sme iba previedli selekciu, respektive iba
testovali hypotézu (v zéavislosti od nastavenej hladiny testu).

V stvrtej kapitole sme sa snazili odhadnit skutoéni chybu prvého druhu testu pre-
vedeného po selekcii v pripade, Ze neumoznime odstranenie testovaného parametra pro-
strednictvom selekcie. KedZe tato chyba zavisi od skuto¢nych hodnot parametrov modelu,
zaviedli sme bayesovsky pristup, ktory ndm umoznil spravat sa k neznamym parametrom
ako k nahodnym premennym. Popisali sme, ako pomocou tohto pristupu néjst bodovy
odhad a interval spolahlivosti pre skuto¢nt chybovost testu prevedeného po selekcii, a
to jednak v zavislosti od vyselektovaného modelu, ale aj bez ohladu na vyselektovany
model. Nésledne sme tento pristup demonstrovali na konkrétnom priklade.

Nakoniec sme v kapitole 5 popisali ako suvisi vyberova korelacia medzi vysvetlujicimi
premennymi a velkost korekcie kvantilu prislusného Fisher-Snedecorovho rozdelenia da-
ného vyselektovanym modelom. Ukazalo sa, Ze tato suvislost je velmi silné v pripade, ak
je premenna ktoru sa snazime vyselektovat naozaj nulova. V pripade Ze tomu tak nie je, uz
zial nedokézeme povedat, Ze by hodnota potrebnej korekcie kvantilu Fisher-Snedecorovho
rozdelenia bola dana vyberovou korelaciou vysvetlujucich premennych. To sa Zial ukazuje

ako vcelku vazny problém, pretoze v praxi redlne parametre modelu nepoznéme.
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