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Abstrakt v statnom jazyku

PSOTOVA, Simona: Fragmentécia nahodnych sieti pri sireni infekénych chorob a vakei-
nacii [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. Mgr. Richard
Kollar, PhD., Bratislava, 2023, 53s.

Tato praca sa zaobera Studiom vlastnosti ndhodnej siete vytvorenej tzv. konfigurac-
nym modelom s mocninovym rozdelenim stupniov vrcholov po jej fragmentécii spdsobene;j
nédhodnym vyhadzovanim vrcholov. Fragmentovany graf uz nasledne nemé vsetky vlast-
nosti pévodne vygenerovaného nahodného grafu. PopiSeme Statistické vlastnosti takéhoto
grafu a popiSeme paradox tykajuci sa stromovej Struktiry malych komponentov, v kto-
rych sa vyskytuje Statisticky vysoké mmnozstvo vrcholov vysSieho stupna, ¢o efektivne
znizuje priemer tychto grafov. Siete tohto typu modeluju svojou Struktarou napriklad so-
cidlne siete kontaktov Tudi. Vyhadzovanie vrcholov v epidemiologickom kontexte moZno
vnimat ako zaocCkovanie jednotlivcov, ktoré znemoznuje infekciu jednotlivca a jeho kon-
taktov v sieti. Nasledne méa preto Struktira fragmentovaného grafu vplyv na vysledny
efekt vakcinédcie ¢asti spolo¢nosti a schopnost patogénu sa Sirit fragmentovanou sietou,

t.j. tzv. kolektivnu imunitu.

Krluacové slova: Matematické modelovanie, Matematickd epidemioldgia, Epidemiologické
modely, SIR model, Kolektivna imunita, Mocninova distribicia, Poissonova distribucia,

Giant komponent, Konfiguraény model, Fragmenta¢ny proces, Nahodny graf



Abstract

PSOTOVA, Simona: Fragmentation of random network in infection disease spreading and
vaccination [Master Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor:
doc. Mgr. Richard Kollar, PhD., Bratislava, 2023, 53p.

This thesis deals with the study of the properties of a random network created by the
so-called configuration model with a power-law degree distribution after its fragmentation
caused by random removal of nodes. The fragmented graph no longer has all the properties
of the originally generated random graph. We describe the statistical properties of such a
graph and discuss the paradox regarding the tree structure of small components, in which
a statistically high number of high-degree nodes occur, effectively reducing the average
degree of these graphs. These types of networks model the structure of, for example, social
networks of human contacts. Node removal in an epidemiological context can be seen as
vaccination of individuals that prevents the individual and his contacts in the network
from being infected. Therefore, the structure of the fragmented graph has an impact on
the resulting effect of vaccination of a part of society and the pathogen’s ability to spread

through the fragmented network, i.e. herd immunity:.

Key words: Mathematical modeling, Mathematical epidemiology, Epidemiologic model,
SIR model, Herd immunity, Power-law distribution, Poisson distribution, Giant compo-

nent, Configuration model, Fragmentation process, Random graph
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Uvod

Infekéné choroby maju vyznamny vplyv na dejiny ludstva, medzi najznamejsie choroby
patria mor, cholera, kiahne, osypky alebo pandémia COVID-19. V tejto praci sa zaobe-
rame analyzou nahodnej siete vytvorenej konfigura¢nym modelom s mocninovym rozdele-
nim stupnov vrcholov po fragmentacii vrcholov, ktoréd bude v epidemiologickom kontexte
predstavovat populédciu v procese vakcinécie.

Praca sa deli na tri kapitoly. V prvej kapitole popiSeme Standardné epidemiologické
modely, ako je SIR a SIRV model, vychadzame z [1], [10] a [11]. Vysvetlime pojmy repro-
dukéné ¢islo a kolektivna imunita a ich vyznam v epidemiologickom kontexte. PopiSeme
limitacie SIR/SIRV modelov.

V druhej kapitole predstavime epidemiologické modely na sietach, vychadzame z knihy
[9]. Popiseme Poissonovu a mocninovi distribuciu stupfiov vrcholov v grafe a taktiez po-
jem tzv. giant komponent, ktory predstavuje najvacsi savisly komponent grafu. Pred-
stavime konfigura¢ny model, ktory je podla Marka Newmana jednym z najdoleZitejSich
teoretickych modelov pri studiu sieti. Vysvetlime algoritmus na generovanie nahodnych
sieti pomocou konfigura¢ného modelu s mocninovym rozdelenim stupiiov vrcholov. Po-
piSeme proces fragmentécie siete, ktory v epidemiologickom kontexte zodpoveda procesu
vakcinacie a tiez predstavime algoritmus na nédhodné odstranovanie vrcholov zo siete.
Nakoniec popiseme, aky efekt méa fragmentacia siete na giant komponent.

V poslednej kapitole zhrnieme vysledky tejto prace. Zameriame sa na zakladné Statis-
tické vlastnosti pre vztah medzi poc¢tom vrcholov v komponente a stupnom tychto vrcho-
lov. Okrem toho budeme analyzovat Statistické vlastnosti nahodnej siete po fragmentécii,
sposobenej ndhodnym vyhadzovanim vrcholov a porovndme numericki distribtuciu s ap-
roximéaciou. Vypocitame pravdepodobnost vzniku a rozpadu malych komponentov, ktoré
maju stromovu Struktiru a taktiez malych komponentov, ktoré maja stromovu struktiru
s jednou hranou navySe. Porovname presny vypocet pravdepodobnosti rozpadu malych
komponentoch s numerickym vypo¢tom v MATLAB(C). Nésledne popiSeme paradox ty-
kajuci sa stromovej struktiry v malych komponentoch, v ktorych sa vyskytuje vysoké
mnozstvo vrcholov s vyssim stupiiom. Porovname distribtciu stupiiov vrcholov v malych
komponentoch a v celom grafe. Nakoniec sa pozrieme na ¢lanok s ekonomickym modelom

vytvarania sieti a porovname ho s epidemiologickym modelom.



1 Kompartmentové epidemiologické modely

V tejto kapitole budeme vychadzat najmé z [1] a knihy [10]. Sirenim infekcie v populécii
sa zaoberal uz v 18. storo¢i Bernoulli. Neskor boli publikované tri vyznamné vedecké prace
[6], [7] a [8] od W. O. Kermacka a A. G. McKendricka, v rokoch 1927, 1932 a 1933, ktoré
sa zaoberali analyzou vyvoja poc¢tu infikovanych pacientov pocas epidémii, ako napriklad

mor alebo cholera.

1.1 SIR model

Kermack a McKendrick vo svojich pracach analyzuji vyvoj poc¢tu infikovanych jedin-
cov v konstantnej populacii pomocou SIR modelu. Podla SIR modelu delime populéciu

do troch skupin
e S - susceptible, poCet vnimavych jedincov, ktorych moéze nakazit infekény jedinec;
o [ - infected, pocet infekényjch jedincov, ktorf mozu nékazu sirit osobnym kontaktom
s vnimavym jedincom;

e R - removed, pocet imunnych alebo odstranengch jedincov, ktori uz chorobu preko-

nali a st imanni alebo na chorobu zomreli a si odstraneni.

Uvazujeme konstantni velkost populécie, tzn. v populédcii sa nerodia novi jedinci
a ziadni jedinci nezomieraji na iné pric¢iny, ako je infekcia. Velkost populacie ozna¢me N,
kde
N=S+1+R.

Zékladny SIR model je popisany pomocou nasledujtcich troch diferencialnych rovnic

dsS S

P B

dt BN ’

dl S

azﬁﬁl—’ﬂ’ (1)
dR

= AT

dt 77

kde 8 a v st parametre, ktoré hovoria o tom, ako rychlo tieto procesy prebichaju.

Podla [1], 5 predstavuje mieru infekcie a mézme ju vyjadrit ako

_ P
ﬂ_ TSUS’
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kde p je priemerna pravdepodobnost, Zze sa vnimavy jedinec infikuje pri kontakte s infek-
¢nym jedincom a Ty, je priemerny ¢as vyskytu stretnuti infekénych a vnimavych jedincov.
Priemerné dlzka infekénosti jedinca sa v [1] oznacuje v a moézme ju vyjadrit ako

1
7ﬂz'nf’

")/:

kde T},; oznaCuje priemerny cas, za ktory infekény jedinec infikuje jedného vnimavého
jedinca.

V ramci tohto systému diferencialnych rovnic sa poc¢et vnimavych jedincov moze len
znizovat, a to v pripade, Ze sa stanu infekénymi jedincami. Pocet infekénych jedincov sa
zvySuje prostrednictvom transformacie vnimavych jedincov na infekénych jedincov a moéze
klesat v pripade, Ze sa infek¢ni jedinci stant imtinnymi alebo st z daného systému od-
straneni. Pocet iminnych alebo odstranenych jedincov moéze len rast, a to v pripade, Ze
sa infekéni jedinci stant imtinnymi jedincami.

Na Obr. 1 je zobrazena schéma SIR modelu, ktora ilustruje dynamiku presunu medzi

skupinami jedincov.

s |—BL | 1 | —u—»| R

N

Obr. 1: Schéma SIR modelu

Zdroj: vlastné spracovanie

1.2 SIRV model

SIRV model predstavuje epidemiologicky model, ktory je Standardnym nastrojom pri
analyze pandémii. Tento model zohladhuje moZnost ockovania jednotlivcov v priebehu
pandémie, pricom pravdepodobnost oc¢kovania jedinca je definovana ako p € (0,1).

SIRV model je reprezentovany systémom troch diferencialnych rovnic, ktoré popisuji

10



dynamiku poctu jedincov v jednotlivych kategoridch

dsS

E—M—ﬁSI—pS—MS,

dl

%—551—71—,“]7 (2)
dR

Pocet novonarodenych a nezaockovanych jedincov oznac¢ime p. Parametre pS, pul a uR
oznacuju pocet umrti jedincov v danej skupine. Pocet zaockovanych jedincov oznacime
pS.

V ramci tohto systému sa pocet vnimavych jedincov znizuje v pripade, ze sa vnimavi
jedinci stand infekénymi, zomru alebo sa zaockuji a stant sa iminnymi a pocet sa zvy-
Suje v pripade narodenia novych jedincov, ktori su nachylni k infekcii. Pocet infekénych
jedincov klesa v pripade, ze infekéni jedinci sa stantt iminnymi alebo zomri a pocet sa
zvysuje v pripade, ze vnimavi jedinci sa stand infekénymi. Poc¢et imtunnych jedincov klesa
v pripade, Ze zomru a pocet sa zvySuje v pripade, Ze sa infekéni jedinci stant iminnymi
alebo v pripade, Ze sa vnimavi jedinci sa zaockuju.

Na Obr. 2 je zobrazena schéma SIRV modelu, ktory ilustruje dynamiku presunu medzi

skupinami jedincov.

pSI vl

uS ul UR
v

Obr. 2: Schéma SIRV modelu

Zdroj: vlastné spracovanie
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1.3 Reprodukéné éislo

Reprodukéné ¢islo urcuje, kolko Tudi bude nakazenych jednym infekénym jedincom, resp.
je to priemerny pocet jedincov, ktorych infikuje jeden infekény jedinec.

Zikladné reprodukcéné cislo je také ¢islo, ktoré nam urci, ¢i pocet infekénych jedin-
cov bude narastat. Je to ¢asovo nemenné vlastnost infekcie. Zékladné reprodukéné &islo
oznacime Rjy.

Pri vypocte zakladného reprodukéného ¢isla vychddzame z diferencialnej rovnice pre

infek¢énych jedincov. Chceme, aby pocet infekénych jedincov bol mensi ako 0, a teda

dl
— < 0.
dt
Pre SIR model plati nerovnost
S
—1—~1 <0
Byt—n
k tejto nerovnici pripoc¢itame ~I a nésledne predelime I, a teda
S
— <7,
by <7
potom nerovnicu prenasobime %
g N
J— < —,
v S

kde % popisuje pomer poc¢tu vnimavych jedincov v populacii a zaroven predpokladéame,
Zevéaset:Oje%%l.

Z toho vyplyva, ze zékladné reprodukéné ¢islo v SIR modeli je

Ry = é (3)
Y
Podobne vieme uréit zédkladné reprodukéné ¢islo v SIRV modeli
Ro——2—, (4)
Yt

v tom pripade sa nerovnost % < 0 redukuje na nerovnost Ry < %

Na Obr. 3 vidime, Ze v pripade, ked zakladné reprodukéné ¢islo je mensie ako 1,
nedochadza k epidémii oznacovanej ako "No Epidemic". To znamena, Ze v populacii sa
nachadza len maly pocet infekénych jedincov a infekcia nemé potrebni silu na to, aby sa
rozsirila. Konkrétne, kedZe jeden infekény jedinec pocas doby svojej infekcie nakazi menej
ako jedného vnimavého jedinca, tak pocet infekénych jedincov bude klesat a nedochadza

k epidémii.

12
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Obr. 3: Zékladné reprodukéné &islo

Zdroj: Modeling Infectious Diseases in Humans and Animals (Keeling, Rohani, 2007)

Efektivne reprodukcné ¢islo v SIR modeli je variantom reprodukéného ¢isla, ktoré nam
urc¢i, ako rychlo sa pocet infekénych jedincov meni v danom case, ozna¢me R, kde

_B5

Re ;N (5)

V SIRV modeli vypocitame efektivne reprodukéné ¢islo ako

__B s
Y+ uN’

€

Efektivne reprodukéné ¢islo je mensie ako zédkladné reprodukéné éislo, a teda
R, < Ry.

Ak je efektivne reprodukéné ¢islo mensie ako 1, tak pomer poc¢tu infekénych jedincov
sa vyrazne nezvysuje a ak je efektivne reprodukéné cislo vacsie ako 1, tak pomer poctu
infek¢énych jedincov sa zvySuje.

Intuitivne, ak jeden infekény jedinec nakazi viac ako jedného vnimavého jedinca skor,
ako sa stane imdinnym, resp. odstranenym jedincom, pocet infekénych jedincov bude rést,
a teda infekcia sa 8iri. Ak infekény jedinec nakazi menej ako jedného vnimavého jedinca,

pocet infikovanych jedincov bude klesat a infekcia sa prestane Sirit.
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1.4 Kolektivna imunita

Kolektivna imunita predstavuje stav, v ktorom populacia disponuje dostato¢nym mnoz-
stvom imtnnych jedincov voé¢i konkrétnej infekénej chorobe. Tento stav moze byt dosia-
hnuty prostrednictvom prirodzeného prekonania infekcie alebo prostrednictvom procesu
vakcinacie.

Vychadzame z [11], hranicu kolektivnej ochrany oznacme X.., t.j. hranica percen-
tualneho podielu iminnych oséb v celej populacii potrebného na dosiahnutie kolektivne;j
imunity.

V SIRV modeli sa podmienka nerasticosti po¢tu infekénych jedincov vo forme nerov-

nosti Ry < 1 da vyjadrit aj ako

N
Ry < —,
°TS
nasledne vyuzijeme vztah pre konstantnu populéaciu, kde N =S+ I + R, a teda
N
Ry < ,
" N-T-R
potom nerovnost invertujeme
1 - N—-I—-R
Ry N ’
nasledne nerovnost upravime
1 I R
—>1-—=—-—,
Ry N N
predpokladame, Ze mimo pandémie je hodnota % zanedbatelna, a teda
1 R
—>1—-—
Ry N
. » 1 . L R
od nerovnosti odpocitame 7 @ nésledne pripocitame 4, a teda
R 1
—>1-—
N Ry

kde % = X, a teda hodnota hranice kolektivnej ochrany je

1
Xeig =1— —. 7
¢ Ry (7)

Na Obr. 4 je znazorneny vplyv zakladného reprodukéného ¢isla na oc¢kovanie a dosia-
hnutie kolektivnej imunity v populécii voci réznym infekénym chorobam. Pre dosiahnutie
kolektivnej imunity je potrebné zaockovat ur¢itt percentualnu cast populécie. Percenta

sa lisia v zavislosti na konkrétnej chorobe.

14
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Obr. 4: Zékladné reprodukéné Eislo a vakcinécia

Zdroj: Modeling Infectious Diseases in Humans and Animals (Keeling, Rohani, 2007)

Napriklad pre choroby ako ”smallpox” alebo kiahne je potrebné na zaklade tohto
modelu, zaockovat priblizne 65% az 80% populacie. Percentualna hodnota sa vypocita

pomocou vzorca pre hranicu kolektivnej imunity, a teda

1
Xcri =1- o
t R
ak do tohto vzorca dosadime Ry = 5 potom
1
Xcrit =1- g = 087

a teda ak je reprodukéné ¢islo 5, potrebujeme zaockovat asponn 80% populacie, ¢o vi-
dime aj na Obr. 4. Podobne vypocitame hodnotu hranice pre kolektivnu ochranu pre
”Mumps Chickenpox”, kde je potrebné zaockovat asponn 90% populéacie alebo pre ”Measles

Pertussis”, kde je potrebné zaockovat aspon 95% populacie.

1.5 Limitacie kompartmentovych modelov

Podl'a [10], jednou z limitacii SIR/SIRV modelov je to, Ze populacie st modelované s pou-
zitim realnej premennej, ktord moze nadobtudat neceloc¢iselné hodnoty, ¢o moéze byt prob-

lém pri interpretacii vysledkov. Tato limitacia sa da vyriesit tym, Ze sa namiesto poctu

15



jedincov v populacii za¢ne uvaZzovat o hustote jedincov v danom priestore (napriklad po-
et jedincov na jeden meter $tvorcovy Zeme). AvSak pri interpretacii vysledkov pre malé
populéicie méze nastat problém.

Dalsia limitacia SIR/SIRV modelov moéze nastat v pripade malych populécii, kde
systém prechddza do stavu, kedy uz nie je mozné popisovat javy ako priemerné, ale je
potrebné popisat stav jedincov osobitne. V tomto pripade st deterministické modely na-
hradzané stochastickymi modelmi, ktoré bert do ivahy nahodnost. Teda namiesto para-
metrov, ktoré si spriemerované, potrebujeme poznat celt pravdepodobnostnu distribticiu
parametrov.

SIR/SIRV modely predpokladaju aj to, Ze jedinci st rovnomerne rozmiestneni v pries-
tore, avSak v skutocnosti sa moze stat, ze chori jedinci sa vyskytuji v ur¢itych lokalitéch,
ako napriklad nemocnice. V takom pripade sa diferencidlne rovnice nahradzaji parcial-
nymi rovnicami, ktoré su tazsie na matematicka analyzu, alebo sa priestorova premenna

diskretizuje a potom sa skuma velky systém zavislych diferencialnych rovnic.

2 Epidemiologické modely na sietach

V tejto praci modelujeme epidémiu pomocou pevnych sieti. Siete kontaktov sii reprezen-
tované neorientovanymi grafmi, ktoré sa skladaji z vrcholov a hran, kde vrcholy zodpo-
vedaji jedincom a hrany predstavuja blizke kontakty medzi tymito jedincami.

Graf sa sklada z komponentov, ktoré predstavuju skupiny blizkych kontaktov, v kto-
rych sa jedinci stretavaji a moézu medzi sebou $irit ochorenie. Mimo tychto komponentov
predpokladame, Ze jedinci napriklad nosia riska a nevedia sa nakazit, teda infekcia sa $iri
len v danych komponentoch. Ak sa v danom case infikuje jeden jedinec v komponente, je
len otézka casu, kedy bude infikovany cely komponent.

Distribicia stupnov vrcholov je definovana ako

[p()vplap?a"'apn—lapnvpn-i-lv"'}a (8)

kde n predstavuje pocet vrcholov a py zodpoveda pravdepodobnosti, Ze vrchol bude mat
stupen k.
V tejto praci budeme vyuzivat mocninovi distribiciu stuprnov vrcholov. Dolezitym

znakom mocninovej distribucie je, Ze vrcholy s nizkym stupfiom sa v sieti buda vyskytovat
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castejsie ako vrcholy s vysokym stupnom. Mocninovéa distribiicia sa vyuziva v roznych
typoch sieti, ako st socialne siete, technologické siete ¢i biologické siete.

Mocninovd distribicia je v [9] definovana ako
pe=Coke

kde C' je normalizac¢né konstanta, ktoré slizi na ipravu tychto pravdepodobnosti tak, aby
stucet vSetkych py bol konecny a rovny 1. Stupen vrcholov je k, kde k > 1 a konstanta «
je v realnych sietach z intervalu 2 < o < 3.

Na Obr. 5 je zobrazeny histogram mocninovej distribucie stupfiov vrcholov na inter-
nete, kde vidime, ze vrcholy malych stupnov maju vécsiu pravdepodobnost vzniku ako
vrcholy vyssich stupnov. Vrcholy stupnia 0 v ramci tejto distribiicie nevznikaji, a teda

po = 0.

PEERET |
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Fraction p, of nodes with degree k

=
—
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F S
il

T T T L 1||r1|m‘Lﬂ”mTﬂu|‘
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Obr. 5: Mocninové distribucia stupnov vrcholov

Zdroj: Networks (Newman, 2018), s. 318

Mocninovi distribtciu sme zvolili pre nasu analyzu z dovodu, Ze s iou vieme vytvorit
nahodné grafy, ktoré obsahuji mnoho malych komponentov. Tato vlastnost nam umoznuje
ukézat, Ze aj v sietiach, kde sa nachadza vela malych komponentov, moéze pandémia I'ahko
preniknit do celej siete. Okrem toho, vyber tejto distribticie nAm umoziuje vykonat presné

Statistické vypocty, ¢o je velmi doélezité pre nasu analyzu.
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Jednou z prirodzenych volieb distribucie stupna vrcholov ndhodného grafu je Poisso-
nova distribicia. V tejto praci vyuzivame Poissonovu distribiiciu na porovnanie.

Poissonova distribicia je v |9] definované ako

(n—1)" c*

kaTpe =¢ 0

kde ¢ je priemerny stupen vrcholov, k je stupen vrcholov a n je celkovy pocet vrcholov
v sietl.

FExcess degree distribution alebo distribticia stupfiov susednych vrcholov je pravdepo-
dobnostné distribticia, ktora podla [9] charakterizuje pocet hran pripojenych k vrcholu
v grafe s vynimkou hrany, ktorou sme sa k danému vrcholu dostali.

V 9] je uvedené, Ze distribucia stupiiov susednych vrcholov v celom grafe pre vieobecné

rozdelenie stupiiov vrcholov (8) je definovana ako

1 2 3 n (n+1) (n+2)
@pl,wm,@p&--w@pm <k> Pr+1, (k) Pni2--- |, (9)

kde (k) = >"72 kpx.

2.1 Giant komponent

Giant komponent je oznacenie pre najvacsi suvisly komponent v grafe. Pomenovanie giant
komponent vzniklo z dovodu, Ze pri ndhodnych grafoch v limite poc¢tu vrcholov do ne-
kone¢na jeho relativna velkost rastie superlinearne do nekonecna, t.j. tento komponent
tvori nenulovy podiel v8etkych vrcholov grafu. V rdamci tohto limitného pripadu st ostatné
komponenty grafu, zac¢inajic druhym najvacsim, velkostne zanedbatelné, t.j. ich podiel
vzhladom na celkovy pocet vrcholov je v tejto limite nulovy.

Velkost giant komponentu podla [9] oznac¢me S, kde
S =1-go(u),

kde go(u) = >3 = pru” a u* je pravdepodobnost, Ze vrchol nepatri do giant komponentu.

Na Obr. 6 je zobrazena velkost giant komponentu vzhladom na parameter « pre
mocninovi distribiciu stuprniov vrcholov, kde p, = C' - k=%, Vidime, Ze ak je a < 2, tak
giant komponent predstavuje 100% z celého grafu a ak je o > 3, tak giant komponent je

naopak velmi maly.
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Obr. 6: Velkost giant komponentu S vzhladom na «
Zdroj: Networks (Newman, 2018), s. 398

Velkost giant komponentu pre Poissonovu distribiciu stupriov vrcholov je podla [9]
dana rovnicou

S=1—e",

pretoze ak u je podiel uzlov, ktoré nie s sucastou giant komponentu, potom podiel uzlov,
ktoré tvoria giant komponent je S = 1 — u, kde u = e ("% Rovnica S = 1 — e~
hovori o velkosti giant komponentu ako o podiele z celkového poctu uzlov v sieti, kde ¢
je hodnota priemerného stupna vrcholov.

Na Obr. 7 vlavo, st zobrazené tri krivky znazoriiujice funkciu y = 1 — e pre
rozne hodnoty c. Pre malé hodnoty ¢ (spodnéa krivka na Obr. 7 vlavo) existuje len jedno
rieSenie S = 0, ¢o naznacuje, Ze v sieti neexistuje giant komponent. Ak je ¢ dostatocne
velké (horna krivka na Obr. 7 vlavo), existuji dve rieSenia, jedno pri S = 0 a druhé pri
S >0, len v tomto pripade moze existovat giant komponent.

Na Obr. 7 vpravo je graf zobrazujuci zavislost velkosti giant komponentu S od prie-

mernej hodnoty stupna vrcholov c.
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Obr. 7: Velkost giant komponentu S vzhladom na ¢
Zdroj: Networks (Newman, 2018), s. 351

2.2 Konfiguraény model

Podla [9] je konfigura¢ny model jednym z najdoélezitejsich teoretickych modelov pri studiu
sieti. Konfigura¢ny model predstavuje druh ndhodného grafu, ktory moze mat Tubovolné
rozdelenie stupniov vrcholov a napriek tomu, bude stéle presne rieSitelny, a to vdaka
mnohym vlastnostiam v limite velkej siete.

Konfigura¢ny model predstavuje ndhodny graf s pevne danymi stupniami vrcholov.
Struktura siete sa definuje pomocou distribucie stupnov py, pricom kazdému vrcholu i sa
priradi pocet stupnov k;, kde i =1,...,n.

K vytvoreniu siete je potrebné vytvorit vektor pol-hran. Celkovy pocet pol-hran musi
byt parny a rovny 2m, kde m je celkovy pocet hran.

Proces generovania siete prebieha tak, ze sa nahodne vyberaju dve pol-hrany a spajaja
sa do parov, ¢im sa vytvaraja hrany, vid. Obr. 8. Postup opakujeme, kym nespojime

vSetky pol-hrany.
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Obr. 8: Konfigura¢ny model, spidjanie pol-hran
Zdroj: Networks (Newman, 2018), s. 370

Jednou z limitdcii konfiguraéného modelu je zaistenie parneho pocétu pol-hran, ¢im
zabezpecCime, ze kazdéa pol-hrana bude mat svoj pér. Dalsou limitaciou moze byt pritom-
nost viacnasobnych hran a samohran v generovanej sieti, ktoré mozu vznikat pri spajani
dvoch nédhodne vybranych pol-hran v procese generovania.

V knihe [9] sa uvadza, ze pripady, ktoré boli spomenuté ako limitacie, si extrémne

zriedkavé, a preto nie je nutné vnimat ich ako zasadny problém.

Algoritmus

Na generovanie ndhodného grafu sme vytvorili algoritmus v programovacom jazyku MAT-
LAB(©). Algoritmus na generovanie nadhodného grafu s mocninovou distribticiou stupiiov

vrcholov pozostava zo Styroch ¢asti
1. Urcime pocet vrcholov n a konstantu «a, kde 2 < a < 3.

2. Vygenerujeme nadhodny, pevne dany vektor stupiiov vrcholov z mocninovej distri-

bicie stupnov vrcholov.
3. Nahodne pospajame pol-hrany vrcholov, t.j. vlastnost konfigura¢ného modelu.

4. Vytvorime maticu susednosti, t.j. matica rozmeru ¢ X j, kde na mieste [, j] je pocet
hrdn medzi vrcholmi ¢ a j. Graf je neorientovany, tzn. tdto matica susednosti je

symetricka.
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Na Obr. 9 je zobrazeny diagram algoritmu pre vznik nahodného grafu s pevne danymi
stupfiami vrcholov generovanym konfigura¢nym modelom s mocninovou distribticiou stup-

nov vrcholov.

Vstup:
n- pocet vrcholov,
a- mocnina
rozdelenia

|
|

Vygenerujeme
vektor stupiiov vrcholov
nahodného grafu s
n-vrcholmi z mocnin.
rozdelenia
stupiiov

Ak je neparny __
pocet stupiiov

|

___ Akjeparny
pocet stupiov

!

Nahodne Vytvorime vektor
—| vygenerujeme olhran
posledny stupeii P

Sucet stupfiov

Aks>0 — B — Aks=0
(oznacime s)
Nahodné spéjanie
dvoch hran, s =s-2 Vygenerovanie
— a pridelenie matice susednosti
vytvorenej hrany do
matice incidencie
Vystup:

Matica incidencie
a vektor stupna
vrcholov

Obr. 9: Algoritmus konfigura¢ného modelu

Zdroj: vlastné spracovanie
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Na obr. 10 je zobrazeny priklad ndhodne vygenerovaného grafu s mocninovou distri-
buiciou stupnov vrcholov. Siet obsahuje jeden giant komponent a zvy$né komponenty si

malé tak, ako sme ocakavali.

Nahodny graf, kde o = 2.5, n = 500

Obr. 10: Neorientovany graf vygenerovany metédou konfigura¢ného modelu

Zdroj: vlastné spracovanie

S vyuzitim algoritmu pre konfigura¢ny model s mocninovym rozdelenim stupiiov vr-
cholov sme generovali ndhodny neorientovany graf obsahujici 500 vrcholov. Tento pocet
vrcholov je dostatoény, pretoze v praci [4] bolo ukizané, ze pre vicsie pocty vrcholov sa
spravanie grafu vyrazne nelisi. Konstanta o = 2.5 ¢o zodpoveda realnej sieti, kedze této

hodnota sa nachadza v intervale 2 < o < 3.

2.3 Fragmentacia siete

V tejto podkapitole vychadzame najmé z [2] a [4]. Zaoberame sa fragmentéaciou nahodného
grafu, ktorého generovanie je popisané v predchadzajtcej kapitole.

Tento proces moézeme v epidemiologickom kontexte chapat ako proces vakcinacie, ktory
znemoziuje riziko infekcie jedincov. Kazdému vrcholu alebo jedincovi sa odstrania vsetky
jeho hrany, ¢im sa zabezpedi, Ze sa jedinec stéle nachadza v populécii, ale uz nesiri infekciu.
ZaocCkovany jedinec uz viac nema moznost byt infekénym jedincom.

V tejto praci fragmentujeme polovicu vrcholov. Na Slovensku sa pocas trvania viny

pandémie COVID-19 zaockovalo priblizne 50% populacie.
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Algoritmus

Na generovanie ndhodného grafu sme vytvorili algoritmus v programovacom jazyku MAT-
LAB(©). Najskor popiseme algoritmus pre fragmentdciu jedného vrcholu, ktory pozostava

z troch Casti
1. Vytvorime vektor vrcholov, ktoré sa nachadzaju v nahodne vygenerovanom grafe.

2. Nahodne vyberieme vrchol, ktory chceme zo siete odstranit. Tento vrchol ozna¢me

napriklad z.

3. V matici susednosti nahradime stlpec = a riadok z nulami. Tymto krokom odstra-
nime vrcholu x vSetky jeho hrany, a teda sa stane samostatnym komponentom s 1

vrcholom a 0 hranami.

Na Obr. 11 je vygenerovany nédhodny graf, kde pocet vrcholov n =20 a a = 2.5, Obr.
11 vlavo. Naslednne sme ndhodne vyberali vrchol, ktory odstranime (vrchol ¢islo 20). Na
Obr. 11 vpravo sme tento vrchol odstranili, vrchol sa v sieti stale nachadza, ale boli mu
odstranené vsetky jeho hrany, a teda sme dostali 2 samostatné vrcholy, a to vrcholy ¢islo

9 a 20.

%3 i T 7 s s Ll A * %, P15 *s 8z

*n % O ®71; % ®1; %15 $1z %1 %1y %1y %3 O

g .,

2

¢ 5 A F
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Obr. 11: Fragmentacia ndhodného vrcholu zo siete

Zdroj: vlastné spracovanie

V pripade, Zze chceme vyhodit k vrcholov zo siete postupujeme podobne, a teda opa-

kujeme 2. a 3. krok z algoritmu pre fragmentéaciu jedného vrcholu.
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Na Obr. 10 je vygenerovany nahodny graf, kde a = 2.5 a pocet vrcholov n = 500.
Takto vygenerovany nédhodny graf fragmentujeme na polovicu vrcholov, ¢o bude pred-
stavovat 250 zaocCkovanych jedincov. Na Obr. 12 mozeme vidiet, Ze Struktura grafu sa

po fragmentacii, resp. vakcinécii zmenila.

Fragmentovany graf na polovicu vrcholov, kde alpha = 2.5, n = 500

Obr. 12: Fragmentécia grafu na polovicu vrcholov

Zdroj: vlastné spracovanie

Pred fragmentaciou bolo v grafe (Obr. 10) 191 komponentov a najvacsi komponent
obsahoval 128 vrcholov. Po fragmentacii (Obr. 12) je v grafe 420 komponentov a najvacsi

komponent obsahuje 9 vrcholov.

N - opakovani

> Generovanie J Fragmentacia. V}"Stulﬂ~
> , > [—®»/ Spracovanie

Obr. X analyza,... ;
vysledkov

Obr. 13: Algoritmus fragmentécie vrcholov

Zdroj: vlastné spracovanie
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2.4 Efekt fragmentacie siete na giant komponent

Pocas fragmentacie grafu generovanom s Poissonovou distribiciou stuptiov vrcholov sa
velkost giant komponentu stale zmensuje vzhladom na celkovi velkost siete. Na Obr. 14

vidime, Ze existuje ostra hranica, kedy nevznika giant komponent.

0.6 ¢ T T T T T T T T T T T T T T T T T

Size of giant cluster §

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Occupation probability ¢

Obr. 14: Giant komponent
Zdroj: Networks (Newman, 2018), s.582

V oblasti pred hranicou na Obr. 14, oznacenej prerusovanou ¢iarou, je giant komponent
velmi maly. Toto spréavanie sa podoba modelom SIR/SIRV a hodnote kolektivnej ochrany,
kde X5 = 1— RLO, t.j. hranica na Obr. 14 oznacené prerusovanou ¢iarou. Z toho vyplyva,
ze ak sa velkost giant komponentu v priebehu fragmentéacie zmensuje vzhladom na celi
siet, existuje nadej, ze dosiahneme kolektivnu imunitu.

Pocas fragmentéacie grafu generovanom s mocninovou distribiciou stupnov vrcholov sa
velkost giant komponentu taktiez stale zmensuje vzhladom k velkosti celej siete. Napriek
tomu, Ze neexistuje ostré hranica, ako v pripade giant komponentu pre Poissonovu distri-
buciu, velkost giant komponentu je dostato¢ne mala, a teda existuje nadej na dosiahnutie
kolektivnej imunity, vid. Obr. 15.

Avsak realny stav je ten, ze systém nie je izolovany a infekcie stéale prichadzaju zvonku,
teda stale sa mozu infikovat nahodné vrcholy, a preto je dolezité Sirenie v malych kompo-

nentoch, ktoré inak zanedbavame.
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V tejto préaci ukdzeme, Ze v sieti mozu existovat malé komponenty, ktoré v pripade
fragmentovanej, resp. vakcinovanej populacie mézu zvysit pomer poc¢tu infekénych jedin-

cov v populacii.

0.6

04 -

Size of giant cluster §
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Occupation probability ¢

Obr. 15: Giant komponent
Zdroj: Networks (Newman, 2018), s. 586

3 Vysledky

V tejto kapitole budeme analyzovat Statistické vysledky, najskor sa pozrieme na vztah me-
dzi poc¢tom vrcholov v komponente a stupiiom tychto vrcholov. Nésledne sa pozrieme, ako
sa zmeni distribucia stupnov vrcholov po fragmentécii. Porovname numericku distribucia

a aproximéciu distribtucie pred a po fragmentacii vrcholov na polovicu.

]vDalej budeme pocitat pravdepodobnost vzniku a rozpadu malych komponentov, ktoré
su stromy, a taktiez malych komponentov, ktoré st stromy s jednou hranou navyse. Tieto

presné vysledky sa porovnaji s numerickymi vysledkami ziskanymi v MATLAB(C).

Nakoniec sa pozrieme na porovnanie s ekonomickym modelom vytvarania sieti.
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3.1 Statistické vysledky

V tejto podkapitole najskér dokdzeme zékladné vztahy medzi pocétom vrcholov v kom-
ponentoch a stuphami tychto vrcholov. Nasledne sa pozrieme, ako sa zmenia Statistické

vlastnosti v grafe, ktory je fragmentovany, resp. populécia je v procese vakcinacie.

3.1.1 Zakladné vztahy medzi po¢tom vrcholov v komponentoch a stupnami

tychto vrcholov

Definicia 1: Nech G je neorientovany graf, ktory ma aspon k-komponentov, kde k£ > 1.
Potom oznaéime 7, 1 < i < k, pocet vrcholov komponentu s i-tym najmensim poc¢tom
vrcholov spomedzi vSetkych vrcholov G a p; je stupen vrcholu s ¢-tym najmensim stupiiom

spomedzi vSetkych vrcholov G. Ozna¢me

¢ = (%, ..., 7%,

Y =f,...,p%).

Poznamka: Definicia je matematicky korektna, kedze ak ma graf GG aspon k-komponentov,
potom mé aspon k-vrcholov.

Definicia 2: Nech {G; }j-vzl, je mnozina grafov, z ktorych kazdy ma aspon k-komponentov.

N

Ak 7T]§j < 2, pre kazdé j, ozna¢me c,,, m = 0, ...k, pocet tych grafov v mnozine {G;};,,

pre ktoré plati

Ak 7rij < 3, pre kazdé j oznacme d,,,, kde m = 0,...k, n = 0,...k, a zdroven 0 <

m +n < k pocet tych grafov v subore {G; }?]:1, pre ktoré plati

m n k—m—n
Q. ———
%=1, 12 ...25...9.
Veta 1: Nech W,fj < 2, kde j = 1,...,N. Oznacéme 7; aritmeticky priemer 7riGj a p;

aritmeticky priemer piGj pre mnozinu {Gj}ﬁ-v:l. Potom plati vztah 77; = p, + 1, kde i =
1.k
Doékaz: Ak je velkost komponentov



potom pre stupne vrcholov G; plati

Na zéklade Definicie 2 plati

N k k—m
dorh = enx(1,...,12,....2),
j=1

m=0

nésledne

— N ) N 9000y N

_ iﬂcj (200+01+02---+cj 2c0+2¢1 + o0+ ¢ 200—|—201—|—202---+20j)
m = =
— N ;

J=1

_ Co + Zj-v:o ¢j Cot e+ Zjvzo Cj 221']10 Cj
T = .
N 9 N Y Y N

Podl'a Definicie 2 plati

potom

Preto plati
mi=p;,+1, kdeit=1,2,... k.

|
Veta 2: Nech {Gj}é»v:l je mnozina grafov, z ktorych kazdy ma aspon k-komponentov.

Nech 7rij <3,7=1,...,N, azaroven su tieto komponenty stromy. Ozna¢me 7; a p; ako

vo Vete 1. Potom plati vztah

i—1 i—m—1

Ti=p;,+1+ ™ kdei=1,...,k.
T =D N
Doékaz: Ak je velkost komponentov
m n k—m—n
———

% =(1,...,1,2,...,2,3,...,3)
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potom pre stupne vrcholov G plati

p¢i =(0,...,0,1,...,1),

lebo

G G G —NN— N
(plj,pQJ,...,pN’)Z(O,...,O,l,...,l, 1,...,1)1,

kde 2n + 2(k —m —n) = 2(k —m) > k — m.
Podla Definicie 2 plati

potom

7 = 1'Zﬁ1=i2§=k-mdmn + 2'Zﬁ=id0n + 3 (doo+dor +dip+...)
KA N N N .

Podla Definicie 2 plati

m k—m

N k k—m
D=3 dpnx (0,...,01,...,D),
j=1 m=0 n=0

potom

1'Zszid0n+1'(d00+d01+d10+...)
N N ’

+

)

IS > S
N

Rozdiel medzi 7; a p; je nasledne

— = _ L Zl:n:z ZZ:k—m An — 0 an:z Zi:k-m Ainn + 2- Zfz:z don, — 1+ Zf‘;:z don

T —D; N N +

3-(doo+dyr +dwo+...)—1-(doo+dor +dio+...)

+ .

N
Preto plati
i—1 ~i—m—1
dmn .
ﬁi:ﬁi—|—1—|—zm:0 n=0 ykdei=1,... k.
N

|

17 predpokladu vieme, Ze komponenty st stromy, a teda komponenty velkosti 3 maji dva vrcholy

stupfia 1 a jeden vrchol stupiia 2. AvSak nas zaujima len prvych k vrcholov.
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3.1.2 Distribicia stupnov vrcholov po fragmentéacii vrcholov

V tejto podkapitole presne vypocitame, ako sa zmeni distribicia stupniov vrcholov po frag-
mentacii.

Najskor spocitame, ako sa zmeni distribicia stupnov vrcholov po odstraneni jedného
nahodného vrcholu. Vychadzame zo strednej hodnoty stupiiov vrcholov v ndhodnom grafe s
n vrcholmi generovanom konfigura¢nym modelom pre distribiciu stupna vrcholov, tj. prvy
riadok, od ktorého odé¢itame ndhodny vrchol (8) a néasledne pripo¢itame jeden vrchol

stupna 0, a teda

[ npo, mp1, npa, ..., NPu—1, NPn, NPnt1, ---]
_[ Po, P1, D2, ceey Pn—1, Pns Pn+1, }
+[ 1, 0, 0, ..., 0, 0, 0, ...

nasledne zniZime stupne susedov ndhodne vybraného vrcholu. Vychadzame z novo vzniknu-
tej distribucie, od ktorej odpocitame a néasledne pripoc¢itame posunutt distribiciu stupnov

susednych vrcholov, a teda

[ (n—Dpo+1, (n—1)p1;, (n—1Vpa, ..., (n—1p,, ...]
- 0, D1, 2po, e npn, o]
_'_[ D1, 2p27 3p37 ey (n+1>pn+17 ]

Po odstraneni nahodného vrcholu a znizeni stupnov susednych vrcholov ziskame dis-

tribiuciu stupmiov vrcholov po odstranent jedného ndahodného vrcholu, t.j.

Mip: pi? = L((n-1p +1p” +1),
p’ = L —2)p” +2p)"),
ps = L(n-3)py" +3p"),
ps = (-l +4p),
P = Lop,y +npl),

p = L=p + (n+ 1Py,
pgz-i)-l = %(—219521 + (n + 2)p£LOJ)r2)7

Analogicky opakujeme postup pre odstranenie nadhodného vrcholu a znizenie stupnov

susednych vrcholov a ziskame distribiciu stupriov vrcholov po odstrdneni dvoch ndhodne
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vybranyjch vrcholov

M2p:op = (%52) py) + 2+ Zp 4 2,
(2) _ (nT—2)2p§0)_|_2(2Z2 5)105)+n2p‘§50)7
péz) = (m3)?py) 4 B0 12,,0)
p) = (ns2)?pl)  Aen9),O) 4 20,00

Ak postup opakujeme k-krat, tak ziskame distribiciu stuptiov vrcholov po odstrdnent

k ndhodne vybrangjch vrcholov 2

My g = () mt k£ O,
A= (5 B0 (),
pgk) = (%)kp2+%p2+0(%),

Pre overenie spravnosti nasho tvrdenia spravime doékaz matematickou indukciou, teda

ak

1) k=1
p = (B potin+i+0(2),
) = (EB) i+ 2p+0(L),
pgl) = (%) P2 + %pz +0 (%) ,
2) k = k+1:
= () o+ B+ D L0 (1),
pty = () 2D, L0 (1),
gk+1) _ (nT:a)(kle)p2 4 3(k+1 Bkt —I—O( )

Ak fragmentujeme « ¢ast vrcholov z n, kde k = na, n — oo a k — oo, vyuzivame

() (=) = (-5) -0

*Definicia: Funkcia f(n) patri do triedy O (1), ak n — oo a ak existuje konstanta A > 0 taka,
ze f(n) < 4. Pre Vn € N plati, ze n|f(n)| < A, a teda |f(n)| < 2. Takyto vztah sa nazyva "Big O

nasledujuci vypocet

notation".
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a teda po fragmentécii « Casti vrcholov ziskame novi distribiciu stupiiov vrcholov, t.j

po = (1—1la)p + lap: +«
D1 — (1 —=2a)p1 + 2ap,,
Do — (1 —3a)ps + 3aps,

Pn—1 — (1 - na>pn—1 + napy,,
DPn — (1 - (TL + l)a)pn + (TL + l)apn—I—lv
Pn+1 — (1 - (n + 2)0&)pn+1 + (n + 2)apn+27

Avsak, aby distribucia stupiiov vrcholov po fragmentacii £ ndhodne vybranych vrcho-
lov platila, musi byt splnena podmienka, ze pravdepodobnosti st kladné ¢isla. Vychadzame

Z pn_1 > 0, teda

(1 —na)p,—1 +nap, > 0
nap, > (na—1)p,_1
po > (1= 55) Paos
a > (1=55) (n711)m
(1=-2" > (1-3%)
(1-2+0() > (1-3)
_m 5 1
m < 1

kde O (£) ~ 0.

Vidime, Ze po fragmentéacii sa Statistické vlastnosti siete naozaj zmenili. Z epidemiolo-
gického hladiska to znamené, Ze sa menia Statistické vlastnosti populécie, ktora je v pro-
cese vakcinacie.

Avsak distribucia stupnov vrcholov po fragmentacii £ nahodnych vrcholov plati len
pri dodrzani podmienky, a teda v sieti, kde je n = 500 a m = 2.5 mozeme fragmentovat
siet maximéalne pre o = 0.4, teda 40% vrcholov z celej siete.

V redlnych sietach sice neockujeme len 40% populacie, ale vypocet moze sluzit ako
uzitoény nastroj na predstavu o vyvoji ockovania a zmene distribucii stupnov vrcholov

po fragmentacii.
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Porovnanie distribucii

V programovacom jazyku MATLAB(C) sme opakovane (1000-krat) vygenerovali ndhodna
siet s n = 500, n = 1000 a n = 1500 vrcholmi a s mocninovym rozdelenim stupnov
vrcholov s parametrom m = 2.5 pomocou konfiguracného modelu, kde sme v kazdej sieti
fragmentovali o = i vrcholov.

Modrou farbou je v obrazkoch aproximécia, teda distribucia, ktort sme vypocitali
v kapitole 3.1.2 a oranzovou je numericka distribucia vypo¢itana v MATLAB(C).

Na Obr. 16, Obr. 17 a Obr. 18 vlavo, vidime, Ze porovnané distribicie pred frag-
mentéiciou su presné. Pre distribiicie po fragmentacii a = % vrcholov dostavame mala
nepresnost, vid. Obr. 16, Obr. 17 a Obr. 18 vpravo. Predpokladame, Ze tato nepresnost
vznika z dovodu, Ze sme nami vypocitani distribticiu stupiiov vrcholov po fragmentacii

(modra farba) nevynasobili normaliza¢nou konstantou, ktora slazi na upravu pravdepo-

dobnosti tak, aby stcet vsetkych p, bol koneény a rovny 1.

Sweveroos T T T T T supehveholon

Obr. 16: Porovnanie distribtcii, pre a = % a n =500

Zdroj: vlastné spracovanie

Obr. 17: Porovnanie distribicii, pre a = i an = 1000

Zdroj: vlastné spracovanie

34



Obr. 18: Porovnanie distribucii, pre o = % a n = 1500

Zdroj: vlastné spracovanie

V pripade, ze m = 2.5, n = 500 a a = 0.4, t.j. Obr. 19, vidime, Ze nepresnost je vacsia,

ako ked bola a = %. Vacsi

a nepresnost je sposobena tym, Ze sa priblizujeme k hranici
podmienky, po ktoru plati nami vyratana distribucia stupnov vrcholov po fragmentécii.

Distribicia po fragmentci o = 0.4 vrcholov, kde =500 3 m = 25
i T i i

[

[N |

=25an=>500

Obr. 19: Porovnanie distribucii, pre o = 0.4, m

Zdroj: vlastné spracovanie

Ak m =2.1,n =500 a«a =04, t.j. Obr. 20, vidime, ze vysledky st presnejsie ako v

pripade, ze m = 2.5, a to z dovodu, Ze nie sme tak ”blizko” hranice podmienky.

Distibiia po fragmentici = 0.4 vrcholov, kde n=500 3 m = 2.
T T T T

Bravdapedbnost viehdloy

Obr. 20: Porovnanie distribicii, pre o = 0.4, m = 2.1 a n = 500

Zdroj: vlastné spracovanie
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3.2 Malé komponenty

V tejto podkapitole analyzujeme vznik a rozpad malych komponentov, ktorych velkost je
od 1 do 7, pre vicsie komponenty by uz bol vypocet velmi zloZity.

Uvazujeme nahodne zostavené stromy s danym poc¢tom vrcholov, ktoré vznikaju na-
hodnym spajanim vrcholov. Tieto stromy nemaju Specificki Struktaru stupna vrcholov,
ako maji ndhodné grafy vytvorené pomocou konfiguracného modelu s mocninovym roz-
delenim stupnov. Malé komponenty tak porovnavame s tplne nadhodnymi grafmi.

Vypocitame pravdepodobnost vzniku a rozpadu malych komponentov, ktoré si stro-
movej Struktury, nasledne vypoc¢itame pravdepodobnost vzniku a rozpadu komponentov,

ktoré su stromy s jednou hranou navyse a vysledky porovname s numerickymi vysledkami.

3.2.1 Stromova Struktdra malych komponentov

Vypocitame presnii pravdepodobnost vzniku a rozpadu komponentov velkosti 3 az 7, ktoré
maju stromovu Struktiaru. Vznik a rozpad komponentov velkosti 1 a 2 méa pravdepodob-
nost 100%, kedZe tieto komponenty maji len 1 moznost vzniku, resp. rozpadu.

Vznik komponentu velkosti 3 je taktiez 100%, avSak komponent velkosti 3 sa moze
rozpadnit s pravdepodobnostou % na komponenty velkosti (1, 1, 1) a s pravdepodobnostou

2 na komponenty velkosti (1,2), Obr. 21.

Vznik komponentov velkosti 3 Rozpad komponentov velkosti 3
1 —eo o 1/3 (1,1,1) (1,2)
—eo 1 —o—o 1 2
Pravdepodobnost 1 Pravdepodobnost 1/3 2/3

Obr. 21: Vznik a rozpad komponentov velkosti 3

Zdroj: vlastné spracovanie

Rozpad komponentov velkosti 4
1/3*1/4

Vznik komponentov velkosti 4 =1/12
e | 0 |2%2|2*2

Pravdepodobnost 1/3 Pravdepodobnost 1/12 7/12 4/12

(1,1,1,1) (1,3) (1,1,2)

Obr. 22: Vznik a rozpad komponentov velkosti 4

Zdroj: vlastné spracovanie
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V tabulke na Obr. 22 vidime vypocet pravdepodobnosti vzniku a rozpadu komponen-

tov velkosti 4. Popis vzniku tabuliek podrobne vysvetlim na komponentoch velkosti 5.

Vznik komponentov velkosti 5

[P SV S

L 1xo 1%3 1%1

Pravdepodobnost

Obr. 23: Vznik komponentov velkosti 5

Zdroj: vlastné spracovanie

Na Obr. 23 je farebne vyznacené, ako vznikla tabulka pre komponenty stromove;
struktury velkosti 5. V Tavom rohu tabulky pre vznik komponentov velkosti 5 je zlomok
z predchadzajucej tabulky pre vznik komponentu velkosti 4, tj. % Zlomok % je potrebné
prenasobit zlomkom }l, kedZe pripojit piaty vrchol méZeme na jeden zo Styroch vrcholov
komponentu vel'kosti 4, t.j. pravdepodobnost pripojenia na jeden zo 4 vrcholov je %.

V prvom stlpci st vietky mozné stromové struktary komponentu vel'kosti 4. V druhom,
tretom a 3tvrtom stlpci (druhy riadok) st vietky 3 mozné stromové strukttry komponentu
velkosti 5, tieto Struktury vznikaju podla toho, na ktory vrchol pripojime piaty vrchol.

Prvé ¢islo z nasobku reprezentuje riadky, tj. akt pravdepodobnost mé vznik danej
struktury komponentu velkosti 4 (% si pamédtam v Tavom rohu tabulky). Druhé &islo
z nasobku reprezentuje stlpce, a teda kolko krat moéze vzniknaf dané struktira kompo-
nentu velkosti 5 pripojenim jedného vrcholu (}l si paméatam v Tavom rohu tabulky).

Napriklad, ak mam prva struktiru komponentu velkosti 4, t.j. Obr.24, tak pravde-
podobnost vzniku takejto struktiry je % (hodnota je z tabulky pre vznik komponentu
velkosti 4), teda do tabulky pre vznik komponentu velkosti 5 dam do tretieho riadku
viade ¢islo 2 (3 si pamitame v Tavom rohu tabulky).

Piaty vrchol moézem pripojit na ktorykolvek zo 4 vrcholov s pravdepodobnostou %1.
Ak piaty vrchol pripojim na krajné vrcholy (modré), tak dostanem prva strukturu kom-
ponentu velkosti 5, teda mam 2 moznosti (resp. %) Podobne ak priddm piaty vrchol

na vnatorné dva vrcholy (Cervend), tak mam 2 moznosti vzniku stromovej struktiry vel-

kosti 5 v tretom stlpci. Stromova struktira v poslednom stlpci v tomto pripade nevznika.
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Obr. 24: Stromovéa struktura komponentu velkosti 4

Zdroj: vlastné spracovanie

Podobne pocitame tabulku pre rozpad komponentov velkosti 5, Obr. 25. V Tavom

1

=5, toto ¢islo je z lavého horného rohu tabulky pre vznik komponentov

hornom rohu je
velkosti 5. Zlomok % prenasobime %, z dovodu, ze mozeme vyhodit ktorykol'vek z piatich
vrcholov.

V prvom stlpci st zobrazené vietky mozné stromové struktiry komponentu velkosti 5
a vo zvysnych stlpcoch (druhého riadku) st zobrazené vietky mozné rozpady komponentu
velkosti 5, t.j. na aké komponenty sa moze rozpadnut komponent velkosti 5.

Prvé ¢islo z nasobku predstavuje pravdepodobnost vzniku danej struktary kompo-

nentu velkosti 5 a druhé ¢islo z nasobku predstavuje kolko krat sa moze dané Struktira

rozpadnut na dany rozpad.

Rozpad komponentov velkosti 5

*1/5
=1/60

(L1111 (1,4) (1,1,3) (1,112 (1,2,2)

e | A% | 4%2 | 4%2 | 4*0 | 4*1

*0 *3 *1 *1 *0

*—eo—o—o

Pravdepodobnost 1/60 33/60 15/60 7/60 4/60

Obr. 25: Rozpad komponentov velkosti 5

Zdroj: vlastné spracovanie

Napriklad, ak méame tretiu stromovu struktiru komponentu velkosti 5, t.j. Obr. 26, tak
pravdepodobnost vzniku takejto struktiry je % (z tabulky pre vznik komponentu vel'kosti
5), teda do tabulky v piatom riadku dame 1 (+ si pamétame v lavom rohu tabulky).

f)alej mozeme odstranit 1 z piatich vrcholov s pravdepodobnostou % Ak odstranime

jeden z krajnych vrcholov, tak ndm nastane rozpad na komponent velkosti 1 a komponent
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velkosti 4, toto moZe nastat s pravdepodobnostou %, teda do tretieho stlpca pre rozpad
na (1,4) napiseme 4. Ak odstranime stredny vrchol, tak sa nam komponent rozpadne
na 5 samostatnych komponentov velkosti 1, teda do slpca pre rozpad na (1,1,1,1,1)

napiSeme 1. Zvysné rozpady v pripade tejto stromovej struktiry nemdzu nastat.

£

Obr. 26: Stromova Struktura komponentu velkosti 5

Zdroj: vlastné spracovanie

Podobne vytvarame tabulky pre vznik a rozpad komponentov stromovej Struktury

velkosti 6 a 7.

Vznik komponentov velkosti 6

L e L Lo e

e 4% 4% 4*1 0 0 0
0 7*1 7*2 7*1 7*1 0
——e 0 0 0 1*4 0 1*1

Pravdepodobnost 8/60 15/60 18/60 11/60 7/60 1/60

Rozpad komponentov velkosti 6

1/60* 1/6
=1/360

(2,1;1,1,1,1) (1,5) (1,1,4) (1,1,1,3) (1,2,3) (2;1;:1,1;, 2) (1,1,2,2)

M 0 8*2 8*2 0 8*2 0 0

0 15*3 | 15*1 | 15*1 | 15*1 0 0

0 18*3 | 18*2 0 0 0 18*1

0 7*4 0 7%2 0 0 0

1*1 1*5 0 0 0 0 0

.—I—O—Q—‘
1.
,;i 0 11*4 | 11*1 0 0 11*1 0

Pravdepodobnost 1/360 192/360 78/360 29/360 31/360 11/360 18/360

Obr. 27: Vznik a rozpad komponentov velkosti 6

Zdroj: vlastné spracovanie
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Vanik

velkosti 7

1/60 * 1/6
e e @%_L%#LM%J{H S i
e—s—e—s—t—e 8*2 8*2 8*2 0 0 0 0 0 0 0 0
._I_._._. 0 15*1 15*2 0 0 15*1 15*1 15 *1 0 0 0
._._I_._. 0 0 18*2 18*1 18 *1 18*2 0 0 0 0 0
Zi 0 0 0 0 11*3 0 0 11*1 11*1 B e 0
’—l—I—‘ 0 0 0 0 0 7*3 0 0 7*3 0 0
>¥< 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1*5 1*1
16/360 31/360. 82/360 18/360 51/360. 72/360 15/360 26/360. 32/360 16/360 1/360
Rozpad komponentov velkosti 7
1/360* 1/7
=1/2520 (1,1,1,1,1,1,1) (1,6) (1,1,5) 1,1,1,4) 1,2,4) (1,1,1,1,3) (1,3,3) (1,1,2,3) (1,1,1,1,1,2) LLLL 1,2,2,2)
R ) 16*2 | 16*2 0 16 * 2 0 16 *1 0 0 0 0
! 0 31%3 | 31%1 | 31%1 | 31*1 0 31%1 0 0 0 0
R O 82%3 | 82*2 0 82*1 0 0 82 %1 0 0 0
0 18*3 | 18*3 0 0 0 0 0 0 0 18 *1
—etee| 0 51%4 | 51*2 0 0 0 0 0 0 51%1 0
1] 0 72%4 | 72%1 | 72%1 0 0 0 72*%1 0 0 0
1.1 0 15*4 0 15 %2 0 0 15 %1 0 0 0 0
~—~%~ 0 26%4 | 26*1 0 26%1 | 26*1 0 0 0 0 0
»—I—{—« 0 32*5 0 32%1 0 32%1 0 0 0 0 0
¥H 0 16*5 | 16*1 0 0 0 0 0 16*1 0 0
% 1*1 | 1*6 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Pravdepodobnost

1/2520

1327/2520

497/2520

165/2520

171/2520

58/2520

62/2520

154/2520

16/2520

51/2520

18/2520

Porovnanie presného a numerického vypoctu

Zdroj: vlastné spracovanie

Obr. 28: Vznik a rozpad komponentov velkosti 7

Presny vypocet predstavuje vypocet pravdepodobnosti z tabuliek pre rozpad a vznik kom-

ponentov velkosti 3 az 7 pocas celého priebehu fragmentéacie. Numerické vysledky sme

vypoéitali v programovacom jazyku MATLAB(C), kde sme opakovane (5000-krat) vyge-

nerovali nahodnu siet s n = 500 vrcholmi a s mocninovym rozdelenim stupnov vrcholov

s parametrom « = 2.5, siet sme fragmentovali na % vrcholov.
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Zistili sme, Zze naSe presné vysledky pravdepodobnosti nie st rovnaké ako tie, ktoré
sme vypocitali numerickym vypoctom. Napriklad pre komponenty velkosti 5 nam rozpad
komponentov na (1,1, 1,1,1) numerickym vypo¢tom vysiel s vi¢sou pravdepodobnostou
ako presnym vypoc¢tom, podobne aj rozpad komponentu velkosti 5 na (1,4). Ostatné

rozpady nam pri numerickom vypocte vysli s nizSou pravdepodobnostou.

Rozpad komponentov | Numericky vypocet | Presny vypocet
(1,1,1,1,1) 0.053 0.017
(1,4) 0.615 0.550
(1,1,3) 0.185 0.250
(1,1,1,2) 0.111 0.117
(1,2,2) 0.036 0.067

Obr. 29: Porovnanie vysledkov rozpadu pre komponenty velkosti 5

Zdroj: vlastné spracovanie

To, ze rozpad komponentu velkosti 5 na (1,1,1,1,1) a (1,4) vysiel ¢astejsie, ako sme
ocakévali znamena, Ze v takto vygenerovanej nédhodnej sieti, t.j. konfigura¢nym model
s mocninovym rozdelenim stupniov vrcholov, sa nachadzaji viac centralizované kompo-
nenty, ako by sme oc¢akavali. V porovnani s tabulkou na Obr. 25 vidime, Ze tieto rozpady
nastavaju pre rozpad komponentov velkosti 5, ktorych Struktura je zobrazena na Obr. 26,
teda predpokladame, Ze komponenty velkosti 5 maju ¢astejsie centralizovanu Struktiru.

Po analyze stromovej struktiry malych komponentov sme sa rozhodli, Ze sa pozrieme,

¢i nas vypocet nespresnia komponenty, ktoré maju stromovi strukttaru s 1 hranou navyse.

3.2.2 Stromové Struktiry malych komponentov s 1 hranou navyse

Z 9] vieme, ze komponenty, ktoré nie st stromy vznikaj s velmi malou pravdepodobnos-
tou. Napriek tomu spravime presny vypocet pre komponenty stromovej Struktury velkosti
1 az 7 s jednou hranou navyse.

Vznik a rozpad komponentov velkosti 1, 2 a 3 méa pravdepodobnost 100%, kedze tieto
komponenty maju len 1 moznost vzniku, resp. rozpadu. Na Obr. 30 je tabulka pre vznik a
rozpad komponentov velkosti 3. Pre komponenty 4 a7z 7 je vznik aj rozpad komponentov
stromovej Struktury s jednou hranou navySe uvedeny v tabulkach na Obr. 31, Obr. 32,
Obr. 33, Obr. 34 a Obr. 35. Vznik tychto tabuliek je podobny ako v kapitole 3.2.1 pre

malé komponenty stromovej Struktury.
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Rozpad komponentov velkosti 3*

Vznik komponentov velkosti 3"

1 {E 1 (1,1,1) | 1,2

Pravdepodobnost 1 Pravdepodobnost 0 1

Obr. 30: Vznik a rozpad komponentov velkosti 3 s 1 hranou navySe

Zdroj: vlastné spracovanie

Vznik komponentov velkosti 4° Rozpad komponentov velkosti 4

*
1/3 * 1/3 1/9 1/4 (1,1,1,1) (1,3) (1,1,2)
=1/9 =1/36
0 1*3 E. 0 |7*3|7*1
Pravdepodobnost 2/9 7/9 Pravdepodobnost 0 29/36 7/36

Obr. 31: Vznik a rozpad komponentov velkosti 4 s 1 hranou navyse

Zdroj: vlastné spracovanie

Vznik komponentov velkosti 5

T
e > L A<
el 4%1 | 4%2 | 4%2 | 4*1 0
. 0 7%2 7%1 7%2 7%1
- 0 0 0 0 1*6
= i E o S

Rozpad komponentov velkosti 5°

1/72*1/5 L1,L,L1) | (1,4 w13 | LLL2) | 122
=1/360
1
P ] 0 4*5 0 0 0
«
3
0 22*4 | 22*1 0 0
—o

0 15*3 | 15*1 0 15*1

18*3 | 18*2 0 0

0 13*4 0 13*1 0

XY

Pravdepodobnost 0 259/360 73/360 13/360 15/360

Obr. 32: Vznik a rozpad komponentov velkosti 5 s 1 hranou navySe

Zdroj: vlastné spracovanie
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el O He < << b I
e 8*1 8*2 8*1 8*2 0 0 0 0 0 8*2 0 0 8*2
._I_._._. 0 15*2 0 0 15 *1 15*2 0 15*1 0 15*2 15*1 0 15*1
._._I_._. 0 18*1 0 18 *2 0 18 * 2 0 0 18 * 2 18 *2 0 18 *1 0
"/1 0 0 0 0 11*3 0 11*1 0 11*3 0 11*3 0 0
’—I—[—‘ 0 0 0 0 0 7*4 0 7*2 0 0 7*4 0 0
>¥' 0 0 0 0 0 0 1*10 0 0 0 0 0 0
nnnnnnnnnnnnn 8/600 64/600 8/600 52/600 48/600 | 94/600 21/600 29/600 69/600 82/600 76/600 18/600 31/600
Rozpad komponentov velkosti 6
1/600 * 1/6 (1:1,1,1,1,1) (1,5) (1,1,4) (1,1,1,3) (1,2,3) (1,1,1,1,2) (1,1,2,2)
=1/3600
0 8*6 0 0 0 0 0
1: :>I 0 64%5 | 64%1 0 0 0 0
[
:I: 0 8*4 | 8%2 0 0 0 0
¢
| o 52%4 | 52%1 0 52 %1 0 0
0 48*5 0 48 %1 0 0 0
- A 0 94%4 | 94%2 0 0 0 0
I>-<S 0 | 21*s | o 0 0 | 21*1| o
I>-—< 0 29%4 0 20%1 | 29%1 0 0
I>-<:_' 0 69%4 | 69%1 0 0 0 69 * 1
F 0 82%3 | 82%2 0 82 %1 0 0
P 3- 0 76%4 | 76%1 | 76*1 0 0 0
; 0 18*3 | 18*3 0 0 0 0
e eee| o 31%3 | 31%1 0 31%2 0 0
Pravdepodobnost 0 2418/3600 714/3600 153/3600 225/3600 21/3600 69/3600

Obr. 33: Vznik a rozpad komponentov velkosti 6 s 1 hranou navyge

Zdroj: vlastné spracovanie

43




Vanik komponentov velkost

e o Lo o< [ | o 1 0= [ [ Y | Y b D[ = —

16%1 | 16%2 | 16%2 0 16*1 0 16+2 0 0 0 0 0 0 16+2 0 16%2

R S 31%2 0 31%1 0 31%2 0 0 31%1 0 0 31%1 | 31%2 0 0 31%1
! 0 82%1 | 82%1 0 82%1 | 82%1 | 82*1 0 0 82%1 0 0 82%1 | 82*1 | 82*1 0
o 0 18+%3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 18+6 0 0
—be 0 0 0 51%1 0 0 0 0 0 51%4 | 51%2 0 0 0 0 0
LIl o 0 0 0 72%2 0 ) 0 72%1 0 72%1 0 0 72%2 | 72%2 0
el 0 0 0 0 0 15%4 0 0 0 0 0 15%4 0 0 0 0
—t 0 0 0 261 0 0 0 0 0 26%4 | 26%2 0 0 0 0 0
»L%« 0 0 ) 0 0 0 ) 0 0 0 32%6 0 0 0 ) 0
¥H 0 0 0 0 0 0 ) 164 0 0 0 0 0 0 0 0
% 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e T e == e -

M | [ | | D D B | BB | T D T | T [ s T | S|
e 0 0 0 0 0 0 0 16%2 | 0 0 0 0 16*1 | 0 0 0 0
31*41. 0 0 0 0 0 0 31.%2 31*1 0 0 0 0 31*1 0 0 0
ol o | s2r1 | s2*1| o 0 0 o |s*1| o |s*1| o |s&*1|&*1| o 0 0 0
-__L_< 0 0 0 18*3 0 0 0 0 0 0 0 18 *3 0 0 0 0 0
w0 0 0 511 | 0 | s1*2 | o0 0 o |s1*a| o0 0 0 0o |si*1| o 0
.-._1_1_4 0 2%1 0 0 2% 1 0 0 0 72*1 72*2 0 0 0 2*1 72*1 0 0
J1l.] 15*2 0 0 0 0 0 0 0 15*4 0 0 0 0 0 0 15*1 0
’_’_’+ 0 0 0 26*1 0 26 *2 0 0 0 26 *4 0 0 0 0 26*%1 0 0

J+ 0 0 0 0 32+3 | o 0 0 0 0o | m:*2| o 0 0 0 | 32%3 | 32%1
’¥’—‘ 0 0 0 0 0 16*6 16*1 0 0 0 16 *4 0 0 0 0 0 0
S 0 0 0 0 0 o |1*13| o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e N N i e e S e A A R S e e e

Obr. 34: Vznik komponentu velkosti 7 s 1 hranou navyse

Zdroj: vlastné spracovanie
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Rozpad komponentov velkosti 7°

1/5400 * 1/7

(111,11, (16) L15) L1149 129 (1L1,11,3) 133 (1L123) (1L1,131,2) (L1122 1222

=1/37800

O 0 16*7| 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1. o |i76*6(176%1| o0 0 0 0 0 0 0 0
[[>>—--| 0 |168*5(168*1| 0 [168*1| O 0 0 0 0 0
o< 0 |108*6| 0O |108*1| O 0 0 0 0 0 0
EF* 0 [242%5|242%*%2| O 0 0 0 0 0 0 0
F>* 0 [204%5|204*%2| O 0 0 0 0 0 0 0
1 0 |114*4|114*1| 0 |114*1| 0 |114*1| O 0 0 0
D<§ 0 64*6 | O 0 0 64*1| O 0 0 0 0
U< 0 |103*5| 0 [103*1]| O 0 |103*1| o0 0 0 0
D<; 0 [390*%*5(390*1| O 0 0 0 [390*1| o0 0 0
ﬁi 0 |418*6| 0O |418*1| O 0 0 0 0 0 0
ﬂ 0 |91*5|91%1|91*%1| O 0 0 0 0 0 0
b# 0 [144%4|144*2| 0 |144*1| O 0 0 0 0 0
[L; 0 [366*4|366*2| 0 [366*1| O 0 0 0 0 0
b: 0 [226%4|226*%3| 0 0 0 0 0 0 0 0
D] 0 63*3|63*%1| 0 63*2| 0 63*1| 0 0 0 0
P 0 61*4 0 61*1|61*%1 0 61*1 0 0 0 0
>~ .| 0 |154*4|154*1| 0 |154*1| O 0 |154*1| o0 0 0
< 0 [82*4|82*1| 0 [8*1| 0 0 82*1| 0 0 0
| 0 [131*4|131*2| O 0 0 0 0 0 0 |131*1
><< 0 |168*5| 0 |[168*1| © 0 0 |168*1| o0 0 0
et 0 [250*%5|250*1| O 0 0 0 0 0 [250*1| O
[>< 0 31*6| 0 0 0 0 0 0 31*1| 0 0
S———| 0 |176*3|176*2| 0 |176*1| 0 |176*1| O 0 0 0
T 0 [163*%4|163*1|163*1| O 0 |163*1| o0 0 0 0
“I>.| 0 |534*4|534*2| 0O 0 0 0 |[534*1| o 0 0
<t 0 [128*5|128*1| O 0 [128*1| o0 0 0 0 0
P>—~—] 0 |136*3|136*3| 0 |136*1| O 0 0 0 0 0
e 0 |98%3|98*2 0 |98*2| o0 0 0 0 0 0
“P=—| 0 |103*4|103*1]103*1|103*1| 0© 0 0 0 0 0
< 0 [149%4|149%*2|149*1| O 0 0 0 0 0 0
>I>< 0 |111*5| o0 |111*2]| 0O 0 0 0 0 0 0
< 0 32%5 0 0 32%1|32%1] 0 0 0 0 0

ravispodotmest 0 24656/37800 7056/37800 1586/37800 1858/37800 224/37800 680/37800 1328/37800 31/37800 250/37800 131/37800

Obr. 35: Rozpad komponentu velkosti 7 s 1 hranou navyge

Zdroj: vlastné spracovanie
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Porovnanie presného a numerického vypoctu

Numerické vysledky sme vypocitali v programovacom jazyku MATLAB(C), kde sme opa-
kovane (5000-krat) vygenerovali ndhodnu siet s n = 500 vrcholmi a s mocninovym rozde-
lenim stupiiov vrcholov s parametrom o = 2.5 pomocou konfiguraéného modelu. Kazda
vygenerovanu siet sme fragmentovali na % vrcholov.

7 epidemiologického hladiska by sa to dalo interpretovat ako vysledky z obdobia
pandémie, kedy sa populacia nachadza v rozmedzi od nulovej trovne ockovania az do
trovne 50%.

V tabulke na Obr. 36 vidime, Ze priemerny pocet hran v malych komponentoch je po-
Cas celého priebehu fragmentécie naozaj skoro presne (n-1), kde n je velkost komponentu.
Napriklad komponent velkosti 3 mé priemerny pocet hran 2.0010 = 2, ¢o znamena, Ze

komponenty velkosti 3 maju stromovu struktiru. Podobné spravanie je pre vsetky kom-

ponenty az do velkosti 7.

Velkost komponentu | Priemerny pocet hran
3 2.0010
4 3.0004
5 4.0007
6 5.0026
7 6.0032

Obr. 36: Priemerny pocet hran v malych komponentoch

Zdroj: vlastné spracovanie

V tabulke na Obr. 37 vidime, porovnanie pravdepodobnosti rozpadu komponentov
velkosti 1 az 7. V prvom stipci je velkost komponentu - rozpad na komponenty, v druhom
stlpci st hodnoty ziskané vypo¢tom v programovacom jazyku MATLAB(@©), v tretom
stlpci st hodnoty ziskané z presného vypoétu pravdepodobnosti rozpadu komponentov
stromovej Struktiry (kapitola 3.2.1) a v tvrtom stlpci st hodnoty ziskané z presného
vypoc¢tu pravdepodobnosti rozpadu komponentov stromovej Struktiry s jednou hranou
navyse (kapitola 3.2.2).

Avsak, z tabulky na Obr. 36 je zrejmé, Ze malé komponenty sa spravaju ako stromy, ¢o
znamend, 7e aj ked zahrnieme do vypoc¢tu komponenty, ktoré nie st stromami, ich pocet
je zanedbatelne maly a nas vypocet sa teda vyrazne nezmeni.

V tabulke na Obr. 37 st zvyraznené hodnoty, ktoré ukazuji, ze malé komponenty

46



sa Casto rozpadaju na vela samostatnych komponentov velkosti 1. Ak sa pozrieme, ako
vyzeraju stromové struktiry komponentov, ktoré sa rozpadali na zvyraznené rozpady

(kapitola 3.2.1) vidime, ze komponenty maju centralizované struktury.

Rozpad komponentu Vypocet v matlabe Presny vypocet - stromy Presny vypocet - hrana navyse
K1 1.000 1.000 1.000
K2 1.000 1.000 1.000
K3-1,1,1 0.330 0.333 0.000
K3-1,2 0.669 0.666 1.000
K4-1,11,1 0.126 0.083 0.000
K4-1,3 0.630 0.583 0.806
K4-1,12 0.243 0.333 0.194
K5-1,1,1,11 0.053 0.017 0.000
K5-1,4 0.614 0.550 0.719
K5-1,13 0.185 0.250 0.203
K5-1,1,1,2 0.111 0.117 0.036
K5-1,1,2 0.036 0.067 0.042
K6-1,1,1,11,1 0.025 0.003 0.000
K6-1,5 0.612 0.533 0.671
K6-1,1,4 0.155 0.217 0.198
K6-1,1,1,3 0.076 0.081 0.042
K6-1,2,3 0.046 0.086 0.062
K6-1,1,1,1,2 0.055 0.031 0.006
K6-1,1,2,2 0.031 0.050 0.019
K7-11,1,1,1,11 0.010 0.000 0.000
K7-1,6 0.625 0.527 0.652
K7-1,15 0.148 0.197 0.187
K7-1,1,1,4 0.057 0.065 0.042
K7-1,24 0.031 0.068 0.049
K7-1,11,13 0.033 0.023 0.005
K7-1,3,3 0.012 0.025 0.018
K7-1,1,23 0.035 0.061 0.035
K7-1,1,1,11,2 0.028 0.006 0.000
K7-1,1,1,2,2 0.019 0.020 0.007
K7-1,2,2,2 0.002 0.007 0.003

Obr. 37: Porovnanie vysledkov

Zdroj: vlastné spracovanie

Teda mdzeme povedat, ze nahodne vygenerovana siet pomocou konfiguracného modelu
s mocninovou distribiciou stupnov obsahuje naozaj viac centralizovanych komponentov,

ako sme ocakavali z presného vypoctu, a to pocas celého procesu fragmentécie.

3.2.3 Porovnanie distribtcii v malych komponentoch a v celom grafe

V programovacom jazyku MATLAB(C) sme opakovane (5000-krat) vygenerovali ndhodni
siet s n = 500 vrcholmi a s mocninovym rozdelenim stupnov vrcholov s parametrom

a = 2.5 pomocou konfigura¢ného modelu. Kazda vygenerovanu siet sme fragmentovali na

1

5 vrcholov. Vysledky st z celého priebehu fragmentacie, teda z epidemiologického hl'adiska,
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to znamené, Ze to si vysledky, kedy sa populacia nachadza v rozmedzi od nulovej trovne
ockovania az do trovne 50%.

Na Obr. 38 a Obr. 39 je zobrazené porovnanie distribtucii stupnov vrcholov v malych
komponentoch s po¢tom vrcholov 3 az 7 s celkovou distribiiciou stupnov vrcholov v grafe.

Grafy su vykreslené na logaritmickej gkale pre lepsiu ¢itatelnost.

Komponenty velkosti 5

2
Velkost komponentu g oo,

Obr. 38: Porovnanie distribucie stupiiov vrcholov pre komponenty velkosti 5

Zdroj: vlastné spracovanie

Komponenty velkosti 3 Komponenty velkosti 4

Velkost komponenty

Velkost KOMPOTENY gy e s p—

Komponenty vefkosti 6 Komponenty velkosti 7

Velkos KOMPONENty gy rcrals

VeIKoSK KOMPONENY gy et scnaly

Obr. 39: Porovnanie distribtuicie stupnov vrcholov pre komponenty velkosti 3, 4, 6 a 7

Zdroj: vlastné spracovanie
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Distribucia stupniov vrcholov v malych komponentoch je znazornena zelenou farbou
a distribucia stupnov vrcholov v celom grafe je zndzornena modrou farbou.

Na Obr. 38 a Obr. 39 mézeme pozorovat odlisnosti v distribicii stupfiov vrcholov v ma-
lych komponentoch v porovnani s celkovou distribticiou v grafe. V malych komponentoch
je mensia pravdepodobnost, Ze vrchol bude stupna 1, zatial ¢o vicsia pravdepodobnost je
pre vrcholy s vyssim stupiiom ako 1.

Napriklad na Obr. 38 vidime, ze v komponentoch velkosti 5 maju vrcholy vyrazne
Castejsie stupen 4, 3 a 2 ako v celom grafe. Vrcholy stupna 1 st zas Castejsie v celom grafe.
Vyzera to tak, ze v malych komponentoch st vrcholy s vys$imi stupiiami a vo velkych
komponentoch st vrcholy s niz§imi stupiami.

To, ze st vrcholy v malych komponentoch ¢astejsie vyssieho stupna ako v celom grafe,
predstavuje to, Ze vrcholy v malych komponentoch si ¢astejsie centralizované ako by sme

ocakévali, na Obr. 40 je priklad centralizovanych malych komponentov.

Y X/\ Y L

Obr. 40: Priklad centralizovanych malych komponentov

Zdroj: vlastné spracovanie

3.3 Porovnanie s ekonomickym modelom vytvarania siete

Clanok [3] publikovany Balaom a Goyalom skima proces vzniku efektivnych komuni-
kac¢nych sieti. Autori tvrdia, Ze siete vznikaji na zéklade individudlneho rozhodovania
jednotlivych ¢lenov siete, ktori sa snazia optimalizovat svoju poziciu v sieti a zlepSit svoju
komunikaciu s ostatnymi.

épeciélnym typom siete, ktorym sa autori zaoberaju, je hviezdicova siet, kde jeden
centralne umiestneny ¢len komunikuje s mnozstvom ¢lenov. Autori ukazuju, Ze tato siet
moze vzniknit ako evoluéné rovnovazne rieSenie, ked jednotlivi ¢lenovia siete postupne
menia svojich partnerov na zaklade tspechu ich komunikacie. Tym sa dosiahne efektivna

a rychla komunikacia medzi vSetkymi ¢lenmi siete.
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Evolu¢né hra v sieti hviezdicového typu prebieha tak, Ze sa zacina s niekolkymi né-
hodne spojenymi ¢lenmi, ktori sa nésledne snazia zlepsit svoju poziciu v sieti prostred-
nictvom komunikacie. Ked sa najde spojenie, ktoré zlepsuje poziciu jedného z ¢lenov, tak
sa ten dany ¢len rozhodne spojit s novym ”partnerom” a rozviaze spojenie so svojim
povodnym ”partnerom”. Tento proces sa opakuje a postupne vedie k vzniku hviezdicovej
siete, ktoré zlepsuje komunikaciu medzi jednotlivymi ¢lenmi.

Autori ukazuji, ze v tejto evolucnej hre sa dosahuje Nashovo rovnovazne riesenie, kde
kazdy ¢len siete ma spojenie s centralnym ¢lenom, ktorym sa stava té osoba, ktora najlep-
sie komunikuje s ostatnymi ¢lenmi. Toto rovnovazne rieSenie vytvéara efektivnu a rychlu
komunika¢nu siet, ktora zlepsuje vykonnost celého systému.

V suvislosti s pandémiou a optimalizaciou kontaktov by sme mohli predpokladat),
ze jedinci su v priebehu pandémie prepojeni s okolitym svetom len miniméalnym poc¢tom
jedincov, resp. jednym jedincom, a preto tvoria hviezdicové komponenty. V hviezdicovych,
resp. centralizovanych komponentoch méa kazdy blizky kontakt velké riziko infekcie. Ak
sa nakazi jeden jedinec v centralizovanom komponente, potom existuje vysoké riziko, ze
sa infekcia rychlo rozsiri v celom komponente.

Fragmentovany konfigura¢ny model s mocninovym rozdelenim mé tito vlastnost, kde
vrcholy st spojené len s niektorymi inymi vrcholmi, takéto siete st bezné v socidlnych
siefach. AvSak v skuto¢nej pandémii, su ¢asto uzavreté skupiny, kde su vsetci jedinci
spojeni priamo. Malé komponenty st teda reprezentované ako tuplné grafy, tzn. kazdy

vrchol je prepojeny s inym vrcholom v danom komponente.
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Zaver

V prvej kapitole sme popisali kompartmentové epidemiologické modely, ako je SIR a SIRV
model, dalej sme vysvetlili pojem reprodukéné ¢islo a kolektivna imunita.

Nésledne sme sa zamerali na vznik epidemiologickych modelov na sietach, kde sme
najskor popisali mocninova a Poissonovu distribiiciu stupnov vrcholov a nésledne velkost
giant komponentu pre tieto distribtucie. Popisali sme konfigura¢ny model a algoritmus na
generovanie nahodného grafu s pevne danymi stupnami vrcholov z mocninovej distribiicioe
stupniov vrcholov.

Na takto vygenerovanych ndhodnych grafoch sme vykonali fragmentaciu ndhodnych
vrcholov, teda ndhodne odstranovanie vrcholov zo siete. V epidemiologickom kontexte, to
predstavuje ockovanie jedincov v populacii. Grafy sme fragmentovali na polovicu vrcholov,
a teda v priebehu pandémie sa populacia nachddza v rozmedzi od nulovej irovne o¢kovania
az do urovne 50%.

Popisali sme pojem giant komponent vo fragmentovanom grafe, kde velkost giant
komponentu po kazdej fragmentécii relativne klesa voci vSetkym vrcholom, ¢o znamena,
ze jeho velkost sa neustéale zmensuje a existuje nadej na dosiahnutie kolektivnej imunity.
Avsak, v skutoc¢nosti sa systém neda izolovat a infekcie mozu stale prichadzat zvonku,
takze je dolezité venovat pozornost aj Sireniu infekcie v malych komponentoch, ktoré sa
zvycCajne zanedbavaju.

V pokroc¢ilom $tadiu pandémie sa Tudia snaZia prisposobit svoje spravanie a mozu
prerusit kontakty, ak sa nachadzaju v prostredi s vysokym poc¢tom infikovanych. Toto by
malo posilnit kolektivnu imunitu.

Nasledne sme dokazali zakladné vztahy medzi po¢tom vrcholov v komponentoch a stup-
nami tychto vrcholov. Porovnali sme $tatistické vysledky pred a po fragmentacii vrcholov
a vypocitali sme presni distribiciu stupiiov vrcholov po odstraneni « ¢asti vrcholov.

Vypocitali sme presné pravdepodobnosti vzniku a rozpadu malych komponentov stro-
movej Struktary a malych komponentov stromovej struktiry s jednou hranou navyse.
Porovnali sme presné vysledky s numerickymi vysledkami a zistili, Ze nahodné grafy vytvo-
rené pomocou konfiguracného modelu s mocninovym rozdelenim stupnov vrcholov majt
viac centralizovanych komponentov, ako v pripade presnych vysledkov pre ndhodne zos-

tavené stromy. f)alej sme porovnali distribicie v malych komponentoch a v celom grafe
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a potvrdili sme svoje predpoklady o centralizovanych malych komponentoch.

Nase vyskumy ukazali, Ze po fragmentécii si malé komponenty viac centralizované,
takze po ockovani jedinca sa nerozpadaji, ale len klesa stupen o jedna. Tieto komponenty
maju charakter hviezdicového grafu, a teda jedinci maji menej Casu na reakciu. Strenie
infekcie v tychto centralizovanych komponentoch nie je postupné, ale velmi rychle.

Ukézali sme, Ze Sirenie infekcie je expanzivne, ¢o znamend, Ze po jednej infekcii na-
sleduje zvysSenie poc¢tu infekénych jedincov a stéle dochédza k prilevu novych pripadov
zvonku. To vedie k rastu poc¢tu infikovanych jedincov aj v pripadoch, kedy to klasicka
teoria nepredpoklada.

Nakoniec sme sa pozreli na ¢lanok od Bala a Goyala, kde autori sktimaja proces
vzniku efektivnych komunikacnych sieti, ktoré su reprezentované hviezdicovymi sietami,
tie zlepsuju efektivnost a rychlost komunikéacie medzi jednotlivymi ¢lenmi. Tto vlastnost
ma aj fragmentovy konfiguraény model s mocninovou distribiciou, aj ked v skutoc¢nej

pandémii st malé komponenty castokrat iplnymi grafmi.
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