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Abstrakt v štátnom jazyku

RAKÚS, Marek: Nerovnosti pre Gowersove normy [Diplomová práca], Univerzita Ko-

menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej

matematiky a štatistiky; školiteľ: Mgr. Martin Niepel, PhD., Bratislava, 2023, 74 s.

V našej práci sa zaoberáme uniformnými normami rádu d a stupňa l definovanými

v článku M. Niepela [7]. V práci najskôr uvádzame prehľad diskrétnej Fourierovej trans-

formácie na grupe zvyškových tried po delení číslom N . Odvodíme identity na základe

Poissonovej sumačnej formuly vyššieho rádu. Definujeme Gowersove uniformné normy a

následne aj ich zovšeobecnenia - uniformné normy rádu d a stupňa l. Tieto zovšeobec-

nenia definujeme novým spôsobom, pomocou maticových podmienok. Prehľad vlastností

uniformných noriem rádu d a stupňa l využívame na odvodenie nerovností medzi uni-

formnými normami vzhľadom na rád d a stupeň l. Na základe dokázaných nerovností

naznačíme, aké inklúzie priestorov funkcií môžu existovať v prípade nekonečných Abe-

lovských grúp. Na záver dokážeme jednu analógiu Youngovej konvolučnej nerovnosti, v

ktorej bude vystupovať ohraničenie pomocou novej normy.

Kľúčové slová: diskrétna Fourierova transformácia, Gowersove uniformné normy,

autokorelácia, ekvivalencia noriem, normované priestory, Youngova konvolučná nerovnosť



Abstract

RAKÚS, Marek: Inequalities for Gowers norms [Master Thesis], Comenius University

in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Martin Niepel, PhD., Bratislava, 2023, 74 p.

Our thesis focuses on uniformity norms of order d and degree l, which are defined in

working paper by M. Niepel [7]. Firstly, we present overview of dicrete Fourier transform on

group of integers modulo N. We derive identities based on higher order Poisson summation

formula. Next, we define Gowers uniformity norms and follow up with their generalizations

- uniformity norms of order d and degree l. These generalizations are defined in a new

way using matrix equations as a condition. Overview of properties of uniformity norms

of order d and degree l is then used to derive inequalities between uniformity norms with

different order d or degree l. We use derived inequalities to indicate, what sort of inclusions

of function spaces may exist for infinite Abelian groups. Lastly, we prove one analogy of

Young’s convolution inequality, where boundary by newly defined norm appears.

Keywords: discrete Fourier transform, Gowers uniformity norms, autocorrelation,

equivalence of norms, normed spaces, Young’s convolution inequality
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Zoznam použitých symbolov

ZN grupa zvyškových tried po delení číslom N

ẐN duálna grupa charakterov na ZN

Zd
N d-násobný priamy súčin ZN

Ẑd
N d-násobný priamy súčin ẐN

C (ZN) priestor funkcií f : ZN → C, vektorový priestor s N -zložkovými vek-

tormi so zložkami v C

C
(
ẐN

)
priestor funkcií F : ẐN → C

S1 jednotková kružnica (unit circle)

C (S1) priestor funkcií definovaných na jednotkovej kružnici f : S1 → C

C (Z) priestor obojstranných nekonečných postupností, resp. priestor funkcií

definovaných na celých číslach F : Z → C

x premenná v ZN

χ premenná v ẐN

x vektor v Zd
N , x =

[
x1 x2 · · · xd

]T

xi i-ta zložka vektora x

χ vektor v Ẑd
N , χ =

[
χ1 χ2 · · · χd

]T

χi i-ta zložka vektora χ

Ar×s matica A s r riadkami a s stĺpcami

Aij zložka matice A v i-tom riadku a j-tom stĺpci

rank(A) hodnosť matice A

Diag (x) diagonálna matica, ktorej diagonálu tvoria zložky vektora x

A množina

Ø prázdna množina

|A| počet prvkov množiny A

f funkcia definovaná na ZN , f : ZN → C

F funkcia definovaná na ẐN , F : ẐN → C
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Ff diskrétna Fourierova transformácia funkcie f

F (−1)F inverzná diskrétna Fourierova transformácia funkcie F

z znamienko, z ∈ {±1}

z vektor znamienok, z ∈ {±1}d

i imaginárna jednotka, i =
√

−1

c komplexne združené číslo c = a + i b, a, b ∈ R, c = a − i b

zc znamienkovo združené číslo c = a + i b, a, b ∈ R,
zc = a + z i b

ω N-tá odmocnina z 1, ω = exp
(

2πi
N

)
H podgrupa Zd

N

|H| počet prvkov podgrupy H

Ĥ podgrupa Ẑd
N , duálna podgrupa

H

T

podgrupa Ẑd
N , ortogonálny doplnok H, obsahuje vektory kolmé na vek-

tory z H (resp. anihilujúce vektory z H),

H

T

=
{
χ ∈ Ẑd

N

∣∣∣xTχ = 0, x ∈ H
}

H

T

z podgrupa Ẑd
N , obsahuje vektory kolmé na súčin matice Diag (z) a vek-

torov z H (resp. anihilujúce súčin matice Diag (z) a vektorov z H),

H

T

z =
{
χ ∈ Ẑd

N

∣∣∣xTDiag (z) χ = 0, x ∈ H
}
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Úvod

Nové pohľady na použitie diskrétnej Fourierovej transformácie v aditívnej kombinato-

rike priniesol T. Gowers článkom [4], v ktorom novým spôsobom dokázal Szemerédiho

vetu. Navyše sa týmto postupom dokázali nové kvantitatívne ohraničenia v Szemerédiho

vete, ktoré nebolo možné dosiahnuť kombinatorickým prístupom, resp. použitím ergodic-

kej teórie. Zavedenie Gowersových uniformných noriem viedlo k objavu nových prepojení

medzi funkcionálnou analýzou a aditívnou kombinatorikou s dôsledkami pre rôzne oblasti

matematiky, v ktorých je skúmaná náhodnosť, napríklad rozloženie prvočísel. Tieto pre-

pojenia približuje T. Tao v [11]. Využitie Fourierovej analýzy vyšších rádov v aditívnej

kombinatorike je popísané v prehľadovom článku T. Gowersa [5], z ktorého sme čerpali.

Užitočným sa vďaka práci T. Gowersa stal pojem Gowersových uniformných noriem

rádu d. M. Niepel v pracovnom článku [7] definuje uniformné normy rádu d a stupňa l na

konečných Abelovských grupách ako zovšeobecnenie Gowersových uniformných noriem.

Toto zovšeobecnenie navyše zahrňuje aj 2d-normy funkcií na konečných Abelovských gru-

pách a 2d-normy ich diskrétnych Fourierových transformácií. Ako dôležité prepojenie sa

v článku [7] ukazuje zovšeobecnenie Parsevalovej identity, ktoré prepája uniformné normy

rádu d a stupňa l funkcií na konečných Abelovských grupách s uniformnými normami

rádu d a stupňa d − l − 1 ich diskrétnych Fourierových transformácií.

Uniformné normy rádu d a stupňa l definujeme na konečnorozmerných priestoroch,

preto platí, že sú ekvivalentné. Vďaka ekvivalentnosti noriem existujú nerovnosti medzi

uniformnými normami vzhľadom na rád d a stupeň l. Takéto nerovnosti pre štandardné

Gowersove uniformné normy sú známe, pre ich zovšeobecnenia to tak nie je, keďže pred-

stavujú nový pojem v pracovnom článku M. Niepela [7]. Niektoré nerovnosti sú pomerne

ľahko overiťeľné pomocou zovšeobecnenia Cauchy-Schwarzovej nerovnosti, avšak iné budú

vyžadovať ďaľšie tvrdenia. Na overenie nerovností medzi uniformnými normami definu-

jeme zovšeobecnenie autokorelácie funkcie f . Nerovnosti medzi normami majú ako dôsle-

dok inklúzie priestorov funkcií s konečnou normou.

Youngova konvolučná nerovnosť z článku W. Younga [12] predstavuje klasický výsle-

dok štandardnej funkcionálnej analýzy. Táto nerovnosť opäť porovnáva normy, konkrétne

p-normy. Ako vyzerá analógia Youngovej konvolučnej nerovnosti pre uniformné normy

rádu d a stupňa l nie je okamžite zrejmé.
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Obsah našej práce tvorí prehľad nástrojov diskrétnej Fourierovej analýzy vyšších rádov,

uniformných noriem rádu d a stupňa l a následné nerovnosti medzi normami. Uniformné

normy rádu d a stupňa l definujeme novým spôsobom, pomocou matíc podmienok. Od-

vádzame nové zovšeobecnenia autokorelácie, ktoré využívame na nový prístup k známym

identitám a dôkaz nerovností medzi uniformnými normami. Nerovnosti medzi uniform-

nými normami využívame, aby sme ukázali, aké sa dajú očakávať inklúzie medzi pries-

tormi funkcií s konečnou uniformnou normou rádu d a stupňa l (za predpokladu existencie

limitného prechodu). Na záver sa venujeme zovšeobecneniam Youngovej konvolučnej ne-

rovnosti, ktoré nás privedú k definícii novej normy. V práci poukazujeme na miesta, kde

je možné vo výskume pokračovať.

1 Diskrétna Fourierova analýza vyšších rádov

Táto kapitola sa zaoberá diskrétnou Fourierovou transformáciou na komutatívnej grupe

zvyškových tried po delení číslom N , ktorú budeme označovať ZN . Predpokladáme, že

tvrdenia uvádzané v tejto kapitole by bolo možné zovšeobecniť pre ľubovoľné konečné

abelovské grupy, pre ľahšiu čitateľnosť textu ale budeme pracovať so ZN . Okrem ZN

budeme pracovať aj s k nej duálnou grupou charakterov, ktorú budeme označovať ẐN .

Definícia 1.1 (DFT a IDFT). Diskrétna Fourierova transformácia (ďalej DFT) funkcie

f : ZN → C je funkcia Ff : ẐN → C s predpisom

Ff(χ) = F [f(x)] (χ) = N−1 ∑
x∈ZN

f(x) exp
(

−2πixχ

N

)
,

kde i je imaginárna jednotka, i2 = −1.

Inverzná diskrétna Fourierova transformácia (ďalej IDFT) funkcie F : ẐN → C je

funkcia F (−1)F : ZN → C s predpisom

F (−1)F (x) = F (−1) [F (χ)] (x) =
∑

χ∈ẐN

F (χ) exp
(2πixχ

N

)
.

Označme ω = exp
(

2πi
N

)
.

Ako sme uviedli vyššie, ẐN je grupa charakterov, duálna k ZN . Dá sa ukázať, že ẐN

je izomorfná s grupou zvyškových tried po delení číslom N , tento izomorfizmus však nie

je kanonický.
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Presnejšie, ẐN definujeme ako grupu homomorfizmov z aditívnej grupy zvyškových

tried po delení číslom N (ZN , +) do grupy nenulových komplexných čísel s operáciou

súčinu (C\{0}, ·). Pre χ ∈ Z, χ ≥ 0 definujme zobrazenie χ : (ZN , +) → (C\{0}, ·)

predpisom

χ : x 7→ ωxχ. (1)

Pri značení zobrazení pomocou χ sa ukáže aditívna štruktúra

χ + χ′ : x 7→ ωxχωxχ′︸ ︷︷ ︸
bodový súčin zobrazení v (C,·)

= ωx(χ+χ′),

teda súčin zobrazení χ a χ′ zodpovedá súčtu čísel χ a χ′ v Z.

Ľahko sa nahliadne, že ide o homomorfizmus a tiež, že zobrazenia χ a χ′ sú zhodné ak

χ ≡ χ′ (mod N)

χ′ : x 7→ ωxχ′ = ωx(χ+kN) = ωxχ ωxkN︸ ︷︷ ︸
exp(2πixk)=1

= ωxχ,

pre nejaké k ∈ Z.

Grupu homomorfizmov môžeme reprezentovať N zobrazeniami χ ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Množina {0, 1, . . . , N − 1} s operáciou sčítania, zodpovedajúca ẐN , je izomorfná s ZN .

Keďže homomorfizmus (ZN , +) → (C\{0}, ·) je jednoznačne určený obrazom generá-

tora 1̄ ∈ ZN , ktorý má rád N , každý homomorfizmus musí mať tvar (1).

Rozlíšenie medzi ZN a ẐN je dôležité, keďže izomorfizmus nie je kanonický a v limit-

nom prípade N → ∞ neplatí. Priestoru C(ZN) zodpovedá v limite pre N → ∞ priestor

funkcií definovaných na jednotkovej kružnici C(S1) (vzhľadom na použitú mieru na ZN).

V prípade priestoru C(ẐN) povedie limitný proces pre N → ∞ k (obojstranným) nekoneč-

ným postupnostiam Fourierových koeficientov, ktoré zodpovedajú funkciám definovaným

na Z - priestoru C(Z).

Lema 1.2. Nech a ∈ Z. Platí

N−1∑
x=0

ωax =


N, ak a = CN, C ∈ Z,

0 inak.

.

Dôkaz. Pre a = CN , C ∈ Z platí

ωa = ωCN = exp(2πiC) = 1.
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Odtiaľ vyplýva
N−1∑
x=0

ωa =
N−1∑
x=0

1 = N.

Nech a ̸= CN , C ∈ Z. Platí ωa ̸= 1. Upravujme výraz prenásobený nenulovou kon-

štantou ωa − 1

(ωa − 1)
N−1∑
x=0

ωax =
N−1∑
x=0

ωa(x+1) −
N−1∑
x=0

ωax = ωaN − ω0 = 0,

kde sme využili, že ωaN = exp(2πia) = 1.

Označme operátor komplexného združenia komplexného čísla c ∈ C, c = a+bi, a, b ∈ R

podľa znamienka z ∈ {±1} ako zc = a + zbi. V prípade, že z = −1, budeme písať iba
(−1)c = c, čo je štandardné označenie pre komplexné združenie. Platí zωx = ωzx, podľa

vzťahu eiθ = cos(θ) + i sin(θ).

Veta 1.3. Inverzné zobrazenie k DFT je IDFT.

Dôkaz. DFT môžeme charakterizovať ako lineárne zobrazenie C (ZN) → C
(
ẐN

)
dané

maticou A, so zložkami Aij = N−1ω−ij, i, j ∈ {0, 1, . . . , N − 1} s predpisom

F = Af ,

kde fi = f(i) a Fi = Ff(i), i ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Podobne IDFT je lineárne zobrazenie

ẐN → ZN dané maticou B, so zložkami Bij = ωij, i, j ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Pre zložky súčinu týchto matíc podľa lemy 1.2 platí

ABij = N−1
N−1∑
k=0

ω−ik+kj = N−1
N−1∑
k=0

ωk(i−j) =


1, ak i = j,

0 inak,

teda matica AB je identická matica.

Zároveň z lemy 1.2 vyplýva

[
AT A

]
ij

= N−2
N−1∑
k=0

ω−ik+kj =


N−1, ak i = j,

0 inak,

[
BT B

]
ij

=
N−1∑
k=0

ωik−kj =


N, ak i = j,

0 inak,

13



čo znamená, že stĺpce matice A sú navzájom ortogonálne, taktiež stĺpce matice B sú

navzájom ortogonálne.

Keďže stĺpce v maticiach A a B sú ortogonálne, DFT a IDFT sú regulárne zobrazenia.

Zloženie regulárnych zobrazení DFT a IDFT dané maticou AB je identita, preto sú tieto

zobrazenia navzájom inverzné.

Podgrupu Zd
N budeme označovať H, podgrupu Ẑd

N budeme označovať Ĥ a |H| bude

označovať počet prvkov podgrupy H.

Definícia 1.4 (diskrétne integrály). Nech d ∈ N, f : Zd
N → C a H je nejaká podgrupa Zd

N .

Diskrétny integrál funkcie f na podgrupe H definujeme ako očakávanú funkčnú hodnotu

funkcie f na H

E
x∈H

f(x) = |H|−1 ∑
x∈H

f(x).

Nech F : Ẑd
N → C a Ĥ je nejaká podgrupa Ẑd

N . Na duálnej podgrupe Ĥ definujeme

diskrétny integrál funkcie F ako súčet funkčných hodnôt funkcie F na Ĥ, Σ
χ∈Ĥ

F (χ).

V prípade, že, H = Zd
N , alebo Ĥ = Ẑd

N , budeme väčšinou písať iba Ex a Σχ.

Poznámka: Očakávaná hodnota E je iné označenie pre strednú hodnotu E(X) náhod-

nej premennej X. Keďže všetky prvky podgrupy H sú v nej zastúpené rovnakou váhou,

X má rovnomerné rozdelenie. Diskrétny integrál Ex∈H f(x) zodpovedá strednej hodnote

náhodnej premennej Y = f(X). Očakávaná funkčná hodnota v tomto prípade zodpovedá

priemeru funkčných hodnôt. Voľba miery v diskrétnom integráli Σ
χ∈Ĥ F (χ) zodpovedá

počítacej miere (counting) na duálnom priestore.

Pomocou diskrétnych integrálov a označenia ω = exp
(

2πi
N

)
môžeme zapísať DFT

a IDFT ako

Ff(χ) = E
x

f(x) ω−xχ, F (−1)F (x) = Σ
χ

F (χ) ωxχ.

Ďalej zavedieme značenie pre DFT a IDFT podľa d premenných pre funkcie d pre-

menných f : Zd
N → C, F : Ẑd

N → C

F (d)f(χ) = E
x

f(x) ω−xTχ, F (−d)F (x) = E
χ

F (χ) ωxTχ.
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Platí obdoba Fubiniho vety pre diskrétne integrály

F (d)f(χ) = E
x

f(x)︸ ︷︷ ︸
označíme fx2,...,xd (x1)

ω−xTχ

= E
x2,...,xd

(
E
x1

fx2,...,xd
(x1) ω−x1χ1

)
ω−(x2χ2+···+xdχd)

= E
x2,...,xd

Ffx2,...,xd
(χ1)︸ ︷︷ ︸

označíme Ffχ1 (x2, . . . , xd)

ω−(x2χ2+···+xdχd)

= F (d−1) [Ffχ1 ] (χ2, . . . , χd)...
= F

[
. . . F [Ffχ1 ]χ2

. . .
]

χd

,

(2)

teda DFT podľa viacerých premenných je len viackrát použitá DFT podľa jednotlivých

premenných.

Príklad 1.1 (vlastnosti DFT). Označme f−(x) = f(−x), f̄(x) = f(x) a ft(x) = f(x+t).

Vyjadríme DFT týchto funkcií pomocou Ff .

Riešenie. Upravujme DFT funkcií f−, f̄ , ft

F [f−] (χ) = E
x

f−(x) ω−xχ = E
x

f (−x)︸ ︷︷ ︸
označíme y

ω−xχ = E
y

f(y) ω−y(−χ) = Ff(−χ),

F
[
f̄
]

(χ) = E
x

f̄(x) ω−xχ = E
x

f(x) ω−xχ = E
x

f(x) ω−x(−χ) = Ff(−χ),

F [ft] (χ) = E
x

ft(x) ω−xχ = E
x

f (x + t)︸ ︷︷ ︸
označíme y

ω−xχ = E
y

f(y) ω−yχ+tχ = Ff(χ) ωtχ.

1.1 Poissonova sumačná formula vyšších rádov

V tejto podkapitole formulujeme Poissonovu sumačnú formulu vyšších rádov (ďalej Po-

issonova formula), ako sa nachádza v článku M. Niepela [7], avšak s iným dôkazom. Pre

prehľadnosť toto tvrdenie uvádzame bez komplexných združení, ktoré doplníme až v dô-

sledku 1.10.

V bakalárskej práci [8] sme pomocou Poissonovej formuly odvodili zovšeobecnenú kon-

volučnú identitu pre funkcie f : ZP → C (P je prvočíslo), ktorú v tejto práci využijeme na

dôkaz tvrdení v kapitole 2. Zovšeobecnenú konvolučnú identitu uvádzame aj s dôkazom

v tvrdení 1.8, a to vo všeobecnejšej formulácii pre funkcie f : ZN → C, ako bola formulácia

v bakalárskej práci [8]. Ďalej odvodíme duálnu zovšeobecnenú konvolučnú identitu.
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Situáciu skomplikuje fakt, že nepracujeme nutne s konečným poľom ZP , ale s okruhom

ZN - preto množiny dané maticovými rovnosťami nemusia mať štruktúru vektorového

podpriestoru, ale pôjde o moduly nad ZN .

Zavedieme značenie pre funkcie

δ(x) =


N, ak x = 0,

0 inak,

∆(χ) =


1, ak χ = 0,

0 inak,

1(x) = 1, 1(χ) = 1.

Funkcie δ a ∆ sú diskrétne Diracove delta funkcie, funkcie s jednobodovým nosičom,

ktorých diskrétny integrál na príslušnej grupe je 1.

Označme H

T

ortogonálny doplnok podgrupy H. Podgrupa H

T

je daná

H

T

=
{
χ ∈ Ẑd

N

∣∣∣xTχ = 0, x ∈ H
}

.

Vektory x a χ sú na seba kolmé práve vtedy, keď xTχ = 0, resp. (ko)vektor χ ∈ Ẑd
N

anihiluje vektor x ∈ Zd
N .

Lema 1.5. Nech χ ∈ ẐN . Platia identity:

i) Fδ(χ) = 1(χ),

ii) F1(χ) = ∆(χ).

Nech d ∈ N, H je podgrupa Zd
N , χ ∈ Ẑd

N . Platí identita

iii) E
x∈H

ωxTχ =


1, ak χ ∈ H

T

,

0 inak.

Dôkaz. Prvé dve identity získame priamym výpočtom

Fδ(χ) = E
x

δ(x) ω−xχ = N−1δ(0) ω0 = 1 = 1(χ),

F1(χ) = E
x

ω−xχ = N−1
N−1∑
x=0

ω−xχ

︸ ︷︷ ︸
lema 1.2

=


1, ak χ = 0,

0 inak.

Nech χ je kolmé na každé x ∈ H. Zrejme platí

E
x∈H

ωxTχ = E
x∈H

ω0 = 1.
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Nech χ nie je kolmé na všetky vektory z podgrupy H. Upravujme ľavú stranu identity

iii)

E
x∈H

ωxTχ = E
x∈H

exp
(

2πix
Tχ

N

)
.

Podgrupu H môžeme reprezentovať ako k-násobný priamy súčin grúp zvyškových tried

ZN1 ,ZN2 , . . . ,ZNk
, k ≤ d, pričom N1, N2, . . . , Nk sú nejaké delitele N . Potom existuje

vyjadrenie

xi = Ai1
N

N1
y1 + Ai2

N

N2
y2 + · · · + Aik

N

Nk

yk,

pre i ∈ {1, 2, . . . , d}, kde yj ∈ ZNj
, pre j ∈ {1, 2, . . . , k} a vhodnú maticu A ∈ Zd×k

N . Voľne

povedané, násobenie N
N1

y1 mení zvyšok v ZN1 na zvyšok v ZN .

Vyjadrenie v maticovom zápise zodpovedá

x = A



N
N1

N
N2

. . .
N
Nk


y.

Hodnotu xTχ môžeme vyjadriť pomocou y ∈ ZN1 × ZN2 × · · · × ZNk
ako

xTχ = yT



N
N1

N
N2

. . .
N
Nk


ATχ︸ ︷︷ ︸

označíme φ

= yT



N
N1

N
N2

. . .
N
Nk


φ

kde φ ∈ Zk
N .

Ďalej máme

E
x∈H

exp
(

2πix
Tχ

N

)
= E

y∈ZN1 ×ZN2 ×···×ZNk

exp
(

2πi
(

y1φ1

N1
+ y2φ2

N2
+ · · · + ykφk

Nk

))

=
k

Π
j=1

E
yj∈ZNj

exp
(

2πiyjφj

Nj

)
︸ ︷︷ ︸

ω na zvyškovej triede ZNj

.

Z lemy 1.2 vyplýva

E
yj∈ZNj

exp
(

2πiyjφj

Nj

)
=


1, ak φj = CjNj, Cj ∈ Z,

0 inak,
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pre všetky j ∈ {1, 2, . . . , k}. Preto platí

E
x∈H

ωxTχ =


1, ak pre všetky j ∈ {1, 2, . . . , k} platí φj = CjNj, Cj ∈ Z,

0 inak,

Nech χ /∈ H

T

, teda pre χ existuje vektor x ∈ H taký, že platí xTχ ̸= 0. Ak platí

φj = CjNj pre všetky j ∈ {1, 2, . . . , k}, máme N
Nj

φj = CjN ≡ 0 (mod N). Potom pre

všetky x ∈ H platí

xTχ = yT



N
N1

N
N2

. . .
N
Nk


φ ≡ 0 (mod N),

čo je spor s predpokladom, že χ /∈ H

T

.

V leme 1.5 je identita iii) zovšeobecnením identity ii) pre DFT podľa viacerých pre-

menných.

Fakt, že podgrupu H môžeme reprezentovať ako k-násobný priamy súčin jednorozmer-

ných grúp zvyškových tried ZN1 ,ZN2 , . . . ,ZNk
, k ≤ d, pričom N1, N2, . . . , Nk sú delitele

N , je dôsledkom štrukturálnej vety pre Abelovské grupy, ktorá sa nachádza napríklad

v knihe [1, str. 472] a tento dôsledok je známy.

Poissonovu formulu uvádza M. Niepel v článku [7] ako známe tvrdenie. Dôkaz Poisso-

novej formuly pre podgrupu Zd
P , kde P je prvočíslo, sme odvodili v bakalárskej práci [8,

str. 32]. V tejto práci ďalej uvádzame všeobecnejší dôkaz pre podgrupu Zd
N , N ∈ N, ktorý

sme odvodili pomocou lemy 1.5.

Veta 1.6 (Poissonova sumačná formula vyššieho rádu). Nech d ∈ N, f1, f2, . . . , fd : ZN →

C a H je podgrupa Zd
N . Platí Poissonova sumačná formula vyššieho rádu

E
x∈H

d

Π
i=1

fi(xi) = Σ
χ∈H

T

d

Π
i=1

Ffi(χi).
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Dôkaz. Funkcie fi sú IDFT funkcií Ffi. Upravujme výraz na ľavej strane

E
x∈H

d

Π
i=1

fi(xi) = E
x∈H

d

Π
i=1

Σ
χi

Ffi(χi) ωxiχi

= E
x∈H

Σ
χ

d

Π
i=1

Ffi(χi)
d

Π
j=1

ωxjχj

= Σ
χ

d

Π
i=1

Ffi(χi) E
x∈H

ωxTχ︸ ︷︷ ︸
lema 1.5

= 1
(

Σ
χ∈H

T

d

Π
i=1

Ffi(χi)
)

+ 0
(

Σ
χ/∈H

T

d

Π
i=1

Ffi(χi)
)

.

Ďalej uvádzame definíciu konvolúcie, krížovej korelácie a autokorelácie. Tieto operácie

patria medzi základné nástroje v teórii spracovania diskrétnych signálov, avšak majú široké

použitie v rôznych oblastiach matematiky. Jedným z prepojení týchto pojmov a Fouriero-

vej transformácie je konvolučná identita a jej analógie, ktoré uvádzame v príkladoch 1.2

a 1.3.

Definícia 1.7. Nech f, g : ZN → C, t ∈ ZN . Definujeme

i) konvolúciu funkcií f a g ako (f ∗ g)(t) = E
x

f(t − x)g(x),

ii) krížovú koreláciu (cross correlation) funkcií f a g ako (f ⋆ g)(t) = E
x

f(t + x) g(x),

iii) autokoreláciu funkcie f ako (f)K (t) = (f ⋆ f)(t).

Poznámka: Vo všeobecnosti budeme v texte uvádzať definície výrazov obsahujúcich dis-

krétne integrály iba na ZN . Všetky výrazy definované na ZN pomocou diskrétneho in-

tegrálu E, definujeme aj na ẐN pomocou diskrétneho integrálu Σ. Napríklad konvolúciu

funkcií F a G na ẐN definujeme (F ∗ G)(τ) = Σ
χ

F (τ − χ)G(χ).

Keďže jediné, čo sa zmení v definičnom výraze je použitá miera v diskrétnom integráli,

teda suma nahradí očakávanú hodnotu (priemer), definície na ẐN sú plne analogické

a nebudeme ich uvádzať.

Príklad 1.2. Odvodíme konvolučnú identitu F [f ∗ g] (τ) = Ff(τ)Fg(τ).
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Riešenie. Upravujme DFT konvolúcie

F [f ∗ g] (τ) = E
t
(f ∗ g)(t) ω−tτ

= E
t,x

f (t − x)︸ ︷︷ ︸
označíme y

g(x) ω−(t−x)τ−xτ

= E
y

f(y) ω−yτ E
x

g(x) ω−xτ

= Ff(τ)Fg(τ).

Ekvivalentný zápis konvolúcie je (f ∗g)(t) = E
x1+x2=t

f(x1)g(x2). Vďaka vete 1.3 platí, že

IDFT je inverzné zobrazenie k DFT. Konvolučná identita je ďalej ekvivalentná (f ∗g)(t) =

F (−1) [FfFg] (t). Identita v tvrdení 1.8 je zovšeobecnením konvolučnej identity v tvare

E
x1+x2=t

f(x1)g(x2) = F (−1) [FfFg] (t).

Zovšeobecnenie, ktoré uvádzame, sme odvodili v bakalárskej práci [8, str.47].

Tvrdenie 1.8 (zovšeobecnená konvolučná identita). Nech d ∈ N, f1, f2, . . . , fd : ZN → C,

A ∈ Zk×d
N , rank(A) = k, pričom nulový priestor A tvorí podgrupu Zd

N izomorfnú Zd−k
N ,

a pre vektor t ∈ Zk
N existuje riešenie systému Ax = t. Označme a1, a2, . . . , ad stĺpce

matice A. Platí identita

E
Ax=t

d

Π
i=1

fi(xi) = F (−k)
[

d

Π
i=1

Ffi(aT
i τ )

]
(t).

Dôkaz. Nech podgrupa H je daná predpisom

H =
{
y ∈ Zd

N

∣∣∣Ay = 0
}

= ker(A),

kde ker(A) je nulový priestor matice A s predpokladanými vlastnosťami.

Nech vektor s je nejaké riešenie systému As = t. Upravujme výraz

E
Ax=t

d

Π
i=1

fi (xi)︸︷︷︸
označíme yi + si

= E
Ay+As=t

d

Π
i=1

fi(yi + si) = E
Ay=0

d

Π
i=1

fi(yi + si) = E
y∈H

d

Π
i=1

fi(yi + si)︸ ︷︷ ︸
označíme f

si
i (yi)

.

Použijeme vetu 1.6

E
y∈H

d

Π
i=1

f si
i (yi) = Σ

χ∈H

T

d

Π
i=1

Ff si
i (χi)︸ ︷︷ ︸

príklad 1.1

= Σ
χ∈H

T

d

Π
i=1

Ffi(χi) ωsiχi .
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Podľa predpokladu je podgrupa H, daná rovnicou Ay = 0, izomorfná z Zd−k
N , teda

je (d − k)-rozmerná. V termínoch voľných modulov: podgrupa H je voľný modul ranku

(d − k) nad ZN a dá sa vygenerovať pomocou (d − k) riešení rovnice Ay = 0. Podgrupa

H

T

je potom tiež voľná a má rank k (je k-rozmerná).

Keďže podgrupa H obsahuje vektory, ktoré sú kolmé na riadky matice A, pre podgrupu

H

T

preto platí, že je daná práve lineárnymi kombináciami riadkov matice A, čo môžeme

zapísať ako

H

T

=
{
χ ∈ Ẑd

N

∣∣∣χ = ATτ , τ ∈ Ẑk
N

}
.

Využívame fakt, že pokiaľ nulový priestor matice A je izomorfný Zd−k
N , riadkový priestor

matice A je izomorfný Zk
N .

Môžeme preto spraviť substitúciu χ = ATτ , τ ∈ Ẑk
N . Táto substitúcia pre i ∈

{1, 2, . . . , d} zodpovedá χi = aT
i τ . Ďalej platí

Σ
χ∈H

T

d

Π
i=1

Ffi(χi) ωsiχi = Σ
τ

d

Π
i=1

Ffi(aT
i τ ) ωsia

T
i τ

= Σ
τ

d

Π
i=1

Ffi(aT
i τ )

d

Π
j=1

ωsjaT
j τ

= Σ
τ

d

Π
i=1

Ffi(aT
i τ ) ω

∑d

j=1 sjaT
j τ︸ ︷︷ ︸

ω(As)Tτ =ωtTτ

= F (−k)
[

d

Π
i=1

Ffi(aT
i τ )

]
(t).

Podrobnejšie sa problematikou zovšeobecnenia konvolučnej identity zaoberáme v práci

[8]. Okrem konvolučnej identity platí aj iná ľahko overiťeľná identita, ktorá je v istom

zmysle duálna konvolučná identita

Σ
χ1+χ2=τ

Ff(χ1)Fg(χ2) = F [fg] (τ).

Nasledujúci dôsledok je zovšeobecnením duálnej konvolučnej identity.

Dôsledok 1.9 (duálna zovšeobecnená konvolučná identita). Nech d ∈ N, f1, f2, . . . , fd :

ZN → C, A ∈ Ẑk×d
N a rank(A) = k, pričom nulový priestor A tvorí podgrupu Ẑd

N

izomorfnú Ẑd−k
N , a pre vektor τ ∈ Ẑk

N existuje riešenie systému Aχ = τ . Označme

α1, α2, . . . , αd stĺpce matice A. Platí identita

E
Aχ=τ

d

Π
i=1

Ffi(χi) = F (k)
[

d

Π
i=1

fi(αT
i t)

]
(τ ).

21



Dôkaz. Postupom analogickým k dôkazu tvrdenia 1.8 by sme overili identitu

E
Aχ=τ

d

Π
i=1

Fi(χi) = F (k)
[

d

Π
i=1

F (−1)Fi(αT
i t)

]
(τ ),

ktorá platí pre F1, F2, . . . , Fd : ẐN → C.

Ak zvolíme Fi = Ffi pre i ∈ {1, 2, . . . , d}, dostaneme dokazovanú identitu.

Podobne ako pre konvolúciu platí konvolučná identita, platia analogické identity pre

krížovú koreláciu a autokoreláciu.

Príklad 1.3. Vyjadríme, aké identity platia pre DFT krížovej korelácie a autokorelácie.

Riešenie. Postupom analogickým k odvodeniu konvolučnej identity máme

F [f ⋆ g] (τ) = E
t
(f ∗ g)(t) ω−tτ

= E
t,x

f (t + x)︸ ︷︷ ︸
označíme y

g(x) ω−(t+x)τ+xτ

= E
y

f(y) ω−yτ E
x

g(x) ω−xτ

= Ff(τ) Fg(τ).

Identita pre autokoreláciu je priamym dôsledkom

F (f)K (τ) = F [f ⋆ f ] (τ) =
∣∣∣Ff(τ)

∣∣∣2 .

Na zovšeobecnenie týchto identít potrebujeme identity dokázané v tvrdení 1.8 a dô-

sledku 1.9 doplniť o komplexné združenia.

Označme z ortogonálny doplnok H

H

T

z =
{
χ ∈ Ẑd

N

∣∣∣xTDiag (z) χ = 0, x ∈ H
}

,

kde z ∈ {±1}d je vektor znamienok a Diag (z) je diagonálna matica, ktorá má na diago-

nále zložky vektora z.

Dôsledok 1.10. Nech d ∈ N, f1, f2, . . . , fd : ZN → C, H je podgrupa Zd
N , z ∈ {±1}d.

Potom pre komplexne združené funkcie podľa vektora z platia identity:

i) Poissonova formula

E
x∈H

d

Π
i=1

zi
fi(xi) = Σ

χ∈H

T

z

d

Π
i=1

ziFfi(χi),
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ii) zovšeobecnená konvolučná identita

E
Ax=t

d

Π
i=1

zi
fi(xi) = F (−k)

[
d

Π
i=1

ziFfi(ziaT
i τ )

]
(t),

pre A ∈ Zk×d
N , rank(A) = k, pričom nulový priestor A tvorí podgrupu Zd

N izo-

morfnú Zd−k
N , pre vektor t ∈ Zk

N existuje riešenie systému Ax = t a vektory

a1, a2, . . . , ad sú stĺpce matice A,

iii) duálna zovšeobecnená konvolučná identita

E
Aχ=τ

d

Π
i=1

ziFfi(χi) = F (k)
[

d

Π
i=1

zi
fi(ziαT

i t)
]

(τ ),

pre A ∈ Ẑk×d
N , rank(A) = k, pričom nulový priestor A tvorí podgrupu Ẑd

N izo-

morfnú Ẑd−k
N , pre vektor τ ∈ Ẑk

N existuje riešenie systému Aχ = τ a vektory

α1, α2, . . . , αd sú stĺpce matice A.

Dôkaz. Označme gi = zifi pre i ∈ {1, 2, . . . , d}. Z príkladu 1.1 vyplýva

Fgi(χi) = F
[zifi

]
(χi) = ziFfi(ziχi).

Identity vyplývajú z aplikovania vety 1.6 (Poissonova formula), tvrdenia 1.8 (zovšeobec-

nená konvolučná identita) a dôsledku 1.9 (duálna zovšeobecnená konvolučná identita) na

funkcie gi, pre i ∈ {1, 2, . . . , d}.

V dôsledku 1.10 uvádzame Poissonovu formulu v rovnakom tvare, ako sa nachádza

v článku [7]. Identity v dôsledku 1.10 budeme využívať v kapitole 2. Zároveň predpo-

kladáme, že dokázané identity v dôsledku platia aj pre všeobecnú konečnú Abelovskú

grupu G, nielen grupu zvyškových tried ZN . Poissonova formula uvedená v článku [7]

je formulovaná pre všeobecnú G a predpokladáme, že argument v dôkaze zovšeobecne-

nej konvolučnej identity a duálnej zovšeobecnenej konvolučnej identity bude priamočiaro

analogický aj pre G.

1.2 Gowersove uniformné normy

V tejto podkapitole zavedieme Gowersove uniformné normy rádu d a ukážeme ich niektoré

základné vlastnosti. V článku [7] definícia Gowersových uniformných noriem predchádza
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Poissonovej formule, keďže identity pre Gowersove normy slúžia ako motivácia pre Pois-

sonovu formulu. My sme poradie týchto formulácií vymenili, keďže dôsledky Poissonovej

formuly využijeme na odvodenie identity pre Gowersovu uniformnú normu rádu 3 v prí-

klade 1.6.

Na tomto mieste uvádzame najmä motiváciu ku kapitole 2 a podkapitole 3.1, podrob-

nejšie sa budeme venovať zovšeobecneniam Gowersových uniformných noriem v kapitole 2.

O Gowersových uniformných normách píše podrobne T. Tao v knihe [11], taktiež sme sa

im venovali v bakalárskej práci [8].

Definícia 1.11 (p-norma). Nech f : ZN → C, p ∈ R, p ≥ 1. Definujeme p-normu

funkcie f ∥∥∥f∥∥∥
p

=
(
E
x

∣∣∣f(x)
∣∣∣p)1/p

.

Definícia 1.12 (skalárny súčin). Nech d ∈ N, f, g : Zd
N → C a H je podgrupa Zd

N .

Skalárny súčin funkcie f s funkciou g na H definujeme ako

〈
f, g

〉
H

= E
x∈H

f(x) g(x).

V prípade, že H = Zd
N budeme väčšinou písať len ⟨f, g⟩.

Tvrdenie 1.13 (vlastnosti skalárneho súčinu). Nech d ∈ N, f, g : Zd
N → C, C ∈ C a H

je podgrupa Zd
N . Pre skalárny súčin platia identity:

i) komplexná antisymetria ⟨f, g⟩H = ⟨g, f⟩H,

ii) kladná definitnosť ⟨f, f⟩H ≥ 0,

pričom rovnosť nastáva pre f(x) = 0, ∀x ∈ H,

iii) Cauchy-Schwarzova nerovnosť | ⟨f, g⟩H|2 ≤ ⟨f, f⟩H ⟨g, g⟩H,

pričom rovnosť nastáva pre f(x) = Cg(x) alebo g(x) = Cf(x), ∀x ∈ H.

Dôkaz. Prvé dve vlastnosti vyplývajú priamo z definície 1.12. Máme

〈
f, g

〉
H

= E
x∈H

f(x) g(x) = E
x∈H

g(x) f(x) =
〈
g, f

〉
H

,

〈
f, f

〉
H

= E
x∈H

f(x) f(x) = E
x∈H

∣∣∣f(x)
∣∣∣2 ≥ 0,

a rovnosť v uvedenej nerovnosti nastane len pre f identicky rovné 0 na H.
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Pre g = Cf na H máme

∣∣∣ 〈f, Cf
〉

H

∣∣∣2 = |C|2
∣∣∣ 〈f, f

〉
H

∣∣∣2 =
〈
f, f

〉
H︸ ︷︷ ︸

∈R

〈
Cf, Cf

〉
H

,

teda rovnosť v Cauchy-Schwarzovej nerovnosti.

Prípad, keď f alebo g je identicky rovné 0, zodpovedá f = 0 g alebo g = 0 f a nastáva

rovnosť v Cauchy-Schwarzovej nerovnosti.

Z kladnej definitnosti a definície 1.12 pre a ∈ C vyplýva

0 ≤
〈
f − ag, f − ag

〉
H

=
〈
f, f

〉
H

− a
〈
g, f

〉
H

− a
〈
f, g

〉
H

+ |a|2
〈
g, g

〉
H

.

Nech existuje x ∈ H, pre ktoré je g(x) ̸= 0. Zvoľme a = ⟨f,g⟩H
⟨g,g⟩H

. Máme

0 ≤
〈
f, f

〉
H

− | ⟨f, g⟩H|2

⟨g, g⟩H
− | ⟨f, g⟩H|2

⟨g, g⟩H
+ | ⟨f, g⟩H|2

⟨g, g⟩H

=
〈
f, f

〉
H

− | ⟨f, g⟩H|2

⟨g, g⟩H
,

čo po úprave zodpovedá Cauchy-Schwarzovej nerovnosti.

Dôkaz týchto vlastností je štandardný a známy, napriek tomu sme ho uviedli, aby

bolo zrejmé, že Cauchy-Schwarzova nerovnosť platí aj pre funkcie viacerých premenných

a skalárne súčiny na ľubovoľnej podgrupe H priestoru Zd
N .

Tvrdenie 1.14 (Parsevalova identita). Nech d ∈ N, f, g : Zd
N → C. Platí Parsevalova

identita 〈
f, g

〉
x

=
〈
F (d)f, F (d)g

〉
χ

.

Dôkaz. Funkciu f prepíšeme ako IDFT funkcie Ff , čo vedie k výsledku

〈
f, g

〉
x

= E
x

f(x) g(x)

= E
x

(
Σ
χ

F (d)f(χ) ωxTχ
)

g(x)

= Σ
χ

F (d)f(χ)E
x

g(x)ω−xTχ

= Σ
χ

F (d)f(χ) F (d)g(χ)

=
〈
F (d)f, F (d)g

〉
χ

.
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Štandardne sa pod pojmom Parsevalova identita uvádza identita

E
x

f(x) g(x) = Σ
χ

Ff(χ) Fg(χ),

pre funkcie f, g : ZN → C, ktorej špeciálnym prípadom je identita ∥f∥2 = ∥Ff∥2.

Ďalej zavedieme definíciu Gowersovej uniformnej normy, ako ju uvádza napríklad

T. Tao v [11, str. 57] alebo B. Szegedy v [10, str. 3].

Definícia 1.15 (Gowersova U(d) (polo)norma). Nech f : ZN → C a t ∈ ZN . Multiplika-

tívnu deriváciu funkcie f v bode x podľa t definujeme

∆t f(x) = f(x + t) f(x).

Nech d ∈ N. Gowersovu uniformnú (polo)normu rádu d funkcie f definujeme ako
∥∥∥f∥∥∥

U(d)
=
(
E
x,a

∆a1 ∆a2 . . . ∆ad
f(x)

)1/2d

.

Pomocou multiplikatívnej derivácie môžeme prepísať autokoreláciu z definície 1.7 ako

(f)K (t) = E
x

∆t f(x).

Pre d > 1 je ∥f∥U(d) norma funkcie f a ∥f∥U(1) je polonorma funkcie f . Polonorma

U(1) je polonorma, keďže ∥f∥U(1) nie je kladne definitná, teda ∥f∥U(1) môže byť 0 pre

funkciu f , ktorá nie je identicky rovná nule. Gowersove U(d) normy zaviedol T. Gowers

v článku [4, str. 19], kde uvádza aj dôkaz, že U(d) je norma pre d > 1.

Jeden z dôvodov, prečo sú U(d) normy zaujímavé je fakt, že sú citlivé na znamienka

funkčných hodnôt funkcie f (na rozdiel od p-noriem). Pre p-normy platí, že funkcie f a |f |

majú rovnakú p-normu. Ako ukážeme v nasledujúcom príklade, pre U(d) normy to neplatí.

Príklad 1.4. Pre funkciu f : Z3 → {±1}, f(x) = (−1)x overíme, že platí nerovnosť

∥f∥U(2) <
∥∥∥|f |

∥∥∥
U(2)

.

Riešenie. Z definície 1.15 vyplýva∥∥∥f∥∥∥4

U(2)
= E

x,a,b
∆a ∆b f(x)

= E
x,a,b

∆b f(x + a) ∆b f(x)

= E
x,a,b

f(x + a + b) f(x + a) f(x + b) f(x)

= E
x,a,b

f(x + a + b) f(x + b)f(x + a)f(x).
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Zvyšková trieda Z3 obsahuje 3 prvky: 0, 1, 2. Spočítajme hodnoty funkcie f v týchto

bodoch

f(0) = 1, f(1) = −1, f(2) = 1.

Určime najskôr U(2) normu funkcie |f |

∥∥∥|f |
∥∥∥4

U(2)
= E

x,a,b
|f(x + a + b)| |f(x + b)||f(x + a)||f(x)| = E

x,a,b
1 = 1.

Súčin f(x + a + b) f(x + b)f(x + a)f(x) môže nadobúdať len hodnoty 1 a −1. Aby

platilo ∥f∥U(2) <
∥∥∥|f |

∥∥∥
U(2)

, musí existovať aspoň jedna trojica x, a, b ∈ {0, 1, 2}, pre ktorú

platí f(x + a + b) f(x + b)f(x + a)f(x) = −1. Takých trojíc ale existuje hneď niekoľko,

napríklad

f(0 + 1 + 2) f(0 + 2)f(0 + 1)f(0) = f(0)︸ ︷︷ ︸
1

f(2)︸ ︷︷ ︸
1

f(1)︸ ︷︷ ︸
−1

f(0)︸ ︷︷ ︸
1

= −1.

Nerovnosť ∥f∥U(2) <
∥∥∥|f |

∥∥∥
U(2)

teda platí. Konkrétne hodnoty U(2) normy funkcií f a |f |

sú ∥∥∥f∥∥∥
U(2)

=
(11

27

)1/4
< 1 =

∥∥∥|f |
∥∥∥

U(2)
.

Nasledujúci príklad vychádza z prehľadového článku T. Gowersa [5, str. 10].

Príklad 1.5. Odvodíme vzťah medzi U(2) normou funkcie f a 4-normou funkcie Ff .

Riešenie. Upravujme štvrtú mocninu U(2) normy. Podľa príkladu 1.4 platí

∥∥∥f∥∥∥4

U(2)
= E

x,a,b
f(x + a + b) f (x + b)︸ ︷︷ ︸

označíme y

f(x + a)f(x) = E
a
E
y

f(y + a) f(y)︸ ︷︷ ︸
(f)K(a)

E
x

f(x + a)f(x)︸ ︷︷ ︸
(f)K(a)

.

Ďalej môžeme výraz prepísať pomocou skalárneho súčinu a použiť Parsevalovu identitu

v tvrdení 1.14

∥∥∥f∥∥∥4

U(2)
= E

a
(f)K (a) (f)K (a) =

〈
(f)K , (f)K

〉
=
〈
F [(f)K] , F [(f)K]

〉
.

Pre autokoreláciu sme už odvodili identitu F (f)K (τ) = |Ff(τ)|2. Máme

∥∥∥f∥∥∥4

U(2)
=
〈 ∣∣∣Ff(τ)

∣∣∣2 ,
∣∣∣Ff(τ)

∣∣∣2〉 = Σ
χ

|Ff(χ)|4 =
∥∥∥Ff

∥∥∥4

4
.
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V štandardnom odvodení vzťahu ∥f∥U(2) = ∥Ff∥4, ako ho uvádza T. Gowers v článku

[5, str. 10], sa namiesto autokorelácie využíva konvolúcia (f ∗f). Pre nás bude vhodnejšiou

autokorelácia, ktorej súčasťou je komplexné združenie (na rozdiel od konvolúcie) a vieme

nájsť jej zovšeobecnenie, ktoré bude vystupovať v U(3) norme.

V príklade 1.6 uvádzame naše odvodenie identity pre U(3) normu pomocou autokore-

lácie rádu 2.

Príklad 1.6. Pre U(3) normu pomocou analogickej série argumentov, ako sme použili

v príklade 1.5, nájdeme analogickú identitu k identite ∥f∥U(2) = ∥Ff∥4.

Riešenie. Definujeme autokoreláciu funkcie f rádu 2 predpisom

(f)K(2) (a, b) = E
x

f(x + a + b) f(x + b)f(x + a)f(x).

Označme maticu P a vektor z

P =


1 −1

1 −1

1 −1 −1 1

 z =



1

−1

−1

1


.

Platí ekvivalentné vyjadrenie

(f)K(2) (a, b) = E
Px=

[ a
b
0

] 4
Π
i=1

zi
fi(xi).

Keďže toto vyjadrenie je ekvivalentné, máme splnené predpoklady dôsledku 1.10. Nu-

lový priestor matice P je izomorfný ZN , keďže vo vyjadrení autokorelácie diskrétne integ-

rujeme cez x ∈ ZN . Tiež platí rovnosť


1 −1

1 −1

1 −1 −1 1





a + b

b

a

0


=


a

b

0

 ,

teda existuje riešenie systému Px =
[ a

b
0

]
.
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Podľa dôsledku 1.10 môžeme spočítať diskrétnu Fourierovu transformáciu autokorelá-

cie rádu 2. Máme

(f)K(2) (a, b) = E
Px=

[ a
b
0

] 4
Π
i=1

zi
fi(xi)

︸ ︷︷ ︸
dôsledok 1.10

= F (−3)
[
Ff(α + β + γ) Ff(β + γ)Ff(α + γ)Ff(γ)

]
(a, b, 0).

Môžeme použiť vyjadrenie DFT podľa viacerých premenných (2)

(f)K(2) (a, b) = F (−2)
[
F (−1)

[
Ff(α + β + γ) Ff(β + γ)Ff(α + γ)Ff(γ)

]
(0)
]

(a, b)

= F (−2)
[
Σ
γ

Ff(α + β + γ) Ff(β + γ)Ff(α + γ)Ff(γ) ω0
]

(a, b)

= F (−2)
[
(Ff)K(2) (α, β)

]
(a, b),

čo vedie k identite

F (2) (f)K(2) (α, β) = (Ff)K(2) (α, β).

S identitou pre autokoreláciu rádu 2 môžeme zopakovať kroky argumentu pre

∥f∥U(2) = ∥Ff∥4 aj pre U(3) normu. Upravujme U(3) normu

∥∥∥f∥∥∥8

U(3)
= E

x,a,b,c
∆a ∆b ∆c f(x)

= E
x,a,b,c

∆a ∆b

(
f (x + c)︸ ︷︷ ︸

označíme y

f(x)
)

= E
a,b
E
y

∆a ∆b f(y)E
x

∆a ∆b f(x).

Ďalej platí

E
x

∆a ∆b f(x) = E
x

∆a f(x + b) f(x)

= E
x

f(x + a + b) f(x + b)f(x + a)f(x)

= (f)K(2) (a, b).

Máme vyjadrenie ∥∥∥f∥∥∥8

U(3)
= E

a,b
(f)K(2) (a, b) (f)K(2) (a, b).
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Opäť môžeme výraz prepísať pomocou skalárneho súčinu a použiť Parsevalovu identitu

1.14 ∥∥∥f∥∥∥8

U(3)
=
〈

(f)K(2) , (f)K(2)

〉
=
〈
F (2) (f)K(2) , F (2) (f)K(2)

〉
.

Z identity pre autokoreláciu rádu 2 vyplýva
∥∥∥f∥∥∥8

U(3)
=
〈

(Ff)K(2) , (Ff)K(2)

〉
=
∥∥∥Ff

∥∥∥8

U(3)
,

kde odvodenie rovnosti ∥Ff∥8
U(3) =

〈
(Ff)K(2) , (Ff)K(2)

〉
je analogické.

Príklady 1.5 a 1.6 využívajú analogický postup. Napriek tomu vedú k odlišnému typu

výsledkov, v príklade 1.5 k vyjadreniu U(2) normy funkcie f pomocou 4-normy jej DFT,

v príklade 1.6 k vyjadreniu U(3) normy funkcie f pomocou U(3) normy jej DFT. Pre

vyjadrenie U(4) normy funkcie f by sme dokonca nedosiahli vyjadrenie pomocou žiadnych

doposiaľ (v tomto texte) definovaných noriem funkcie Ff .

Prirodzenou otázkou je, či je možné definovať normu funkcie Ff (označíme ∥Ff∥X),

pre ktorú platí ∥f∥U(4) = ∥Ff∥X . Podobne nás môže zaujímať, či vieme definovať normu

funkcie f (označíme ∥f∥Y ), pre ktorú platí ∥f∥Y = ∥Ff∥8. Aj keď by sme mohli priamym

výpočtom nájsť predpis noriem X a Y , vhodné by bolo zaviesť všeobecnú definíciu pre

ľubovoľný rád d. Potrebujeme teda zaviesť definíciu, ktorá nám dá vyjadrenia
∥∥∥f∥∥∥

U(d)
=
∥∥∥Ff

∥∥∥
X(d)

,
∥∥∥f∥∥∥

Y (d)
=
∥∥∥Ff

∥∥∥
2d

,

pre ľubovoľný rád d a normy X(d), Y (d) závislé od rádu d. Z príkladov 1.5, 1.6 a Parse-

valovej identity vieme, že platí:

• X(2) zodpovedá 4-norme,

• X(3) zodpovedá U(3) norme,

• Y (2) zodpovedá U(2) norme,

• Y (1) zodpovedá 2-norme.

M. Niepel v článku [7] zaviedol pojem uniformných noriem rádu d a stupňa l (ďalej

U(d, l) normy), ktoré sú odpoveďou na vyššie uvedené otázky. Ako sa ukáže, identity

v príkladoch 1.5 a 1.6 sú zovšeobecnením Parsevalovej identity ∥f∥2 = ∥Ff∥2, M. Niepel

ich preto označuje ako „identity Parsevalovho typu“ [7].
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2 U(d,l) normy

V tejto kapitole uvádzame vlastný prístup k definícii uniformných (polo)noriem rádu

d a stupňa l (ďalej U(d, l) (polo)normy). Využívame vlastné pojmy uniformného usporia-

dania podmnožín, podmienok rádu d zodpovedajúcich množine N a matice podmienok

rádu d a stupňa l. Naše definície nepokrývajú všeobecné definície v článku M. Niepela [7]

pre ľubovoľnú konečnú Abelovskú grupu G, iba prípad keď G = ZN .

Zavedením vlastných definícií sme sa snažili dosiahnuť prehľadnejší a pre čitateľa prí-

stupnejší text, využívajúci matice so zložkami v {−1, 0, 1}. Taktiež pre nás bolo užitočné

mať vlastné definície pri hľadaní nových tvrdení, prepojení so zovšeobecnenou konvoluč-

nou identitou a neskôr v dôkaze nerovností v kapitole 3. Nakoľko využívame iné definície,

ako sa nachádzajú v článku M. Niepela [7], uvádzané dôkazy tvrdení sme odvodili nanovo.

Pri definícii U(d, l) (polo)noriem sa často stretneme s binomickým koeficientom (bu-

deme označovať
(

d
n

)
= d!

(d−n)!n!). Súčet prvých n binomických koeficientov označíme

n
Σ ( d

i ) =
n∑

i=0

(
d
i

)
.

Binomický koeficient a súčet binomických koeficientov budú súvisieť s rozmerom pries-

toru, resp. rankom voľného modulu nad ZN v prípade podgrúp Zd
N , cez ktorý integrujeme

v definícii U(d, l) (polo)normy. Bez dôkazu uvádzame nasledujúce známe vlastnosti bino-

mického koeficientu.

Lema 2.1 (vlastnosti binomického koeficientu). Nech d ∈ N , n ∈ N, 1 ≤ n ≤ d, a, b ∈ R.

Pre binomické koeficienty platia identity

i)
(

d
n

)
=
(

d
d−n

)
,

ii)
(

d+1
n

)
=
(

d
n

)
+
(

d
n−1

)
,

iii) n
Σ ( d

i ) =
d∑

i=d−n

(
d
i

)
,

iv) n
Σ

(
d+1

i

)
= n

Σ ( d
i ) + n−1

Σ ( d
i ),

v) binomická veta (a + b)n =
d∑

i=0

(
d
i

)
aibd−i.
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2.1 Uniformné usporiadanie podmnožín

M. Niepel v článku [7] definuje U(d, l) (polo)normy na konečnej abelovskej grupe G

pomocou „A-značených d-rozmerných l-stupňových kociek v G“. V našom prístupe za-

definujeme maticové podmienky rádu d a stupňa l P (d, l). Podgrupa daná riešeniami

systému P (d, l) x = 0 potom bude ekvivalentná priestoru „A-značených d-rozmerných

l-stupňových kociek v ZN “. Výhodou nášho prístupu bude, že maticová rovnica je prístup-

nejšia ako ťažšie predstaviteľný pojem d-rozmerných l-stupňových kociek. Taktiež budeme

môcť využiť nástroje lineárnej algebry na operácie s maticami, a teda aj so skúmanými

podgrupami.

Definícia 2.2 (uniformné usporiadanie podmnožín). Nech d ∈ N. Uniformné usporiada-

nie podmnožín N1, N2, . . . , N2d ⊆ {1, 2, . . . , d} je lineárne usporiadanie všetkých podmnožín

{1, 2, . . . , d}, dané rekurzívným pravidlom

∀n ∈ {0, 1, . . . , d − 1} ∀i ∈ {2n + 1, 2n + 2, . . . , 2n+1} : Ni = Ni−2n ∪ {n + 1},

s počiatočnou podmienkou N1 = Ø.

Uniformný vektor znamienok z ∈ {±1}2d je vektor so zložkami zj = (−1)|Nj |, pre

j ∈ {1, 2, . . . , 2d}.

Pre všetky j ∈ {1, 2, . . . , 2d} priradíme j-ty riadok identickej matice I2d×2d podmnožine

Nj, označíme e(Nj).

Príklad 2.1. Pre d = 3 uvedieme

i) uniformné usporiadanie podmnožín,

ii) uniformný vektor znamienok,

iii) priradenie riadkov matice I uniformne usporiadaným podmnožinám.

Riešenie. Máme
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i) podmnožiny N1, N2, . . . , N8

N1 = Ø = Ø = Ø ,

N2 = N1 ∪ {1} = Ø ∪ {1} = {1},

N3 = N1 ∪ {2} = Ø ∪ {2} = {2},

N4 = N2 ∪ {2} = {1} ∪ {2} = {1, 2},

N5 = N1 ∪ {3} = Ø ∪ {3} = {3},

N6 = N2 ∪ {3} = {1} ∪ {3} = {1, 3},

N7 = N3 ∪ {3} = {2} ∪ {3} = {2, 3},

N8 = N4 ∪ {3} = {1, 2} ∪ {3} = {1, 2, 3},

ii) vektor z

z =



(−1)|Ø|

(−1)|{1}|

(−1)|{2}|

(−1)|{1,2}|

(−1)|{3}|

(−1)|{1,3}|

(−1)|{2,3}|

(−1)|{1,2,3}|



=



(−1)0

(−1)1

(−1)1

(−1)2

(−1)1

(−1)2

(−1)2

(−1)3



=



1

−1

−1

1

−1

1

1

−1



,

iii) riadky matice I8×8 

e(Ø)

e(1)

e(2)

e(1, 2)

e(3)

e(1, 3)

e(2, 3)

e(1, 2, 3)



=



1

1

1

1

1

1

1

1



.

Všimnime si, že uvedený uniformný vektor znamienok zodpovedá komplexným zdru-

ženiam v U(3) norme z definície 1.15. Podobne, ako v príklade 1.4, môžeme U(3) normu
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vyjadriť ako

∥∥∥f∥∥∥8

U(3)
= E

x,a,b,c
f(x + a + b + c) f(x + b + c)f(x + a + c)f(x + c)

f(x + a + b)f(x + b)f(x + a) f(x)

= E
x,a,b,c

z1
f(x + a + b + c) z2

f(x + b + c) z3
f(x + a + c) z4

f(x + c)

z5
f(x + a + b) z6

f(x + b) z7
f(x + a) z8

f(x).

Definícia 2.3 (podmienky stupňa n). Nech d ∈ Z, d ≥ 0, n ∈ Z, 0 ≤ n ≤ d

a N ⊆ {1, 2, . . . , d}, |N| = n. Podmienka rádu d, zodpovedajúca množine N je 2d-rozmerný

riadkový vektor definovaný ako

pd(N) =
|N|∑

a=0

∑
A⊆N,
|A|=a

(−1)ae(A).

Nech N1, N2, . . . , N2d je uniformné usporiadanie podmnožín, l ∈ Z. Maticu podmienok

rádu d a stupňa l P (d, l)2d×2d definujeme ako

P (d, l) =



pd(N1), ak |N1| > l, 01×2d inak

pd(N2), ak |N2| > l, 01×2d inak
... ...

pd(N2d), ak |N2d | > l, 01×2d inak


.

Poznámka: V texte budeme väčšinou pracovať iba s maticami podmienok rádu d a stupňa

l ∈ {−1, 0, . . . , d}. V niektorých prípadoch je ale výhodné mať zadefinovanú aj maticu

pre stupeň mimo tejto množiny, najmä pokiaľ ide o rekurzívne vyjadrenia.

Vo všeobecnosti bude pre každé n existovať
(

d
n

)
rôznych podmienok pd(N) pre |N| = n,

keďže používame všetky n-prvkové podmnožiny {1, 2, . . . , d}.

Podmienka rádu d zodpovedajúca podmnožine N2d = {1, 2, . . . , d} bude identická

s transpozíciou uniformného vektora znamienok

pd(1, 2, . . . , d) = zT.

Príklad 2.2. Pre d = 3 nájdeme podmienky rádu 3 a maticu podmienok rádu 3 a stupňa

−1.
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Riešenie. Pre každú z podmnožín množiny {1, 2, 3} máme jednu podmienku rádu 3

p3(Ø)

p3(1)

p3(2)

p3(1, 2)

p3(3)

p3(1, 3)

p3(2, 3)

p3(1, 2, 3)



=



e(Ø)

e(Ø) − e(1)

e(Ø) − e(2)

e(Ø) − e(1) − e(2) + e(1, 2)

e(Ø) − e(3)

e(Ø) − e(1) − e(3) + e(1, 3)

e(Ø) − e(2) − e(3) + e(2, 3)

e(Ø) − e(1) − . . . − e(1, 2, 3)



=



1

1 −1

1 −1

1 −1 −1 1

1 −1

1 −1 −1 1

1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1



.

Uvedená matica je zároveň P (3, −1).

V príklade 1.6 vystupovala matica P. Táto matica zodpovedá matici podmienok rádu

2 a stupňa 0 P (2, 0) (okrem nulového riadku)

P (2, 0) =

01×4

P

 .

Z príkladu 2.2 môžeme nahliadnuť, ako by sme rekurzívne definovali maticu podmienok

rádu d + 1 a stupňa −1. Platí vyjadrenie

P (d + 1, −1) =

 P (d, −1)

P (d, −1) −P (d, −1)

 =

 P (d, −1)

P (d, −2) −P (d, −2)

 ,

s počiatočnou podmienkou P (0, −1) = [1]. Pripomenieme, že z definície 2.3 vyplýva

P (d, −k) = P (d, −1) pre k ∈ N. Rekurzívne vyjadrenie bude existovať aj pre všeobecný

stupeň l.

Tvrdenie 2.4 (rekurzívne vyjadrenie). Nech d ∈ Z, d ≥ 0, l ∈ Z, −1 ≤ l ≤ d+1. Matica

P (d + 1, l) má rekurzívne vyjadrenie

P (d + 1, l) =

 P (d, l)

P (d, l − 1) −P (d, l − 1)

 .

Dôkaz. Nech N1, N2, . . . , N2d+1 ⊆ {1, 2, . . . , d + 1} sú uniformne usporiadné podmnožiny.

Riadkový vektor e(Ni) je i-ty riadok identickej matice I2d×2d priradený k podmnožine Ni,

i ∈ {1, 2, . . . , 2d}. Označme ed+1(Ni) i-ty riadok identickej matice I2d+1×2d+1 priradený

k podmnožine Ni, i ∈ {1, 2, . . . , 2d+1}.
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Nech i ∈ {1, 2, . . . , 2d}. Z definície 2.2 vyplýva

ed+1(Ni) =
[

e(Ni) 01×2d

]
,

ed+1(Ni+2d) =
[

01×2d e(Ni)
]

= ed+1(Ni ∪ {d + 1}).

Pre podmienku rádu d + 1, zodpovedajúcu podmnožine Ni platí z definície 2.3

pd+1(Ni) =
|Ni|∑
a=0

∑
A⊆Ni,
|A|=a

(−1)aed+1(A) =
|Ni|∑
a=0

∑
A⊆Ni,
|A|=a

(−1)a
[

e(A) 01×2d

]
=
[

pd(Ni) 01×2d

]
.

Podobne máme vyjadrenie

pd+1(Ni+2d) =
|Ni+2d |∑

a=0

∑
A⊆N

i+2d ,

|A|=a

(−1)aed+1(A) =
|Ni∪{d+1}|∑

a=0

∑
A⊆(Ni∪{d+1}),

|A|=a

(−1)aed+1(A).

Ďalej môžeme sumu cez podmnožiny A rozdeliť, podľa toho, či d + 1 patrí do A

pd+1(Ni+2d) =
|Ni∪{d+1}|∑

a=0


∑

A⊆(Ni),
|A|=a

(−1)aed+1(A) +
∑

A⊆(Ni∪{d+1}),
d+1∈A,
|A|=a

(−1)aed+1(A)



=
|Ni∪{d+1}|∑

a=0

 ∑
A⊆(Ni),
|A|=a

(−1)aed+1(A) +
∑

A⊆(Ni),
|A∪{d+1}|=a

(−1)aed+1(A ∪ {d + 1})



=
|Ni|∑
a=0

 ∑
A⊆(Ni),
|A|=a

(−1)aed+1(A) +
∑

A⊆(Ni),
|A|=a

(−1)a+1ed+1(A ∪ {d + 1})

 .

Prepíšeme výraz pomocou riadkov e(A) a máme

pd+1(Ni+2d) =
|Ni|∑
a=0

∑
A⊆(Ni),
|A|=a

(−1)a
[

e(A) 01×2d

]
−

|Ni|∑
a=0

∑
A⊆(Ni),
|A|=a

(−1)a
[

01×2d e(A)
]

=
[

pd(Ni) 01×2d

]
−
[

01×2d pd(Ni)
]

=
[

pd(Ni) −pd(Ni)
]

.
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Matica P (d + 1, l) je definovaná

P (d + 1, l) =



pd+1(N1), ak |N1| > l, 01×2d inak
... ...

pd+1(N2d), ak |N2d | > l, 01×2d inak

pd+1(N1+2d), ak |N1+2d | > l, 01×2d inak
... ...

pd+1(N2d+2d), ak |N2d+2d | > l, 01×2d inak


.

Podmienka |Ni+2d| > l zodpovedá |Ni∪{d+1}| > l, teda |Ni| > l−1, pre i ∈ {1, 2, . . . , 2d}.

Z vyjadrení podmienok rádu d + 1 pomocou podmienok rádu d vyplýva

P (d + 1, l) =



pd(N1) 01×2d , ak |N1| > l, 01×2d inak
... ... ...

pd(N2d) 01×2d , ak |N2d| > l, 01×2d inak

pd(N1) −pd(N1), ak |N1| > l − 1, 01×2d inak
... ... ...

pd(N2d) −pd(N2d), ak |N2d| > l − 1, 01×2d inak



=

 P (d, l)

P (d, l − 1) −P (d, l − 1)

 .

Tvrdenie 2.5 (ortogonalita). Nech d ∈ N, l ∈ Z, −1 ≤ l ≤ d. Platí

P (d, l) Diag (z) P (d, d − l − 1)T = 0.

Dôkaz. Pre l = −1 a l = d rovnosť platí

P (d, −1) Diag (z) P (d, d)T = P (d, −1) Diag (z) 0T = 0.

Ďalej uvažujme 0 ≤ l ≤ d − 1. Nech N a M sú dve podmnožiny {1, 2, . . . , d}. Aby sme

dokázali tvrdenie, musíme pre príslušné podmienky ukázať

pd(N)Diag (z) pd(M)T︸ ︷︷ ︸
označíme S(N, M)

= 0,

pre všetky N, M, pričom l + 1 ≤ |N| ≤ d, d − l ≤ |M| ≤ d.
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Keď výraz S(N, M) rozpíšeme podľa definície 2.3, máme

S(N, M) =


|N|∑

a=0

∑
A⊆N,
|A|=a

(−1)ae(A)

Diag (z)


|M|∑
b=0

∑
B⊆N,
|B|=b

(−1)be(B)


T

=
|N|∑

a=0

|M|∑
b=0

∑
A⊆N,
|A|=a

∑
B⊆N,
|B|=b

(−1)a+be(A)Diag (z) e(B)T.

Súčin vektorov e(A) a e(B)T je nenulový iba pre A = B a z definície 2.2 uniformného

vektora znamienok máme

(−1)a+b e(A)Diag (z)︸ ︷︷ ︸
(−1)|A|e(A)=(−1)ae(A)

e(B)T =


(−1)a+a+a = (−1)a, ak A = B,

0 inak.

Keďže A ⊆ N a B ⊆ M, z podmienky A = B vyplýva A = B ⊆ N ∩ M. Vďaka

nerovnostiam |N| ≥ l + 1, |M| ≥ d − l máme |N| + |M| ≥ d + 1 a z Dirichletovho princípu

vyplýva, že množiny N a M musia mať aspoň jeden prvok spoločný, preto |N ∩ M| > 0.

Prepíšeme výraz S(N, M) pomocou kombinačných čísel a máme

S(N, M) =
|N∩M|∑
a=0

∑
A⊆N∩M,

|A|=a

(−1)a =
|N∩M|∑
a=0

(
|N ∩ M|

a

)
(−1)a

︸ ︷︷ ︸
binomická veta

= (1 − 1)|N∩M| = 0.

2.2 U(d,l) (polo)normy

U(d, l) (polo)normy sú v článku M. Niepela [7] dané diskrétnym integrálom cez podgrupu

„A-značených d-rozmerných l-stupňových kociek v ZN “. Vďaka definícii 2.6 môžeme tieto

priestory charakterizovať pomocou rovnice P (d, l) x = 0.

Dôkazy tvrdení v tejto podkapitole využívajú značne odlišné definície ako sa nachá-

dzajú v článku [7], uvádzané dôkazy sú preto nové. Okrem identít, ktorých analógie sa

nachádzajú v článku [7], prinášame aj vlastné tvrdenie 2.9, ktoré využíva nami dokázanú

zovšeobecnenú konvolučnú identitu.

Definícia 2.6 (U(d, l) (polo)norma). Nech d ∈ N, l ∈ Z −1 ≤ l ≤ d, f : ZN → C

a z ∈ {±1}2d je uniformný vektor znamienok. Uniformnú (polo)normu rádu d a stupňa l

funkcie f definujeme ako

∥∥∥f∥∥∥
U(d,l)

=
 E

P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
f(xi)

1/2d

.
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Nech f1, f2, . . . , f2d : ZN → C. Zovšeobecnený skalárny súčin rádu d a stupňa l (ďalej

G(d, l) skalárny súčin) definujeme ako

〈
f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

= E
P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
fi(xi).

Nasledujúcu vetu dokázal M. Niepel v článku [7]. V tomto texte jej dôkaz neuvádzame,

iba neskôr naznačíme ako postupovať.

Veta 2.7 (U(d, l) je (polo)norma). Nech d ∈ N, l ∈ Z, 0 ≤ l ≤ d − 1. Platí

i)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
je norma funkcie f ,

ii)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,−1)
a
∥∥∥f∥∥∥

U(d,d)
sú polonormy funkcie f .

Veta 2.8 (dualita G(d, l) skalárnych súčinov). Nech d ∈ N, l ∈ Z, −1 ≤ l ≤ d a f :

ZN → C. Platí dualita

〈
f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

=
〈
Ff1, Ff2, . . . , Ff2d

〉
G(d,d−l−1)

.

Dôkaz. Označme

H =
{
x ∈ Z2d

N

∣∣∣P (d, l) x = 0
}

.

Podľa tvrdenia 2.5, stĺpce matice Diag (z) P (d, d − l − 1)T patria do podgrupy H.

Dolná trojuholníková matica P (d, l) má d−l−1
Σ ( d

i ) nenulových riadkov, teda podgrupa

H má rozmer 2d − d−l−1
Σ ( d

i ) = d
Σ ( d

i ) − d−l−1
Σ ( d

i ) = l
Σ ( d

i ). Zároveň matica Diag (z)

P (d, d − l − 1)T má l
Σ ( d

i ) nenulových stĺpcov, ktoré sú lineárne nezávislé. Počet prvkov

priestoru daný lineárnymi kombináciami stĺpcov matice Diag (z) P (d, d − l − 1)T je rov-

naký ako počet prvkov podgrupy H, preto pre každý vektor x ∈ H existuje vyjadrenie

pomocou lineárnej kombinácie stĺpcov matice Diag (z) P (d, d − l − 1)T.

Podľa definície 2.6 máme

〈
f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

= E
P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
fi(xi) = E

x∈H

2d

Π
i=1

zi
fi(xi).

Z Poissonovej formuly v dôsledku 1.10 vyplýva

E
x∈H

2d

Π
i=1

zi
fi(xi) = Σ

χ∈zH

T

2d

Π
i=1

ziFfi(χi).
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Podgrupa H

T

z je daná

H

T

z =
{
χ ∈ Ẑ2d

N

∣∣∣xTDiag (z) χ = 0, x ∈ H
}

.

Podľa tvrdenia 2.5 platí

P (d, l) Diag (z) Diag (z)︸ ︷︷ ︸
I

Diag (z) P (d, d − l − 1)T = 0.

Vektor x ∈ H je daný lineárnou kombináciou stĺpcov matice Diag (z) P (d, d − l − 1)T,

pre vektor χ daný lineárnou kombináciou stĺpcov matice Diag (z) P (d, l)T, bude splnená

podmienka xTDiag (z) χ = 0. Podľa tvrdenia 2.5 bude zároveň pre vektor χ platiť pod-

mienka P (d, d − l − 1) χ = 0.

Máme vyjadrenie

H

T

z =
{
χ ∈ Ẑ2d

N

∣∣∣P (d, d − l − 1) χ = 0
}

,

z ktorého vyplýva

Σ
χ∈zH

T

2d

Π
i=1

ziFfi(χi) = Σ
P(d,d−l−1)χ=0

2d

Π
i=1

ziFfi(χi) =
〈
Ff1, Ff2, . . . , Ff2d

〉
G(d,d−l−1)

.

Zároveň nám duálna zovšeobecnená konvolučná idenita v dôsledku 1.10 ponúkne iný

prístup k vyjadreniu G(d, l) skalárnych súčinov, ktorý uvádzame ako vlastný výsledok.

Tvrdenie 2.9 (priame vyjadrenie G(d, l) skalárnych súčinov). Nech d ∈ N, l ∈ Z,

−1 ≤ l ≤ d, f1, f2, . . . , f2d : ZN → C a z ∈ {±1}2d je uniformný vektor znamienok.

Označme s1, s2, . . . , s2d stĺpce matice P (d, d − l − 1) Diag (z). Platí identita

〈
f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

= E
t

2d

Π
i=1

zi

fi

(
sT

i t
)
,

kde t ∈ Z2d

N , pričom ti = 0, ak i-ty riadok matice P (d, d − l − 1) je 0T.

Dôkaz. Z duality vo vete 2.8 vyplýva

〈
f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

=
〈
Ff1, Ff2, . . . , Ff2d

〉
G(d,d−l−1)︸ ︷︷ ︸

definícia 2.6

= E
P(d,d−l−1)χ=0

2d

Π
i=1

ziFfi(χi).

Overíme, že sú splnené podmienky dôsledku 1.10. Pre pravú stranu 0 vždy existuje

riešenie systému P (d, d − l − 1) χ = 0.
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Pre dané l má matica P (d, d − l − 1) presne ∑d
i=d−l

(
d
i

)
= l

Σ ( d
i ) nenulových riadkov.

Potrebujeme, aby nulový priestor matice P (d, d − l − 1) bol izomorfný Ẑ
2d− l

Σ ( d
i )

N . Ako

sme už využili v dôkaze tvrdenia 1.8, nulový priestor matice P (d, d − l − 1) je izomorfný

Ẑ
2d− l

Σ ( d
i )

N práve vtedy, keď riadkový priestor matice P (d, d − l − 1) je izomorfný Ẑ
l
Σ ( d

i )
N .

Keďže matica P (d, d − l − 1) je dolná trojuholníková matica, rank voľného modulu, ktorý

zodpovedá riadkovému priestoru je l
Σ ( d

i ).

Matica P (d, d − l − 1)T tvorí hornú trojuholníkovú maticu, v ktorej pivoty sú ±1.

Z tvrdenia 2.4 pre d > 1 vyplýva

P (d, d − l − 1)T =

 P (d, l)T P (d, l − 1)T

−P (d, l − 1)T

 .

Ekvivalentnými úpravami nad ZN (násobenie −1 a sčitovanie ±1-násobkov riadkov)

sa vieme dostať k matici  P (d, l)T

P (d, l − 1)T

 .

Postup môžeme zopakovať (d − 1)-krát, čím sa dostaneme k matici

A =



P (1, a1)

P (1, a2)
. . .

P (1, a2d)


,

kde a ∈ {−1, 0}2d . Platí P (1, −1) = 1 a P (1, 0) = 0, teda matica A je diagonálna

matica, ktorej zložky na diagonále sú 0 a 1. Keďže dimenzia riadkového priestoru matice

P (d, d − l − 1) je l
Σ ( d

i ), na diagonále A sa nachádza presne l
Σ ( d

i )-krát 1.

Stĺpcový priestor matice A je nutne izomorfný Ẑ
2d− l

Σ ( d
i )

N . Keďže úpravy, ktorými sme

sa dostali k matici A, boli ekvivalentné nad ZN , aj riadkový priestor matice P (d, d − l − 1)

je izomorfný Ẑ
l
Σ ( d

i )
N , teda nulový priestor matice P (d, d − l − 1) je izomorfný Ẑ

2d− l
Σ ( d

i )
N .

Vďaka duálnej zovšeobecnenej konvolučnej identite v dôsledku 1.10 máme

〈
f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

= F( l
Σ ( d

i ))
[

2d

Π
i=1

zi

fi

(
zi ai︸︷︷︸
i-ty stĺpec

matice P(d,d−l−1)

Tt
)]

(0)

= F( l
Σ ( d

i ))
 2d

Π
i=1

zi

fi

(
ziaT

i t
) (0)
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= E
t

2d

Π
i=1

zi

fi

(
sT

i t
)

ω0,

keďže i-ty stĺpec matice P (d, d − l − 1) má všetky zložky 0 alebo zi.

Pre zložky i-teho stĺpca matice P (d, d − l − 1) platí, že sú 0 alebo zi. Násobenie ma-

tice P (d, d − l − 1) a matice Diag (z) je ekvivalentné absolútnej hodnote zložiek matice

P (d, d − l − 1). Zložky vektora si sú preto iba 0 a 1.

Dokázané identitiy vo vete 2.8 a v tvrdení 2.9 budú platiť aj pre U(d, l) (polo)normu.

Dôsledok 2.10. Nech d ∈ N, l ∈ Z, −1 ≤ l ≤ d, f : ZN → C a z ∈ {±1}2d je uniformný

vektor znamienok. Označme s1, s2, . . . , s2d stĺpce matice P (d, d − l − 1) Diag (z). Platia

identity

i) dualita
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
=
∥∥∥Ff

∥∥∥
U(d,d−l−1)

,

ii) priame vyjadrenie
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
=
E

t

2d

Π
i=1

zi

f
(
sT

i t
)1/2d

, kde t ∈ Z2d

N , pričom ti = 0,

ak i-ty riadok matice P (d, d − l − 1) je 0T.

Dôkaz. Dôsledky vyplývajú z definície 2.6. U(d, l) normu môžeme vyjadriť ako ∥f∥U(d,l) =(
⟨f, f, . . . , f⟩G(d,l)

)1/2d

.

Príklad 2.3. Pre d = 2 napíšeme priame vyjadrenie U(2, l) (polo)noriem pre −1 ≤ l ≤ 2.

Riešenie. Určíme matice P (2, 2 − l − 1) Diag (z).

P (2, 2) Diag (z) =




, P (2, 1) Diag (z) =


1 1 1 1


,

P (2, 0) Diag (z) =


1 1

1 1

1 1 1 1


, P (2, −1) Diag (z) =



1

1 1

1 1

1 1 1 1


.
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Pre jednoduchosť zápisu umocníme U(2, l) (polo)normy na 4. Máme

∥∥∥f∥∥∥4

U(2,−1)
= f(0) f(0)f(0)f(0)

=
∣∣∣f(0)

∣∣∣4 ,

∥∥∥f∥∥∥4

U(2,0)
= E

x
f(x) f(x)f(x)f(x)

=
∥∥∥f∥∥∥4

4
,

∥∥∥f∥∥∥4

U(2,1)
= E

x,a,b
f(x + a + b) f(x + a)f(x + b)f(x)

=
∥∥∥f∥∥∥4

U(2)
,

∥∥∥f∥∥∥4

U(2,2)
= E

x,a,b,c
f(x + a + b + c) f(x + a)f(x + b)f(x)

=
∣∣∣∣Ex f(x)

∣∣∣∣4 .

Môžeme si všimnúť niekoľko vlastností, ktoré budú platiť všeobecne.

U(d, −1) a U(d, d) nie sú normy, ale iba polonormy, nakoľko nie sú kladne definitné,

iba kladne semidefinitné. Zároveň sú pre všetky rády d rovnaké
∥∥∥f∥∥∥

U(d,−1)
=
∣∣∣f(0)

∣∣∣ , ∥∥∥f∥∥∥
U(d,d)

=
∣∣∣∣Ex f(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣Ex f(x)ω0

∣∣∣∣ =
∣∣∣Ff(0)

∣∣∣ .
U(d, 0) normy budú vždy zodpovedať príslušnej p-norme pre p = 2d

∥∥∥f∥∥∥
U(d,0)

=
∥∥∥f∥∥∥

2d
.

U(d, 1) normy sú identické s U(d) normami z definície 1.15
∥∥∥f∥∥∥

U(d,1)
=
∥∥∥f∥∥∥

U(d)
.

Dôkaz týchto identít pre ľubovoľné d bude vyžadovať ďalšie tvrdenie, ktoré je dôsled-

kom rekurzívneho vyjadrenia matice P (d + 1, l) v tvrdení 2.4. V spomínanom tvrdení

ukážeme, že U(d, l) (polo)normu môžeme vyjadriť pomocou skalárneho súčinu a G(d−1, l)

skalárneho súčinu.

Tvrdenie 2.11. Nech d ∈ Z, d ≥ 0, l ∈ Z, −1 ≤ l ≤ d, f : ZN → C a z ∈ {±1}2d+1 je

uniformný vektor znamienok. Pre 2d+1 mocninu U(d+1, l) (polo)normy funkcie f existujú

vyjadrenia:
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i)
∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
= E

P(d,l)x=0

〈
∆x1 f, ∆x2 f, . . . , ∆x2d

f
〉

G(d,l+1)
,

ii) existuje H podgrupa Z2d

N , existuje g : H → C také, že platí∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
=
〈
g, g

〉
H

.

Dôkaz. Z definície U(d, l) (polo)normy a tvrdenia 2.4 vyplýva

∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
= E

P(d,l+1)y=0

2d

Π
i=1

zi
f (yi)︸︷︷︸

označíme ui

−zi
f (y2d+i)︸ ︷︷ ︸
označíme vi

= E[
P(d,l+1)

P(d,l) −P(d,l)

]
[ u

v ]=0

2d

Π
i=1

zi

f(ui) f(vi)

= E
P(d,l+1)u=0

P(d,l)u=P(d,l)v

2d

Π
i=1

zi

f (ui)︸︷︷︸
označíme vi + xi

f(vi).

Podmienka P (d, l + 1) u = 0 je ekvivalentná podmienke P (d, l + 1) v = 0, keďže

máme aj podmienku P (d, l) u = P (d, l) v a matica P (d, l) obsahuje všetky nenulové

riadky matice P (d, l + 1). Ďalej máme

∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
= E

P(d,l)x=0
E

P(d,l+1)v=0

2d

Π
i=1

zi

f(vi + xi) f(vi)

= E
P(d,l)x=0

E
P(d,l+1)v=0

2d

Π
i=1

zi∆xi
f(vi)

= E
P(d,l)x=0

〈
∆x1 f, ∆x2 f, . . . , ∆x2d

f
〉

G(d,l+1)
.

Alternatívne nech H je daná

H =
{
t ∈ Z2d

N

∣∣∣∀i ∈ {1, 2, . . . , 2d} : |Ni| ≠ l + 1 =⇒ ti = 0
}

,

kde N1, N2, . . . , N2d sú uniformne usporiadané podmnožiny.

Podmienka P (d, l) u = t ∈ H zodpovedá podmienkam:

1) pd(Ni)u = ti ∈ ZN , pre |N| = l + 1

2) pd(Ni)u = 0, pre |N| ≠ l + 1,

pre i ∈
{
1, 2, . . . , 2d

}
. Podmienky z kategórie 2) zodpovedajú rovnosti P (d, l + 1) u = 0.

Súbor podmienok P (d, l + 1) u = 0, P (d, l + 1) v = 0 a P (d, l) u = P (d, l) v zodpovedá

podmienkám P (d, l) u = P (d, l) v = t ∈ H.
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Máme vyjadrenie

∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
= E

P(d,l)u=P(d,l)v=t∈H

2d

Π
i=1

zi

f(ui) f(vi)

= E
t∈H

E
P(d,l)u=t

2d

Π
i=1

zi
f(ui)︸ ︷︷ ︸

označíme g(t)

E
P(d,l)v=t

2d

Π
i=1

−zi
f(vi)︸ ︷︷ ︸

označíme g(t)

=
〈
g, g

〉
H

.

Overíme, že vo vyjadrení ii) v tvrdení 2.11 sedí veľkosť dimenzie priestoru, v ktorom

diskrétne integrujeme.

V definičnom predpise U(d + 1, l + 1) (polo)normy integrujeme cez premennú zo Z2d+1
N ,

na ktorú máme d−l
Σ

(
d+1

i

)
podmienok. Tento priestor má dimenziu 2d+1 − d−l

Σ

(
d+1

i

)
=

d+1
Σ

(
d+1

i

)
− d−l

Σ

(
d+1

i

)
= l+1

Σ

(
d+1

i

)
.

Vo vyjadrení cez t ∈ H integrujeme cez H, s dimenziou
(

d
l+1

)
a premenné u, v, na ktoré

máme podmienky P (d, l) u = t, P (d, l) v = t. Pre u, v platí, že sú z priestoru s dimenziou

2d − d−l
Σ ( d

i ) = d
Σ ( d

i ) − d−l
Σ ( d

i ) = l
Σ ( d

i ). Keď integrujeme cez u, v a t, integrujeme cez

podpriestor s dimenziou l
Σ ( d

i )+ l
Σ ( d

i )+
(

d
l+1

)
= l

Σ ( d
i )+ l+1

Σ ( d
i ) = l+1

Σ

(
d+1

i

)
podľa lemy

2.1. Veľkosti dimenzie sa zhodujú.

Dôsledok 2.12 (ekvivalencia definícií). Nech d ∈ N, f : ZN → C. Platia identity:

i)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,1)︸ ︷︷ ︸
definícia 2.6

=
∥∥∥f∥∥∥

U(d)︸ ︷︷ ︸
definícia 1.15

,

ii)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,0)︸ ︷︷ ︸
definícia 2.6

=
∥∥∥f∥∥∥

2d︸ ︷︷ ︸
definícia 1.11

.

Dôkaz. Podľa tvrdenia 2.11 platí

∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,1)
= E

P(d−1,l−1)x=0

〈
∆x1 f, ∆x2 f, . . . , ∆x2d

f
〉

G(d−1,1)
.

Matica P (d − 1, 0) obsahuje 2d−1 − 1 nenulových riadkov, pričom v každom z nich je

rovnaký počet zložiek 1 a −1. Zrejme vektor x musí spĺňať x1 = x2 = · · · = x2d−1︸ ︷︷ ︸
označíme a1

.

Ďalej platí

∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,1)
= E

a1

〈
∆a1 f, ∆a1 f, . . . , ∆a1 f

〉
G(d−1,1)

= E
a1

∥∥∥∆a1 f
∥∥∥2d−1

U(d−1,1)
.
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Ak tento postup zopakujeme (d − 1)-krát, máme
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,1)
= E

a1,a2,...,ad−1

∥∥∥∆a1 ∆a2 . . . ∆ad−1 f
∥∥∥2

U(1,1)

= E
a1,a2,...,ad−1

E
x,ad

∆a1 ∆a2 . . . ∆ad−1 f(x + ad) ∆a1 ∆a2 . . . ∆ad−1 f(x)︸ ︷︷ ︸
priame vyjadrenie v dôsledku 2.10 pre U(1,1)

= E
x,a

∆a1 ∆a2 . . . ∆ad
f(x)︸ ︷︷ ︸

definícia 1.15

=
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d)
.

Podobne z definície U(d, 0) normy máme predpis

∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,0)
= E

P(d,0)x=0︸ ︷︷ ︸
x1=x2=···=x2d

2d

Π
i=1

zi
f (xi)︸︷︷︸
označíme a

= E
a

2d

Π
i=1

zi
f(a) = E

a

∣∣∣f(a)
∣∣∣2d

︸ ︷︷ ︸
definícia 1.11

=
∥∥∥f∥∥∥2d

2d
.

Rekurzívne vyjadrenie ∥f∥2d+1

U(d+1) = Ea ∥ ∆a f∥2d

U(d), ktoré sa nachádza v dôkaze dô-

sledku 2.12, sa v niektorých textoch využíva na definíciu Gowersovej uniformnej normy

rádu d. Napríklad B. Host a B. Kra takto definujú U(d) normu v článku [6, str. 4]. Po-

dobná definícia sa využíva aj v limitnom prípade na definíciu Gowers-Host-Kra uniformnej

polonormy v článku [2, str. 3].

Príklad 2.4 (vlastnosti U(d, l) (polo)normy). Označme f−(x) = f(−x), f̄(x) = f(x)

a ft(x) = f(x + t). Overíme, že pre všetky d, l platí ∥f−∥U(d,l) =
∥∥∥f̄∥∥∥

U(d,l)
= ∥f∥U(d,l) a pre

0 ≤ l ≤ d platí ∥ft∥U(d,l) = ∥f∥U(d,l).

Riešenie. Z definície U(d, l) (polo)normy máme

∥∥∥h∥∥∥2d

U(d,l)
= E

P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
h(xi).

V tomto vyjadrení za h postupne dosadíme f−, f̄ , ft.

Pre f− získame riešenie priamym výpočtom

E
P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
f−(xi) = E

P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
f (−xi)︸ ︷︷ ︸
označíme yi

= E
P(d,l)y=0

2d

Π
i=1

zi
f(yi) =

∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)
.

Rovnosť pre f̄ vyplýva z tvrdenia 2.11

E
P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi

f̄(xi) = E
P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
f(xi) =

〈
g, g

〉
=
〈
g, g

〉
=
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)
.
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Ďalej označme t =
[
t t . . . t

]T
a upravujme výraz pre ft

E
P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
ft(xi) = E

P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
f(xi + t)

= E
P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
f (xi + t)︸ ︷︷ ︸

označíme yi

= E
P(d,l)y−P(d,l)t=0

2d

Π
i=1

zi
f(yi).

Podľa tvrdenia 2.5 platí P (d, l) Diag (z) P (d, d − l − 1)T = 0. Pre 0 ≤ l ≤ d tvorí

posledný riadok matice P (d, d − l − 1) podmienka pd(1, 2, . . . , d) = zT. Ďalej platí, že

posledný stĺpec súčinu Diag (z) P (d, d − l − 1)T je identický s vektorom Diag (z) z =[
1 1 . . . 1

]T
.

Pre vektor t máme

P (d, l) t = t P (d, l)
[
1 1 . . . 1

]T

= t P (d, l) Diag (z) z

= t P (d, l) Diag (z) pd(1, 2, . . . , d)T︸ ︷︷ ︸
tvrdenie 2.5

= 0,

odtiaľ dostávame výsledok

E
P(d,l)y−P(d,l)t=0

2d

Π
i=1

zi
f(yi) = E

P(d,l)y=0

2d

Π
i=1

zi
f(yi) =

∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)
.

V tejto kapitole sme uviedli niektoré dôležité vlastnosti U(d, l) (polo)noriem a zovše-

obecnených skalárnych súčinov, najmä dualitu vo vete 2.8 a vyjadrenie pomocou skalár-

neho súčinu v tvrdení 2.11. Dôkazom, že U(d, l) je norma pre 0 ≤ l ≤ d − 1 (uvedené vo

vete 2.7) sme sa nezaoberali, môžeme ale aspoň naznačiť, ako by sme postupovali.

Trojuholníková nerovnosť sa dokazuje pomocou Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerov-

nosti ∣∣∣∣ 〈f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥f1

∥∥∥
U(d,l)

∥∥∥f2

∥∥∥
U(d,l)

. . .
∥∥∥f2d

∥∥∥
U(d,l)

,

ktorú neskôr formulujeme v tvrdení 3.1.

Z Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplýva Minkowského nerovnosť, ktorá zod-

povedá trojuholníkovej nerovnosti∥∥∥f + g
∥∥∥

U(d,l)
≤
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
+
∥∥∥g∥∥∥

U(d,l)
,
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argumentom, ktorý uviedol už T. Gowers v [4, str. 20].

Absolútna homogenita vyplýva z definície U(d, l) normy v definícii 2.6 a uniformného

vektora znamienok v definícii 2.2. Pre zložky uniformného vektora znamienok máme

z2d−1+i = (−1)|N2d−1+i| = (−1)|Ni∪{d}| = −(−1)|Ni| = −zi,

pre i ∈ {1, 2, . . . , 2d−1}.

Ďalej pre konštantu C ∈ C platí

∥∥∥Cf
∥∥∥

U(d,l)
=
 E

P(d,l)x=0

2d−1

Π
i=1

zi
Cf(xi)

−zi
Cf(x2d−1+i)

1/2d

= |C|
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
.

Z tvrdenia 2.11 vieme, že U(d, l) norma je kladne semidefinitná, keďže existuje vyjad-

renie ∥f∥2d

U(d,l) = ⟨g, g⟩H. Ďalej by sme potrebovali dokázať, že ∥f∥U(d,l) je kladne definitná,

teda funkcia g vo vyjadrení z tvrdenia 2.11 je identicky rovná 0 iba vtedy, keď funkcia

f je identicky rovná 0. Iný prístup k dôkazu semidefinitnosti uvádzame vďaka dôsledku

3.2 v kapitole 3.

Z týchto vlastností potom vyplýva, že ∥f∥U(d,l) je norma funkcie f . Ako sme už vyššie

spomenuli, presný dôkaz sa nachádza v článku M. Niepela [7].

3 Nerovnosti pre U(d,l) normy

V tretej kapitole využijeme dokázané vlastnosti U(d, l) (polo)noriem na odvodenie ne-

rovností, v ktorých vystupujú U(d, l) (polo)normy. Nerovnosti pre U(d, l) (polo)normy

doposiaľ neboli preskúmané, nakoľko pracovný článok M. Niepela [7] sa im nevenuje.

Keďže vektorové priestory C (ZN), resp. C
(
ẐN

)
sú konečnorozmerné, všetky normy

na nich definované sú ekvivalentné. V tejto kapitole nájdeme najlepšie konštanty C, c ∈ R,

ktoré spĺňajú

C
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
≤
∥∥∥f∥∥∥

U(d′,l′)
≤ c

∥∥∥f∥∥∥
U(d,l)

.

Podobne budeme skúmať, či existujú funkcie f , pre ktoré sa v týchto ohraničeniach

nadobúda rovnosť.

Naša definícia U(d, l) (polo)noriem v definícii 2.6 sa ukáže ako výhodná práve v pod-

kapitole 3.1, kde vďaka nej odvodíme nový pojem autokorelácií vyšších rádov a dokážeme

kľúčovú vetu 3.5.
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V podkapitole 3.2 sériou príkladov odvodíme jednu analógiu Youngovej konvolučnej

nerovnosti pre U(d, l) (polo)normy. Podkapitola 3.2 slúži aj ako prehľadná podkapitola

počítania s U(d, l) (polo)normami, keďže sme sa v nej viac zamerali na príklady.

Príklad 3.1. Nájdeme U(d, l) normu funkcií 1, δ, 1, ∆ a určíme aké nerovnosti platia pre

U(d, l) normy δ funkcie vzhľadom na rád d a stupeň l.

Riešenie. Máme
∥∥∥1∥∥∥2d

U(d,l)
= E

P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi1(xi) = E
P(d,l)x=0

1 = 1,

∥∥∥δ∥∥∥2d

U(d,l)
= E

P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
δ(xi)︸ ︷︷ ︸

0 pre x̸=0
N2d pre x=0

= N
2d− l

Σ ( d
i )

,

keďže z podmienky P (d, l) x = 0 vyplýva, že robíme priemer cez l
Σ ( d

i )-rozmernú pod-

grupu.

Podobne platí

∥∥∥1∥∥∥2d

U(d,l)
= Σ

P(d,l)χ=0

2d

Π
i=1

zi1(χi) = Σ
P(d,l)χ=0

1 = N
l
Σ ( d

i )
,

∥∥∥∆∥∥∥2d

U(d,l)
= Σ

P(d,l)χ=0

2d

Π
i=1

zi
∆(χi)︸ ︷︷ ︸

0 pre χ̸=0
1 pre χ=0

= 1.

Pre δ funkciu máme nerovnosti

∥∥∥δ∥∥∥
U(d+1,l)

= N
1− l

Σ

(
d+1

i

)/
2d+1

≥ N
1− l

Σ ( d
i )/2d

=
∥∥∥δ∥∥∥

U(d,l)
,

∥∥∥δ∥∥∥
U(d+1,l+1)

= N
1− l+1

Σ

(
d+1

i

)/
2d+1

≤ N
1− l

Σ ( d
i )/2d

=
∥∥∥δ∥∥∥

U(d,l)
,

keďže podľa lemy 2.1, identita iv) platí

l
Σ

(
d+1

i

)
= l

Σ ( d
i ) + l−1

Σ ( d
i ) ≤ 2 ( l

Σ ( d
i )) ,

l+1
Σ

(
d+1

i

)
= l+1

Σ ( d
i ) + l

Σ ( d
i ) ≥ 2 ( l

Σ ( d
i )) ,

(v prípade, že l = 0 definujeme l−1
Σ ( d

i ) = 0).

Spojením týchto nerovností máme nerovnosť
∥∥∥δ∥∥∥

U(d,l)
≥
∥∥∥δ∥∥∥

U(d,l+1)
.
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Budeme skúmať nerovnosti medzi U(d, l) normami vzhľadom na rád d a stupeň l.

Použijeme značenie

U
(d,l) =

∥∥∥f∥∥∥
U(d,l)

,

pre nejakú funkciu f : ZN → C.

Z príkladu 3.1 predpokladáme, že nerovnosti sa vyskytujú podľa nasledujúcej schémy

U
(1,0)

≥ ≥

U
(2,0) ≥ U

(2,1)

≥ ≥ ≥ ≥

U
(3,0) ≥ U

(3,1) ≥ U
(3,2)

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

U
(4,0) ≥ U

(4,1) ≥ U
(4,2) ≥ U

(4,3)

.

Zároveň z príkladu 3.1 vieme, že existuje funkcia, v ktorej nastávajú v celej schéme rov-

nosti, je ňou funkcia 1.

Niektoré z uvedených nerovností sú známe, napríklad B. Szegedy uvádza v [10, str. 27]

nerovnosť ∥f∥U(d) ≤ ∥f∥2d−1 , ktorá vďaka dôsledku 2.12 zodpovedá nerovnosti ∥f∥U(d,1) ≤

∥f∥U(d−1,0).

V predpokladanej schéme nerovností si môžeme všimnúť opakujúcu sa štruktúru

U
(d,l)

≥ ≥

U
(d+1,l) ≥ U

(d+1,l+1)

≥ ≥
U

(d+2,l+1)

. (3)

Aby sme dokázali, že nerovnosti platia podľa tejto schémy pre všetky d ∈ N a l ∈ Z,

0 ≤ l ≤ d − 1, potrebujeme dokázať nerovnosti

∥∥∥f∥∥∥
U(d,l)

≤
∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,l)
,

∥∥∥f∥∥∥
U(d,l)

≥
∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,l+1)
.
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Poznámka: Doplnením predpokladanej schémy nerovností o polonormy U(d, d) máme

U
(1,0) ≥ U

(1,1)

≥ ≥ ≥ =

U
(2,0) ≥ U

(2,1) ≥ U
(2,2)

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ =

U
(3,0) ≥ U

(3,1) ≥ U
(3,2) ≥ U

(3,3)

,

keďže pre všetky d, p ∈ N platí

∥∥∥f∥∥∥
U(d,d−1)

=
∥∥∥Ff

∥∥∥
2d

=
(
Σ
χ

∣∣∣Ff(χ)
∣∣∣2d)1/2d

≥
(∣∣∣Ff(0)

∣∣∣2d)1/2d

=
∥∥∥f∥∥∥

U(p,p)
.

Pre polonormy U(d, −1) nerovnosti nemáme. Stále platí, že ∥f∥U(d,−1) = ∥f∥U(p,−1) pre

ľubovoľné d a p, ale nerovnosť medzi ∥f∥U(d,−1) a ∥f∥U(p,0) môže ísť oboma smermi.

Príklad 3.2 (nerovnosti medzi 2d-normami). Overíme, že medzi 2d-normami ∥f∥2d a

∥Ff∥2d, zodpovedajúcimi ∥f∥U(d,0) a ∥f∥U(d,d−1) platia nerovnosti:

i)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,d−1)
≥
∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,d)
,

ii)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,0)
≥ N

− 1/2d+1 ∥∥∥f∥∥∥
U(d+1,0)

,

a uvedieme príklad funkcií, v ktorých nastáva v daných nerovnostiach rovnosť.

Riešenie. Vďaka dualite v dôsledku 2.10 a ekvivalencii v dôsledku 2.12 platí

∥∥∥f∥∥∥
U(d,d−1)

=
∥∥∥Ff

∥∥∥
U(d,0)

=
∥∥∥Ff

∥∥∥
2d

,
∥∥∥f∥∥∥

U(d,0)
=
∥∥∥f∥∥∥

2d
.

Prvá nerovnosť vyplýva zo štandardného vzorca pre druhú mocninu súčtu. Umocníme

ľavú stranu nerovnosti na 2d+1 a máme

∥∥∥Ff
∥∥∥2d+1

2d
=
(
Σ
χ

∣∣∣Ff(χ)
∣∣∣2d)2

= Σ
χ

∣∣∣Ff(χ)
∣∣∣2d+1

+ 2 Σ
χ ̸=φ

∣∣∣Ff(χ)Ff(φ)
∣∣∣2d

≥ Σ
χ

∣∣∣Ff(χ)
∣∣∣2d+1

=
∥∥∥Ff

∥∥∥2d+1

2d+1
.
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Podobné úpravy môžeme vykonať aj pre druhú nerovnosť, pričom konštanta N− 1/2d+1

vyplýva z inej miery v diskrétnom integráli. Upravujme 2d+1 mocninu 2d-normy funkcie f

∥∥∥f∥∥∥2d+1

2d
=
(
E
x

∣∣∣f(x)
∣∣∣2d)2

= 1
N2

(
N−1∑
x=0

∣∣∣f(x)
∣∣∣2d
)2

= 1
N2

N−1∑
x=0

∣∣∣f(x)
∣∣∣2d+1

+ 2 1
N2

N−1∑
x=0

N−1∑
y=0
x ̸=y

∣∣∣f(x)f(y)
∣∣∣2d

≥ 1
N
E
x

∣∣∣f(x)
∣∣∣2d+1

= 1
N

∥∥∥f∥∥∥2d+1

2d+1
.

Z postupu, ktorým sme odvodili nerovnosti vidíme, že v oboch prípadoch nastane

rovnosť práve vtedy, keď platí Ff(χ)Ff(φ) = 0 pre χ ̸= φ a f(x)f(y) = 0 pre x ̸= y.

Príklad funkcie, v ktorej nastane rovnosť v druhej nerovnosti, je f = δ. Analogicky v prvej

nerovnosti nastane rovnosť, keď Ff = ∆, čo vďaka leme 1.5 zodpovedá funkcii f = 1.

Fakt, že vo funkcii 1 sa všetky U(d, l) normy rovnajú, sme už ukázali v príklade 3.1.

Na dôkaz ďalších nerovností zo schémy (3) využijeme Gowers-Cauchy-Schwarzovu

nerovnosť. Táto nerovnosť je analógiou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti v tvrdení 1.13

a je potrebná na dôkaz vety 2.7, kde z nej vyplýva trojuholníková nerovnosť pre U(d, l)

(polo)normy.

Tvrdenie 3.1 (Gowers-Cauchy-Schwarzova nerovnosť). Nech d ∈ N, l ∈ Z, 0 ≤ l ≤ d−1,

f1, f2, . . . , f2d : ZN → C. Platí nerovnosť∣∣∣∣ 〈f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥f1

∥∥∥
U(d,l)

∥∥∥f2

∥∥∥
U(d,l)

. . .
∥∥∥f2d

∥∥∥
U(d,l)

.

Dôkaz. Pre prípad d = 1, je jediné prípustné l = 0, tento prípad je priamo Cauchy-

Schwarzova nerovnosť v tvrdení 1.13.

Nech d > 1. Postupom analogickým k dôkazu tvrdenia 2.11 môžeme odvodiť vyjadre-

nie 〈
f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

=
〈
g, h

〉
H

,

kde H je daná

H =
{
t ∈ Z2d−1

N

∣∣∣ ∀i ∈ {1, 2, . . . , 2d−1} : |Ni| ≠ l + 1 =⇒ ti = 0
}

,
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a funkcie g a h majú vyjadrenie

g(t) = E
P(d−1,l−1)x=t

2d−1

Π
i=1

zi
fi(xi), h(t) = E

P(d−1,l−1)x=t

2d−1

Π
i=1

zi
f2d−1+i(xi).

Ďalej je dôkaz analogický k prípadu d = 2, l = 1, ako ho uvádza T. Gowers v prehľa-

dovom článku [5, str.11]. Z Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplýva
∣∣∣∣ 〈f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

∣∣∣∣ =
∣∣∣ 〈g, h

〉
H

∣∣∣ ≤
〈
g, g

〉1/2

H

〈
h, h

〉1/2

H
.

Z vyjadrenia G(d, l) skalárneho súčinu ako skalárneho súčinu funkcií g, h vyplýva

〈
g, g

〉
H

=
〈
f1, . . . , f2d−1 , f1, . . . , f2d−1

〉
G(d,l)

.

Platí nasledujúca symetria

〈
f1, . . . , f2d−1 , f1, . . . , f2d−1

〉
G(d,l)

=
〈
f1, f1, . . . , f2d−1 , f2d−1

〉
G(d,l)

,

ktorú v tomto texte nebudeme dokazovať. Myšlienka dôkazu spočíva v zámene úlohy

prvkov 1 a d z množiny {1, 2, . . . , d} v definícii uniformne usporiadaných podmnožín

z definície 2.2. Presný dôkaz sa nachádza v článku M. Niepela [7].

Máme nerovnosť
∣∣∣∣ 〈f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

∣∣∣∣ ≤
〈
f1, f1, . . . , f2d−1 , f2d−1

〉1/2

G(d,l)

〈
f2d−1+1, f2d−1+1, . . . , f2d , f2d

〉1/2

G(d,l)
.

Postup môžeme zopakovať (d − 1)-krát, čo vedie k nerovnosti
∣∣∣∣ 〈f1, f2, . . . , f2d

〉
G(d,l)

∣∣∣∣ ≤
〈
f1, . . . , f1

〉1/2d

G(d,l)︸ ︷︷ ︸
∥f1∥U(d,l)

〈
f2, . . . , f2

〉1/2d

G(d,l)︸ ︷︷ ︸
∥f2∥U(d,l)

. . .
〈
f2d , . . . , f2d

〉1/2d

G(d,l)︸ ︷︷ ︸
∥f2d∥U(d,l)

.

Nerovnosť ∥f∥U(d,l) ≤ ∥f∥U(d+1,l) zo schémy (3) je dôsledkom Gowers-Cauchy-Schwar-

zovej nerovnosti.

Dôsledok 3.2. Nech d ∈ N, l ∈ Z, 0 ≤ l ≤ d − 1, f : ZN → C. Platia nerovnosti:

i)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
≤
∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,l)
,

ii)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
≤ N

( d
l+1)/2d+1 ∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,l+1)
.
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Dôkaz. V dôkaze využijeme Gowers-Cauchy-Schwarzovu nerovnosť z tvrdenia 3.1 a fun-

kcie 1 a 1.

Vezmime G(d + 1, l) skalárny súčin z 2d-krát funkcie f a 2d-krát funkcie 1. Vďaka

rekurzívnemu vyjadreniu v tvrdení 2.4 platí

〈
f, f, . . . , f, 1, 1, . . . , 1

〉
G(d+1,l)

= E
P(d+1,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
f (xi)︸︷︷︸

označíme yi

−zi1(x2d+i)︸ ︷︷ ︸
1

= E
P(d,l)y=0

2d

Π
i=1

zi
f(yi)

=
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)
.

Ďalej z Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplýva
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)
=
〈
f, f, . . . , f, 1, 1, . . . , 1

〉
G(d+1,l)

≤
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d+1,l)

∥∥∥1∥∥∥2d

U(d+1,l)︸ ︷︷ ︸
1

=
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d+1,l)
.

Na overenie druhej nerovnosti budeme postupovať analogicky, avšak rozdiel bude

v tom, že funkcia 1 : ẐN → C nemá U(d, l) normu 1. Nech r ∈ Z, 0 ≤ r ≤ d − 1.

Využijeme dualitu vo vete 2.8 a máme

〈
Ff, Ff, . . . , Ff, 1, 1, . . . , 1

〉
G(d+1,r)

= Σ
P(d+1,r)χ=0

2d

Π
i=1

ziFf (χi)︸︷︷︸
označíme φi

−zi1 (χ2d+i)︸ ︷︷ ︸
označíme ζi

= Σ[
P(d,r)

P(d,r−1) −P(d,r−1)

][
φ
ζ

]
=0

2d

Π
i=1

ziFf(φi)
−zi1(ζi)︸ ︷︷ ︸

1

= Σ
P(d,r)φ=0

2d

Π
i=1

ziFf(φi) Σ
P(d,r−1)ζ=P(d,r−1)φ

1︸ ︷︷ ︸
suma cez r−1

Σ ( d
i )-rozmernú podgrupu

= N

r−1
Σ ( d

i ) ∥∥∥Ff
∥∥∥2d

U(d,r)

= N

r−1
Σ ( d

i ) ∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,d−r−1)
.

Opäť môžeme použiť Gowers-Cauchy-Schwarzovu nerovnosť
〈
Ff, Ff, . . . , Ff, 1, 1, . . . , 1

〉
G(d+1,r)

≤
∥∥∥Ff

∥∥∥2d

U(d+1,r)

∥∥∥1∥∥∥2d

U(d+1,r)︸ ︷︷ ︸
príklad 3.1

= N

r
Σ

(
d+1

i

)/
2 ∥∥∥f∥∥∥2d

U(d+1,d−r)
.
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Spojením vyššie uvedených výrazov máme

∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,d−r−1)
≤ N

r
Σ

(
d+1

i

)/
2 − r−1

Σ ( d
i ) ∥∥∥f∥∥∥2d

U(d+1,d−r)
.

Z lemy 2.1 vyplýva

r
Σ

(
d+1

i

)
2 − r−1

Σ ( d
i ) =

r
Σ

(
d+1

i

)
− r−1

Σ ( d
i )

2︸ ︷︷ ︸
lema 2.1, identita iv)

−
r−1
Σ ( d

i )
2 =

r
Σ ( d

i )
2 −

r−1
Σ ( d

i )
2 =

(
d
r

)
2 =

(
d

d−r

)
2 ,

čo vedie na nerovnosť

∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,d−r−1)
≤ N

( d
d−r)/2 ∥∥∥f∥∥∥2d

U(d+1,d−r)
.

Po označení r = d − l − 1 a sa výraz upraví na nerovnosť ii).

Nerovnosť ∥f∥U(d) ≤ ∥f∥U(d+1) nie je nový výsledok, uvádza ho už T. Gowers naprí-

klad v [5, str.18], rovnako argument pomocou Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerovnosti už

v tomto prípade bol použitý. Dôsledkom 3.2 sme najmä overili, že tento argument zostáva

rovnaký aj pre U(d, l) normy, kde l ̸= 1 a našli sme konštanty v opačných nerovnostiach,

ktoré sú najlepšie, ako neskôr ukážeme v príklade 3.7.

Z príkladu 3.2 a dôsledku 3.2 môžeme nahliadnuť nasledujúcu schému nerovností

· · · ≥ U
(4,0) ≥ U

(3,0) ≥ U
(2,0) ≥ U

(1,0) ≥ U
(2,1) ≥ U

(3,2) ≥ U
(4,3) ≥ . . .

Táto schéma je konzistentná s predpokladanou schémou pre nerovnosti U(d, l) noriem.

V príklade 3.2 a dôsledku 3.2 sme našli aj opačné nerovnosti, preto máme aj druhú schému

nerovností

· · · ≤ N
− 1/4 − 1/8

U
(2,0) ≤ N

− 1/4
U

(2,0) ≤ U
(1,0) ≤ N

1/4
U

(2,1) ≤ N
1/4 + 1/8

U
(3,2) ≤ . . .

Uvedené schémy pre U(d, 0) normy a U(d, d − 1) normy zodpovedajú ekvivalencii 2d-

noriem v N -rozmernom komplexnom vektorovom priestore C(ZN).

Dôsledkom 3.2 a príkladom 3.2 sme v schéme nerovností pre d ≤ 4 zatiaľ dokázali
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nasledujúce nerovnosti

U
(1,0)

≥ ≥

U
(2,0) ≥ U

(2,1)

≥ ≥ ≥

U
(3,0)

U
(3,1) ≥ U

(3,2)

≥ ≥ ≥ ≥

U
(4,0)

U
(4,1)

U
(4,2) ≥ U

(4,3)

.

Tieto nerovnosti sú zároveň postačujúci argument pre kladnú definitnosť U(d, l) no-

riem. Zo schémy vyplýva, že každá U(d, l) norma je väčšia ako U(l+1, l) norma. U(l+1, l)

norma funkcie f je ale vďaka dualite v dôsledku 2.10 identická s U(l + 1, 0) normou

jej DFT, ktorá je podľa dôsledku 2.12 ekvivalentná 2l-norme. Kladná definitnosť U(d, l)

normy potom vyplýva z kladnej definitnosti 2l-normy DFT funkcie f .

Na dokázanie ďalších nerovností zo schémy (3) budeme potrebovať definovať nový

pojem - autokorelácia vyšších rádov.

3.1 Autokorelácie vyšších rádov

Motiváciou zovšeobecnenia autokorelácie funkcie f (f)K nám bude vyjadrenie v tvrdení

2.11. V príklade 1.6 sme definovali autokoreláciu rádu 2 funkcie f , ktorú sme označili

(f)K(2). Okrem zovšeobecnenia autokorelácie (f)K z definície 1.7 by bolo žiadúce, aby

pojem autokorelácie vyšších rádov bol zároveň aj zovšeobecnením autokorelácie (f)K(2).

Pripomenieme si tvrdenie 2.11. Máme vyjadrenie
∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
=
〈
g, g

〉
H

,

kde funkcia g má predpis

g(t) = E
P(d,l)x=t

2d

Π
i=1

zi
f(xi),

a t ∈ H. H je daná

H =
{
t ∈ Z2d

N

∣∣∣∀i ∈ {1, 2, . . . , 2d} : |Ni| ≠ l + 1 =⇒ ti = 0
}

.

Príklad 3.3. Nájdeme vyjadrenie funkcie g pre d = 1, 2 a l = 0.
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Riešenie. Pre d = 1, l = 0 máme

g(t) = E
P(1,0)x=t

f(x1) f(x2)

= E
[ 1 −1 ][ x1

x2 ]=[ 0
t2 ]

f(x1) f(x2)

= E
x1−x2=t2

f(x1) f(x2)

= E
x2

f(x2 + t2) f(x2)

= (f)K (t2),

teda autokorelácia (f)K je špeciálnym prípadom funkcie g.

Podobne upravujme funkciu g pre d = 2 a l = 0

g(t) = E
P(2,0)x=t

f(x1) f(x2)f(x3)f(x4) = E[
1 −1
1 −1
1 −1 −1 1

][x1
x2
x3
x4

]
=

[
0
t2
t3
0

] f(x1) f(x2)f(x3)f(x4).

Podmienka P (2, 0) x = t je ekvivalentná

x2 = x1 − t2,

x3 = x1 − t3,

x4 = −x1 + x2 + x3 = −x1 + (x1 − t2) + (x1 − t3) = x1 − t2 − t3.

Dosadíme vyjadrenie premenných x2, x3, x4 podľa x1 do funkcie g

g(t) = E
x1

f(x1) f(x1 − t2)f(x1 − t3)f (x1 − t2 − t3)︸ ︷︷ ︸
označíme y

= E
y

f(y + t2 + t3) f(y + t3)f(y + t2)f(y),

čo zodpovedá autokorelácii rádu 2 funkcie f z príkladu 1.6, (f)K(2) (t2, t3).

Funkcia g je teda istým zovšeobecnením autokorelácie a využijeme ju na definíciu

autokorelácie rádu d a stupňa l.

Definícia 3.3 (autokorelácie vyšších rádov). Nech d ∈ N, l ∈ Z, −1 ≤ l ≤ d, a N1,

N2, . . . , N2d sú uniformne usporiadané podmnožiny. H je podgrupa Z2d

N daná

H =
{
t ∈ Z2d

N

∣∣∣∀i ∈ {1, 2, . . . , 2d} : |Ni| ≠ l + 1 =⇒ ti = 0
}

.
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Nech f : ZN → C, z ∈ {±1}2d je uniformný vektor znamienok a t ∈ H. Autokoreláciu

rádu d a stupňa l funkcie f definujeme predpisom

(f)K(d,l) (t) = E
P(d,l)x=t

2d

Π
i=1

zi
f(xi).

Z príkladu 3.3 vyplýva

(f)K(1,0) (0, t2) = (f)K (t2)︸ ︷︷ ︸
definícia 1.7

, (f)K(2,0) (0, t2, t3, 0) = (f)K(2) (t2, t3)︸ ︷︷ ︸
príklad 1.6

.

Poznámka: Vďaka vzťahu∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
=
〈

(f)K(d,l) , (f)K(d,l)

〉
H

,

by sme mohli postupovať analogicky k príkladu 1.6. Pomocou dôsledku 1.10 by sme na-

šli DFT autokorelácie (f)K(d,l). Ďalej by sme využili Parsevalovu identitu na odvodenie

analogickej identity k identite ∥f∥U(3) = ∥Ff∥U(3) z príkladu 1.6. Tento postup je už ale

redundantný, keďže hľadanú identitu poznáme vďaka vete 2.8.

Zároveň ale platí∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,d−l−1)
=
〈

(Ff)K(d,d−l−2) , (Ff)K(d,d−l−2)

〉
Ĥ

,

kde Ĥ je daná

Ĥ =
{
τ ∈ Ẑ2d

N

∣∣∣∀i ∈ {1, 2, . . . , 2d} : |Ni| ≠ d − l − 1 =⇒ τi = 0
}

.

Postup z príkladu 1.6 naznačuje, že platí identita

F( d
l+1)

[
(f)K(d,l)

]
(τ ) = (Ff)K(d,d−l−2) (τ ).

Dokázať uvedenú identitu môže byť zaujímavou úlohou, ktorou sa v tejto práci ale ďalej

nezaoberáme.

Príklad 3.4. Vyjadríme U(2, 0) normu a U(2, 1) normu funkcie f pomocou autokorelácie

(f)K(2,0).

Riešenie. Napíšeme predpis štvrtých mocnín U(2, 0) normy a U(2, 1) normy z príkladu

2.3 ∥∥∥f∥∥∥4

U(2,0)
= E

x
f(x) f(x)f(x)f(x),

∥∥∥f∥∥∥4

U(2,1)
= E

x,a,b
f(x + a + b) f(x + b)f(x + a)f(x).
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Ďalej z príkladu 3.3 máme

(f)K(2,0) (0, t2, t3, 0) = E
x

f(x + t2 + t3) f(x + t3)f(x + t2)f(x).

Zrejme platí

∥∥∥f∥∥∥4

U(2,0)
= (f)K(2,0) (0, 0, 0, 0),

∥∥∥f∥∥∥4

U(2,1)
= E

a,b
(f)K(2,0) (0, a, b, 0).

Analogické vzťahy platia aj pre ľubovoľný rád d a stupeň l.

Lema 3.4. Nech d ∈ N, l ∈ Z, −1 ≤ l ≤ d. Pre autokorelácie vyšších rádov platí

i) (f)K(d,l) (0) =
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)
,

ii) E
t∈H

(f)K(d,l−1) (t) =
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)
.

Dôkaz. Prvá identita vyplýva priamo z definícií 2.6 a 3.3.

Ďalej upravujme

E
t∈H

(f)K(d,l−1) (t) = E
t∈H

E
P(d,l−1)x=t

2d

Π
i=1

zi
f(xi) = E

[ x
t ]∈G

2d

Π
i=1

zi
f(xi),

kde podgrupa G je daná

G =
{
[ x

t ] ∈ Z2d+1

N

∣∣∣P (d, l − 1) x = t, ∀i ∈ {1, 2, . . . , 2d} : |Ni| ≠ l =⇒ ti = 0
}

.

Nech N1, N2, . . . , N2d sú uniformne usporiadané podmnožiny. Matica P (d, l − 1) obsa-

huje všetky nenulové riadky matice P (d, l). Z definície 2.3 vyplýva, že i-ty riadok matice

P (d, l) je nenulový práve vtedy, keď |Ni| > l pre i ∈ {1, 2, . . . , 2d}. Z ohraničenia |Ni| > l

vyplýva ti = 0. Podgrupu G môžeme vyjadriť ako

G =
{
[ x

t ] ∈ Z2d+1

N

∣∣∣P (d, l) x = 0, P (d, l − 1) x = t
}

.

Ďalej platí

E
t∈H

(f)K(d,l−1) (t) = E
[ x

t ]∈G

2d

Π
i=1

zi
f(xi) = E

P(d,l)x=0

2d

Π
i=1

zi
f(xi) E

t=P(d,l−1)x︸ ︷︷ ︸
diskrétny integrál podľa t

1 =
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)
.

Príklad 3.5. Určíme, v akom bode sa nadobúda maximum absolútnej hodnoty autokore-

lácie (f)K funkcie f .
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Riešenie. Upravujme pre t ∈ ZN∣∣∣ (f)K (t)
∣∣∣ =

∣∣∣E
x

f(x + t)︸ ︷︷ ︸
označíme ft(x)

f(x)
∣∣∣ =

∣∣∣ 〈ft, f
〉∣∣∣ .

Z Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplýva∣∣∣ (f)K (t)
∣∣∣ ≤

∥∥∥ft

∥∥∥
2︸ ︷︷ ︸

príklad 2.4

∥∥∥f∥∥∥
2

=
∥∥∥f∥∥∥2

2
= E

x
f(x) f(x) = (f)K (0).

Z nerovnosti | (f)K (t)| ≤ (f)K (0) vyplýva

max
t

∣∣∣ (f)K (t)
∣∣∣ = (f)K (0).

Nasledujúca veta o maxime autokorelácie vyšších rádov je jedným z hlavných výsledkov

našej práce.

Veta 3.5 (maximum autokorelácie vyšších rádov). Nech d ∈ N, l ∈ Z, 0 ≤ l ≤ d − 1,

f : ZN → C. Pre maximum autokorelácie rádu d a stupňa l funkcie f platí

max
t∈H

∣∣∣ (f)K(d,l) (t)
∣∣∣ = (f)K(d,l) (0).

Dôkaz. Postup bude analogický k príkladu 3.5, úlohu Cauchy-Schwarzovej nerovnosti na-

hradí Gowers-Cauchy-Schwarzova nerovnosť. Aby sme ju mohli využiť, potrebujeme au-

tokoreláciu rádu d a stupňa l vyjadriť ako G(d, l) skalárny súčin 2d funkcií f posunutých

v argumente.

Z definície 3.3 máme

(f)K(d,l) (t) = E
P(d,l)x=t

2d

Π
i=1

zi
f(xi).

Nech N1, N2, . . . , N2d sú uniformne usporiadané podmnožiny. Nech i ∈ {1, 2, . . . , 2d},

pričom |Ni| = l + 1. Použijeme substitúciu

yj =


xj − (−1)l+1ti, ak Ni ⊆ Nj,

xj inak.

pre j ∈ {1, 2, . . . , 2d}.

Nech M ⊆ {1, 2, . . . , d}, |M| ≥ l + 1. Podmienka pd(M) je jedným z riadkov matice

P (d, l). Upravujme podľa definície 2.3 súčin pd(M)y

pd(M)y =
|M|∑
a=0

∑
A⊆M,
|A|=a

(−1)ae(A)y.
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Sumu môžeme rozdeliť podľa toho, či A obsahuje podmnožinu Ni. Ďalej máme

pd(M)y =
|M|∑
a=0

∑
A⊆M,

Ni⊈A,|A|=a

(−1)ae(A)y +
|M|∑
a=0

∑
A⊆M,
Ni⊆A,
|A|=a

(−1)ae(A)y

=
|M|∑
a=0

∑
A⊆M,

Ni⊈A,|A|=a

(−1)ae(A)x +
|M|∑
a=0

∑
A⊆M,
Ni⊆A,
|A|=a

(−1)a
(
e(A)x − (−1)l+1ti

)

=
|M|∑
a=0

∑
A⊆M,
|A|=a

(−1)ae(A)x − ti

|M|∑
a=0

∑
A⊆M,
Ni⊆A,
|A|=a

(−1)a+l+1

= pd(M)x − ti

|M|∑
a=0

∑
A⊆M,
Ni⊆A,
|A|=a

(−1)a+l+1.

V prípade, že M neobsahuje podmnožinu Ni, platí pd(M)y = pd(M)x. Nech Ni ⊆ M.

V prípade, že A obsahuje podmnožinu Ni, musí platiť |A| ≥ l + 1. Ďalej platí

−ti

|M|∑
a=l+1

∑
A⊆M,
Ni⊆A,
|A|=a

(−1)a+l+1 = −ti

|M|∑
a=l+1

∑
A⊆(M\Ni),
|A|=a−l−1

(−1)a+l+1 = −ti

|M\Ni|∑
a=0

∑
A⊆(M\Ni),

|A|=a

(−1)a+2l+2︸ ︷︷ ︸
(−1)a

.

Vďaka binomickej vete máme

|M\Ni|∑
a=0

∑
A⊆(M\Ni),

|A|=a

(−1)a =
|M\Ni|∑

a=0

(
|M\Ni|

a

)
︸ ︷︷ ︸

počet a-prvkových podmnožín množiny M\Ni

(−1)a = (1 − 1)|M\Ni| =


1, ak M = Ni,

0 inak,

čo vedie k výsledku

pd(M)y =


pd(M)x − ti = 0, ak M = Ni,

pd(M)x inak,

pre všetky M ⊆ {1, 2, . . . , d}. V maticovom zápise máme

P (d, l) y = P (d, l) x︸ ︷︷ ︸
t

−tie(Ni)T = t − tie(Ni)T.

Postup môžeme zopakovať pre všetky Nj, |Nj| = l + 1, j ∈ {1, 2, . . . , 2d}, teda spolu(
d

l+1

)
-krát.
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Výsledná substitúcia bude

uj = xj − (−1)l+1 ∑
Nk⊆Nj ,

|Nk|=l+1

tk

︸ ︷︷ ︸
označíme Tj

= xj − Tj,

pre všetky j ∈ {1, 2, . . . , 2d}, čo nám zabezpečí

P (d, l) u = P (d, l) x︸ ︷︷ ︸
t

−
∑

|Nj |=l+1
tje(Nj)T

︸ ︷︷ ︸
t

= 0.

Upravujme autokoreláciu

(f)K(d,l) (t) = E
P(d,l)x=t

2d

Π
i=1

zi
f(xi)

= E
P(d,l)u=0

2d

Π
i=1

zi
f(ui + Ti)︸ ︷︷ ︸

označíme fTi
(ui)

= E
P(d,l)u=0

2d

Π
i=1

zi
fTi

(ui).

Podľa definície 2.6 teda platí

(f)K(d,l) (t) =
〈
fT1 , fT2 , . . . , fT2d

〉
G(d,l)

.

Z Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplýva
∣∣∣ (f)K(d,l) (t)

∣∣∣ =
∣∣∣∣ 〈fT1 , fT2 , . . . , fT2d

〉
G(d,l)

∣∣∣∣
≤
∥∥∥fT1

∥∥∥
U(d,l)

∥∥∥fT2

∥∥∥
U(d,l)

. . .
∥∥∥fT2d

∥∥∥
U(d,l)︸ ︷︷ ︸

príklad 2.4

=
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)︸ ︷︷ ︸
lema 3.4

= (f)K(d,l) (0).

Príklad 3.6. Dokážeme nerovnosť ∥f∥U(d,l) ≥ ∥f∥U(d,l+1) medzi U(d, l) normami s rovna-

kým rádom d.

Riešenie. Vďaka vete 3.5 máme
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l+1)︸ ︷︷ ︸
lema 3.4

= E
t

(f)K(d,l) (t)︸ ︷︷ ︸
priemer (f)K(d,l)

≤ max
t

∣∣∣ (f)K(d,l) (t)
∣∣∣ = (f)K(d,l) (0)︸ ︷︷ ︸

lema 3.4

=
∥∥∥f∥∥∥2d

U(d,l)
.
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Okrem nerovností medzi normami s rovnakým rádom d máme, ako dôsledok vety

3.5 a tvrdenia 2.11, aj zvyšné doposiaľ nedokázané nerovnosti v schéme (3). Nerovnosti

v dôsledku 3.6 doposiaľ neboli pre U(d, l) normy overené.

Dôsledok 3.6. Nech d ∈ N, l ∈ Z, 0 ≤ l ≤ d − 1, f : ZN → C. Platia nerovnosti:

i)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
≥
∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,l+1)
,

ii)
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
≥ N

−(d
l)/2d+1 ∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,l)
.

Dôkaz. Nech H je daná

H =
{
t ∈ Z2d

N

∣∣∣∀i ∈ {1, 2, . . . , 2d} : |Ni| ≠ l + 1 =⇒ ti = 0
}

.

Z tvrdenia 2.11 vyplýva∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
=
〈

(f)K(d,l) , (f)K(d,l)

〉
H

= E
t∈H

∣∣∣ (f)K(d,l) (t)
∣∣∣2

≤
(

max
t∈H

∣∣∣ (f)K(d,l) (t)
∣∣∣)2

︸ ︷︷ ︸
veta 3.5

=
∣∣∣ (f)K(d,l) (0)

∣∣∣2
=
∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d,l)
.

Postup pre nerovnosť ii) je analogický. Nech r ∈ Z, 0 ≤ r ≤ d − 1 a Ĥ je daná

Ĥ =
{
τ ∈ Ẑ2d

N

∣∣∣∀i ∈ {1, 2, . . . , 2d} : |Ni| ≠ f + 1 =⇒ τi = 0
}

.

Vďaka tvrdeniu 2.11 máme∥∥∥Ff
∥∥∥2d+1

U(d+1,r+1)
=
〈

(Ff)K(d,r) , (Ff)K(d,r)

〉
Ĥ

= Σ
χ∈Ĥ

∣∣∣ (Ff)K(d,r) (χ)
∣∣∣2

≤ Σ
χ∈Ĥ

(
max
τ∈Ĥ

∣∣∣ (Ff)K(d,r) (τ )
∣∣∣)2

︸ ︷︷ ︸
veta 3.5

=
∣∣∣ (Ff)K(d,r) (0)

∣∣∣2 Σ
χ∈Ĥ

1

= N
( d

r+1) ∥∥∥Ff
∥∥∥2d+1

U(d,r)
,
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keďže vektory χ ∈ Ĥ majú
(

d
r+1

)
zložiek, ktoré nie sú identické s 0, Ĥ má rozmer

(
d

r+1

)
.

Z duality v dôsledku 2.10 vyplýva

∥∥∥f∥∥∥
U(d,l)

=
∥∥∥Ff

∥∥∥
U(d,d−l−1)

≥ N
−( d

d−l)/2d+1 ∥∥∥Ff
∥∥∥

U(d+1,d−l)
= N

−(d
l)/2d+1 ∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,l)
.

Poznámka: Nerovnosť ii) v dôsledku 3.6 je konzistentná s nerovnosťou ii) v príklade 3.2

pre U(d, 0) normy, keďže
(

d
0

)
= 1.

Dôsledkami 3.2 a 3.6 sme dokázali, že platí schéma nerovností (3). Navyše sme našli

aj schému opačných nerovností

N
(d

l)/2d+1

U
(d,l)

≤ ≤

U
(d+1,l) ≤ N

(d+1
l+1)/2d+1

U
(d+1,l+1)

≤ ≤

N
(d+1

l+1)/2d+2

U
(d+2,l+1)

. (4)

V schéme (3) zrejme existujú funkcie, pre ktoré sa v nerovnostiach nadobúda rovnosť.

Z príkladu 3.1 vieme, že pre schému (3) je takou funkciou 1. V nasledujúcom príklade

ukážeme, že aj pre schému (4) existujú funkcie, v ktorých sa v nerovnostiach nadobúda

rovnosť.

Príklad 3.7. Určíme funkciu f pre ktorú platí

∥∥∥f∥∥∥
U(d,l)

= N
( d

l+1)/2d+1 ∥∥∥f∥∥∥
U(d+1,l+1)︸ ︷︷ ︸

z dôsledku 3.2

= N
−(d

l)/2d+1 ∥∥∥f∥∥∥
U(d+1,l)︸ ︷︷ ︸

z dôsledku 3.6

.

Riešenie. Ekvivalentne hľadáme funkciu, pre ktorú platí

i)
∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d,l)
= N

( d
l+1) ∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
,

ii)
∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d,l)
= N

−(d
l) ∥∥∥f∥∥∥2d+1

U(d+1,l)
.

Ukážeme, že funkciou, pre ktorú platia tieto rovnosti, je f = δ.

Z príkladu 3.1 vyplýva ∥∥∥δ∥∥∥2d+1

U(d,l)
= N

2d+1−2 l
Σ ( d

i )
.
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Podobne pre U(d + 1, l + 1) a U(d + 1, l) normy funkcie δ platí

∥∥∥δ∥∥∥2d+1

U(d+1,l+1)
= N

2d+1− l+1
Σ

(
d+1

i

)
,

∥∥∥δ∥∥∥2d+1

U(d+1,l)
= N

2d+1− l
Σ

(
d+1

i

)
.

Rovnosť i) platí práve vtedy, keď −2 l
Σ ( d

i ) =
(

d
l+1

)
− l+1

Σ

(
d+1

i

)
. Z lemy 2.1 vyplýva

−2 l
Σ ( d

i ) =
(

d
l+1

)
−
(

d
l+1

)
− 2 l

Σ ( d
i ) =

(
d

l+1

)
− l+1

Σ ( d
i ) − l

Σ ( d
i )︸ ︷︷ ︸

lema 2.1, identita iv)

=
(

d
l+1

)
− l+1

Σ

(
d+1

i

)
.

Rovnosť ii) platí práve vtedy, keď −2 l
Σ ( d

i ) = −
(

d
l

)
− l

Σ

(
d+1

i

)
. Podobne platí

−2 l
Σ ( d

i ) = −
(

d
l

)
− l−1

Σ ( d
i ) − l

Σ ( d
i )︸ ︷︷ ︸

lema 2.1, identita iv)

= −
(

d
l

)
− l

Σ

(
d+1

i

)
.

Keďže v schéme (3) aj v schéme (4) sme našli funkcie, v ktorých platí rovnosť, neexis-

tujú konštanty c, C, c′, C ′ ∈ R+ také, že

C
∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,l)
≤
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
≤ c

∥∥∥f∥∥∥
U(d+1,l)

,

C ′
∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,l+1)
≤
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
≤ c′

∥∥∥f∥∥∥
U(d+1,l+1)

,

kde pre konštanty c, C, c′, C ′ platí

C > N
−(d

l)/2d+1

, c < 1, C ′ > 1, c′ < N
( d

l+1)/2d+1

.

Pre takéto konštanty c, C, c′, C ′ by sa v prípade δ funkcie nadobudli opačné nerovnosti

ako dokázané nerovnosti v dôsledkoch 3.2 a 3.6.

Inými slovami, ohraničenia, ktoré sme našli v dôsledkoch 3.2 a 3.6, a ktoré sa nachá-

dzajú v schémach (3) a (4), sú najlepšie možné.

Jedným z dôvodov, prečo má zmysel skúmať nerovnosti medzi normami je, že charak-

terizujú inklúzie priestorov funkcií s konečnou normou.

Priestory funkcií f : S1 → C, prípadne priestory nekonečných postupností F : Z → C,

v ktorých je daná p-norma konečná, budeme označovať Lp(S1), resp. ℓp(Z). Potom, ak

platí nerovnosť ∥f∥p ≤ ∥f∥q, funkcia f s konečnou q-normou, ∥f∥q < ∞, bude mať nutne

konečnú p-normu, ∥f∥p < ∞. Teda pre f : S1 → C zo všeobecného vzťahu ∥f∥p ≤ ∥f∥q

vyplýva: ak f ∈ Lq(S1) tak f ∈ Lp(S1), inými slovami Lp(S1) ⊆ Lq(S1). Analogicky dáva

vzťah ∥F∥p ≤ ∥F∥q pre všetky funkcie F : Z → C inklúziu ℓp(Z) ⊆ ℓq(Z).
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S opomenutím netriviálnych detailov súvisiacich s teóriou miery, by sme mohli de-

finovať G(d, l) skalárny súčin a U(d, l) normu aj na nekonečných abelovských grupách.

Predpokladajme, že nerovnosti pre funkcie f : ZN → C a F : ẐN → C platia aj v li-

mitnom prípade N → ∞. Ako sme uviedli v kapitole 1, limitným prípadom ZN je S1 a

limitným prípadom ẐN je Z. Predpokladajme, že daný limitný prechod N → ∞ vieme

spraviť a nerovnosti medzi U(d, l) normami sa limitným prechodom zachovajú. Priestory

funkcií f : S1 → C, prípadne priestory nekonečných postupností F : Z → C, v ktorých je

daná U(d, l) norma konečná, by sme označili Ud,l(S1) a ud,l(Z).

Ak sa limitným prechodom nerovnosti medzi U(d, l) normami naozaj zachovávajú,

máme inklúzie priestorov funkcií f : S1 → C

Ud+1,l+1(S1) ⊆ Ud,l(S1) ⊆ Ud+1,l(S1).

Ak sa limitným prechodom zachová aj dualita vo vete 2.8, máme pre priestory postup-

ností F : Z → C inklúzie

ud+1,d−l−1(Z) ⊆ ud,d−l−1(Z) ⊆ ud+1,d−l(Z),

ktoré po označení r = d − l − 1 zodpovedajú

ud+1,r+1(Z) ⊇ ud,r(Z) ⊇ ud+1,r(Z).

Inklúzie v prípade priestoru nekonečných postupností F : Z → C by teda boli (za

predpokladu, že limitný prechod sa naozaj dá spraviť) opačné ako v prípade funkcií

f : S1 → C. Opačné inklúzie zodpovedajú známemu faktu, že nerovnosti medzi p-normami

a q-normami, p < q, na priestoroch C(S1) a C(Z) sú opačným smerom.

3.2 Youngova konvolučná nerovnosť

V tejto podkapitole využívame dokázané tvrdenia a identity na hľadanie analógií Youngo-

vej konvolučnej nerovnosti. Youngovu konvolučnú nerovnosť dokázal W. Young v článku

[12].

Formuláciu Youngovej konvolučnej nerovnosti pre funkcie definované na obore reálnych

čísel, teda v priestoroch Lp(R), Lq(R) a Lr(R), uvádzame v nasledujúcom tvrdení.
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Tvrdenie 3.7 (Youngova konvolučná nerovnosť). Nech f, g : R → C, p, q, r ∈ R, 1 ≤

p, q, r ≤ ∞, pričom 1
p

+ 1
q

= 1
r

+ 1. Platí Youngova konvolučná nerovnosť (ďalej Youngova

nerovnosť) ∥∥∥f ∗ g
∥∥∥

r
≤
∥∥∥f∥∥∥

p

∥∥∥g∥∥∥
q
.

Youngovu nerovnosť na tomto mieste nedokazujeme, nakoľko by jej muselo predchá-

dzať niekoľko ďaľších tvrdení z oblasti teórie miery a Lebesgueovho integrálu. Štandardný

postup je ukázať ekvivalentnú nerovnosť pre konvolúciu troch funkcií, a ďalej použiť Höl-

derovu nerovnosť. Youngovou nerovnosťou sa zaoberajú napríklad E. Stein a R. Shakarchi

v [9, str. 39,40,60].

Poznámka: Označme f−(x) = f(−x), f̄(x) = f(x) a ft(x) = f(x + t). Pre U(d, l) normu

0 ≤ l ≤ d podľa príkladu 2.4 platí

∥∥∥f−

∥∥∥
U(d,l)

=
∥∥∥f̄∥∥∥

U(d,l)
=
∥∥∥ft

∥∥∥
U(d,l)

=
∥∥∥f∥∥∥

U(d,l)
.

Zároveň platí

(f ∗ g)(t) = E
x

f(t − x)g(x) = E
x

f−(−t + x) ḡ(x) = (f− ⋆ ḡ) (−t).

Máme ekvivalenciu

∥∥∥f ∗ g
∥∥∥

A
≤
∥∥∥f∥∥∥

B

∥∥∥g∥∥∥
C

⇐⇒
∥∥∥f ⋆ g

∥∥∥
A

≤
∥∥∥f∥∥∥

B

∥∥∥g∥∥∥
C

.

Inými slovami, nerovnosti typu Youngovej nerovnosti môžeme formulovať aj pomocou

krížovej korelácie.

Jedno z riešení rovnice 1
p

+ 1
q

= 1
r

+ 1 je p = q = 2 a r = ∞, ktorého dôsledkom

je, že konvolúcia dvoch funkcií z L2(R) je rovnomerne ohraničená súčinom ∥f∥2 ∥g∥2. Iné

zaujímavé riešenia vyžadujú aby p < 2 alebo q < 2. Do štruktúry U(d, l) noriem patria

spomedzi p-noriem iba 2d-normy, pre ktoré nutne platí 2d ≥ 2. Priamu analógiu Youngovej

nerovnosti teda nemôžeme očakávať.

Napriek spomínaným komplikáciám sa môžeme pokúsiť hľadať analógie Youngovej

nerovnosti (formulovanej pomocou krížovej korelácie) pre uniformné normy s tým, že

v Youngovej nerovnosti sa pokúsime nahradiť p-normy vhodnými U(d, l) normami. Vďaka

dokázaným nerovnostiam ∥f∥2d ≥ ∥f∥U(d,l) môže ísť o netriviálne výsledky.
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Príklad 3.8 (Youngova rovnosť pre polonormy U(d, d)). Overíme pomerne triviálnu iden-

titu ∥f ⋆ g∥U(r,r) = ∥f∥U(p,p) ∥g∥U(q,q), pre ľubovoľné p, q a r.

Riešenie. Pre polonormy U(d, d) platí ∥f∥U(d,d) = |Ff(0)|. Ďalej platí∥∥∥f ⋆ g
∥∥∥

U(r,r)
=
∣∣∣F [f ⋆ g] (0)

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
príklad 1.3

=
∣∣∣Ff(0) Fg(0)

∣∣∣ =
∣∣∣Ff(0)

∣∣∣ ∣∣∣Fg(0)
∣∣∣ =

∥∥∥f∥∥∥
U(p,p)

∥∥∥g∥∥∥
U(q,q)

.

Príklad 3.9 (Ohraničenie 2-normou). Ukážeme, že pre ľubovoľné d ∈ N, l ∈ Z, −1 ≤ l ≤

d platí nerovnosť ∥f ⋆ g∥U(d,l) ≤ ∥f∥2 ∥g∥2.

Riešenie. V príklade 3.5 sme ukázali nerovnosť | (f)K (t)| ≤ ∥f∥2
2 pre autokoreláciu funkcie

f . Pre krížovú koreláciu platí analogická nerovnosť∣∣∣(f ⋆ g)(t)
∣∣∣ =

∣∣∣E
x

f(x + t)︸ ︷︷ ︸
označíme ft(x)

g(x)
∣∣∣ =

∣∣∣ 〈ft, g
〉∣∣∣︸ ︷︷ ︸

Cauchy-Schwarzova nerovnosť

≤
∥∥∥f∥∥∥

2

∥∥∥g∥∥∥
2

.

Nerovnosť ∥f ⋆ g∥U(d,l) ≤ ∥f∥2 ∥g∥2 je dôsledkom absolútnej homogenity U(d, l) normy.

Máme ∥∥∥f ⋆ g
∥∥∥

U(d,l)
≤
∥∥∥|f ⋆ g|

∥∥∥
U(d,l)

≤
∥∥∥f∥∥∥

2

∥∥∥g∥∥∥
2

.

Príklad 3.10. Overíme nerovnosť ∥f ⋆ g∥U(2,1) ≤ ∥f∥U(3,2) ∥g∥U(3,2).

Riešenie. Pre ∥f ⋆ g∥U(2,1) podľa príkladu 1.5 platí∥∥∥f ⋆ g
∥∥∥

U(2,1)
=
∥∥∥F [f ⋆ g]

∥∥∥
4︸ ︷︷ ︸

príklad 1.3

=
∥∥∥Ff Fg

∥∥∥
4

=
〈
|Ff |4, |Fg|4

〉1/4

︸ ︷︷ ︸
Cauchy-Schwarzova nerovnosť

≤
∥∥∥|Ff |4

∥∥∥ 1
4

2

∥∥∥|Fg|4
∥∥∥1/4

2

=
∥∥∥Ff

∥∥∥
8

∥∥∥Fg
∥∥∥

8

=
∥∥∥f∥∥∥

U(3,2)

∥∥∥g∥∥∥
U(3,2)

.

Aj vo všeobecnosti platí∥∥∥f ⋆ g
∥∥∥

U(d,d−1)
≤
∥∥∥f∥∥∥

U(d+1,d)

∥∥∥g∥∥∥
U(d+1,d)

,

vďaka dualite ∥f∥U(d,d−1) = ∥Ff∥U(d,0) = ∥Ff∥2d , pričom zvyšok argumentu zostáva

nezmenený.

Pre U(2, 0) normu, teda 4-normu, už taký priamočiary výsledok nedostaneme.
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Príklad 3.11. Analogickým postupom ako v predchádzajúcom príklade budeme hľadať

nerovnosť pre ∥f ⋆ g∥4 = ∥f ⋆ g∥U(2,0).

Riešenie. Vďaka dualite v dôsledku 2.10 môžeme vykonať sériu úprav

∥∥∥f ⋆ g
∥∥∥4

4
=
∥∥∥F [f ⋆ g]

∥∥∥4

U(2,1)︸ ︷︷ ︸
príklad 1.3

=
∥∥∥Ff Fg

∥∥∥4

U(2,1)

= Σ
ξ,α,β

∆α ∆β Ff(ξ) Fg(ξ)

=
〈

∆α ∆β Ff(ξ), ∆α ∆β Fg(ξ)
〉

︸ ︷︷ ︸
Cauchy-Schwarzova nerovnosť

≤
(

Σ
ξ,α,β

∆α ∆β Ff(ξ) Ff(ξ)
)1/2 (

Σ
ξ,α,β

∆α ∆β Fg(ξ) Fg(ξ)
)1/2

=
∥∥∥Ff Ff

∥∥∥2

U(2,1)

∥∥∥Fg Fg
∥∥∥2

U(2,1)

=
∥∥∥F (f)K

∥∥∥2

U(2,1)

∥∥∥F (g)K

∥∥∥2

U(2,1)

=
∥∥∥ (f)K

∥∥∥2

4

∥∥∥ (g)K

∥∥∥2

4
.

Výraz ∥ (f)K∥1/2
4 nezodpovedá žiadnej U(d, l) norme, nakoľko po rozpísaní autokore-

lácie sa jedná o výraz s 5 diskrétnymi integrálmi a súčinom 8 funkcií.

Nerovnosť v príklade 3.11 sa dá zovšeobecniť na všeobecný výsledok pre ľubovoľnú

U(d, l) normu, keďže v postupe nevyužívame konkrétny tvar U(2, 1)-normy a pre každú

U(d, l) normu platí dualita v dôsledku 2.10.

Veta 3.8. Nech d ∈ N, l ∈ Z, 0 ≤ l ≤ d − 1 a f, g : ZN → C. Potom platí nerovnosť

∥∥∥f ⋆ g
∥∥∥

U(d,l)
≤
∥∥∥ (f)K

∥∥∥1/2

U(d,l)

∥∥∥ (g)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
.

Dôkaz. Z definície 2.6, duality v dôsledku 2.10 a príkladu 1.3 vyplýva

∥∥∥f ⋆ g
∥∥∥2d

U(d,l)
=
∥∥∥F [f ⋆ g]

∥∥∥2d

U(d,d−l−1)

=
∥∥∥Ff Fg

∥∥∥2d

U(d,d−l−1)

= Σ
P(d,l)χ=0

2d

Π
i=1

zi

Ff(χi) Fg(χi)
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= Σ
P(d,l)χ=0

2d

Π
i=1

ziFf(χi)︸ ︷︷ ︸
označíme Φ[f ](χ)

2d

Π
i=1

−ziFg(χi)

= Σ
P(d,l)χ=0

Φ[f ](χ) Φ[g](χ).

Nech Ĥ je daná

Ĥ =
{
χ ∈ Ẑ2d

N

∣∣∣P (d, l) χ = 0
}

.

Výraz ∥f ⋆ g∥2d

U(d,l) môžeme vyjadriť pomocou skalárneho súčinu a ďalej platí

∥∥∥f ⋆ g
∥∥∥2d

U(d,l)
=
〈
Φ[f ], Φ[g]

〉
Ĥ︸ ︷︷ ︸

U(d,l) je norma

=
∣∣∣ 〈Φ[f ], Φ[g]

〉
Ĥ

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Cauchy-Schwarzova nerovnosť

≤
〈
Φ[f ], Φ[f ]

〉1/2

Ĥ

〈
Φ[g], Φ[g]

〉1/2

Ĥ
.

Postup, ktorým sem odvodili vyjadrenie ∥f ⋆ g∥2d

U(d,l) = ⟨Φ[f ], Φ[g]⟩Ĥ, môžeme obrátiť

a dostávame nerovnosť

∥∥∥f ⋆ g
∥∥∥2d

U(d,l)
≤
〈
Φ[f ], Φ[f ]

〉1/2

Ĥ

〈
Φ[g], Φ[g]

〉1/2

Ĥ
=
∥∥∥ (f)K

∥∥∥2d−1

U(d,l)

∥∥∥ (g)K

∥∥∥2d−1

U(d,l)
.

Norma ∥ (f)K∥1/2
U(d,l) sa zjednoduší na štandardnú U(d, l) normu iba v niektorých prí-

padoch, napríklad, keď platí l = d − 1 alebo l = d.

Keďže všetky odvodenia nerovností pre U(d, l) normy využívali Cauchy-Schwarzovu

nerovnosť, platí, že pre funkciu g = Cf sa v nich nadobudne rovnosť.

Nerovnosť vo vete 3.8 je silnejšia ako štandardné ohraničenie 2-normou funkcií f a g.

Pre autokoreláciu podľa príkladu 3.5 platí

∣∣∣ (f)K (t)
∣∣∣ ≤ (f)K (0) =

∥∥∥f∥∥∥
U(1,0)︸ ︷︷ ︸

dôsledok 2.12

=
∥∥∥f∥∥∥

2
,

čo vedie na nerovnosť ∥∥∥ (f)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
≤
∥∥∥f∥∥∥

2
.

Tvrdenie 3.9. Nech d ∈ N, l ∈ Z, −1 ≤ l ≤ d − 1 a f : ZN → C. Potom výraz

∥ (f)K∥1/2
U(d,l) je norma funkcie f .

Dôkaz. Nech l ≥ 0. Trojuholníková nerovnosť pre ∥ (f)K∥1/2
U(d,l) vyplýva z trojuholníkovej
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nerovnosti pre U(d, l) normu

∥∥∥ (f + g)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
=
∥∥∥ (f)K + (f ⋆ g) + (g ⋆ f) + (g)K

∥∥∥1/2

U(d,l)︸ ︷︷ ︸
trojuholníková nerovnosť pre U(d,l)

≤
(∥∥∥ (f)K

∥∥∥
U(d,l)

+ 2
∥∥∥f ⋆ g

∥∥∥
U(d,l)︸ ︷︷ ︸

veta 3.8

+
∥∥∥ (g)K

∥∥∥
U(d,l)

)1/2

≤
(∥∥∥ (f)K

∥∥∥
U(d,l)

+ 2
∥∥∥ (f)K

∥∥∥1/2

U(d,l)

∥∥∥ (g)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
+
∥∥∥ (g)K

∥∥∥
U(d,l)

)1/2

=
∥∥∥ (f)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
+
∥∥∥ (g)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
.

Ďalej bude platiť absolútna homogenita

∥∥∥ (Cf)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
=
∥∥∥|C| (f)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
= |C|

∥∥∥ (f)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
,

pre konštantu C ∈ C.

Kladnú definitnosť môžeme overiť využitím duality v dôsledku 2.10 a príkladu 1.3.

Máme ∥∥∥ (f)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
=
∥∥∥Ff Ff

∥∥∥1/2

U(d,d−l−1)
.

Norma U(d, d − l − 1) je kladne definitná pre 0 ≤ l ≤ d − 1. Navyše DFT je regulárne

zobrazenie, preto platí, že Ff je identicky rovné nule práve vtedy, keď f je identicky rovné

nule.

Pre l = −1 máme

∥∥∥ (f)K

∥∥∥1/2

U(d,−1)
=
∣∣∣ (f)K (0)

∣∣∣1/2
=
∣∣∣∣Ex f(x) f(x)

∣∣∣∣1/2
=
∥∥∥f∥∥∥

2
.

Keďže výraz ∥ (f)K∥1/2
U(d,l) je norma funkcie f , nerovnosť vo vete 3.8 je naozaj nerovnosť

medzi normami a predstavuje analógiu Youngovej nerovnosti.

Ako ukážeme v nasledujúcom príklade, norma ∥ (f)K∥1/2
U(2,1) má vlastnosť U(d, l) (polo)-

noriem, ktorú sme overili v príklade 1.4, teda citlivosť na absolútnu hodnotu.

Príklad 3.12. Overíme, že pre normu ∥ (f)K∥1/2
U(2,1) existujú funkcie f : Z3 → C, pre ktoré

platí nerovnosť ∥ (f)K∥1/2
U(2,1) < ∥ (|f |)K∥1/2

U(2,1).

Riešenie. Spočítajme autokoreláciu funkcie f(x) = (−1)x v Z3

(f)K (t) = E
x

f(x + t) f(x) = E
x

(−1)2x+t = E
x

(−1)t = (−1)t = f(t).
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Podľa príkladu 1.4 platí

∥∥∥ (f)K

∥∥∥1/2

U(2,1)
=
∥∥∥f∥∥∥1/2

U(2,1)︸ ︷︷ ︸
dôsledok 2.12

=
∥∥∥f∥∥∥1/2

U(2)︸ ︷︷ ︸
priklad 1.4

<
∥∥∥|f |

∥∥∥1/2

U(2)
=
∥∥∥ (|f |)K

∥∥∥1/2

U(2,1)
.

V nasledujúcom príklade nájdeme, akú hodnotu má norma ∥ (f)K∥1/2
U(d,l) funkcie δ, ktorá

pre nás bola kľúčová pri hľadaní schémy nerovnosti 3.

Príklad 3.13. Spočítame normu δ funkcie ∥ (δ)K∥1/2
U(d,l).

Riešenie. Pre autokoreláciu δ funkcie platí

(δ)K = E
x

δ(x + t) δ(x)︸ ︷︷ ︸
0 pre x ̸=0
N pre x=0

= 1
N

δ(0 + t) δ(0)︸︷︷︸
N

= δ(t).

Z príkladu 3.1 potom vyplýva

∥∥∥ (δ)K

∥∥∥1/2

U(d,l)
=
∥∥∥δ∥∥∥1/2

U(d,l)
= N

1/2 − l
Σ ( d

i )/2d+1

.

Vieme, že výraz ∥ (f)K∥1/2
U(d,−1) je norma funkcie f , ktorá pre väčšinu stupňov l na-

dobúda iné hodnoty ako U(d, l) (polo)normy, avšak zachováva niektoré vlastnosti U(d, l)

noriem. Z týchto dôvodov a z toho, že vystupuje v analógii Youngovej nerovnosti vo vete

3.8, môže byť zaujímavou úlohou ďalej skúmať normu ∥ (f)K∥1/2
U(d,−1).

V článku [3] uvádzajú H. Brascamp a E. Lieb zovšeobecnenie Youngovej nerovnosti pre

viac ako tri funkcie. Predmetom ďaľšieho výskumu by mohlo byť skúmanie, aký súvis majú

naše zovšeobecnenia autokorelácie v definícii 3.3 a zovšeobecnenia konvolúcie v článku [3].
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Záver

V našej diplomovej práci patrilo medzi ciele nájsť vzťahy medzi p-normami (špeciálne

2d-normami) a zovšeobecneniami Gowersových unifromných noriem - U(d, l) normami.

Z dôsledku 2.12 vyplýva, že spomínané 2d normy sú len špeciálnym prípadom U(d, l)

noriem pre l = 0. Dokázané nerovnosti v dôsledkoch 3.2 a 3.6 charakterizujú nerov-

nosti medzi U(d, l) normami vzhľadom na rád d a stupeň l, ktoré charakterizujú hľadané

vzťahy. Ukázali sme nielen že U(d, l) normy sú ekvivalentné (čo nutne platí pre normy

na konečnorozmerných priestoroch), ale našli sme aj najlepšie konštanty, ktoré vystupujú

v nerovnostiach medzi U(d, l) normami.

Zároveň sme vďaka získaným nerovnostiam v podkapitole 3.1 popísali, aké by mohli

platiť inklúzie priestorov funkcií na jednotkovej kružnici, resp. obojstranných nekonečných

postupností. Identifikácia možných inklúzií priestorov funkcií na S1, resp. nekonečných

postupností na Z, patrila medzi ďaľšie ciele našej diplomovej práce.

V podkapitole 3.2 sme uviedli jeden prístup k hľadaniu analógie Youngovej konvoluč-

nej identity pre U(d, l) normy. Spomíname ale aj potenciálne problémy hľadania týchto

zovšeobecnení - U(d, l) normy nemáme definované tak, aby p-normy pre p < 2 zodpove-

dali niektorej U(d, l) norme. Náš prístup viedol k definícii novej normy, ktorá má niektoré

vlastnosti U(d, l) noriem.

Okrem spomínaných výsledkov v kapitole 3 sa v našej práci v kapitole 1 nachádza

prehľad niektorých zaujímavých nástrojov diskrétnej Fourierovej analýzy vyšších rádov

a Gowersových uniformných noriem. Medzi nové výsledky v týchto oblastiach patrí vše-

obecnejšia formulácia zovšeobecnenej konvolučnej identity v tvrdení 1.8 a duálnej zovše-

obecnenej konvolučnej identity v dôsledku 1.9 a ich aplikácia v prípade priameho vyjadre-

nia G(d, l) skalárnych súčinov v tvrdení 2.9. V kapitole 2 ďalej uvádzame zovšeobecnenia

Gowersových uniformných noriem z pracovného článku M. Niepela [7]. Definície, ktoré

využívame v kapitole 2 sú originálne, a poskytujú iný pohľad na U(d, l) normy.

V práci často uvádzame príklady, ktoré slúžia ako motivácia ďaľších tvrdení a definícií,

alebo poukazujú na zaujímavé vlastnosti skúmanej témy. Mnohé z uvádzaných tvrdení

dokazujeme spôsobom, ktorý ie iný ako v článku [7], a tým ilustruje nové prepojenia. Tiež

v práci zavádzame nové pojmy, ktoré slúžia ako užitočný nástroj pre U(d, l) normy. Na

záver práce spomíname niekoľko oblastí, v ktorých je priestor na ďaľší výskum.
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