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Abstrakt v statnom jazyku

RAKUS, Marek: Nerovnosti pre Gowersove normy [Diplomové préacal, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej
matematiky a Statistiky; skolitel: Mgr. Martin Niepel, PhD., Bratislava, 2023, 74 s.

V nasej praci sa zaoberame uniformnymi normami radu d a stupna [ definovanymi
v ¢lanku M. Niepela [7]. V praci najskér uvddzame prehlad diskrétnej Fourierovej trans-
forméacie na grupe zvyskovych tried po deleni ¢islom N. Odvodime identity na zaklade
Poissonovej sumacnej formuly vyssieho radu. Definujeme Gowersove uniformné normy a
nasledne aj ich zovseobecnenia - uniformné normy radu d a stupna [. Tieto zovseobec-
nenia definujeme novym spoésobom, pomocou maticovych podmienok. Prehlad vlastnosti
uniformnych noriem radu d a stupna [ vyuzivame na odvodenie nerovnosti medzi uni-
formnymi normami vzhladom na rad d a stupen [. Na zdklade dokadzanych nerovnosti
naznacime, aké inklizie priestorov funkcii moézu existovat v pripade nekone¢nych Abe-
lovskych grip. Na zaver dokdzeme jednu analégiu Youngovej konvolucénej nerovnosti, v

ktorej bude vystupovat ohrani¢enie pomocou novej normy.

KTItcové slova: diskrétna Fourierova transformécia, Gowersove uniformné normy,

autokorelacia, ekvivalencia noriem, normované priestory, Youngova konvolu¢né nerovnost



Abstract

RAKUS, Marek: Inequalities for Gowers norms [Master Thesis|, Comenius University
in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Martin Niepel, PhD., Bratislava, 2023, 74 p.

Our thesis focuses on uniformity norms of order d and degree [, which are defined in
working paper by M. Niepel [7]. Firstly, we present overview of dicrete Fourier transform on
group of integers modulo N. We derive identities based on higher order Poisson summation
formula. Next, we define Gowers uniformity norms and follow up with their generalizations
- uniformity norms of order d and degree [. These generalizations are defined in a new
way using matrix equations as a condition. Overview of properties of uniformity norms
of order d and degree [ is then used to derive inequalities between uniformity norms with
different order d or degree . We use derived inequalities to indicate, what sort of inclusions
of function spaces may exist for infinite Abelian groups. Lastly, we prove one analogy of

Young’s convolution inequality, where boundary by newly defined norm appears.

Keywords: discrete Fourier transform, Gowers uniformity norms, autocorrelation,

equivalence of norms, normed spaces, Young’s convolution inequality
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Zoznam pouzitych symbolov

grupa zvyskovych tried po deleni ¢islom N

duélna grupa charakterov na Zy

d-nasobny priamy sucin Zy

d-nasobny priamy sucin Zn

priestor funkcii f : Zy — C, vektorovy priestor s N-zlozkovymi vek-
tormi so zlozkami v C

priestor funkcii F' : Zy — C

jednotkova kruznica (unit circle)

priestor funkcii definovanych na jednotkovej kruzmici f : St — C

priestor obojstrannych nekonecnych postupnosti, resp. priestor funkcii

definovanych na celych ¢islach F': Z — C
premennd v Zy
premenna v Zn

T
vektor v Z4%,, & = {% Ty - xd}

i-ta zlozka vektora x

R T
Vektoer‘fV,X:{Xl Yo - Xd}

i-ta zlozka vektora x

matica A s r riadkami a s stipcami

zlozka matice A v i-tom riadku a j-tom stlpci

hodnost matice A

diagonalna matica, ktorej diagonalu tvoria zlozky vektora a
mnozina

prazdna mnozina

pocet prvkov mnoziny A

funkcia definovana na Zy, f : Zy — C

funkcia definované na ZN, F ZN —C



ol

@)

|

HJ_

HJ.Z

diskrétna Fourierova transformécia funkcie f

inverzna diskrétna Fourierova transformécia funkcie F

znamienko, z € {+1}

vektor znamienok, z € {£1}4

imaginidrna jednotka, i = v/—1

komplexne zdruzené cislo c=a +1ib, a,b € R, ¢ =a —1ib

znamienkovo zdruzené Cislo ¢ = a +1b, a,b € R,

“C=a-+zib

N-t4 odmocnina z 1, w = exp (%)

podgrupa Z4

pocet prvkov podgrupy H

podgrupa Z‘fv, duélna podgrupa

podgrupa Z‘fv, ortogonalny doplnok H, obsahuje vektory kolmé na vek-
tory z ‘H (resp. anihilujice vektory z H),

HL = {xEZ?V‘mTX:(),:I;GH}

podgrupa Z‘fv, obsahuje vektory kolmé na sucin matice Diag (z) a vek-

torov z H (resp. anihilujice stcin matice Diag (z) a vektorov z H),

H = {X € Zﬁ{,‘mTDiag (z)x =0,z € ’H}



Uvod

Nové pohlady na pouzitie diskrétnej Fourierovej transforméacie v aditivnej kombinato-
rike priniesol T. Gowers ¢lankom [4], v ktorom novym sposobom dokdzal Szemerédiho
vetu. Navyse sa tymto postupom dokazali nové kvantitativne ohranicenia v Szemerédiho
vete, ktoré nebolo mozné dosiahnut kombinatorickym pristupom, resp. pouzitim ergodic-
kej tedrie. Zavedenie Gowersovych uniformnych noriem viedlo k objavu novych prepojeni
medzi funkciondlnou analyzou a aditivnou kombinatorikou s dosledkami pre rozne oblasti
matematiky, v ktorych je skimana nahodnost, napriklad rozloZenie prvocisel. Tieto pre-
pojenia priblizuje T. Tao v [11]. Vyuzitie Fourierovej analyzy vyssich radov v aditivnej
kombinatorike je popisané v prehladovom ¢lanku T. Gowersa [5], z ktorého sme cerpali.

Uzitoénym sa vdaka praci T. Gowersa stal pojem Gowersovych uniformnych noriem
radu d. M. Niepel v pracovnom ¢lanku [7] definuje uniformné normy réadu d a stupna [ na
konecnych Abelovskych grupach ako zovseobecnenie Gowersovych uniformnych noriem.
Toto zovseobecnenie navyse zahriiuje aj 2%-normy funkcifi na koneénych Abelovskych gru-
pach a 2%normy ich diskrétnych Fourierovych transformécii. Ako dolezité prepojenie sa,
v ¢lanku [7] ukazuje zovSeobecnenie Parsevalovej identity, ktoré prepéja uniformné normy
radu d a stupna [ funkcii na koneénych Abelovskych grupach s uniformnymi normami
radu d a stupna d — [ — 1 ich diskrétnych Fourierovych transformacii.

Uniformné normy radu d a stupna [ definujeme na konecnorozmernych priestoroch,
preto plati, Ze st ekvivalentné. Vdaka ekvivalentnosti noriem existuji nerovnosti medzi
uniformnymi normami vzhladom na rad d a stupen [. Takéto nerovnosti pre Standardné
Gowersove uniformné normy st zname, pre ich zovseobecnenia to tak nie je, kedze pred-
stavuji novy pojem v pracovnom ¢lanku M. Niepela [7]. Niektoré nerovnosti st pomerne
lahko overitelné pomocou zovseobecnenia Cauchy-Schwarzovej nerovnosti, avsak iné budu
vyzadovat dalSie tvrdenia. Na overenie nerovnosti medzi uniformnymi normami definu-
jeme zovseobecnenie autokorelacie funkcie f. Nerovnosti medzi normami maja ako dosle-
dok inkluzie priestorov funkcii s kone¢nou normou.

Youngova konvoluéné nerovnost z ¢lanku W. Younga [12] predstavuje klasicky vysle-
dok standardnej funkciondlnej analyzy. Tato nerovnost opat porovnava normy, konkrétne
p-normy. Ako vyzera analdgia Youngovej konvolucnej nerovnosti pre uniformné normy

radu d a stupna [ nie je okamzite zrejmé.
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Obsah nasej prace tvori prehlad nastrojov diskrétnej Fourierovej analyzy vyssich radov,
uniformnych noriem radu d a stupna [ a nasledné nerovnosti medzi normami. Uniformné
normy radu d a stupna [ definujeme novym sposobom, pomocou matic podmienok. Od-
vadzame nové zovseobecnenia autokorelacie, ktoré vyuzivame na novy pristup k znamym
identitam a dokaz nerovnosti medzi uniformnymi normami. Nerovnosti medzi uniform-
nymi normami vyuzivame, aby sme ukazali, aké sa daji ocakavat inklizie medzi pries-
tormi funkcii s kone¢nou uniformnou normou radu d a stupna [ (za predpokladu existencie
limitného prechodu). Na zaver sa venujeme zovseobecneniam Youngovej konvolucnej ne-
rovnosti, ktoré nas privedua k definicii novej normy. V préaci poukazujeme na miesta, kde

je mozné vo vyskume pokracovat.

1 Diskrétna Fourierova analyza vyssich radov

Tato kapitola sa zaobera diskrétnou Fourierovou transformaciou na komutativnej grupe
zvyskovych tried po deleni ¢islom N, ktorti budeme oznacovat Zy. Predpokladame, ze
tvrdenia uvadzané v tejto kapitole by bolo mozné zovseobecnit pre Iubovolné konecné
abelovské grupy, pre lahsiu citatelnost textu ale budeme pracovat so Zy. Okrem Zy

budeme pracovat aj s k nej dualnou grupou charakterov, ktori budeme oznacovat Zny.

Definicia 1.1 (DFT a IDFT). Diskrétna Fourierova transformdcia (dalej DET ) funkcie
f:Zy — C je funkcia Ff : Zy — C s predpisom

27rixx>

FIO = FIf@) 00 =N ¥ fla) exp (-5

TELN
kde i je imagindrna jednotka, i = —1.
Inverznd diskrétna Fourierova transformdcia (dalej IDET) funkcie F Zn — C je

funkcia FCVEF : Zy — C s predpisom

27Tixx>

FEVF(@) = FEVF()] (2) = Y Flx) eXP( N

XEZN
v _ 2ri
Oznac¢me w = exp ( ~ )
Ako sme uviedli vyssie, Zy je grupa charakterov, dudlna k Zy. D4 sa ukazat, ze Zy

je izomorfna s grupou zvyskovych tried po deleni ¢islom N, tento izomorfizmus vsak nie

je kanonicky.
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Presnejsie, Zn definujeme ako grupu homomorfizmov z aditivnej grupy zvyskovych
tried po deleni ¢islom N (Zy,+) do grupy nenulovych komplexnych ¢isel s operdciou
suc¢inu (C\{0},-). Pre x € Z, x > 0 definujme zobrazenie x : (Zy,+) — (C\{0},-)
predpisom

X x o wt (1)

Pri znaceni zobrazeni pomocou y sa ukaze aditivna Struktura
’ /
X+ X @ W™ = )
——
bodovy stéin zobrazeni v (C,-)

teda suéin zobrazeni y a x’ zodpoveda suctu ¢isel y a x' v Z.
Lahko sa nahliadne, Ze ide o homomorfizmus a tiez, Ze zobrazenia y a x’ st zhodné ak

X =X’ (mod N)

/
X/ Cr e WX = wa:(x+kN) — WX kaN — wxx7
——
exp(2rizk)=1
pre nejaké k € Z.
Grupu homomorfizmov moézeme reprezentovat N zobrazeniami y € {0,1,..., N — 1}.
Mnozina {0,1,..., N — 1} s operéciou s¢itania, zodpovedajica Zy, je izomorfna s Zy.

Kedze homomorfizmus (Zy,+) — (C\{0},-) je jednoznacne uréeny obrazom genera-
tora 1 € Zy, ktory ma rdd N, kazdy homomorfizmus musi mat tvar (1),

RozliSenie medzi Zy a Zy je dolezité, kedze izomorfizmus nie je kanonicky a v limit-
nom pripade N — oo neplati. Priestoru C(Zy) zodpoveda v limite pre N — oo priestor
funkcif definovanych na jednotkovej kruznici C(S') (vzhladom na pouzitit mieru na Zy).
V pripade priestoru (C(Z ~) povedie limitny proces pre N — 0o k (obojstrannym) nekonec-
nym postupnostiam Fourierovych koeficientov, ktoré zodpovedaju funkciam definovanym

na Z - priestoru C(Z).
Lema 1.2. Nech a € Z. Plati
N-1 N, aka=CN,C €Z,
z=0 0  inak. |
Dokaz. Pre a =CN, C € Z plati
w® = wN = exp(27iC) = 1.

12



Odtial vyplyva
N—-1 N-1
Z w = Z 1=N.
=0 =0
Nech a # CN, C € Z. Plati w® # 1. Upravujme vyraz prenasobeny nenulovou kon-

Stantou w® — 1

N-1 -1 N-1
(wa o 1) Z WiE — Z wa(:v-l—l) - Z Wi — waN o wO _ O,
x=0 x=0 x=0
kde sme vyuzili, ze w™ = exp(27ia) = 1. O

Oznac¢me operator komplexného zdruzenia komplexného ¢isla c € C, ¢ = a+bi, a,b € R
podla znamienka z € {£1} ako ¢ = a + zbi. V pripade, 7ze z = —1, budeme pisat iba
(D% = ¢, ¢o je $tandardné oznacenie pre komplexné zdruzenie. Plati “w® = w”, podla

vztahu e = cos(f) +isin(f).
Veta 1.3. Inverzné zobrazenie k DFT je IDFT.

Dékaz. DFT mozeme charakterizovat ako linedrne zobrazenie C (Zy) — C (ZN) dané

maticou A, so zlozkami A;; = N~'w™, i,j € {0,1,..., N — 1} s predpisom
F=Af,

kde f; = f(i) a F; = Ff(i),i € {0,1,..., N — 1}. Podobne IDFT je linedarne zobrazenie
Zy — Zy dané maticou B, so zlozkami B;; = w™, 4,j € {0,1,..., N —1}.

Pre zlozky stuc¢inu tychto matic podla lemy 1.2 plati

N-1 ' ' N-1 o 1’ aki:j’
ABij _ N—l Z w—zk+k] — N—l Z wk(z—]) _
k=0 k=0 0 inak,
teda matica AB je identickd matica.
Zéaroven z lemy 1.2 vyplyva
- N1 . . N_la ak 1 = j7

[AT A} — N72 Z w*lkJrk] —

ij .

k=0 0 inak,
N-1 N, aki=yj,

BTB|] =3 whh =

7 k=0 0  inak,

13



¢o znamen4, Ze stipce matice A si navzajom ortogonalne, taktiez stipce matice B st
navzajom ortogonalne.

Kedze stipce v maticiach A a B st ortogondlne, DFT a IDFT st reguldrne zobrazenia.
Zlozenie regularnych zobrazeni DFT a IDFT dané maticou AB je identita, preto su tieto

zobrazenia navzajom inverzné. O

Podgrupu Z% budeme oznacovat H, podgrupu Z¢, budeme oznacovat H a |H| bude

oznacovat pocet prvkov podgrupy H.

Definicia 1.4 (diskrétne integraly). Nechd € N, f : Z% — C a H je nejakd podgrupa Z3.
Diskrétny integrdal funkcie f na podgrupe H definujeme ako ocakdvani funkcéni hodnotu

funkcie f na H
E f(@)= 1" Y f(a)

zeH
Nech F' - Zﬁl\, — C a 7/-[\]'6 nejakd podgrupa Zﬁl\, Na dudlnej podgrupe H definujeme

diskrétny integral funkcie F' ako sucet funkcnich hodnot funkcie F' na 7?, Y F(x).
XEH

V pripade, 7e, H = Z4, alebo H= Z‘fv, budeme vacsinou pisat iba E, a X,.

Poznamka: Oc¢akavand hodnota E je iné oznacenie pre stredni hodnotu E(X) ndhod-
nej premennej X. Kedze vsetky prvky podgrupy H su v nej zasttupené rovnakou vahou,
X ma rovnomerné rozdelenie. Diskrétny integral E,ey f(2) zodpoveda strednej hodnote
ndhodnej premennej Y = f(X). Ocakdvana funkénd hodnota v tomto pripade zodpoveda
priemeru funkénych hodnot. Volba miery v diskrétnom integrali X - F (x) zodpoveda

pocitacej miere (counting) na dudlnom priestore.

Pomocou diskrétnych integralov a oznacenia w = exp (%) mozeme zapisat DFT
a IDFT ako
Ffx) =E f(z)w™, FOUR () = B F () w™.

Dalej zavedieme znacenie pre DFT a IDFT podla d premennych pre funkcie d pre-
mennychf:Z‘fV%(C,F:Z?v%(C

FOfx) =E f(@)w X, FEOF(x) = EF(x) W™ X.

X

14



Plati obdoba Fubiniho vety pre diskrétne integraly

FOr00) =B f(z)
g

oznacime fr,,... 2, (1)

- - —(zax2++z
= xQExd (E fo,., zd(xl)w 1X1) w(@2x2 axd)

= E Ffo a0) w et (2)
xd_/_/

- FEDIFL T (X2 Xa)

=F | . FIFh

teda DF'T podla viacerych premennych je len viackrat pouzitd DFT podla jednotlivych

premennych.

Priklad 1.1 (vlastnosti DFT). Oznacme f_(2) = f(—x), f(z) = f(x) a fi(z) = f(z+t).
Vyjadrime DF'T tychto funkcii pomocou F f.

Riesenie. Upravujme DFT funkcif f_, f, f;

FUI0) =Ef@w ™ =Ef (2) o™ =B f(y)w™ = Ff (=),

oznacime y

F [f} (X) = ImEf_(l') WX = Ig[._? f(iL‘) WX — ]g‘f(x) w—T(=X) = ‘Ff(_X)a

FIR=Ef@)o™=Ef@+1) w™ =E f(o ™ = Ff()u O
———

oznacime y
1.1 Poissonova sumacna formula vyssich radov

V tejto podkapitole formulujeme Poissonovu sumaént formulu vyssich rddov (dalej Po-
issonova formula), ako sa nachadza v ¢lanku M. Niepela [7], avSak s inym ddkazom. Pre
prehladnost toto tvrdenie uvadzame bez komplexnych zdruzeni, ktoré doplnime az v do-
sledku 1.10.

V bakalarskej praci [8] sme pomocou Poissonovej formuly odvodili zovSeobecnent kon-
volu¢nu identitu pre funkcie f : Zp — C (P je prvocislo), ktort v tejto praci vyuzijeme na
dokaz tvrdeni v kapitole 2. Zovseobecnenti konvoluéni identitu uvadzame aj s dokazom
v tvrdeni 1.8, a to vo vSeobecnejsej formulacii pre funkcie f : Zy — C, ako bola formulacia

v bakaldrskej praci [8]. Dalej odvodime dudlnu zovieobecnent konvoluéni identitu.

15



Situaciu skomplikuje fakt, Ze nepracujeme nutne s kone¢nym polom Zp, ale s okruhom
Zy - preto mnoziny dané maticovymi rovnostami nemusia mat struktiru vektorového
podpriestoru, ale p6jde o moduly nad Zy.

Zavedieme znacenie pre funkcie

N, akz =0, 1, ak x =0,
o(z) = Alx) =

0  inak, 0 inak,
1(x) =1, 1(x) =1

Funkcie § a A st diskrétne Diracove delta funkcie, funkcie s jednobodovym nosi¢om,
ktorych diskrétny integral na prislusnej grupe je 1.

Ozna¢me H* ortogonalny doplnok podgrupy . Podgrupa H* je dana
Hl:{x62‘fV’me:O,a:€H}.

Vektory @ a x st na seba kolmé prave vtedy, ked £"x = 0, resp. (ko)vektor x € Zﬁ{,

anihiluje vektor x € Z§.
Lema 1.5. Nech x € Zy. Platia identity:
i) Fo(x) = 1(x),
i) F1(x) = A(x)-
Nech d € N, H je podgrupa 7%, x € Z‘fv Plati identita

1, akx € H,
iii) B WX =
N 0 inak.

Dokaz. Prvé dve identity ziskame priamym vypoctom

Fo(x) = IE:(S(QZ) WX = N150)w’ =1 =1(y),

N-1 —
=0 , 0 inak.

lema 1.2

Nech x je kolmé na kazdé x € H. Zrejme plati

.
E owv*x=FE «°=1.
xEH rEH

16



Nech x nie je kolmé na vsetky vektory z podgrupy H. Upravujme lavi stranu identity

iii)

-
ngH W wIGEH b <2mwNX) '

Podgrupu ‘H moézeme reprezentovat ako k-nasobny priamy stuéin grup zvyskovych tried
LN, , LNy, ..., Ly, k < d, pricom Ni, Ny, ..., N, st nejaké delitele N. Potom existuje
vyjadrenie

N N N
= A — Ajo— o A —1p,
x 1N1y1+ 2N2?/2+ + kayk

prei € {1,2,...,d}, kde y; € Zy;, pre j € {1,2,...,k} a vhodni maticu A € Z3* . Volne
povedané, nasobenie Nﬂlyl meni zvysok v Zy, na zvysok v Zy.

Vyjadrenie v maticovom zapise zodpoveda

N N
N1 Nl
N N
T., _ .. T N T~ ., T Ny
T X=Y Alx=y ¥
oznacime ¢
N N
L Ny, | L N |

kde ¢ € Zk;.

Dalej mame
-

E exp <27ri$ X) _ E exp (27ri (?/1% n Ya2p2 oy yk@k))
N yGZN1><ZN2><---><ZNk

TEH N1 N2 Nk
k 2miyp;
=11 E LR
exXp < N >

j=1 ijZNj j

w na zvyskovej triede Z N;

Z lemy 1.2 vyplyva

27Tiyj90j> _ b ke =GN, G ez

0 inak,
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pre vSetky j € {1,2,...,k}. Preto plati

E o — L,

0 inak,

ak pre vsetky j € {1,2,...,k} plati ¢; = C;N;, C; € Z,

Nech x ¢ H*, teda pre x existuje vektor & € H taky, Ze plati Tx # 0. Ak plati
¢; = C;N; pre vsetky j € {1,2,...,k}, mame %gpj = C;N = 0 (mod N). Potom pre
J
vsetky & € H plati

N
Ny
N
ZUTXzyT Na ‘ =0 (HlOd N),
N
L Ny |
¢o je spor s predpokladom, ze x ¢ H*L. ]

V leme 1.5 je identita iii) zovseobecnenim identity ii) pre DFT podla viacerych pre-

mennych.

Fakt, ze podgrupu ‘H mozeme reprezentovat ako k-nasobny priamy sicin jednorozmer-
nych grap zvyskovych tried Zy,,Zn,, ..., Zn,, k < d, pricom Ny, Ny, ..., N su delitele
N, je dosledkom strukturalnej vety pre Abelovské grupy, ktora sa nachddza napriklad
v knihe [1, str. 472] a tento dosledok je znamy.

Poissonovu formulu uvadza M. Niepel v ¢lanku [7] ako zndme tvrdenie. Dékaz Poisso-
novej formuly pre podgrupu Z%, kde P je prvoéislo, sme odvodili v bakaldrskej praci [8,
str. 32]. V tejto praci dalej uvddzame vieobecnejsi dokaz pre podgrupu Z%,, N € N, ktory

sme odvodili pomocou lemy 1.5.

Veta 1.6 (Poissonova sumacnd formula vyssieho rddu). Nechd € N, f1, fo,..., fa: Zn —

C a H je podgrupa Z<;. Plati Poissonova sumacnd formula vyssieho rddu



Dokaz. Funkcie f; sa IDFT funkcii F f;. Upravujme vyraz na lavej strane

d
I .Hlfz'(:vi) = 11 g}"fz.(xi)wxixz-

rEH 1= TEH 1=1 X

d d

- TEH %{3 1];11 ]:fz (XZ) jl;Il W
d T

=% L7 1) B o

lema 1.5

s I I

B (erl i=1 Ffl(xl)) 0 ( ¢HL =1 Ffl(x’)> -

Dalej uvadzame definiciu konvolicie, krizovej korelacie a autokoreldcie. Tieto operécie
patria medzi zakladné nastroje v teodrii spracovania diskrétnych signalov, avsak maju siroké
pouzitie v roznych oblastiach matematiky. Jednym z prepojeni tychto pojmov a Fouriero-
vej transformacie je konvoluéna identita a jej analégie, ktoré uvadzame v prikladoch 1.2

a 1.3.
Definicia 1.7. Nech f,g:Zy — C, t € Zx. Definujeme

i) konvoliciu funkcii f a g ako (f % g)(t) = I?f(t —z)g(x),

ii) krizovi koreldciu (cross correlation) funkcii f a g ako (fxg)(t) = ]ngf(t +z) g(x),
iii) autokoreldciu funkcie f ako (f)x (t) = (f* f)(t).

Pozndmka: Vo vSeobecnosti budeme v texte uvadzat definicie vyrazov obsahujicich dis-
krétne integraly iba na Zy. VsSetky vyrazy definované na Zy pomocou diskrétneho in-
tegralu E, definujeme aj na Zn pomocou diskrétneho integralu . Napriklad konvoluciu
funkcii F' a G na Zy definujeme (F * G)(1) = %F(T —x)G(x).

KedZe jediné, ¢o sa zmeni v definicnom vyraze je pouzita miera v diskrétnom integrali,
teda suma nahradi ocakdvani hodnotu (priemer), definicie na Zy st plne analogické

a nebudeme ich uvadzaf.

Priklad 1.2. Odvodime konvolucni identitu F [f = g] (1) = F f(7)Fg(T).
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Riesenie. Upravujme DFT konvolicie

Flfxgl(r) = E(fxg)(t)w™

=B f (t — ) gla) w0
t,x " \ ,

oznacime y

=Ef(y)w Eg(z)w™
= Ff(r)Fg(r). O

Ekvivalentny zapis konvolucie je (f*g)(t) = +]E . f(x1)g(x2). Vdaka vete 1.3 plati, ze
x1+To=
IDFT je inverzné zobrazenie k DFT. Konvolu¢nd identita je dalej ekvivalentna (f*g)(t) =

FEV[FFFg] (t). Identita v tvrdeni 1.8 je zovieobecnenim konvolu¢nej identity v tvare

E  f(z1)g(z2) = FCU [FFFg] (1)

x1+ax2=t

Zovseobecnenie, ktoré uvadzame, sme odvodili v bakaldrskej praci [8, str.47].

Tvrdenie 1.8 (zovseobecnena konvolucnd identita). Nechd € N, f1, fo, ..., fa: Zny — C,
A e 7k, rank(A) = k, pricom nulovyj priestor A tvori podgrupu Z% izomorfni Z3F,
a pre vektor t € ZX, existuje riesenie systému Ax = t. Oznacme ay,as, ..., a, stlpce

matice A. Plati identita

Dokaz. Nech podgrupa H je dana predpisom
H={y € Z§ | Ay = 0} = ker(A),

kde ker(A) je nulovy priestor matice A s predpokladanymi vlastnostami.

Nech vektor s je nejaké riesenie systému As = t. Upravujme vyraz

d d d
AImE:t zl;[l fi@ B Ayl]j%s:t i Filvi £ 5) = A]Eo 11;11 filyi + i) = ngH oo ity + S_,i) ’
oznadime y; + s; oznacime £ (y;)

Pouzijeme vetu 1.6

d d d
E II f5i(y) = X 11 siftv )y = N, 1 () WX
o i) = 2 BF06) = 2 W Ffila)w
priklad 1.1

20



Podla predpokladu je podgrupa H, danad rovnicou Ay = 0, izomorfna z Z‘]i\,—k, teda
je (d — k)-rozmerna. V terminoch volnych modulov: podgrupa H je volny modul ranku
(d — k) nad Zy a da sa vygenerovat pomocou (d — k) rieSeni rovnice Ay = 0. Podgrupa
H' je potom tieZ volnd a ma rank k (je k-rozmerna).

Kedze podgrupa ‘H obsahuje vektory, ktoré si kolmé na riadky matice A, pre podgrupu
HL preto plati, ze je dana prave linedrnymi kombindciami riadkov matice A, ¢o mézeme
zapisat ako

Hl:{er?\,‘X:ATr,TeZ’j{,}.

Vyuzivame fakt, Ze pokial nulovy priestor matice A je izomorfny Z% % riadkovy priestor
matice A je izomorfny Zk.
Mobzeme preto spravit substiticiu x = ATr, 7 € Zﬂ“\, Téato substiticia pre ¢ €
{1,2,...,d} zodpovedé x; = a] T. Dalej plati
d d .
X I Ffi)w™ =X IL Ffi(alT)w* ™
XE'HL =1 T =1

d

=X Il Ffi(a]T)

T =1 J

T
wS]ajT

S

1

d T

= Hl}-fi(aiTT)ij:lS]ajT
T i= S————
w(AS)TT:thT

= Fh [lél1 F ﬁ(a?f)} (t). -

Podrobnejsie sa problematikou zovSeobecnenia konvolucnej identity zaoberame v praci
[8]. Okrem konvolucnej identity plati aj ind lahko overitelnd identita, ktora je v istom

zmysle dudlna konvoluéna identita

X Ffa)Fglxe) = Flfg] (7).

X1+X2=T

Nasledujuci dosledok je zovSeobecnenim duélnej konvolucénej identity.

Désledok 1.9 (duélna zovseobecnend konvoluénd identita). Nech d € N, fi, fo, ..., fa:
Zy — C, A € Z?\,Xd a rank(A) = k, pricom nulovy priestor A tvori podgrupu Zﬁl\,
izomorfni Z‘]jv_k, a pre vektor T € Z?\, existuje rieSenie systému Ax = 1. Oznacme
1, Qo, ..., 0y stipce matice A. Plati identita

E fl[ Ffilxi) = F® Lf[l f,»(aiTt)] (1)

Ax=11=1
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Doékaz. Postupom analogickym k dokazu tvrdenia 1.8 by sme overili identitu

d d
E 11 Fy) = F® [H f<—1>Fi<aJt>] (),

Ax=ri=1 i=1

ktora plati pre Fy, Fs, ... Fy: Zy — C.
Ak zvolime F; = Ff; prei € {1,2,...,d}, dostaneme dokazovant identitu. ]

Podobne ako pre konvoliciu plati konvoluéna identita, platia analogické identity pre

krizovu korelaciu a autokorelaciu.
Priklad 1.3. Vyjadrime, aké identity platia pre DFT kriZovej koreldcie a autokoreldcie.

Riesenie. Postupom analogickym k odvodeniu konvolu¢nej identity mame

Flfxgl(r) =E(f xg)(t) ™

— E f (t + l‘) g<x) wf(t+:v)r+m7-
t,x " ,

oznacime y

=Ef(y)w™ Eg(e)wr

= Ff(r) Folo).

Identita pre autokorelaciu je priamym doésledkom

F(f(n) = Fli+f1(n) = 7o) =

Na zovseobecnenie tychto identit potrebujeme identity dokazané v tvrdeni 1.8 a do-
sledku 1.9 doplnit o komplexné zdruzenia.

Oznacme z ortogonalny doplnok H
Hi? = {X € Z?V‘wTDiag(z)X =0,z € H},

kde z € {£1}¢ je vektor znamienok a Diag (z) je diagondlna matica, ktord ma na diago-

nale zlozky vektora z.

Doésledok 1.10. Nech d € N, f1, fo,..., fa: Zny — C, H je podgrupa 2%, z € {£1}<.

Potom pre komplexne zdruzené funkcie podla vektora z platia identity:

i) Poissonova formula




ii) zovseobecnend konvolucnd identita
d

g, {1760 - 70 1 Frar)|

Azxz=ti=1

pre A € ZKX4 rank(A) = k, pricom nulovy priestor A tvori podgrupu Z% izo-
morfni Zﬁl\,_k, pre vektor t € 7%, existuje riesenie systému Ax = t a vektory

ai,as,...,aq su stlpce matice A,
iii) dudlna zovseobecnend konvolucnd identita

Ax=11=1

pre A € ZkXd, rank(A) = k, pricom nulovy priestor A tvori podgrupu 73 izo-
N ) N
morfni Zd_k, re vektor T € 7k existuje riesenie systému Ax = 1 a vektory
N p N ] Yy

a1, Qo, ..., 0y sU stlpce matice A.

Dékaz. Oznaéme g; = ' f; prei € {1,2,...,d}. Z prikladu 1.1 vyplyva
Fagilxi) = F [ZE} (x:) = Ziffi(ZiXi)‘

Identity vyplyvaju z aplikovania vety 1.6 (Poissonova formula), tvrdenia 1.8 (zovseobec-
nend konvolu¢nd identita) a dosledku 1.9 (duélna zovSeobecnend konvoluéna identita) na

funkcie g;, prei € {1,2,...,d}. ]

V dosledku 1.10 uvadzame Poissonovu formulu v rovnakom tvare, ako sa nachadza
v ¢lanku [7]. Identity v désledku 1.10 budeme vyuzivat v kapitole 2. Zaroven predpo-
kladame, ze dokazané identity v dosledku platia aj pre vSeobecnu konecnii Abelovski
grupu G, nielen grupu zvyskovych tried Zy. Poissonova formula uvedend v ¢lanku [7]
je formulovana pre vseobecni G a predpokladame, ze argument v dokaze zovseobecne-
nej konvolucnej identity a dualnej zovseobecnenej konvolucnej identity bude priamociaro

analogicky aj pre G.

1.2 Gowersove uniformné normy

V tejto podkapitole zavedieme Gowersove uniformné normy radu d a ukazeme ich niektoré

zakladné vlastnosti. V ¢lanku [7] definicia Gowersovych uniformnych noriem predchédza
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Poissonovej formule, kedze identity pre Gowersove normy slizia ako motivacia pre Pois-
sonovu formulu. My sme poradie tychto formuléacii vymenili, kedze dosledky Poissonovej
formuly vyuzijeme na odvodenie identity pre Gowersovu uniformnti normu radu 3 v pri-
klade 1.6.

Na tomto mieste uvadzame najma motivaciu ku kapitole 2 a podkapitole 3.1, podrob-
nejsie sa budeme venovat zovseobecneniam Gowersovych uniformnych noriem v kapitole 2.
O Gowersovych uniformnych norméach pise podrobne T. Tao v knihe [11], taktieZ sme sa

im venovali v bakalarskej praci [8].

Definicia 1.11 (p-norma). Nech f : Zy — C, p € R, p > 1. Definujeme p-normu

funkcie f /
p\ /P
|1, = (Elref’) ™

Definicia 1.12 (skaldrny stéin). Nech d € N, f,g : Z% — C a H je podgrupa 7.

Skaldarny sucin funkcie f s funkciou g na H definujeme ako

(£.9), = E f(@)g().

TEH

V pripade, 7e H = Z%, budeme vi¢sinou pisat len (f, g).

Tvrdenie 1.13 (vlastnosti skalarneho su¢inu). Nechd €N, f,g:Z% - C,C € CaH
je podgrupa Z% . Pre skaldrny sicin platia identity:

i) komplexnd antisymetria (f,q)y, = (9, )3

ii) kladnd definitnost (f, f); >

pricom rovnost nastiva pre f(x) =0, Ve € H,

iii) Cauchy-Schwarzova nerovnost | (f, g>7_[|2 <{fi )29 9)
Cyg(x) alebo g(x) = Cf(x), Ve € H.

pricom rovnost nastdiva pre f(x) =

Dokaz. Prvé dve vlastnosti vyplyvaju priamo z definicie 1.12. Mame

(f.9),,= E f@)g(@)= E g(x )m=<g,f>

zEH xEH H

(1.£),,= E fz) f) = E |f(=)] >

rEH

a rovnost v uvedenej nerovnosti nastane len pre f identicky rovné 0 na H.
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Pre g = C'f na ‘H mame

2 o 2
[(ren, =1er (.0, =0, crer),.
—_———
eR
teda rovnost v Cauchy-Schwarzovej nerovnosti.
Pripad, ked f alebo ¢ je identicky rovné 0, zodpoveda f = 0 g alebo g = 0 f a nastava
rovnost v Cauchy-Schwarzovej nerovnosti.

7 kladnej definitnosti a definicie 1.12 pre a € C vyplyva

0= <f—ag,f—ag>7_[: <f,f>H—a<g,f>H—E<f,g>H+|a|2<g,g>H.

Nech existuje € H, pre ktoré je g(x) # 0. Zvolme a = %ﬂ. Maéame
I

2 2 2
0< (1), - [f 9l _ [l | [ 9Dl
o {9, 9)y (9 9)n (9,9
fr9)ul”
I
gag H
¢o po uprave zodpoveda Cauchy-Schwarzovej nerovnosti. O]

Dokaz tychto vlastnosti je standardny a znamy, napriek tomu sme ho uviedli, aby
bolo zrejmé, ze Cauchy-Schwarzova nerovnost plati aj pre funkcie viacerych premennych

a skalarne sicéiny na Iubovolnej podgrupe H priestoru Z4.

Tvrdenie 1.14 (Parsevalova identita). Nech d € N, f, g : Z% — C. Plati Parsevalova

identita

_ /7
<f’9>m (FOfF g>x-
Dokaz. Funkciu f prepiseme ako IDFT funkcie Ff, ¢o vedie k vysledku

(f,9) =Ef(z) g(x)
~E(SF5(0)w") 9(a)

s (=

= 27 () Bl

xr



Standardne sa pod pojmom Parsevalova identita uvadza identita

B f() g(x) = 2 F () Fo(x),

pre funkcie f, g : Znx — C, ktorej $pecidlnym pripadom je identita | f||, = || F f]l,-
Dalej zavedieme definiciu Gowersovej uniformnej normy, ako ju uvadza napriklad

T. Tao v [11, str. 57] alebo B. Szegedy v [10, str. 3].

Definicia 1.15 (Gowersova U(d) (polo)norma). Nech f :Zy — C a t € Zy. Multiplika-

tivnu derivaciu funkcie f v bode x podla t definujeme

Ay fla) = flz+1t) f(z).

Nech d € N. Gowersovu uniformni (polo)normu rddu d funkcie f definujeme ako

1/2d

1o = (g{%ml AaQ...Aadf(x))

u(d

Pomocou multiplikativnej derivacie mézeme prepisat autokorelaciu z definicie 1.7 ako

(D (t) = E, f(2).

Pre d > 1 je || fly(4 norma funkcie f a [|f||y. je polonorma funkcie f. Polonorma
U(1) je polonorma, kedZe [|f|[y,, nie je kladne definitnd, teda ||f[[y,) moze byt 0 pre
funkciu f, ktord nie je identicky rovna nule. Gowersove U(d) normy zaviedol T. Gowers
v ¢lanku [4, str. 19], kde uvadza aj dokaz, ze U(d) je norma pre d > 1.

Jeden z dévodov, preco su U(d) normy zaujimavé je fakt, ze si citlivé na znamienka
funkénych hodnét funkcie f (na rozdiel od p-noriem). Pre p-normy plati, Ze funkcie f a |f]|

maju rovnakd p-normu. Ako ukdzeme v nasledujicom priklade, pre U(d) normy to neplati.
Priklad 1.4. Pre funkciu f : Zs — {£1}, f(x) = (=1)* overime, Ze plati nerovnost
1wy < 1]y

Riesenie. 7 definicie 1.15 vyplyva

Hﬂ’i@) - :v],:[:%b AVRAVSACD)

= E A f(a+a) 5 f(2)

= B f+a+0) flo+a) f(x+1b) f(2)

= E flx+a+b) fle+0)f(z+a)f().
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Zvyskova trieda Zsz obsahuje 3 prvky: 0,1, 2. Spoéitajme hodnoty funkcie f v tychto
bodoch

f(0) =1, f) = -1, f2)=1.

Urcime najskoér U(2) normu funkcie | f|

1915 = B, 15te+ 0+ DI TG+ BTG+ all )] = 1 =1

Sucin f(x +a +0b) f(z+b)f(x + a)f(x) mdze nadobidat len hodnoty 1 a —1. Aby

platilo || f|[yq) < H|f|HU(2), musi existovat aspon jedna trojica x,a,b € {0, 1,2}, pre ktort

plati f(x +a+b) f(z +b)f(x + a)f(x) = —1. Takych trojic ale existuje hned niekolko,
napriklad

FO+1+2) F0+2)f0+1)f(0) = £(0) (2] F(1) £(0) = ~1.

1 1 -1 1

Nerovnost || ||y < H | f] Hu(z) teda plati. Konkrétne hodnoty U(2) normy funkeii f a | f]|

st
11 /4
HfHU(Z) - <27> <1= H|f|HU(2)' -

Nasledujuci priklad vychddza z prehladového ¢lanku T. Gowersa [5, str. 10].
Priklad 1.5. Odvodime vztah medzi U(2) normou funkcie f a 4-normou funkcie Ff.

Riesenie. Upravujme Stvrtd mocninu U(2) normy. Podla prikladu 1.4 plati

170, = E fa+a+t) Fa+0 feTaif@) = EE fly+a) TG EFa+ a)f@).
U(2) z,a,b ——— a y T
oznacime y — <

(Fk(a) (Nk(a)

Dalej mozeme vyraz prepisat pomocou skaldrneho sticinu a pouzit Parsevalovu identitu

v tvrdeni 1.14

4

[y =E Dk (@) D @) = { (N (F) = (FIDF U -

Pre autokoreldciu sme uz odvodili identitu F (f), (7) = | Ff(7)]*. Méme

2
)

£l = (P2 7@ ) = S1Fs001 = 74 0
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V standardnom odvodent vztahu || f||y) = [[F f[l,; ako ho uvddza T. Gowers v ¢lanku
[5, str. 10], sa namiesto autokoreldcie vyuziva konvolicia (f* f). Pre nas bude vhodnejsiou
autokorelacia, ktorej sucastou je komplexné zdruzenie (na rozdiel od konvolicie) a vieme
néjst jej zovseobecnenie, ktoré bude vystupovat v U(3) norme.

V priklade 1.6 uvadzame nase odvodenie identity pre U(3) normu pomocou autokore-

lacie radu 2.

Priklad 1.6. Pre U(3) normu pomocou analogickej série argumentov, ako sme pouZzili

v priklade 1.5, ndjdeme analogicki identitu k identite || f ||y = [|Ffll,-

Riesenie. Definujeme autokorelaciu funkcie f radu 2 predpisom

(Pke) (@.b) =E f(z +a+b) f(z+b)f(z+a)f(2).

Oznacéme maticu P a vektor z

1
1 -1
-1
P=1 -1 zZ =
—1
1 -1 -1 1
1

Plati ekvivalentné vyjadrenie

(f)K(Q) (a,0)= E 11 Zlfz(xz)

Kedze toto vyjadrenie je ekvivalentné, mame splnené predpoklady désledku 1.10. Nu-
lovy priestor matice P je izomorfny Zy, kedZe vo vyjadreni autokorelacie diskrétne integ-

rujeme cez x € Zy. Tiez plati rovnost

a+b

1 -1 a
b

1 -1 =1b],
a

1 -1 -1 1 0
0

oo R

.

teda existuje riesenie systému Px = [
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Podla dosledku 1.10 mézeme spocitat diskrétnu Fourierovu transforméaciu autokorela-

cie radu 2. Mame

(f)K(Q) (a,b) = a ili Zifz'(ifi)
-

désledok 1.10

— FOI [Ff(a+ B+7) FIB + DF @+ DFF()] (a,b,0)

MobzZeme pouzit vyjadrenie DFT podla viacerych premennych (2)

(N (a:b) = F2[FEV[Ffla+ B +9) FFB+1)FFa+0)FF()] (0)] (a.b)

= FOV S Ff(a+ B+ ) FIB+ )T+ )FF0)e] (0.)

= FO(F o) (@ B)] (a,b),

¢o vedie k identite
‘F(z) (f)K(Q) (av ﬁ) = (Ff)K@) (av 6)
S identitou pre autokorelaciu radu 2 moézeme zopakovat kroky argumentu pre
1fllu@ = IF fll, aj pre U(3) normu. Upravujme U(3) normu

Hin(g) = B Add A ()

z,a,b,c

= E AA(f(x+0) fl))
x,a,0,c N——
oznacime y

=EEA, A f(y) EALD f(2)

Dalej plati

EA, A f(z) = BA, f(z+b) F@)

:Iaﬁ;f(x—ka—i-b)f(a:—i—b)f(x—l—a)f(m)

= (f)K(Z) (a,b).

Mame vyjadrenie

& (f)K(2) (a,b) (f)K(Q) (a,b).

U(3) - ab
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Opat mozeme vyraz prepisat pomocou skalarneho stcinu a pouzit Parsevalovu identitu

1.14
7o = (P » D) = (F2 D s 72 Py -

7 identity pre autokorelaciu radu 2 vyplyva

Hin(:a) - <(ff)'<(2) ’ (ff)K(2)> - H]:sz(:a)’
kde odvodenie rovnosti ||.7-'f||%(3) = < (F Pk (ff)K(2)> je analogické. O

Priklady 1.5 a 1.6 vyuzivaju analogicky postup. Napriek tomu vedu k odlisnému typu
vysledkov, v priklade 1.5 k vyjadreniu U(2) normy funkcie f pomocou 4-normy jej DFT,
v priklade 1.6 k vyjadreniu U(3) normy funkcie f pomocou U(3) normy jej DFT. Pre
vyjadrenie U(4) normy funkcie f by sme dokonca nedosiahli vyjadrenie pomocou ziadnych
doposial (v tomto texte) definovanych noriem funkcie Ff.

Prirodzenou otézkou je, ¢i je mozné definovat normu funkcie F f (oznaéime || Ff]| ),
pre ktort plati || ||y = [[F fllx. Podobne nds moze zaujimaf, ¢i vieme definovat normu
funkcie f (oznacime || f||y ), pre ktora plati || ||y = || F fl|s- Aj ked by sme mohli priamym
vypoctom néjst predpis noriem X a Y, vhodné by bolo zaviest vSeobecnti definiciu pre

Tubovolny rad d. Potrebujeme teda zaviest definiciu, ktora nadm da vyjadrenia

2d’

HfHU(d) - H‘FfHX(d)’ HfHY(d) - H]:f

pre fubovolny rad d a normy X (d), Y (d) zavislé od radu d. Z prikladov 1.5, 1.6 a Parse-

valovej identity vieme, ze plati:

« X(2) zodpoveda 4-norme,

X (3) zodpovedd U(3) norme,

« Y (2) zodpoveda U(2) norme,

Y (1) zodpovedd 2-norme.

M. Niepel v ¢lanku [7] zaviedol pojem uniformnych noriem radu d a stupna [ (dalej
U(d,l) normy), ktoré st odpovedou na vyssie uvedené otazky. Ako sa ukéze, identity
v prikladoch 1.5 a 1.6 st zovSeobecnenim Parsevalovej identity || f|, = [|F f]l,, M. Niepel

ich preto oznacuje ako ,identity Parsevalovho typu® [7].
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2 U(d,l) normy

V tejto kapitole uvddzame vlastny pristup k definicii uniformnych (polo)noriem radu
d a stupna [ (dalej U(d, 1) (polo)normy). Vyuzivame vlastné pojmy uniformného usporia-
dania podmnozin, podmienok rddu d zodpovedajicich mnozine N a matice podmienok
radu d a stupna [. Nase definicie nepokryvaji vseobecné definicie v ¢lanku M. Niepela [7]
pre Tubovolnt koneénti Abelovskd grupu G, iba pripad ked G = Zy.

Zavedenim vlastnych definicii sme sa snazili dosiahnut prehladnejsi a pre citatela pri-
stupnejsi text, vyuzivajici matice so zlozkami v {—1,0, 1}. Taktiez pre nas bolo uzitotné
maf vlastné definicie pri hladani novych tvrdeni, prepojeni so zovseobecnenou konvoluc-
nou identitou a neskdr v dokaze nerovnosti v kapitole 3. Nakolko vyuzivame iné definicie,
ako sa nachadzaji v ¢lanku M. Niepela [7], uvddzané dokazy tvrdeni sme odvodili nanovo.

Pri definicii U(d,[) (polo)noriem sa casto stretneme s binomickym koeficientom (bu-

d!

deme oznacovaft (Z) = W) Sucet prvych n binomickych koeficientov oznac¢ime

g (1) =3 (9.

=0

Binomicky koeficient a stucet binomickych koeficientov budud sivisief s rozmerom pries-
toru, resp. rankom volného modulu nad Zy v pripade podgrip Z4,, cez ktory integrujeme
v definicii U(d, ) (polo)normy. Bez dékazu uvddzame nasledujice zname vlastnosti bino-

mického koeficientu.

Lema 2.1 (vlastnosti binomického koeficientu). Nechd € N,n € N, 1 <n <d, a,b € R.

Pre binomické koeficienty platia identity

i) ()= 3 (),
iv) & () =8 (D) + 5 (D),

d ) .
v) binomickd veta (a 4+ b)" = > (il) albdt,
i=0
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2.1 Uniformné usporiadanie podmnozin

M. Niepel v clanku [7] definuje U(d,l) (polo)normy na konecnej abelovskej grupe G
pomocou , A-znacenych d-rozmerngch Il-stupriovych kociek v G“. V nasom pristupe za-
definujeme maticové podmienky radu d a stupna [ P (d,[). Podgrupa dana rieseniami
systému P (d,l)x = 0 potom bude ekvivalentnd priestoru ,A-znacenych d-rozmernijch
[-stupniovyjch kociek v Zy . Vyhodou nasho pristupu bude, Zze maticova rovnica je pristup-
nejsia ako fazsie predstavitelny pojem d-rozmernych [-stupnovych kociek. Taktiez budeme
moct vyuzit nastroje linearnej algebry na operacie s maticami, a teda aj so skiimanymi

podgrupami.

Definicia 2.2 (uniformné usporiadanie podmnozin). Nech d € N. Uniformné usporiada-
nie podmnozin N1, No, ... Noa C {1,2,...,d} je linedrne usporiadanie vsetkych podmnoZin
{1,2,...,d}, dané rekurzivngm pravidlom

vne{0,1,...,d—1} Vi€ {2"+1,2"+2,...,2"" . Ny =N;_on U{n+1},

s pociatocnou podmienkou Ny = 0.

Uniformny vektor znamienok z € {£1}*" je vektor so zlozkami z; = (—1)Nil, pre
je{1,2,...,24}.

Pre vietky j € {1,2,...,2%} priradime j-ty riadok identickej matice Ioayoa podmnoZine
N;, oznacime e(N;).
Priklad 2.1. Pre d = 3 uvedieme

i) uniformné usporiadanie podmnozin,

ii) wniformny vektor znamienok,

iii) priradenie riadkov matice I uniformne usporiadanym podmnozZindm.

Riesenie. Mame
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i) podmnoziny Ny, Na, ..., Ng

N, = O = 0 = 0,
N, = NyU{1} = gu{1}y = {1},
Ny = N, U{2} = OuU{2} = {2},
Ny = NoU{2} = {1}uf{2} = {12},
Ns = Nyu{3} = gu{3} = {3},
Ne = NoU{3} = {1}U{3} = {1,3},
Nz = Nsu{3} = {2tu{3} = {23},

Ny = N4U{3} = {172}U{3} = {17273}a

ii) vektor z

(1l (—°] | 1]
(—1)| ] 0 |1
(—1)l2] (D |1
(—1)lt2)] (—1)2 1

Tleplel |7 ] 4l
(—1)l3 (—1) 1
(—1)l23 (—1)2 1
(—1)l23)] (—1)3 ~1

iii) riadky matice Igys

o) | |1 _

e(1) 1

e(2) 1

e(1,2) _ 1 =

e(3) 1

e(1,3) 1

e(2,3) 1

e(1,2,3) 1

Vsimnime si, ze uvedeny uniformny vektor znamienok zodpoveda komplexnym zdru-

zeniam v U(3) norme z definicie 1.15. Podobne, ako v priklade 1.4, m6zeme U(3) normu
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vyjadrit ako

Hsz(g) :m]g’,cf(x—i_a_'_b‘i‘c)f(x‘i‘b"’C)f(l’-i-a—i-c)f(a:—i—c)

flz+a+b)f(zx+b)f(x+a)f(z)

= K Zlf(x+a+b+c)22f(x—|—b+C)Z3f(x+a—|—c)z4f(a7—l—c)

z,a,b,c

“fla+atd) flat+bd) flata)fla)

Definicia 2.3 (podmienky stupna n). Nech d € Z, d > 0, n € Z, 0 < n < d
aNC{1,2,...,d}, IN| = n. Podmienka rddu d, zodpovedajiica mnozine N je 2¢-rozmernyj

riadkovy vektor definovany ako

IN|
pa(N) =>_ > (—1)%e(A).
a=0 ACN,
|Al=a
Nech Ni,Ng, ..., Noa je uniformné usporiadanie podmnozin, | € Z. Maticu podmienok

radu d a stupria | P (d,1)qa, 04 definujeme ako

pa(N1), ak |Ny|>1, 0i49a inak

P (d.1) pd(.NQ), ak |Na| > 1, 01T<Qd inak '

_pd(N2d>, ak ’N2d| > l, 01><2d inak_

Poznamka: V texte budeme vécsinou pracovat iba s maticami podmienok radu d a stupna
l € {-1,0,...,d}. V niektorych pripadoch je ale vyhodné mat zadefinovani aj maticu

pre stupen mimo tejto mnoziny, najmé pokial ide o rekurzivne vyjadrenia.

Vo vSeobecnosti bude pre kazdé n existovat (z) roznych podmienok py(N) pre [N| = n,
kedZe pouzivame vsetky n-prvkové podmnoziny {1,2,...,d}.
Podmienka radu d zodpovedajica podmnozine Nya = {1,2,...,d} bude identickd

s transpoziciou uniformného vektora znamienok

Priklad 2.2. Pre d = 3 ndjdeme podmienky ridu 3 a maticu podmienok radu 3 a stupria

—1.
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Riesenie. Pre kazdi z podmnozin mnoziny {1, 2,3} mame jednu podmienku radu 3

p3(0) e(?) 1

ps(1) e(0) —e(1) 1 -1

p3(2) e(0) —e(2) 1 -1

p3(1,2) |  |e(D)—e(l)—e(2)+e(l,2)| 1 -1 -1 1

Po(3) | |e(0)—e) Rk -1

ps(1,3) e(0)—e(l)—e(3)+e(1,3) 1 -1 -1 1
p3(2,3) e(0)—e(2)—e(3)+e(2,3) 1 -1 —1 1
p3(1,2,3) e(0)—e(l)—...—e(1,2,3) 1 -1 -11 -1 11 -1

Uvedena matica je zaroven P (3, —1). O

V priklade 1.6 vystupovala matica P. Tato matica zodpoveda matici podmienok radu

2 a stupna 0 P (2,0) (okrem nulového riadku)

01X4
P

P (2,0) =

Z prikladu 2.2 mozeme nahliadnut, ako by sme rekurzivne definovali maticu podmienok

radu d + 1 a stupna —1. Plati vyjadrenie

P(d, 1) P(d,-1) |

Pd+1,-1)= = ,
P(d,~1)| P (d-1) P(d,~2) | P (d,~2)

s pociatocnou podmienkou P (0,—1) = [1]. Pripomenieme, Ze z definicie 2.3 vyplyva

P (d,—k) =P (d,—1) pre k € N. Rekurzivne vyjadrenie bude existovat aj pre vSeobecny

stupen [.

Tvrdenie 2.4 (rekurzivne vyjadrenie). Nechd € Z,d > 0,1 € Z, —1 <1 < d+1. Matica

P (d+ 1,1) ma rekurzivne vyjadrenie

P(d]) |

P(d+1,1]) =
P(dl-1)| ~P(dl-1)

Dékaz. Nech Ni,;No, ... Noar: C {1,2,...,d+ 1} st uniformne usporiadné podmnoziny.
Riadkovy vektor e(N;) je i-ty riadok identickej matice Iay9a priradeny k podmnozine N;,
i € {1,2,...,2%. Oznaéme eq;1(N;) i-ty riadok identickej matice Iyit1y9441 priradeny

k podmnozine N;, i € {1,2,...,2¢1}
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Nech i € {1,2,...,2%}. Z definicie 2.2 vyplyva

E

= ed—i—l(Ni U {d + 1})

ear1(Ni) = | e(N;)

e(N;)

€at1(N;jod) = { 0124

Pre podmienku radu d + 1, zodpovedajicu podmnozine N; plati z definicie 2.3

IN| N

Pan(N) =2 32 (1fesa(®) =3 3 (1) e(A) |00 | = | pu)
|Al=a Al=a

Podobne mame vyjadrenie

N, o] IN;U{d+1}|
Pari(Nipaa) = D> > (=1)%eann(A)= Y Yo (=1)%ear1(A).
a=0 ACN,, 4, a=0  AC(N;U{d+1}),
|Al=a |Al=a

Dalej mézeme sumu cez podmnoziny A rozdelit, podla toho, ¢ d + 1 patri do A

IN;U{d+1}]
Pa+1(Nij2a) = Z Z (—1)*ea+1(A) + Z (=1)%eat1(A)
a=0 AC(N;), AC(N;U{d+1}),
Al=a d+1€A,
|Al=a
IN;U{d+1}]
= > Y. (=D%ari(A)+ D> (=1)esi(AU{d+1})
a=0 AC(N;), AC(N;),
|Al=a |[AU{d+1}|=a
IN;|
=> | > (-D%ai(A)+ > (=) eg(AU{d+1})
a=0 | AC(N;), AC(N;),
|Al=a |A|

Prepiseme vyraz pomocou riadkov e(A) a mame

Par1(Njjo0) %L: Z (A) ‘ 024 } %L: Z (=1) { 01,20 | €(A) }
a= 0A|i‘(N; a=0A|%\‘(:Z),
= {pd(Ni) 01524 } { 094 | Pa(N;) }
= { pd(N ) (Ni) ] ‘
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Matica P (d + 1,1) je definovana

Pa+1(N1), ak [Nq| > 1, 0;y9¢ inak

Pa+1(Naa), ak  [Nga| > 1, 01,24 Inak

P(d+1,1)=
Par1(Niyaa), ak [Nyjgaf > 1, 05,00 inak

| Pat1(Ngagga), ak [Ngaiga| > 1, 0p00 inak

Podmienka [N, 94| > [ zodpovedd |N;U{d+1}| > [, teda [N;| > [—1, prei € {1,2,...,2%}.
7 vyjadreni podmienok radu d + 1 pomocou podmienok radu d vyplyva

Pa(N1) | 0154, ak [Ny| > 1, 01x0¢ inak

Pa(Naa) | 0504, ak  [Nga| >, 0;,9¢ inak

P(d+1,0)=
Pa(N1) | =pa(N1), ak [Ni|>1—1, 0;,00 inak

| Pa(Naa) | —=pa(Naa), ak [Nga| >1—1, 0;,9s inak |

P(dl) |
P(dl—1) \ P11 |

Tvrdenie 2.5 (ortogonalita). Nech d € N, l € Z, —1 <1 < d. Plati
P (d,]) Diag (z) P (d,d—1—1)" = 0.
Dokaz. Pre l = —1 a [ = d rovnost plati
P (d,—1)Diag(z) P (d,d)" = P (d,—1) Diag (z) 0" = 0.

Dalej uvazujme 0 <1 < d — 1. Nech N a M sti dve podmnoziny {1,2,...,d}. Aby sme

dokézali tvrdenie, musime pre prislusné podmienky ukézat

pa(N)Diag (z) ps(M)T =0,
oznaéime S(N, M)

pre vSetky N, M, pricom [ +1 < |N| < d, d—1 < |[M| < d.
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Ked vyraz S(N, M) rozpiseme podla definicie 2.3, mame

T
IN| Y
Y. 2 (=1)%(A) | Diag(z) [ > > (-
a=0 ACN, b=0 BCN,
|Al=a B|=b
IN] M|

=22 > > (-1)""e(A)Diag(z)e(B)".

a=0b=0 ACN, BCN,
|Al=a |B|=b

Stcin vektorov e(A) a €(B)T je nenulovy iba pre A = B a z definicie 2.2 uniformného

vektora znamienok mame

(=1)etere = (=1)?, ak A=B,
(—1)"*" e(A)Diag (z) (B)T =
—_———
(—D)Ale(A)=(—1)"e(A)
Kedze A C N a B € M, z podmienky A = B vyplyva A = B C N N M. Vdaka

0 inak.

nerovnostiam [N| >+ 1, [M| > d — [ mame |[N| + [M| > d 4+ 1 a z Dirichletovho principu
vyplyva, ze mnoziny N a M musia mat aspon jeden prvok spolo¢ny, preto [N N M| > 0.

PrepiSeme vyraz S(N, M) pomocou kombina¢nych ¢isel a méame

INNM| INNM| |N N Ml
-3 > =y (MM -aogr o o
a=0 A\QA’TDNL a=0

binomicka veta
2.2 U(d,l) (polo)normy

U(d, 1) (polo)normy st v élanku M. Niepela [7] dané diskrétnym integralom cez podgrupu
sA-znacengch d-rozmernyjch l-stupnovych kociek v Zy*“. Vdaka definicii 2.6 mozeme tieto
priestory charakterizovat pomocou rovnice P (d,[) x = 0.

Dokazy tvrdeni v tejto podkapitole vyuzivaju znacne odlisné definicie ako sa nacha-
dzaji v ¢lanku [7], uvddzané dokazy si preto nové. Okrem identit, ktorych analogie sa
nachddzaji v ¢lanku [7], prindSame aj vlastné tvrdenie 2.9, ktoré vyuziva nami dokdzani

zovsSeobecnenu konvoluénu identitu.

Definicia 2.6 (U(d,l) (polo)norma). Nech d € N, l € Z —1 <1 < d, f : Zy — C
az e {£1}*" je uniformny vektor znamienok. Uniformni (polo)normu ridu d a stupria |

funkcie f definujeme ako

5 1/24
Wl = (1, B 700)
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Nech f1, fay ..., foa : Zny — C. Zovseobecneny skaldarny sicin radu d a stupria | (dalej
G(d, 1) skaldrny sucin) definujeme ako

H “fi(x).

G(d,l) P(d Dxz=0i=1

(fi, for- o fon)

Nasledujiicu vetu dokdzal M. Niepel v ¢lanku [7]. V tomto texte jej ddkaz neuvadzame,

iba neskor naznacime ako postupovat.
Veta 2.7 (U(d,1) je (polo)norma). Nechd e N, l € Z, 0 <1 <d— 1. Plati
HfH ]6 norma funkcie f,
) HfHU(d,—l) a HfHU(d,d) s polonormy funkcie f.

Veta 2.8 (dualita G(d,!) skaldrnych stacinov). Nech d € N, l € Z, -1 <1 < d a f :
Zyn — C. Plati dualita

(fi, fore o foa) = (Ff1, Fhar o, Faa)

G(d,l) G(d,d—1—1)

Dokaz. Oznacme
H={xecZ}|P(dl)z=0}.

Podla tvrdenia 2.5, stipce matice Diag (z)P(d,d—1— 1)T patria do podgrupy H.
Dolné trojuholnikovd matica P (d,1) ma 5! (¢) nenulovych riadkov, teda podgrupa
H ma rozmer 2¢ — L1 () = 4 (d) — d71(d) = L (4) Ziroven matica Diag (z)
P(d,d—1—1)" ma L () nenulovych stipcov, ktoré si linedrne nezévislé. Pocet prvkov
priestoru dany linedrnymi kombindciami stipcov matice Diag (z) P (d,d — [ — l)T je rov-
naky ako pocet prvkov podgrupy H, preto pre kazdy vektor & € H existuje vyjadrenie
pomocou linedrnej kombindcie stipcov matice Diag (z)P (d,d —1 —1)".
Podla definicie 2.6 mame
od

(frofore Fot) gy = o B H%ﬁ( )= E IL7fi(z).

P(dl)m 0i= zeH i=1

Z Poissonovej formuly v dosledku 1.10 vyplyva

E H%( )= 2, LOFh().



Podgrupa H'? je dand
Hi? = {X € Z?\‘;‘wTDiag(z)X:O, x € 7—[}
Podla tvrdenia 2.5 plati

P (d,1) Diag (z) Diag (z) Diag (z) P (d,d — [ —1)" = 0.

Vektor & € H je dany linedrnou kombinaciou stipcov matice Diag (z) P (d,d — [ — 1)T,
pre vektor x dany linedrnou kombinéciou stipcov matice Diag (z) P (d, l)T, bude splnend
podmienka x'Diag (z) x = 0. Podla tvrdenia 2.5 bude zaroveti pre vektor x platit pod-
mienka P (d,d — 1 —1)x = 0.

Mame vyjadrenie
Mz = {x €L} |P(dd—1-1)x =0},

z ktorého vyplyva

2d 2¢
> O*Ffoa = B O“Fflw) = (FfFle... . Fha) .

x€zHL i=1 (d,d—1—1)x=0i=1 G(d,d—1—1)

Zéroven nam dualna zovseobecnend konvoluéna idenita v désledku 1.10 pontikne iny

pristup k vyjadreniu G(d, [) skaldrnych sicinov, ktory uvidzame ako vlastny vysledok.

Tvrdenie 2.9 (priame vyjadrenie G(d,[) skalarnych sicinov). Nech d € N, | € Z,
—1<1<d, fi,fo,..., foa : Zy — C a2z € {jzl}zd je uniformny vektor znamienok.
Oznacme 81, 8s, . . ., 894 stlpce matice P (d,d — 1 — 1) Diag (z). Plati identita

(frofor s Fo) g =

t i=1

kde t € Z?\’;, pricom t; = 0, ak i-ty riadok matice P (d,d —1—1) je OT.

Dokaz. 7 duality vo vete 2.8 vyplyva

2d

IT“Ff(xi)-

dd—1-1)  P(dd—I—1)x=0i=1

<f1,f2,...,f2d> =<-7:f1,-7:f27---7-7:f2d>c(

definicia 2.6

G(d,l)

Overime, ze st splnené podmienky dosledku 1.10. Pre pravu stranu 0 vzdy existuje

riesenie systému P (d,d — [ — 1) x = 0.
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Pre dané [ ma matica P (d,d — [ — 1) presne 37 , | (f) = L (4) nenulovych riadkov.
Potrebujeme, aby nulovy priestor matice P (d,d — [ — 1) bol izomorfny Z?\j_é(?) . Ako
sme uz vyuzili v dékaze tvrdenia 1.8, nulovy priestor matice P (d,d — [ — 1) je izomorfny
Z?\(;_é(?) préve vtedy, ked riadkovy priestor matice P (d,d — [ — 1) je izomorfny Z ]év(;l)
Kedze matica P (d,d — [ — 1) je dolna trojuholnikova matica, rank volného modulu, ktory
zodpoveda riadkovému priestoru je & (4).

Matica P (d,d — 1 —1)" tvorf hornt trojuholnikovii maticu, v ktorej pivoty s =+1.

Z tvrdenia 2.4 pre d > 1 vyplyva

P(d)| Pdi-1)T
P11

P(dd—1-1) =

Ekvivalentnymi tipravami nad Zy (ndsobenie —1 a s¢itovanie +1-nasobkov riadkov)

sa vieme dostat k matici
P(d,D)" \

‘P(d,l—l)T

Postup mozeme zopakovat (d — 1)-krat, ¢im sa dostaneme k matici

P (1, CL1>
P (1,&2)

P (]., a2d>

kde @ € {—1,0}%". Plati P(1,—1) = 1 a P(1,0) = 0, teda matica A je diagonlna
matica, ktorej zlozky na diagondle su 0 a 1. Kedze dimenzia riadkového priestoru matice

P(d,d—1—-1)je { (%), na diagonale A sa nachddza presne & (4)-krét 1.
~2d_ l (d)

Stipcovy priestor matice A je nutne izomorfny Z ~ 2. Kedze upravy, ktorymi sme

sa dostali k matici A, boli ekvivalentné nad Zy, aj riadkovy priestor matice P (d,d — [ — 1)
_1(d _od_1(d
je izomorfny Z 3 (¢ ), teda nulovy priestor matice P (d,d — [ — 1) je izomorfny Z, * (: )

Vdaka dualnej zovseobecnenej konvolucnej identite v dosledku 1.10 mame

(Fi.for- s Fae)

G(d,l)

:;@(fz»[ﬁ f(at)] 0)
i=1 \/:’
i-ty stlpec

matice P(d,d—1—1)

_ () [n f(at)] o)
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kedze i-ty stlpec matice P (d,d — | — 1) mé vietky zlozky 0 alebo z;. O

Pre zlozky i-teho stipca matice P (d,d — [ — 1) plati, Ze st 0 alebo z;. Ndsobenie ma-
tice P (d,d — 1 — 1) a matice Diag (z) je ekvivalentné absolutnej hodnote zloziek matice
P (d,d —1—1). Zlozky vektora s; si preto iba 0 a 1.

Dokéazané identitiy vo vete 2.8 a v tvrdeni 2.9 budu platit aj pre U(d, 1) (polo)normu.

Dosledok 2.10. Nechd e N, l € Z, -1 <I1<d, f:Zy - Caz€ {:l:l}zd je uniformny
vektor znamienok. Oznacme sy, 8s, ..., 8 stlpce matice P (d,d — | — 1) Diag (z). Platia

identity

i) dualita HfHU(dJ) - H]:fHU(d,d—Z—l)’

d

1/2
2d 5
ii) priame vyjadrenie HfHU(d y = Ithg f (sjt)) , kde t € Z?\}i, pricom t; = 0,

ak i-ty riadok matice P (d,d —1—1) je OT.

Dékaz. Dosledky vyplyvaju z definicie 2.6. U(d, [) normu moézeme vyjadrit ako || f Hu( iy =
1/24
((fafa---7f>G(d7l)) . D

Priklad 2.3. Pre d = 2 napiseme priame vyjadrenie U(2,1) (polo)noriem pre —1 <1 < 2.

Riesenie. Urcime matice P (2,2 — [ — 1) Diag (z).

P (2,2) Diag (z) = : P (2,1) Diag (z) = :
I | 11 1j
- - g -
11 11

P (2,0) Diag(z) = : P (2,—1)Diag(z) =
1 1 1 1
1 111 1111
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Pre jednoduchost zapisu umocnime U(2,1) (polo)normy na 4. Mame

[y, = 7O T 70 (0)

11

20) x

74, = E, fla+a+) Fla+a)fla+ @)

U(2,1)
4
- HfHU(2)
1#[4ny = LB Fla+a+b+0) Fla+ a)f@+b)f)
- |E s =

Mozeme si vs§imnuf niekolko vlastnosti, ktoré budu platit vseobecne.
U(d, —1) a U(d,d) nie si normy, ale iba polonormy, nakolko nie su kladne definitné,

iba kladne semidefinitné. Zaroven su pre vsetky rady d rovnaké

17luay = 17O

’ HfHU(dd) -

— |E f(@)| =

U(d,~1)

U(d, 0) normy budi vzdy zodpovedat prislusnej p-norme pre p = 2¢

7o =1

U(d, 1) normy st identické s U(d) normami z definicie 1.15

7 uia = 141

u(d)

Dokaz tychto identit pre ITubovolné d bude vyzadovat dalSie tvrdenie, ktoré je dosled-
kom rekurzivneho vyjadrenia matice P (d + 1,1) v tvrdeni 2.4. V spominanom tvrdeni
ukazeme, ze U(d, 1) (polo)normu moézeme vyjadrit pomocou skaldrneho sic¢inu a G(d—1,1)

skalarneho sucinu.

Tvrdenie 2.11. Nechd € Z,d > 0,1l € Z, -1 <1<d, f : Zy — C aZE{:i:l}2d+1 je
uniformny vektor znamienok. Pre 241 mocninu U(d+1,1) (polo)normy funkcie f existusji

vyjadrenia:
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2(i+1

) 4],

ii) existuje H podgrupa Z N existuje g : H — C také, Ze plati

H 2d+1

U(d+1,1+1) <g’g>H'
Dékaz. Z definicie U(d, 1) (polo)normy a tvrdenia 2.4 vyplyva

]E O<Aml f, sz f7 s ’szd f>G(d,l+1)’

U(d+14+1)  P(dd)e=

d

2d+1 7

I

f (i) 7Zif (Y2dts)
~—~ N——

oznaéime u; oznacime v;

U(d+1041)  P(di+1)y=0i=1

P(d,l+1) wl

[ P(d,l) fP(d,l)} [v]=0

od

p— ]E H 7 l 77:‘

P(d,l+1)u=0 i=1 f@f(“)
P(d,))u=P(d,l)v  oznaéime v; + x;

Podmienka P (d,l+1)u = 0 je ekvivalentnd podmienke P (d,l+ 1)v = 0, kedZze
mame aj podmienku P (d,l)u = P (d,l)v a matica P (d,[) obsahuje vSetky nenulové
riadky matice P (d,l + 1). Dalej méme

|1

2d+1

= E K H f(vl+xz)f( :)

U(d+104+1)  P(d)z=0 P(d,+1)v=0 i—

- E E A Fo)

P(d,l)x=0 P(d,l+1)v=01=1

- E <Ax1 ) AV P szd f>G(d,l+1) '

P(d,)z=0

Alternativne nech H je dané
H={tez}|Vie{l,2,....2% : [N £l +1 = t; =0},

kde N, Ns, ..., Ngs st uniformne usporiadané podmnoziny.

Podmienka P (d,[) u = t € H zodpovedd podmienkam:
1) pa(Ni)u =t; € Zy, pre N[ =1+ 1
2) pa(N;)u =0, pre [N| # 1+ 1,

pre i € {1, 2,..., Qd}. Podmienky z kategérie 2) zodpovedaju rovnosti P (d,l + 1) u = 0.
Subor podmienok P (d,l+1)u=0,P (d,l+1)v=0aP (d,l)u =P (d,])v zodpoveda
podmienkdm P (d,))u =P (d,l)v=t € H.
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Mame vyjadrenie

2041 P
Hf U(d+1,1+1) B P(d,l)u:fl[?d,l)v:teH 21;11 f i) f(vi)
2d — od s
- t]g" P(d%U=t il;ll f(UZ) P(d%v:t zl;ll f(vz)
oznacime g(t) oznacime g(t)
- <g, g>H ) O

Overime, ze vo vyjadreni ii) v tvrdeni 2.11 sedi velkost dimenzie priestoru, v ktorom
diskrétne integrujeme.
V definiénom predpise U(d+ 1,14 1) (polo)normy integrujeme cez premennt zo Z2

na ktord mame 7! <dj1) podmienok. Tento priestor ma dimenziu 247 — 47! (djl) =

d-£1 (dJirl) _ dil (d?l) _ 1451 (d#)_

Vo vyjadreni cez t € H integrujeme cez H, s dimenziou (HC_IJ a premenné u, v, na ktoré
méame podmienky P (d,l)u = t, P (d,l) v = t. Pre u, v plati, Ze st z priestoru s dimenziou
20 — Al (d) = d (d) — 4l (4) = L (4). Ked integrujeme cez u,v a t, integrujeme cez

podpriestor s dimenziou & (4)+ & (4)+ (lfl) =L(H+F (9 =1 (dJ{l) podla lemy

2.1. Velkosti dimenzie sa zhoduju.

Désledok 2.12 (ekvivalencia definicii). Nech d € N, f : Zy — C. Platia identity:

i) HfHU(d,l) - HfHU(d)’

N—— ~——
definicia 2.6 definicia 1.15

) f U(d,0) f 2d
definicia 2.6 definicia 1.11

Dokaz. Podla tvrdenia 2.11 plati

|1

Doy £ Dy £ Dy f) .

2d
u(d,1) - P(d—l,l—l)w:0< G(d—1,1)

Matica P (d — 1,0) obsahuje 22~ — 1 nenulovych riadkov, pricom v kaZdom z nich je

rovnaky pocet zloziek 1 a —1. Zrejme vektor & musi splnat x1 = x9 = -+ = x9a-1.

oznacime aj

Dalej plati

2d71

U(d—1,1)

HinJ(d,l):E"<Aalf>Aa1fa“-7Aa1f> :E

G(d—1,1) a1

Ao, f
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Ak tento postup zopakujeme (d — 1)-krat, méme

d
sy = o

a1,a2,...,ad—1

ADgy Aoy Dy, foJ(Ll)

= E E AL AL, A, flr+ag) Ag, Aoy ... Ay, | f(2)

41,02,..,04—1 T,04

priame vyjadrenie v désledku 2.10 pre U(1,1)

= E A, Ay, ... Ay, f(2)

z,a

definicia 1.15

2(1
ud)

=/

Podobne z definicie U(d, 0) normy mame predpis

2d 2d

f(a)

—_———
definicia 1.11

=1

2d °

24 27 Zi E 2 Zi E
HfHU(d,O) - P(d,O)m:Ozl;[l f@: a z‘l;ll f(a) - a

N—— oznacéime a
wl :xz:.--:xQd

Rekurzivne vyjadrenie || f Had(;ﬂ) = E, || As f Hfﬁd), ktoré sa nachddza v dokaze do-
sledku 2.12, sa v niektorych textoch vyuziva na definiciu Gowersovej uniformnej normy
radu d. Napriklad B. Host a B. Kra takto definuji U(d) normu v ¢lanku [6, str. 4]. Po-

dobné definicia sa vyuziva aj v limitnom pripade na definiciu Gowers-Host-Kra uniformnej

polonormy v ¢lanku [2, str. 3].

Priklad 2.4 (vlastnosti U(d,l) (polo)normy). Oznacme f_(x) = f(—x), f(z) = f(z)
a fi(x) = f(x+1t). Overime, Ze pre vietky d, | plati

f—”U(d,l) = HfHU(d,l) = HfHU(d,l) a pre
0 <[l <d plati

Tello@ay = 1 lugay-

Riesenie. Z definicie U(d, ) (polo)normy méme

2d 2¢
Hh = B ().
Udl)  P(dl)z=0i=1

V tomto vyjadreni za h postupne dosadime f_, f, f;.

Pre f_ ziskame riesenie priamym vypoctom

2¢ 2d 2d od
Hf ()= E I"f(—z)=_ E TI17f(y)= :
P(d,l)x=0i=1 f- (1) P(d,l)z=0i=1 fw P(d,l)y=0i=1 I (i) Hf U(d,l)
oznacime y;
Rovnost pre f vyplyva z tvrdenia 2.11
2% = 24, TN 2¢
P(d%w:ml}l flxy) = P(d@mzog f(z:) = (g.9) = (9.9) = Hf v
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-
Dalej ozna¢me t = [t t ... t} a upravujme vyraz pre f;

2d od
E H “ ) — E H Zi )
P(d,})z=0i=1 Jilwi) P(d =0 i=1 [z +1)
2d
P(d,l)z=0i=1 R
oznacime y;
2¢
- I 1L ().

P(d,l)y—P(d,})t=0 i=1

Podla tvrdenia 2.5 plati P (d,l) Diag (z)P (d,d —1 —1)" = 0. Pre 0 < | < d tvori

posledny riadok matice P (d,d — [ — 1) podmienka p4(1,2,...,d) = z'. Dalej plati, Ze
posledny stlpec sucinu Diag (z) P (d,d — 1 — 1)T je identicky s vektorom Diag(z)z =

{1 1 ... 1}T.

Pre vektor t mame
-
P(d,1)t=tP(d,]) {1 . 1}
=tP(d,l)Diag(z)z

=t P (d,l) Diag (z) ps(1,2,...,d)"

tvrdenie 2.5

=0,
odtial dostavame vysledok
fes, BB -
P(d,l)y—P(d,l)t=0 i=1 Fly) = P(d)y=0i=1 Fly:) = HfHU(d,z) ' -

V tejto kapitole sme uviedli niektoré délezité vlastnosti U(d, ) (polo)noriem a zovse-
obecnenych skaldrnych sic¢inov, najma dualitu vo vete 2.8 a vyjadrenie pomocou skalar-
neho sucinu v tvrdeni 2.11. Dokazom, ze U(d, () je norma pre 0 <[ < d — 1 (uvedené vo
vete 2.7) sme sa nezaoberali, mozeme ale aspon naznacit, ako by sme postupovali.

Trojuholnikova nerovnost sa dokazuje pomocou Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerov-

nosti

G(d,l) U(d,l) HfQHU(d,Z) o Hf2dHU(d,l) ’

(oo fa) g < 1151

ktort neskdr formulujeme v tvrdeni 3.1.

Z Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplyva Minkowského nerovnost, ktora zod-

povedé trojuholnikovej nerovnosti
Hf + gHU(d,l) < HfHU(d,l) T HgHU(d,l) ’
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argumentom, ktory uviedol uz T. Gowers v [4, str. 20].
Absolitna homogenita vyplyva z definicie U(d, [) normy v definicii 2.6 a uniformného

vektora znamienok v definicii 2.2. Pre zlozky uniformného vektora znamienok mame
Zod—14; = (_1)|N2d_1“| = (‘D'Niu{d}‘ = _(_1)“\‘"' = —Z,

prei € {1,2,...,2¢71},
Dalej pre konstantu C' € C plati

| 1/24
0= (s BT ) =il

Z tvrdenia 2.11 vieme, ze U(d, ) norma je kladne semidefinitné, kedze existuje vyjad-
renie ||f||U(dl (g, g)4- Dalej by sme potrebovali dokézat, Ze 1/l y(ayy Je kladne definitnd,
teda funkcia g vo vyjadreni z tvrdenia 2.11 je identicky rovna 0 iba vtedy, ked funkcia
f je identicky rovna 0. Iny pristup k dokazu semidefinitnosti uvadzame vdaka dosledku
3.2 v kapitole 3.

Z tychto vlastnosti potom vyplyva, ze || f ||U( 41 Je norma funkcie f. Ako sme uz vyssie

spomenuli, presny dokaz sa nachddza v clanku M. Niepela [7].

3 Nerovnosti pre U(d,l) normy

V tretej kapitole vyuzijeme dokazané vlastnosti U(d,[) (polo)noriem na odvodenie ne-
rovnosti, v ktorych vystupuju U(d,l) (polo)normy. Nerovnosti pre U(d,!) (polo)normy
doposial neboli preskimané, nakolko pracovny clanok M. Niepela [7] sa im nevenuje.

KedZze vektorové priestory C(Zy), resp. C (ZN) si konecnorozmerné, vsetky normy
na nich definované si ekvivalentné. V tejto kapitole ndjdeme najlepsie konstanty C, c € R,
ktoré spliiajt

Wl < 1 uar < <l e

U,y —
Podobne budeme skimaf, ¢i existuju funkcie f, pre ktoré sa v tychto ohraniceniach
nadobtuda rovnost.
Nasa definicia U(d,!) (polo)noriem v definicii 2.6 sa ukéze ako vyhodna prave v pod-
kapitole 3.1, kde vdaka nej odvodime novy pojem autokorelacii vyssich radov a dokazeme

klItcovu vetu 3.5.
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V podkapitole 3.2 sériou prikladov odvodime jednu analégiu Youngovej konvolucnej
nerovnosti pre U(d,[) (polo)normy. Podkapitola 3.2 slizi aj ako prehladnd podkapitola

pocitania s U(d, () (polo)normami, kedze sme sa v nej viac zamerali na priklady.

Priklad 3.1. Ndjdeme U(d,l) normu funkcii 1,6,1, A a uréime aké nerovnosti platia pre
U(d, 1) normy § funkcie vzhladom na rdad d a stupen I.

Riesenie. Mame

2d 2¢
u(d,l) P(d,l)z=01i=1 P(d,))z=0
24 2 s 2=4(9)
oy = o B LTy =N
udl)  P(d)z=01i=1
0 pre z#0
NQd pre =0

kedZe z podmienky P (d,l) & = 0 vyplyva, Ze robime priemer cez & (¢)-rozmerni pod-
grupu.

Podobne plati

3 e 0
[ = = % 1=n""
u(d,l) P(d,l)x=01i=1 P(d,))x=0
2d 2¢
41 = pad o L A0 =1.
U(dl)  P(dl)x=0i=1
—
0 pre x#0
1 pre x=0

Pre § funkciu méme nerovnosti

I G (O

H6HU(d+1,Z) o

H(SH _ le HX_)l (dJirl)/zd+1 < le le(g)/Qd _ H(SH ’
U(d+1,1+1) u(d,l)

kedze podla lemy 2.1, identita iv) plati
L) = LD+ 5 (D <2(5 (D),
() = D+ L 2204 (1),

(v pripade, Ze [ = 0 definujeme ‘3! (¢) = 0).

2

Spojenim tychto nerovnosti mame nerovnost

H(SHU(d,Z) = H(SHU(d,lJrl)' .
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Budeme skimat nerovnosti medzi U(d,l) normami vzhladom na rdd d a stupen [.

Pouzijeme znacenie

c

=]

/—\
&

=
=

u(d,l)’

pre nejaku funkciu f: Zy — C.

7 prikladu 3.1 predpokladame, Ze nerovnosti sa vyskytuju podla nasledujtcej schémy

(10)
1 Q
(ZL,JO) Z (2,1)
T, Q 1 Q
&0 =z &) = D)
1 Q 1 Q 1 Q
(@0 =z @ =z oS =z i

Zaroven z prikladu 3.1 vieme, zZe existuje funkcia, v ktorej nastavaju v celej schéme rov-

nosti, je nou funkcia 1.

Niektoré z uvedenych nerovnosti si zname, napriklad B. Szegedy uvadza v [10, str. 27|

nerovnost < 41, ktord vdaka dosledku 2.12 zodpoveda nerovnosti <
U(d) 2 U(d,1)

Hf”u(dq,o)'

V predpokladanej schéme nerovnosti si mézeme vsimnut opakujicu sa struktiru

(gl)
1, Q
(d—ll—Jl,l) > (d+1L,Jl+1) : (3)
N T,
(d+2,1+1)

Aby sme dokézali, ze nerovnosti platia podla tejto schémy pre vsetky d € N a [ € Z,

0 <1< d-—1, potrebujeme dokézat nerovnosti

HfHU(d,l) < HfHU(d—i-l,l)’ HfHU(d,l) = HfHU(d+1,z+1)'
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Pozndmka: Doplnenim predpokladanej schémy nerovnosti o polonormy U(d, d) méame

(170) =z )
7 Q 7, 2
=) = o = &b )
% Q % Q T N
50 =z (37 =z & =z &

kedze pre vsetky d,p € N plati

x)zd)l/Zdz(jffm )1/2 = #lo

Pre polonormy U(d, —1) nerovnosti nemame. Stéle plati, Ze || f|yq 1) = [[flly¢, 1) PTE

- (3l

|11

U(dd—1) ‘

Tubovolné d a p, ale nerovnost medzi | f{y4 1) @ [|flly(,0) mOZe ist oboma smermi.

Priklad 3.2 (nerovnosti medzi 2%normami). Overime, Ze medzi 2%-normami ||f||, a

| F fllga, zodpovedajicimi || f|ly0) @ [|fly(ga_1y platia nerovnosti:

) HfHU(d,d—l) = HfHU(d—H,d)’

—1/2d+
>N/

) o 11,

U(d+1, O

a uvedieme priklad funkcii, v ktorych nastdva v danijch nerovnostiach rovnost.

Riesenie. Vdaka dualite v dosledku 2.10 a ekvivalencii v désledku 2.12 plati

=7y = 171

11, 7o

U(d,d—1)

Prva nerovnost vyplyva zo standardného vzorca pre druhti mocninu stuc¢tu. Umocnime

2d)2

d+1 2d

Tavi stranu nerovnosti na 29t a mame

= @ F£(x0)

- % \ff(x) + 2){% \ff(x)ff(w)
> 2|70
=[l#sl

o1



;. A , . , , oy v —1/92d+1
Podobné tipravy mézeme vykonat aj pre druhii nerovnost, pricom konstanta N /

vyplyva z inej miery v diskrétnom integrali. Upravujme 2%+ mocninu 2%-normy funkcie f

5= (EBlrwf")
=;4§Mwﬂ

|1

2

1 N—-1 gd+1 1 N—-1N-1 od
=5 2 @ 25 X Y [f@)fw)
=0 r= z;(;
> LB
1 9d+1
:ﬁHf 9d-+1

7 postupu, ktorym sme odvodili nerovnosti vidime, ze v oboch pripadoch nastane
rovnost prave vtedy, ked plati Ff(x)Ff(p) =0 pre x # ¢ a f(z)f(y) = 0 pre x # y.
Priklad funkcie, v ktorej nastane rovnost v druhej nerovnosti, je f = §. Analogicky v prvej
nerovnosti nastane rovnost, ked Ff = A, ¢o vdaka leme 1.5 zodpoveda funkcii f = 1.

Fakt, ze vo funkcii 1 sa vsetky U(d, ) normy rovnaji, sme uz ukézali v priklade 3.1. [

Na dokaz dalsich nerovnosti zo schémy (3) vyuzijeme Gowers-Cauchy-Schwarzovu
nerovnost. Tato nerovnost je analégiou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti v tvrdeni 1.13
a je potrebnd na dokaz vety 2.7, kde z nej vyplyva trojuholnikovd nerovnost pre U(d, 1)

(polo)normy.

Tvrdenie 3.1 (Gowers-Cauchy-Schwarzova nerovnost). Nechd e N, l € Z,0 <1< d—-1,
fi, fo, -y faa : Zn — C. Plati nerovnost

< HleU(d,l) H‘f2HU(d,l) e HdeHU(d,l) '

Dokaz. Pre pripad d = 1, je jediné pripustné [ = 0, tento pripad je priamo Cauchy-

(oo ) g

Schwarzova nerovnost v tvrdeni 1.13.
Nech d > 1. Postupom analogickym k dokazu tvrdenia 2.11 mézeme odvodit vyjadre-
nie
<f17 f?a e ’f2d>G(d,l) = <g7 h>’H )
kde H je dand
H={tezk |Vie{l,2,... .27} N| £l +1 = t; =0},
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a funkcie g a h maju vyjadrenie

2d 1 2d—1

gt)=_ L I1 i), h(t) = K " faio i)

P(d—1,1-1)z=t i=1 P(d— lll)xtzl

Dalej je dokaz analogicky k pripadu d = 2, [ = 1, ako ho uvadza T. Gowers v prehla-

dovom ¢lanku [5, str.11]. Z Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplyva

| = [(9:h),| < {9.9),, " <h’h>;/2'

Z vyjadrenia G(d, ) skalarneho sticinu ako skaldrneho sucinu funkcii g, h vyplyva

[

(9:9), = (froeoo ot froeo o) -

Plati nasledujtica symetria

(Fireos faam, fryo 2d,1>G(d7l):<f1,f1,..., pi-1, faim1 )

G(d,l)’

ktori v tomto texte nebudeme dokazovat. Myslienka dokazu spociva v zamene tulohy
prvkov 1 a d z mnoziny {1,2,...,d} v definicii uniformne usporiadanych podmnozin
z definicie 2.2. Presny dokaz sa nachadza v ¢lanku M. Niepela [7].

Mame nerovnost

1/2
G(d,l)

1/2
G(d)l)

(oo Bt

< <f1>f1,--->f2d—1:f2d—l> <f2d—1+1:f2d—1+1:-~7f2 >f2 >

Postup mézeme zopakovat (d — 1)-krat, ¢o vedie k nerovnosti

, §<f1,...,f1>1/2 <f2,...,f2>1/2d...<f2d,...,f2>1/2d

G(d,l)

(Fiofoe bt

] 2] 724

U(d,l) U(d,1) u(d,1)

Nerovnost ||y < [1fly(ar1yy zo schémy (3) je dosledkom Gowers-Cauchy-Schwar-

zovej nerovnosti.

Désledok 3.2. Nechd e N, 1€ Z,0<1<d-—1, f:Zy — C. Platia nerovnosti:

) 1y < Mluiaero

(zil)/ 2

u(d,l

i) |1, 41

u(d l) - U(d+1,0+1)
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Doékaz. V dokaze vyuzijeme Gowers-Cauchy-Schwarzovu nerovnost z tvrdenia 3.1 a fun-
kcie 1 a 1.
Vezmime G(d + 1,1) skaldrny su¢in z 2¢-krat funkcie f a 2¢-krat funkcie 1. Vdaka

rekurzivnemu vyjadreniu v tvrdeni 2.4 plati

<f’f’“.7f’171’.”71>G(d+1,l)—P(d+£%)m OzH f(l'z) 1(x2d+i)
oznacime y; 1
2d
== E H “ i
P(d,l)y=01i=1 f(y>
2d
- Hf U(d,l)

Dalej z Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplyva

= (£ 1, 11 1>

U(d,l) U(d+1,0) U(d+1,0)
—_——

1

U(d+1,1)

Na overenie druhej nerovnosti budeme postupovat analogicky, avsak rozdiel bude
v tom, ze funkcia 1 : Zy — C nemé U(d,l) normu 1. Nech r € Z, 0 < r < d — 1.

Vyuzijeme dualitu vo vete 2.8 a mame

(FF.Ff.. FRLL,. . Hzl]-"f( DT (Xatys)

> -+ d+ ,r
(;(d ,,.) P( )X 0i=
& ; vz 4.7(

2d
= by In"F i 1 i
[ Fun |[g]-0"" fer) 1(G)
P(d,r—1) 7P(d r—1)] | ¢ 1
= X H “Fflei)
P(d,r)p=0i=1 ]:f(%)P(d,r—l)c=P(d,r—1)4p
suma cez r;}l (Cl.l)—rozmernﬁ podgrupu
7“—1(
=N
u(d,r)
r—1/d
by (z) 24
=N Hf U(d,d—r—1)

Opéat mozeme pouzit Gowers-Cauchy-Schwarzovu nerovnost

(Frrf. Friv.1yo<| fHU(dm Hiwm
priklad 3.1
_E)
U(d+1,d—r)
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Spojenim vyssie uvedenych vyrazov mame

2d <NE(Z)/2_§<Z>H]C

U(d,d—r—1) —

2d
U(d+1,d—r)

I

Z lemy 2.1 vyplyva

5 () T_l(d>:£<d#)—’"£1<?> S (D) ()
2 > 2

lema 2.1, identita iv)

¢o vedie na nerovnost

d
2d (u2,)/2 2d
7 <y -
U(d,d—r—-1) — U(d+1,d—r)
Po oznaceni r = d — [ — 1 a sa vyraz upravi na nerovnost ii). O

Nerovnost |[f{lyg) < [[flly(as1) nie je novy vysledok, uvddza ho uz T. Gowers napri-
klad v [5, str.18], rovnako argument pomocou Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerovnosti uz
v tomto pripade bol pouzity. Dosledkom 3.2 sme najma overili, Ze tento argument zostava
rovnaky aj pre U(d, ) normy, kde [ # 1 a nasli sme konstanty v opa¢nych nerovnostiach,

ktoré s najlepsie, ako neskor ukazeme v priklade 3.7.

Z prikladu 3.2 a dosledku 3.2 mézeme nahliadnuf nasledujiicu schému nerovnosti

v
c
v
Y
v
W
Y

(4,0) (3,0) | = | (2,0) | = | (1,0) | = | (2,1) (3,2) (4,3)

Tato schéma je konzistentnd s predpokladanou schémou pre nerovnosti U(d, ) noriem.
V priklade 3.2 a dosledku 3.2 sme nasli aj opac¢né nerovnosti, preto mame aj druhi schému

nerovnosti

—1/4-1/8 —1/4 1/4 1/4+1/8

<N (2,0) <N (2,0) (1,0) <N (2,1) <N (3,2)

VAN

<...

Uvedené schémy pre U(d,0) normy a U(d,d — 1) normy zodpovedaji ekvivalencii 2¢-
noriem v N-rozmernom komplexnom vektorovom priestore C(Zy).

Dosledkom 3.2 a prikladom 3.2 sme v schéme nerovnosti pre d < 4 zatial dokazali
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nasledujice nerovnosti

0
1 Q
0 = @
T, 7 Q
(370) (311) = D)
1 1 1 Q
(40) ) (42) =z i

Tieto nerovnosti si zaroven postacujici argument pre kladnd definitnost U(d, 1) no-
riem. Zo schémy vyplyva, ze kazda U(d, () norma je vacsia ako U(l+1,1) norma. U(l+1,1)
norma funkcie f je ale vdaka dualite v dosledku 2.10 identickd s U(Il + 1,0) normou
jej DFT, ktora je podla dosledku 2.12 ekvivalentnd 2!-norme. Kladné definitnost U(d, ()
normy potom vyplyva z kladnej definitnosti 2/-normy DFT funkcie f.

Na dokézanie dalsich nerovnosti zo schémy (3) budeme potrebovat definovat novy

pojem - autokorelacia vyssich radov.

3.1 Autokorelacie vyssich radov

Motivaciou zovSeobecnenia autokorelacie funkcie f (f), ndm bude vyjadrenie v tvrdeni
2.11. V priklade 1.6 sme definovali autokorelaciu radu 2 funkcie f, ktori sme oznacili
( f)K(Q)' Okrem zovSeobecnenia autokorelacie (f), z definicie 1.7 by bolo ziadice, aby
pojem autokoreldcie vyssich radov bol zaroven aj zovseobecnenim autokorelacie (f )K(2)'

Pripomenieme si tvrdenie 2.11. Mame vyjadrenie

2d+1
Hf U(d+1,14+1) - <g’g>7-t’
kde funkcia g ma predpis
2d
t)y=_E II"f(z
9(t) P(dl)z=ti=1 flw:),

ateH. H jedand
H={tezi|vie{l,2,....27} 1N £l +1 = t; =0}

Priklad 3.3. Ndjdeme vyjadrenie funkcie g pre d =1,2 al = 0.
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Riesenie. Pre d =1, 1 =0 mame

g(t) = £ tf(%) f(2)

= (f)K (tQ)a

teda autokorelacia (f), je Specidlnym pripadom funkcie g.

Podobne upravujme funkciu g pred=2al=0

9®) = B fo) Tl f) (o) = E 5 fa ) )
[% -, ] H=H
1-1-11]Lead |
Podmienka P (2,0) z =t je ekvivalentna

Tg =21 — g,
T3 =1 — 3,

5174:—LU1+I2+LU3:—$1+($1—t2)+<$1—t3>:Sl,’l—tg—t;;.

Dosadime vyjadrenie premennych xs, z3, x4 podla x; do funkcie g

g(t) = LE}f(Sm) flrr —ta) f(x1 —t3) f (21 — t2 — t3)

= IyE fly+ta+ts) fly+its)fly+ta)f(y),

¢o zodpovedd autokoreldcii rddu 2 funkcie f z prikladu 1.6, (f)g ) (t2,13). O

Funkcia ¢ je teda istym zovSeobecnenim autokorelacie a vyuzijeme ju na definiciu

autokorelacie radu d a stupna [.

Definicia 3.3 (autokorelacie vyssich radov). Nech d € N, | € Z, =1 <1 < d, a Ny,

No, ..., Noa st uniformne usporiadané podmnoziny. H je podgrupa Z?\}i dand

H={tez}|Vie{,2,....2% : [N #1+1 = t; =0}.
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Nech f:Zny — C, z € {il}Qd je uniformny vektor znamienok a t € H. Autokoreldciu

radu d a stupna | funkcie f definujeme predpisom

2¢
(P (B) = P(d%m:t 11:11 f(@:).
7 prikladu 3.3 vyplyva
(ko (0, 82) = (f)k (t2), (ko) (0,t2,23,0) = (f) o) (t2,13) -
—_———— | ——
definicia 1.7 priklad 1.6

Poznamka: Vdaka vztahu

2d+1

U(d+1,141) = < (f)K(d,l) ) (f)K(d,l)>H )

|1

by sme mohli postupovat analogicky k prikladu 1.6. Pomocou dosledku 1.10 by sme na-

Sli DFT autokoreldcie (f)4y- Dalej by sme vyuzili Parsevalovu identitu na odvodenie
analogickej identity k identite || f{|y3) = [[Fflly) z prikladu 1.6. Tento postup je uz ale
redundantny, kedze hladant identitu pozname vdaka vete 2.8.

Zaroven ale plati

|1

2d+1

U(dt1,d—1-1) <(~7:f)K(d,d—z—2) ’ (ff)K(d,d—l—2)>ﬁ7

kde H je dana

—

H={reZi|vie{l,2,....,2} : N;| #d—1-1 = 7, =0}.

Postup z prikladu 1.6 naznacuje, ze plati identita

d

Flh) [(f)K(d,l)} (7) = (FNxa-i-2 (T)-

Dokazat uvedent identitu méze byt zaujimavou tlohou, ktorou sa v tejto praci ale dalej

nezaoberame.

Priklad 3.4. Vyjadrime U(2,0) normu a U(2,1) normu funkcie f pomocou autokoreldcie
(F(z0)-

Riesenie. NapiSeme predpis Stvrtych mocnin U(2,0) normy a U(2,1) normy z prikladu

2.3

[#lgn, = B F@) F@)F @)1 (@),
174, = E, fla+a+) Fla+5)f G+ a)f ().
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Dalej z prikladu 3.3 méame

(Fkezo) (0st2,t3,0) = E f(a + 2 + t3) f(z +t3) f(z + 12) f(2).

Zrejme plati

HfH 20) (/) K(2,0) (0,0,0,0), HfHLLlJ(ZU CILE;',(f) K(2,0) (0,a,b,0). O

Analogické vztahy platia aj pre lubovolny rad d a stupen [.

Lema 3.4. Nech d e N, [ € Z, —1 <[ < d. Pre autokorelacie vyssich radov plati

Qd
u(d,i)’

) (Nian ©) = ||

i) E (@i @)= ’

teH

Dokaz. Prva identita vyplyva priamo z definicii 2.6 a 3.3.

Dalej upravujme

2¢
tIEE;‘_[(f)K(d,l—l) (t):t@m(dlﬂ%)w “H f( i) = [g]}]zgil;ll f(zi),

kde podgrupa G je dana

G={[71€zyi" |P(dl-Do=tVie{l,2,. .20 N|#] = t;=0}.

Nech Ny, Ny, ..., Nye st uniformne usporiadané podmnoziny. Matica P (d,[ — 1) obsa-
huje vsetky nenulové riadky matice P (d,1). Z definicie 2.3 vyplyva, Ze i-ty riadok matice
P (d,1) je nenulovy prave vtedy, ked [N;| >l pre i € {1,2,...,2%}. Z ohranicenia |N;| > [
vyplyva t; = 0. Podgrupu G moézeme vyjadrit ako

G={[slezy”

P(dl)z=0 P(dl-1)z=t}.

Dalej plati

24 24 .
t@-t (f)K(dvl—l) (t) = [%Iig};[l flwi) = P(d,%czo 11;11 f(%) t=P(d,l-1)z HfH u(d.l)

%,_/
diskrétny integral podla t
Priklad 3.5. Urc¢ime, v akom bode sa nadobida mazimum absolitnej hodnoty autokore-

lacie (f)x funkcie f.
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Riesenie. Upravujme pre t € Zy

(N @) =B fa+8) fl@)| = [ (£ £)].
oznacime fi(x)

7, Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplyva

D <8, 7], = [£]; = E @) 7@ = (£ 0):
priklad 2.4

Z nerovnosti | (f)y (¢)| < (f)k (0) vyplyva

max | (f) ()] = (£ (0). O

Nasledujica veta o maxime autokorelacie vyssich radov je jednym z hlavnych vysledkov

nasej prace.

Veta 3.5 (maximum autokorelacie vyssich radov). Nech d e N, 1 € Z, 0 <1 < d — 1,

f:Zn — C. Pre mazimum autokoreldicie radu d a stupna | funkcie f plati

max | (f)yan (t)‘ = (Nkay (0)-

teH
Doékaz. Postup bude analogicky k prikladu 3.5, ilohu Cauchy-Schwarzovej nerovnosti na-
hradi Gowers-Cauchy-Schwarzova nerovnost. Aby sme ju mohli vyuzit, potrebujeme au-
tokorelaciu rddu d a stupiia [ vyjadrit ako G(d, 1) skaldrny stcin 2¢ funkcii f posunutych
v argumente.

7 definicie 3.3 mame

s ® = B 11T

P(d,l)x=t i=1
Nech Ni, Ny, ..., Ny st uniformne usporiadané podmnoziny. Nech i € {1,2,...,2%},

pricom |N;| = [ + 1. Pouzijeme substitiiciu

l’j — (-1)l+1ti, ak NZ Q Nj,

Yi =
xj inak.
pre j € {1,2,...,2¢}.
Nech M C {1,2,...,d}, M| > [ + 1. Podmienka p,;(M) je jednym z riadkov matice
P (d,l). Upravujme podla definicie 2.3 suc¢in pg(M)y

M|

paMy=>" > (-1)%e(A)y.

a=0ACM,
|Al=a
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Sumu mozeme rozdelit podla toho, ¢i A obsahuje podmnozinu N;. Dalej méame

M| M|
Z S (=D%eAy+Y Y (-
=0 ACM, a=0 ACM,
N iZA, \A\ N; CA,
|Al=a
M| M| "
. Z > D@+ Y Y (-1 (e(A) — (1))
=0 ACM, a=0 ACM,
N iZA, \A\ N; CA,
|A|l=a
M| M|
-3 Az —t;> > (—1)
a=0 ACM a=0 ACM,
A N;CA,
|A|l=a
M|
r— ti Z Z ( 1)a+l+1.
a=0 ACM,
ngA,

V pripade, ze M neobsahuje podmnozinu N;, plati pg(M)y = pa(M)

|Al=a

x. Nech N; C M.

V pripade, Ze A obsahuje podmnozinu N;, musi platit [A| > [ + 1. Dalej plati

M|

—ti > D

a=Il+1 ACM,
N’LgAv
|Al=a

M| IMAN,|

Vdaka binomickej vete mame

IMAN;|

> D

|Al=a

¢o vedie k vysledku

pre vSetky M C {1,2,...

Postup mézeme zopakovat pre vSetky N;, |N;| =1+1, j € {1,2,...

(l+1) krat.

1)a+l+1 —t; Z Z ( 1)a+l+1 —t; Z Z ( 1)a+2l+2
a=l+1 AC(M\N;), a=0 AC(M\Ny), >
|Al=a—1-1 |Al=a =1
IM\N| /1 M\ N 1, ak M =N,
(_1)a _ Z <| \ Z|) (_1)0, _ (1 . 1)||V|\NZ| —
a=0 \ Y /) 0 inak,
pocet a-prvkovych podmnozin mnoziny M\N;
ps(M)x —t; =0, ak M =N,
pa(M)y =
pa(M)x inak,

,d}. V maticovom zapise mame

Pd,))y=P(d])x

———
t

—tle(N,)T =t-— tze(NZ)T

, 2%}, teda spolu
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Vysledna substiticia bude

=z — (D" Y =1 Ty,

\Nk| I+1

oznacime T}

pre vietky j € {1,2,...,29}, ¢o ndm zabezpedi

Pd)u=Pdl)xz— > tieN;)" =o0.
YT INgl=

t

Upravujme autokorelaciu

2¢
(f)K(d,l) (t) = P(d%x_t Zl:ll flxi)

P(d,)u=0i= _,_/
oznacime fr, (us)

= E HZ’fT(uZ)

P(d,l)u=0i=

Podla definicie 2.6 teda plati

(f)K(d,l) (t) = <fT1’fT27 o fT2d>G(dl

7 Gowers-Cauchy-Schwarzovej nerovnosti vyplyva

| Dian ® = |{Frs Frs o ) o,
< ‘le u(d,l) HfTQ U@l Hszd u(d,l)
priklad 2.4
2d
- ‘f U(d,l)
lema 3.4
= (Prian (0) .

Priklad 3.6. Dokdzeme nerovnost || f |y = [1fly(aery medzi U(d,1) normami s rovna-

kym radom d.

Riesenie. Vdaka vete 3.5 méme

7]

lema 3.4 priemer (f)K(d,l)

U(d,l+1) t

lema 3.4
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Okrem nerovnosti medzi normami s rovnakym rddom d méame, ako dosledok vety
3.5 a tvrdenia 2.11, aj zvysné doposial nedokdzané nerovnosti v schéme (3). Nerovnosti

v dosledku 3.6 doposial neboli pre U(d,!) normy overené.

Désledok 3.6. Nechd e N, e Z,0<1<d—-1, f:Zy — C. Platia nerovnosti:

N Pl 1)

) [ | O

Dokaz. Nech H je dana

HfH

U(d+1,0)"

H={tezi|vie{1,2,....27} : [N £1+1 = t; =0}

Z tvrdenia 2.11 vyplyva

|1

2d+1

s = LDk Pan )y
= E ’(f)K(d,l) (t)r

teH

< (max (f)K(d,l) (t)D2

teH

veta 3.5

= | (N (0)
M

Postup pre nerovnost ii) je analogicky. Nech r € Z, 0 <r <d—-1a H je dana

‘ 2

u(d,)

H={reZ¥|Vie{,2,... .2} IN| # f+1 = 7 =0}.
Vdaka tvrdeniu 2.11 mame

9d+1

|71

= {(FDuar » FHran) 5

U(d+1,7+1)

= % [(FDam |

XEH
2
< X% (max‘ (F Har (T )‘)
er TEH

veta 3.5
= | (FDkan 0] B 1

XEH
(%) 7

2d+1

=N

u(d,r)’
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kedze vektory x € H majui ( ) zloziek, ktoré nie su identické s 0, H mé4 rozmer (ril)'

7, duality v dosledku 2.10 vyplyva

pCla ()2

FHluassamg =V 11,

U(d+1,d—-1)

17 = 17 iy 2

U(d,d—1-1) — U(d+1,1)

Pozndamka: Nerovnost ii) v dosledku 3.6 je konzistentna s nerovnostou ii) v priklade 3.2

pre U(d, 0) normy, kedze (g) = 1.

Dosledkami 3.2 a 3.6 sme dokazali, ze plati schéma nerovnosti (3). NavySe sme nasli

aj schému opacnych nerovnosti

(1) /240

N @

L Ny
(551) /2
(d—H,l) < (d+1l,Jl+1) ’ (4)

) L

()2

(d+2,1+1)

V schéme (3) zrejme existuju funkcie, pre ktoré sa v nerovnostiach nadobida rovnost.
Z prikladu 3.1 vieme, Ze pre schému (3) je takou funkciou 1. V nasledujicom priklade
ukdzeme, ze aj pre schému (4) existuju funkcie, v ktorych sa v nerovnostiach nadobuda

rovnost.

Priklad 3.7. Urcime funkciu f pre ktori plati

N(zi‘l)/Zd o N ()2

17 = 11, 11,

z dosledku 3.2 z dosledku 3.6

U(d+1,i+1) U(d+1,1)

Riesenie. Ekvivalentne hladame funkciu, pre ktoru plati

d+1 ) d+1
H 2 - ’f l2J(d+l,l+1)’
()
if) Hind(;z) =N ‘f id(;u)'

Ukazeme, ze funkciou, pre ktort platia tieto rovnosti, je f = 9.

7 prikladu 3.1 vyplyva
pert 2025 (d)

=N
U(d,l)

o
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Podobne pre U(d + 1,1+ 1) a U(d + 1,1) normy funkcie § plati

o

Rovnost 1) plati prave vtedy, ked —2 L (¢) = (lfrll) — (d;.rl). Z lemy 2.1 vyplyva

d+1_l4+1 [ d+1 d+1_ 1 [ d+1
gd+1 2+72<i) H gd+1 2‘*‘72(2.)

U(d+1,1+1)

U(d+1,1)

Y

=24 () = (zf1> o (lil) 25 ()= (lf1>_l§1 (1)=& (9) = (lfl) - IEI (d#)'

lema 2.1, identita iv)

Rovnost ii) plati prave vtedy, ked —2{ (9) = —(7) -4 (ngl). Podobne plati

20 =-()-F O - L) =-() - £("). A

lema 2.1, identita iv)

Kedze v schéme (3) aj v schéme (4) sme nasli funkcie, v ktorych plati rovnost, neexis-

tuju konstanty ¢, C,, C" € R také, zZe

¢ HfHU(d—i-l,l) = HfHU(d,l) < CHfHU(d+1,z)’

g

C/

Cl

fHu(d+1,z+1) < HfHU(d,z) < d+1,0+1)’

kde pre konstanty ¢, C, ¢, C' plati

()2 ,

C>N , c <1, ' > 1, d <N

(i) /2!

Pre takéto konstanty ¢, C, ', C" by sa v pripade 0 funkcie nadobudli opa¢né nerovnosti
ako dokézané nerovnosti v dosledkoch 3.2 a 3.6.

Inymi slovami, ohranicenia, ktoré sme nasli v dosledkoch 3.2 a 3.6, a ktoré sa nachéa-
dzaji v schémach (3) a (4), st najlepsie mozné.

Jednym z dovodov, preco ma zmysel skimat nerovnosti medzi normami je, ze charak-
terizuju inkluzie priestorov funkcii s kone¢nou normou.

Priestory funkcii f : S' — C, pripadne priestory nekone¢nych postupnosti F : Z — C,
v ktorych je dand p-norma koneéné, budeme oznacovat L,(S'), resp. ,(Z). Potom, ak
platf nerovnost || f||, < || f[l,, funkcia f s kone¢nou g-normou, [|f[|, < oo, bude mat nutne
kone¢nti p-normu, || f||, < co. Teda pre f : §' — C zo vieobecného vztahu |||, < ||f]],
vyplyva: ak f € L,(S') tak f € L,(S'), inymi slovami L,(S') C L,(S'). Analogicky dava
vztah || F|, < |[F]|, pre vSetky funkcie F': Z — C inkliziu £,(Z) C ,(Z).
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S opomenutim netrividlnych detailov sivisiacich s teériou miery, by sme mohli de-
finovat G(d,!) skaldarny sicin a U(d,l) normu aj na nekonecnych abelovskych grupach.
Predpokladajme, Ze nerovnosti pre funkcie f : Zy — C a F : Zn — C platia aj v li-
mitnom pripade N — oo. Ako sme uviedli v kapitole 1, limitnym pripadom Zy je S!' a
limitnym pripadom Zn je Z. Predpokladajme, ze dany limitny prechod N — oo vieme
spravit a nerovnosti medzi U(d, ) normami sa limitnym prechodom zachovaji. Priestory
funkcii f : S' — C, pripadne priestory nekoneénych postupnosti F : Z — C, v ktorych je
dana U(d, 1) norma konecné, by sme oznacili Uy (S*) a uq,(Z).

Ak sa limitnym prechodom nerovnosti medzi U(d,[l) normami naozaj zachovavaju,

mame inklizie priestorov funkcii f: St — C
Uas1,141(S") € Ugy(S") C Uazra(SH).

Ak sa limitnym prechodom zachova aj dualita vo vete 2.8, mame pre priestory postup-

nosti F': Z — C inkltzie

Udi1.d-1-1(Z) C uga—1-1(Z) C ugs1.a-1(Z),

ktoré po oznaceni r = d — | — 1 zodpovedaju

Ud+1,r+1(Z> 2 Ud,r(Z> 2 Ud+1,r(Z)-

Inklizie v pripade priestoru nekone¢nych postupnosti F' : Z — C by teda boli (za
predpokladu, ze limitny prechod sa naozaj da spravit) opacné ako v pripade funkeii
f: St — C. Opacné inklizie zodpovedaji zndmemu faktu, Ze nerovnosti medzi p-normami

a g-normami, p < ¢, na priestoroch C(S') a C(Z) st opacnym smerom.

3.2 Youngova konvolu¢na nerovnost

V tejto podkapitole vyuzivame dokazané tvrdenia a identity na hladanie anal6gii Youngo-
vej konvolucnej nerovnosti. Youngovu konvoluént nerovnost dokazal W. Young v ¢lanku
[12].

Formuléaciu Youngovej konvolu¢nej nerovnosti pre funkcie definované na obore realnych

¢isel, teda v priestoroch L,(R), L,(R) a L,(R), uvadzame v nasledujicom tvrdeni.
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Tvrdenie 3.7 (Youngova konvoluénéd nerovnost). Nech f,g : R — C, p,q,r € R, 1 <
p,q,r < 00, pricom 2%—{—% = %+ 1. Plati Youngova konvolucnd nerovnost (dalej Youngova

nerovnost)

Hf*g

<111, el

Youngovu nerovnost na tomto mieste nedokazujeme, nakolko by jej muselo predcha-
dzat niekolko dalsich tvrdeni z oblasti teérie miery a Lebesgueovho integralu. Standardny
postup je ukazat ekvivalentnii nerovnost pre konvoliciu troch funkcii, a dalej pouzit Hol-
derovu nerovnost. Youngovou nerovnostou sa zaoberaji napriklad E. Stein a R. Shakarchi

v [9, str. 39,40,60].

Pozndmka: Oznaéme f_(z) = f(—2), f(z) = f(x) a fi(x) = f(z +t). Pre U(d, 1) normu
0 <1 < d podla prikladu 2.4 plati

-l = 1hoiay = 17y = 17ey-

Zaroven plati

(F+ 9)t) = B f(t —2)g(a) = E f- (=t +2) 3(2) = (f- %) (~t).

Méame ekvivalenciu

|72l <75 ol = 17 =3l <1415 ol

Inymi slovami, nerovnosti typu Youngovej nerovnosti mozeme formulovat aj pomocou

krizovej korelacie.

Jedno z rieseni rovnice % + % = % +1ljep=4q=2ar = oo, ktorého dosledkom
je, ze konvoltcia dvoch funkcif z Ly(R) je rovhomerne ohranicend sucinom |||, [|gl[,. Iné
zaujimavé rieSenia vyzaduju aby p < 2 alebo ¢ < 2. Do struktury U(d,!) noriem patria
spomedzi p-noriem iba 2%-normy, pre ktoré nutne plati 2¢ > 2. Priamu analégiu Youngove;
nerovnosti teda nemoézeme ocakavat.

Napriek spominanym komplikacidam sa moézeme pokusit hladat analdgie Youngovej
nerovnosti (formulovanej pomocou krizovej koreldcie) pre uniformné normy s tym, ze
v Youngovej nerovnosti sa poktsime nahradit p-normy vhodnymi U(d, ) normami. Vdaka

dokdzanym nerovnostiam || f{lya > || f|lyq,) moZe ist o netrividlne vysledky.
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Priklad 3.8 (Youngova rovnost pre polonormy U(d, d)). Overime pomerne trividlnu iden-
titw || f % 9llury = 1 lugp 19llug.q) pre tubovolné p, q ar.

Riesenie. Pre polonormy U(d, d) plati || fly4q4 = [Ff(0)]- Dalej plati

Fo(0)| = |F10)||Fa0)| = 1] =

|Fxd||,. = |Ff*a0)] = |Ff0)

priklad 1.3

Priklad 3.9 (Ohranicenie 2-normou). UkdzZeme, Ze pre lubovolné d e N, 1l € Z, —1 <1 <

U(r,r) U(p,p) HgHU(q,q) '

d plati nerovnost || f x gl < 112 l9ll5-

Riesenie. V priklade 3.5 sme ukézali nerovnost | (f) (t)] < ||f||2 pre autokoreldciu funkcie

f. Pre krizovi korelaciu plati analogicka nerovnost

(7 >0)(0)| = [Bfw +0) o) = | {fee)| < 7], o]

oznacime fi(z) Cauchy-Schwarzova nerovnost

Nerovnost || f x gllyiay < [If]l2 l9l; je dosledkom absolitnej homogenity U(d, [) normy.
Mame
1% 8l < 11 6l < 171, ol .

Priklad 3.10. Overime nerovnost || f x glly@.1) < 1/ llua 19/lues.-

Riesenie. Pre || f *g||U(271) podla prikladu 1.5 plati

|75l = |7 11

priklad 1.3

= |71 74|,
= (|1 | Fg)

Cauchy-Schwarzova nerovnost

1Fat,”
= |71 Hg Hngs
- HfHU(3,2) HgHU(S,Q) ’ =
Aj vo vSeobecnosti plati
1 %8sy < 1 luasnn [9uasn
vdaka dualite [[f|lyga_1y = IFfllu@o = IFfllsa, priom zvysok argumentu zostdva

nezmeneny.

Pre U(2,0) normu, teda 4-normu, uz taky priamociary vysledok nedostaneme.
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Priklad 3.11. Analogickym postupom ako v predchddzajicom priklade budeme hladat

nerovnost pre || f * glly = [If * glly(z,0)-
Riesenie. Vdaka dualite v dosledku 2.10 mozeme vykonat sériu uprav

£l = |7 17l

priklad 1.3

=17 7ol

(2,1)

= B A0 8 FF(O) Fo(€)

= (D Ds FF(8), A Dg Fy(9))

Cauchy-Schwarzova nerovnost

1/2 N\ 12
< (2,08 FFOFIO) (5,808 F9() Fo(©)

— 112 — 2
=|Ff Jrf‘U(Q,l) ’]:g FQHU(z,l)

e

Vyraz || (f)xll i/ ? nezodpovedé Ziadnej U(d, 1) norme, nakolko po rozpisani autokore-

lacie sa jednd o vyraz s 5 diskrétnymi integralmi a stc¢inom 8 funkcii. n

Nerovnost v priklade 3.11 sa da zovseobecnit na vSeobecny vysledok pre Iubovolni
U(d, 1) normu, kedZe v postupe nevyuzivame konkrétny tvar U(2,1)-normy a pre kazda

U(d, 1) normu plati dualita v dosledku 2.10.

Veta 3.8. Nechd e N, 1 €Z,0<1<d—1a f,g:Zn — C. Potom plati nerovnost

Hf*gHU(d,l) < H <f)KH$Z,Z) H (g)KHSZ,Z) ’

Dokaz. 7 definicie 2.6, duality v dosledku 2.10 a prikladu 1.3 vyplyva

2d 2d
u(d,l) - H'F[f*g]HU(d,dflfl)

Hf*g

- |7r 7,

d,d—1—1)

2% .
=_ X I Fflu) Folx)

P(d,)x=0i=1
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= > H ZZFf(Xz) H ‘Fg(Xz)

P(d,l)x=01i=1
oznac¢ime ®[f](x)

= 2 2[f](x) ®lgl(x).

P(d,)x=0

Nech H je dana

—

H={xeZ}|P(d)x=0}.

Vyraz || f x g||ad( 41y Mo6Zeme vyjadrit pomocou skaldrneho stcinu a dalej plati

— (a1f),8lg))., = | (l7], 2lg])..| < (o1 @11)) " (2lg], 2(g]) "

H H H

U(d,0)

U(d,l) je norma Cauchy-Schwarzova nerovnost

Postup, ktorym sem odvodili vyjadrenie || f * gHad(d’l) = (®[f], ®[g]) 57, mOzeme obratit

a dostédvame nerovnost

Norma || (f )K||Gé2 ) sa zjednodusi na Standardni U(d,!) normu iba v niektorych pri-

padoch, napriklad, ked plati [ = d — 1 alebo [ = d.

2d71

]

< (olf, (), (Pl @), =] (N« HU(dl

‘ 9k u@dl)

Kedze vsetky odvodenia nerovnosti pre U(d,[) normy vyuzivali Cauchy-Schwarzovu
nerovnost, plati, ze pre funkciu ¢ = C'f sa v nich nadobudne rovnost.
Nerovnost vo vete 3.8 je silnejsia ako standardné ohranicenie 2-normou funkcii f a g.

Pre autokorelaciu podla prikladu 3.5 plati

‘ (P (t)‘ < (D (0) = HfHU(l,O) -
dosledok 2.12
¢o vedie na nerovnost

e =

[l < 1]

Tvrdenie 3.9. Nechd ¢ N, l € Z, -1 <1l <d—-1a f : Zny — C. Potom vjraz

1 (f)x H U(ay) J€ norma funkcie f.

Dékaz. Nech [ > 0. Trojuholnikova nerovnost pre || ( f)K“llJZ ) Vyplyva z trojuholnikovej
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nerovnosti pre U(d,!) normu

1/2
u(d,l)

|7+ 90 +(fxg)+ (g% )+ (o)

trojuholnikova nerovnost pre U(d,l)

1/2
< (H (f>KHU(d,l) +2 Hf *gHU(d,Z) T H (g)KHU(d,l)>
N————’

Ul H

veta 3.8
1/2
< ([ + 2Nl [l | Ol
= |y + 1 Oy
Dalej bude platit absoltitna homogenita
1@l = I = 161 D

pre konstantu C' € C.
Kladnt definitnost moézeme overit vyuzitim duality v dosledku 2.10 a prikladu 1.3.

Méame
1/2
u(d,l)

[logar, =177 7

Norma U(d,d — 1 — 1) je kladne definitna pre 0 < I < d — 1. Navyse DFT je regularne

U(d,d—1-1)

zobrazenie, preto plati, ze F f je identicky rovné nule prave vtedy, ked f je identicky rovné
nule.
Pre | = —1 mame

1/2
u(d,—1)

[ Dy, =0

=], .

Kedze vyraz || (f )K||L1J{§ ) Je norma funkcie f, nerovnost vo vete 3.8 je naozaj nerovnost

medzi normami a predstavuje analdgiu Youngovej nerovnosti.

1/2

Ako ukéZzeme v nasledujicom priklade, norma || (f)lly,1)

ma vlastnost U(d, 1) (polo)-

noriem, ktori sme overili v priklade 1.4, teda citlivost na absoliitnu hodnotu.

Priklad 3.12. Overime, Ze pre normu || (f)x Hég )y existuji funkcie f : Zs — C, pre ktoré

1/2 1/2
Dbz < IHAMDklyta-

Riesenie. Spocitajme autokorelaciu funkcie f(z) = (—1)* v Z3

(N @) =Efl@+1) fla) = E(-D)*"" = E(-1)" = (-1)" = f(1).

71



Podla prikladu 1.4 plati

1/2 1/2 1/2 1/2

[ty = 1ty = 1, < 1910y = 1 0Dt 0
H/—/
dosledok 2.12  priklad 1.4
1/2

V nasledujticom priklade ndjdeme, aki hodnotu ma norma || (f)|| funkcie ¢, ktora

U(d,l)
pre nas bola kltucova pri hladani schémy nerovnosti 3.

Priklad 3.13. Spocitame normu § funkcie || (0)y H&é;l

Riesenie. Pre autokorelaciu 0 funkcie plati

&) =Eds(x+1t)d(z) = =0(0+1)5(0) = ()
T —~— N N~
0 pre x#0 N
N pre =0
7 prikladu 3.1 potom vyplyva

T A .

Vieme, ze vyraz || (f)g ||6/ 3 ;) Je norma funkcie f, ktord pre vicsinu stupfiov [ na-
dobuda iné hodnoty ako U(d, 1) (polo)normy, avsak zachovava niektoré vlastnosti U(d, 1)

noriem. 7Z tychto dévodov a z toho, ze vystupuje v analogii Youngovej nerovnosti vo vete

1/2

3.8, moze byt zaujimavou tlohou dalej skiimaf normu || (f), ||U i)

V ¢lanku [3] uvadzaji H. Brascamp a E. Lieb zovSeobecnenie Youngovej nerovnosti pre
viac ako tri funkcie. Predmetom dalSieho vyskumu by mohlo byt skimanie, aky stvis maju

nase zovseobecnenia autokoreldcie v definicii 3.3 a zovSeobecnenia konvoliicie v ¢lanku [3].
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Zaver

V nasej diplomovej préci patrilo medzi ciele najst vztahy medzi p-normami (Specidlne
24-normami) a zovieobecneniami Gowersovych unifromnych noriem - U(d,[) normami.
7 dosledku 2.12 vyplyva, Ze spominané 2¢ normy st len $pecidlnym pripadom U(d, ()
noriem pre [ = 0. Dokézané nerovnosti v dosledkoch 3.2 a 3.6 charakterizuji nerov-
nosti medzi U(d,!) normami vzhladom na rad d a stupen [, ktoré charakterizuji hladané
vztahy. Ukédzali sme nielen ze U(d,[) normy st ekvivalentné (¢o nutne plati pre normy
na kone¢norozmernych priestoroch), ale nasli sme aj najlepsie konstanty, ktoré vystupuji
v nerovnostiach medzi U(d,[) normami.

Zaroven sme vdaka ziskanym nerovnostiam v podkapitole 3.1 popisali, aké by mohli
platit inklazie priestorov funkcii na jednotkovej kruznici, resp. obojstrannych nekonecénych
postupnosti. Identifikdcia moZnych inklizii priestorov funkcii na S', resp. nekonecénych
postupnosti na Z, patrila medzi dalsSie ciele nasej diplomovej prace.

V podkapitole 3.2 sme uviedli jeden pristup k hladaniu analégie Youngovej konvoluc-
nej identity pre U(d,!) normy. Spominame ale aj potencidlne problémy hladania tychto
zovSeobecneni - U(d, [) normy nemdme definované tak, aby p-normy pre p < 2 zodpove-
dali niektorej U(d, 1) norme. N&$ pristup viedol k definicii novej normy, ktora ma niektoré
vlastnosti U(d, [) noriem.

Okrem spominanych vysledkov v kapitole 3 sa v nasej praci v kapitole 1 nachadza
prehlad niektorych zaujimavych nastrojov diskrétnej Fourierovej analyzy vyssich rddov
a Gowersovych uniformnych noriem. Medzi nové vysledky v tychto oblastiach patri vSe-
obecnejsia formulédcia zovseobecnenej konvolucnej identity v tvrdeni 1.8 a dualnej zovse-
obecnenej konvoluénej identity v dosledku 1.9 a ich aplikéacia v pripade priameho vyjadre-
nia G(d, 1) skaldrnych stc¢inov v tvrdeni 2.9. V kapitole 2 dalej uvadzame zovseobecnenia
Gowersovych uniformnych noriem z pracovného ¢lanku M. Niepela [7]. Definicie, ktoré
vyuzivame v kapitole 2 su origindlne, a poskytuju iny pohlad na U(d, ) normy.

V préci ¢asto uvadzame priklady, ktoré slizia ako motivacia dalSich tvrdeni a definicii,
alebo poukazuji na zaujimavé vlastnosti skiimanej témy. Mnohé z uvadzanych tvrdeni
dokazujeme sposobom, ktory ie iny ako v ¢lanku [7], a tym ilustruje nové prepojenia. Tiez
v praci zavadzame nové pojmy, ktoré slizia ako uzito¢ény néstroj pre U(d,l) normy. Na

zaver prace spominame niekolko oblasti, v ktorych je priestor na dalsi vyskum.

73



Zoznam pouzitej literatury

[10]

[11]

[12]

Artin, M.: Algebra, Prentice Hall, New Jersey, 1991

Bergelson, V., Tao, T., Ziegler, T.: An Inverse Theorem for the Uniformity Semi-
norms Associated with the Action of F)°, Geometric and Functional Analysis 19

(2010), 1539-1596

Brascamp, H. J., Lieb, E. H.: Best Constants in Young’s Inequality, Its Converse,
and Its Generalization to More than Three Functions, Advances in Mathematics 20

(1976), 151-173

Gowers, W. T.: A new proof of Szemerédi’s theorem, Geometric and Functional Ana-

lysis 11 (2001), 465-588

Gowers, W. T.: Generalizations of Fourier analysis, and how to apply them, Bulletin

of the American Mathematical Society 54 (2017), 1-44

Host, B., Kra, B.: A point of view on Gowers uniformity norms, The New York

Journal of Mathematics 18 (2012), 213-248

Niepel, M.: Parseval type identities for Gowers uniformity norms in finite Abelian

groups, preprint, Comenius University, Bratislava, 2020

Rakus, M.: Identity vo Fourierovej analyze vysSich rdadov, bakalarska praca, FMFI
UK, Bratislava, 2021

Shakarchi, R., Stein E. M.: Functional Analysis: Introduction to Further Topics in

Analysis, Princeton University Press, Princeton and Oxford, 2011

Szegedy, B.: On higher order Fourier analysis, preprint, University of Toronto,
Toronto, 2012, dostupné na internete (15.1.2023) https://arxiv.org/pdf/1203.
2260 . pdf

Tao, T.: Higher order Fourier analysis, American Mathematical Society, Providence,

Rhode Island, 2012

Young, W. H.: On the multiplication of successions of Fourier constants, Proceedings

of the Royal Society A 87 (1912), 331-339

4


https://arxiv.org/pdf/1203.2260.pdf
https://arxiv.org/pdf/1203.2260.pdf

	Zoznam použitých symbolov
	Úvod
	1 Diskrétna Fourierova analýza vyšších rádov
	1.1 Poissonova sumačná formula vyšších rádov
	1.2 Gowersove uniformné normy

	2 U(d,l) normy
	2.1 Uniformné usporiadanie podmnožín
	2.2 U(d,l) (polo)normy

	3 Nerovnosti pre U(d,l) normy
	3.1 Autokorelácie vyšších rádov
	3.2 Youngova konvolučná nerovnosť

	Záver
	Zoznam použitej literatúry

