UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

KALIBRACIA MODELOV FINANCNEJ MATEMATIKY
POUZITIM DVOJKRITERIALNEHO GREY WOLF
ALGORITMU

DIPLOMOVA PRACA

2023 Bc. Maria RUDOLFOVA



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

KALIBRACIA MODELOV FINANCNEJ MATEMATIKY
POUZITIM DVOJKRITERIALNEHO GREY WOLF

Studijny program:
Studijny odbor:

Skoliace pracovisko:

Vedici prace:

Bratislava 2023

ALGORITMU

DIPLOMOVA PRACA

ekonomicko-finanénd matematika a modelovanie
matematika

Katedra aplikovanej matematiky a statistiky

doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD.

Bc. Maria RUDOLFOVA



54418920

11 Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Bc. Maria Rudolfova

Studijny program: ekonomicko-finanénd matematika a modelovanie
(Jednoodborové studium, magistersky II. st., denné forma)

Studijny odbor: matematika

Typ zaverecnej prace: diplomova

Jazyk zaverecnej prace: slovensky

Sekundarny jazyk: anglicky

Nazov: Kalibracia modelov finan¢nej matematiky pouzitim dvojkriterialneho grey wolf
algoritmu
Calibration of financial mathematics models using bicriteria grey wolf
algorithm

Anotacia: V diplomovej praci Patricie Dianovej (2020) bola v jazyku R naprogramovana

'‘grey wolf' metdéda pre rieSenie dvojkriteridlnej optimalizacie, ktora bola
navrhnutd v literatare a dostupna v inych jazykoch. Uspesne sa pouzila
na kalibraciu urokovych mier. Cielom tejto diplomovej prace je nadviazat
na tento vysledok - navrhnut a zrealizovat’ kalibraciu parametrov d’alSich
finan¢nych modelov.

Veduci: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD.
Katedra: FMFIL.KAMS - Katedra aplikovanej matematiky a $tatistiky
Veduci katedry: prof. RNDr. Marek Fila, DrSc.

Datum zadania: 11.01.2022

Datum schvalenia: 14.01.2022 prof. RNDr. Daniel Sevéovié, DrSc.

garant Studijného programu

Student veduci prace



Podakovanie Tymto sa chcem podakovat svojej vedicej diplomovej prace doc. RNDr.
Beate Stehlikovej PhD., za jej nekonecnu trpezlivost, cenné rady a odborné pripomienky,
ktoré mi pomohli dokonvergovat tito pracu k odovzdaniu. Velka vdaka patri celej mojej
rodine, ktora nikdy o mne nezapochybovala a vzdy verila, ze vSetko s Bozou pomocou

nejako zvladnem.



Abstrakt v statnom jazyku

RUDOLFOVA, Maria: Kalibrécia modelov finantnej matematiky pouzitim dvojkriterial-
neho grey wolf algoritmu [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; Skolitel:
doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2023, 81s.

Hlavnym cielom prace bude néjst ¢o najlepsie parametre pre fitovanie poistnych a
finanénych dat vyuzitim genetického dvojkriteridlneho grey wolf algoritmu. V tvode pri-
blizime myslienku algoritmu, na zakladne ktorej hladdme optima funkcii. Zaroven vy-
svetlime pojem Pareto optimdlnych rieseni. V aplikacnej ¢asti budeme chciet najst ¢o
najlepsie rozdelenie, ktoré by popisovalo data predstavujice skodové udalosti vzniknuté
pri poziaroch v Dansku. V dalsej aplikacii porovname fitovanie vynosov trhového indexu
S&P 500 Normalnym a Variance gamma rozdelenim. TaktieZ ndjdeme optiméalne vahy
portfolia styroch akcii pre Markowitzov a Mean-Gini model. V poslednej casti prace na-
kalibrujeme Vagickov model pre Eurépske trokové miery. Urokové miery Ceskej republiky

nakalibrujeme s predpokladom, ze sa budu pritahovat k Europskym.

KTacové slova: Grey wolf algoritmus, Burrovo rozdelenie, LogPH rozdelenie, Normalne
rozdelenie, Variance gama rozdelenie, Markowitzov model, Mean-Gini model, trokové

miery



Abstract

RUDOLFOVA, Maria: Calibration of financial mathematics models using bicriteria grey
wolf algorithm [Master Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathema-
tics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Super-
visor: doc. RNDr. Bedata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2023, 81p.

The main objective of the work will be to find the best possible parameters for fitting
insurance and financial data by using the genetic two-criteria grey wolf algorithm. In the
introduction, we will introduce the idea of the algorithm, based on which it searches for
the optima of the functions. We also explain the concept of Pareto optimal solutions. In
the application part, we will want to find the best possible distribution to describe the
data representing damage events arising from fires in Denmark. In the next application,
we will compare the fitting of the returns of the market index S&P 500 by the Normal
and Variance Gamma distributions. We also find the optimal portfolio weights of the
four stocks for the Markowitz and Mean-Gini models. In the last part of the paper, we
calibrate the Vasicek model for European interest rates. We calibrate the interest rates of

the Czech Republic with the assumption that they will converge to the European ones.

Keywords: Grey wolf algorithm, Burr distribution, LogPH distribution, Normal
distribution, Variance gamma distribution, Markowitz model, Mean-Gini model, interest

rates



Obsah
Uvod

1 Uvod do problematiky
1.1 Multikriteridlna optimalizacia . . . . . . . . . .. ...
1.2 Pareto optimdlne rieSenia . . . . . . . .. ..o

1.3  Grey wolf algoritmus . . . . . . . . ...

2 Parametre pravdepodobnostnych rozdeleni
2.1 Skodové udalosti pri poziaroch v Dénsku . . . . . . .. .. ... ... ...
2.1.1 Burrovo rozdelenie . . . . . .. ..o
2.1.2 LogPH rozdelenie . . . . . . . . .. . ...
2.2 S&P 500 . . ..
2.2.1 Normaélne rozdelenie . . . . . . .. ... ...

2.2.2  Variance gama rozdelenie . . . . . . ... ..o

3 Optimalizacia portfélia
3.1 Markowitzova optimalizacia portfolia . . . . . . ... ... ... ... ...
3.2 Mean-Ginimodel . . . . . ...
3.3 Vynosy akcii Applu, Microsoftu, Amazonu a Nvidii . . . . . ... ... ..
3.3.1 Pouzitie Markowitzovho modelu . . . . . . ... ... ...

3.3.2 Pouzitie Mean-Gini modelu . . . . . . . . ... ...

4 Kalibracia urokovych mier
4.1 Model . . . . e

4.2 Aplikacia pre eurépske a ceské arokové miery . . . . . ... ...
Zaver
Zoznam pouzitej literatury
Priloha A

Priloha B

11
11
12
13

17
18
20
21
25
27
31

36
36
37
37
38
39

42
42
45

50

52

56

58



Priloha C

Priloha D

Priloha E

Priloha F

Priloha G

61

63

66

71

77



Uvod

Financie, bankovnictvo, investovanie ¢i poistovnictvo. Tieto a mnoho dalsich velkych a
komplexnych oborov vyzaduji pracu matematikov na dennej baze. Pracuji s modelmi,
ktoré by boli schopné ¢o najlepsie popisat aktudlnu situaciu a zaroven pripravit ¢o najlep-
Siu predikciu do budtcnosti. Jednym z dobrych néstrojov, ako to dosiahnut sa v realite
javia byt parametrické modely.

Parametricky model je vcelku velmi jednoduchy nastroj pre modelovanie. Uz z nazvu je
zrejmé, ze pre modelovanie dat budeme pouzivat model, ktory je definovany parametrami.
Napriklad hustota normalneho rozdelenia je definovand parametrami p a o, kedy po za-
dani spravnych parametrov dostavame hustotu, ktord popisuje normalne data. Najtazsou
otazkou vsak ostava, ako dané parametre v modeli zvolit?

Na tuto otazku sa budeme snazit zodpovedat v tejto diplomovej praci. Patricia Dianova
vo svojej diplomovej praci [14] naprogramovala geneticky dvojkriteridlny algoritmus pre
hladanie Pareto optimalnych rieseni.

V 1vode pripomenieme ¢o so sebou prinasa multikriteridlna optimalizacia. Néasledne
priblizime stru¢nt myslienku algoritmu, ¢o je jeho nosnou ideou pri hladani optima. Pre
lepsie pochopenie a popis algoritmu nam poméze [19] [26] [27].

V prvej casti prace vyuzitim daného algoritmu odhadneme parametre pre data, ktoré
popisuju vysky vzniknutych §kod pri poziaroch v Dansku. Najprv nakalibrujeme Burrovo
rozdelenie, ktoré sa velmi casto pouziva v poistovnictve pri modelovani skod. Vychadza-
juc z [1] a [2] odhadujeme parametre pre logPH rozdelenie. V [2] nachddzame optimélne
parametre pre logP H rozdelenie pozorovanych dat, ziskané inou optimalizaciou, aki pou-
zivame my. To vnimame ako velkt vyhodu, kvoli kontrole a porovnaniu nami dosiahnutych
optimélnych parametrov rozdelenia. Kedze algoritmom nachadzame Pareto optimélne rie-
Senia, pozadujeme, aby aspon jedno z optimalizacnych kritérii bolo pre ziskané riesenia
mensie alebo rovné ako pre riesenie z ¢lanku.

Asi najznamejsi model pre ocenovanie akeii (Black - Scholesov model) pracuje so silnym
predpokladom o normalite dat. My sa blizSie pozrieme na rozdelenie vynosov trhového
indexu S& P 500. Ukazeme, ze data maji od normalneho rozdelenia naozaj daleko. Posna-
zime sa modelom ¢o najlepsie odhadnut parametre pre normalne rozdelenie a vychadzajic

z [9] ukdZeme, Ze Variance gama rozdelenie, spomedzi nami vybranych rozdeleni, naozaj
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najlepsie popisuje ddta. Oprieme sa o [4] a [9].

Markowitzov model je jeden z najfrekventovanejsich pristupov pre najdenie optimal-
nych vah pri zostavovani portfélia. Vyuziva velmi jednoduchu a logickti myslienku, kedy
chceme minimalizovat riziko portfélia prezentované varianciou portfolia a nasledne maxi-
malizovat priemerny ro¢ny vynos akcii. Vyuzitim algoritmu sa pokisime najst optimalne
vahy pre zostavenie portfélia z najvynosnejsich akcii trhového indexu S& P 500, a to akcie
Applu, Microsoftu, Amazonu a Invidii. Riziko portfélia prezentované varianciou hodnoty
portfélia vymenime za Mean-Gini kritérium a pozrieme sa, ¢o sa zmeni pri takejto zmene
optimalizacie.

V poslednej casti prace nakalibrujeme dlhodobé eurdpske trokové miery a trokoveé
miery Ceskej republiky. Vyuzitim Vasickovho jednofaktorového modelu odhadneme pa-
rametre pre eurépske tirokové miery. Predpokladdme, Ze tirokové miery Ceskej republiky
budd pritahované k eurépskym, kedze aj Ceskd republika je ¢lenom Eurépskej tnie a
menova politika krajiny je ovplyviiovand Eurdépskou centralnou bankou.

V kazdej aplikacnej Casti podrobne vysvetlime a popiseme, aké dve funkcie (kritéria)

budu vstupovat do algoritmu ako optimalizacné funkcie.
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1 Uvod do problematiky

Na 1vod sa pozrieme na priklady, kedy sa vyuzivala multikriterdlna optimalizacia. Kedze
jedna tloha nam (pre multikriteridlnu optimalizdciu) moze priniest viacej rieseni, ozrej-
mime citatelovi ako spravne chéapat takto ziskané Pareto optimalne vysledky. Na zaver v
skratke popiseme algoritmus, s ktorym budeme pracovat. Taktiez prinasame prehlad, kde

bol nas grey wolf algoritmus pouzity.

1.1 Multikriterialna optimalizacia

Oblast financii, ako aj velmi blizka oblast poistovnictva predstavuju odvetvia, kde spra-
vit rozhodnutie tykajice sa financii, rozpoctov, ¢i stanoveni rezerv nie je priamociara a
jednoduché zalezitost. Finan¢nici pri modelovani potrebuji odzrkadlit hlbokud neistotu,
dynamické prostredie trhov, finanéné problémy a v neposlednom rade subjekty, ktoré sa
podielaji na vyvoji modelu (manazér, reguliator a pod.). Tu zohravaji doéleziti ulohu
optimalizacné modely s viacerymi kritériami, kedze jedno kritérium nedokaze dostatocne
popisat komplexnost problematiky. Pozrieme sa na rézne priklady, kde sa miltikriterialna
optimalizacia vyuziva.

Ako priklad si moézeme vziat vyber portfolia. Pri takomto probléme by sme chceli
uspokojit dva hlavné ciele. Tymito cielmi st vynos a riziko. Takémuto dvojkriteridlnemu
optimaliza¢nému problému sa venuji v mnohych publikdciach. V [24] na rieSenie opti-
maliza¢ného problému predstavuji evoluény algoritmus DEMPO (Differential Evolution
for Multiobjective Portfolio Optimalization). Tento algoritmus nésledne porovnavaju s
kvadratickou optimalizaciou a dalsim evolu¢nym algoritmom ur¢enym na multikriteridlnu
optimalizaciu NSGA-II.

V dalsej publikdcii [15] sa autori zamerali na multikriteridlnu optimalizaciu v odvetvi
financii a investovania. Nachadzaju sa tu optimalizacné problémy tykajice sa aj optima-
lizacie portfélia. Model konstruuje portfélia tak, aby boli ¢o najlepsie diverzifikované v
ramci vybranych aktiv a zaroven boli globalne optimalne s vhodnou mierou vynosnosti.
Taktiez sa tu venuju aj trojkriteridlnej optimalizacii, kde cielom kritérii je zachytit oca-
kavany vynos, averziu voci strate a mieru rizika.

Vo viackriterialnej optimalizacii je potrebné zadefinovat a ujasnif si, aké kritéria bu-
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deme pouzivat pri kalibrovani modelov. Jedno z najcastejSie pouzivanych kritérii je ne-
odmyslitelne maximalizécia funkcie vierohodnost{ (maximum likelihool function). Dalgim
populdarnym optimalizaénym kritériom je najdenie minima chybovej funkcie (minimum
error function), resp. minima kvadratickych odchylok medzi fitovanymi datami () vybra-
nym rozdelenim s parametrom 6 a pozorovanymi ddtami (z), t.j. min ||z — 2||?. Pouzitie

tychto kritérii pri mltikriteridlnej optimalizacii nachddzame napriklad aj v [31].

1.2 Pareto optimalne rieSenia

Pareto optimélne vysledky dostavame pri multikriteridlnej optimalizacii. Teoretické spra-
covanie a zaroven praktické aplikdcie nachddzame v [23] alebo v [28], kde sa Pareto opti-

malne riesenia aplikuji v chemickom inzinierstve.

Matematicky by sme problematiku multikriterdlnej optimalizacie vedeli zapisat nasle-

dovne:

kde n je pocet premennych, o je pocet funkcii, ktoré chceme zoptimalizovat, m je pocet
ohraniceni na nerovnosti prezentované funkciou g;(x) a p je pocet ohraniceni na rovnosti

znazornené funkciou h;(z). Premennd x; patri do intervalu [L;, U;] [27].

Je dolezité poznamenat, ze pri multikriterdlnej optimalizécii neziskavame lokédlne (resp.
globalne) optimum. Ziskavame Pareto optimalne rieSenia (nedominované riesenia). To zna-
mena, ze pre dané riesenie nedokazeme znizit hodnotu jednej tcelovej funkcie bez toho,
aby sme nezvysili hodnotu druhej tcelovej funkcie. Takto ziskané riesenia tvoria mnozinu
Pareto optimalnych rieseni. Obr.1 znazornuje ako mozu vyzerat Pareto optiméalne riesenia
- nedominované rieSenia (modrou farbou) pri optimalizacii dvoch funkcii fi(z) a fo(z).
Takéto riesenia lezia na krivke, ktora sa nazyva Pareto optimélny front. Bielé kruzky

znazornuji dominované rieSenia optimalizacného problému. [14]
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Obr. 1: Dominované, nedominované riesenia a Pareto front pri optimalizacii dvoch funkeii fi(z)

a fa(z) [10]

1.3 Grey wolf algoritmus

Detailny popis pouzivaného algoritmu nacrtla vo svojej praci [14] Patricia Dianova. Vy-
uzivame ¢lanok [26], v ktorom je detailne popisany geneticky Grey wolf algoritmus pre
optimalizaciu tlohy s jednou optimalizac¢nou funkciou. V [27] je algoritmus upraveny pre
dvojkriterialnu optimalizaciu. Viac informacii o grey wolf optimalizacii, ale aj o inych
genetickych algoritmoch néjdeme aj online [19].

My sa posnazime len v skratke ozrejmit hlavni myslienku daného algoritmu. Pokla-
déame to za dolezité, kedze na danom algoritme je postavena celd praca.

Grey wolf algoritmus je geneticky algoritmus navrhnuty tak, aby dokazal najst opti-
malne riesenia daného systému. Myslienka hladania optima je na zaklade pozorovania
spravania sa svorky sivych vlkov volne v prirode. V nasledujtcich castiach si v skratke
popiseme, ako sa tato myslienka matematicky sformulovala a nasledne pouzila v optima-
lizacii.

Sedé vlky sa vo volnej prirode riadia striktnou hierarchiou, kde nachddzame vodcov

svorky (tzv. alfa vlkov), ich zastupcov (bety) a ostatné vlky. Tak aj pre nds, najlepsieho
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kandidata na riesenie bude oznacovat gréckym symbolom «, druhé a tretie najlepsie riese-
nia symbolmi 3 (resp. 0). Grécke pismeno w bude oznacovat zvysné kandidatske rieSenia
optimalizacného problému. Systém predpoklada, ze «, 5 a d predstavuji najlepsie riesenia,
a preto podla nich aktualizuji svoju poziciu zvysné kandidétske rieSenia (w).

Néjdenie optima sa odohrava v troch bodoch, ktoré si inSpirované tutokom Sedych

vlkov na korist.

1. Obklicenie koristi
Pod pojmom korist budeme rozumiet nami hladané optimum a vlk predstavuje kan-
didatske riesenie. V tejto Casti sa prepocitava pozicia vlka podla toho, kde sa nacha-
dza korist (hladané optimum). Nachadzaji sa tu parametre, ktoré zaznamenavaji
nédhodnost (rq, rp), parameter a (linedrne sa zmensuje od 2 k 0), ktory reflektuje pri-

blizovanie sa ku koristi, vektor X hovori o pozicii vlka (kandidatskeho riesenia), X,

predstavuje poziciu koristi (hladaného optima). Zmenu pozicie vlka v ¢ase pocitame

nasledovne:
D =|CX,(t) — X (1), (1)
X(t+1)=X,(t)— AD, (2)
A =2ar; —a, (3)
C =27, (4)
2. Lov

Ako sme spominali, o, § a § si nosi¢mi pre nas zatial najlepsich dosiahnutych
rieseni. Preto tieto pozicie si ulozime a ostatné vlky (zvysné kandidédtske riesenia)

w sa prepocitaju vzhladom na doteraz najlepsie ziskané riesenia.

Da_ ‘Clon_X‘a (5)
D = |ChX;5 — X, (6)
Ds = |C3X; — X|, (7)

kde Cy, Cy a C5 sa napocitavaji vyssie spomenutym postupom (4). X,, Xz a X;

su tri doposial najlepsie ziskané riesenia v iterécii ¢t. Nasledne sa aktualizuje pozicia
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kandidatskych rieseni pre ¢as ¢t + 1

X, =X, - AD,, (8)
X, = X3 — AyDy, (9)
Xy = X; — A3Dy, (10)
X(th1) = St A2t Xy (11)

3

Parameter A;, Ay a As sa prepocitava podla (3).

3. Utok
Néahodny parameter A hovori, ¢i sa s kandidatmi blizime ku skuto¢nému rieSeniu
(ku koristi), alebo sa od neho oddialujeme. A € [—2a,2a] kde a € [0,2]. Ak |4 < 1,
vtedy kandidatske riesenia smeruju k optimu. Naopak, ak by \/T | > 1, tak sa snazime

kandidatske riesenia odklonif a najst nieco lepsie.

V nasej praci budeme vyuzivat dvojkriteridlny grey wolf optimalizacny algoritmus, kde
sa budeme snazit najst Pareto optiméalne riesenia pre dve optimalizacné funkcie. Hlavna
myslienka hladania optima ostdva nemennd (ako sme popisali vyssie). Pochopitelne sa
tu budu nachadzat aj odlisSnosti. Budeme potrebovat archiv, kvoli ukladaniu doteraz zis-
kanych nedominovanych rieseni. Tento archiv sa bude riadif podmienkami, ktoré budu
hovorif, ¢i uz ziskané riesenia budi prepisané novymi nedominovanymi rieSeniami, ¢i sa
ziskané riesenie ulozi do archivu ako dalsie nové nedominované riesenie, alebo sa neudeje
ni¢. DalSou novinkou (vzhladom na jednokriterialnu optimaliziciu) je stratégia vyberu
lidra. Ma domoct k optimalnemu vyberu najlepsich pozicii vysledkov «, 8 a ~. Snaha
je vyberat riesenia v ¢o najmenej preplnenych segmentoch vyhladavania. Vyhladavaci
priestor je rozsegmentovany na hyperkocky. Vyber sa kond metodou rulety s pravdepo-
dobnostou pre kazdu hyperkocku P; = N%, kde ¢ > 1 je konstanta a N; je pocet Pareto
optimalnych rieseni v i-tom segmente. Pravdepodobnost vyberu je vyssia pre menej pre-
plnené segmenty. Blizsie sa tomuto venovali v praci [14].

Dany algoritmus sa vyuzil pre riesenie optimaliza¢nych problémov na mnozstvo ap-
likacii, ako napriklad v siefovom inzinierstve [3] [35], inzinierstve [5] [8], vybere webovej
sluzby [7], energetike [16] [20] a mnoho dalsich. V [14] aplikovali algoritmus na kalibréciu

finan¢ného modelu pre modelovanie urokovych mier. My sa posnazime danym algoritmom
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¢o najlepsie nafitovat data pre rézne modely v oblasti poistovnictva (modelovanie rozdele-
nia dat popisujucich vysku skodovych udalosti) a finan¢nickeho sveta (rozdelenie vynosu

akcii, finanéné modely ¢i optimalizacia portfélia).
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2 Parametre pravdepodobnostnych rozdeleni

V nasledujicej casti prace sa posnazime najst ¢o najlepsi odhad parametrov roznych tipov
rozdeleni tak, aby ¢o najlepsie popisovali data, pre ktoré boli vybrané. K takémuto cielu
si najprv potrebujeme zadefinovaf kritéria, na zaklade ktorych budeme optimalizacnym
algoritmom hladat parametre pravdepodobnostnych rozdeleni. Ako sme uz skér spome-
nuli, za jedno z najcastejsich kritérii sa voli vierohodnostna funkcia (likelihood function)
alebo chybové funkcia (error function). Inspirovali sme sa modelovanim v poistovnictve

[29] a ako kritéria pri optimalizacii sme zvolili testové Statistiky.

o
L]
=
L]
— — CDF
o | e — Rozdelenie
L]

I I I I
-0.01 0.00 0.01 0.02

Obr. 2: Porovnanie empirickej kumulativnej distribucnej funkcie s distribiciou rozdelenia

Na Obr.2 vidime ¢iernou farbou schodoviti funkciu, ktora predstavuje empiricka ku-
milativnu distribu¢nu funkciu. Nasou kalibraciou by sme sa chceli zvolif parametre dis-
tribucnej funkcie rozdelenia (¢ervend krivka) tak, aby sme sa ¢o najviac priblizit k danej
kumulativnej distribuc¢nej funkcii. Jednou z mnohych moznosti, ako zabezpecit co najlep-
Sej zhody danych kriviek, by sa dalo zapisat ako optimaliza¢ny problém, kedy by sme chceli
minimalizovat najvic¢siu odchylku danych funkcii v datovych bodoch. Presne takito mys-

lienku zachytava Kolmogorovova-Smirnovova testova Statistika (K-S testovd statistika).
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Ako prvé kritérium sme zvolili Kolmogorovovu-Smirnovovu testovi statistiku a druhé
kritérium prislichalo Cramér-von Misesovej testovej Statistike. Matematické vyjadrenie

Kolmogorovovej-Smirnovovej testovej statistiky je nasledovné [17]

D = sup |Fn(x) - F(‘T:0)|7 (12)
z€D(F)

kde sup v danom predpise oznacuje suprémum, F),(z) predstavuje kumulativnu distri-
buéni funkciu v bode z a F(z;60) oznacuje distribuént funkciu rozdelenia v bode z, pre
ktoré sa snazime odhadnuit parametre. Parametre daného rozdelenia pre data x su vse-
obecne oznacené gréckym pismenom 6.

Cramér-von Misesova testova Statistika (C-vM testova sStatistika) taktiez porovnéva
rozdiel medzi pozorovanou a kumulativnou distribu¢nou funkciou. Pre pozorované hod-

noty x; vieme dant testovu Statistiku vyjadrit ako [17]

1 "or2i—1
T=— — — F(x;;0)], 13
12n * ; { 2n (w33 0) (13)
kde opéat F'(z;;0) predstavuje distribuént funkciu daného rozdelenia v i-tom bode s vek-

torom parametrov 6 a n je pocet pozorovani.

2.1 Skodové udalosti pri poZiaroch v Dansku

7 historickych dat poistnych udalosti sa da vidief, ze data sa vyznacuju asymetriou,
tazkymi chvostami. Je zrejmé, ze modelujeme nezaporné data, kedze modelujeme vysky
$kod. Casto je dolezité vybrat rozdelenie tak, aby aj chvost rozdelenia ¢o najlepsie kopiro-
val data. Je pravda, Ze straty na chvoste sa deju zriedkavo (s nizSou pravdepodobnostou).
Faktom vsak ostava, ze keby sme s tymito stratami nepocitali, mézu doviest poistoviiu
do velkych finanénych tazkosti. Za jedny z ¢asto pouzivanych parametrickych rozdeleni
v poistovnictve pre modelovanie strat moézeme povazovat rozdelenia s fazkymi chvostami
ako napriklad Weibullovo rozdelenie, Loggama, ¢i Burrovo rozdelenie. V [2] autori tispesne
pouzili pre kalibraciu skodovych udalosti LogPH rozdelenie.

Vychadzajic z [2] sa budeme snazit v tejto ¢asti ¢o najlepsie odhadnit parametre
LogPH rozdelenia tak, aby ¢o najlepsie popisovalo spravanie sa nasich dat. Autori pod-
robne popisali dané rozdelenie, vyvodili momenty a popisali jeho spravanie. Na praktic-
kom priklade odhadli parametre pre dané rozdelenie vyuzitim EM PHT algoritmu. My

sa parametre posnazime odhadnuf vyuzitim grey wolf algoritmu.
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Zozbierané data [12] popisuju skody sposobené poziarom v Dansku medzi rokmi 1980
az 1990 vratane hrani¢nych rokov. Spolu mame 2167 pozorovani. Data si upravené o
inflaciu a vyjadrené v miliénoch danskych korin. Pre lepsiu predstavu prikladdme his-
togram danych dat na Obr.3. Na data sme pouzili logaritmicka funkciu, ktora nam ich
preskaluje kvoli lepsej vizualizacii. Da sa vidief, Ze najnizsia pozorovand hodnota dat je

1. To je velmi dolezité kvoli definovaniu distribucnej funkcii LogPH rozdelenia.
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Obr. 3: Histogram logaritmu dat popisujtcich vysky skod pri poziaroch v Dansku

Zaroven prikladame zakladné statistiky o pozorovanom datovom stbore. Z tychto sta-
tistik a z histogramu sa da vidiet, ze rozdelenie, ktoré by dobre kopirovalo data nebude

symetrické, a chceme, aby bolo definované pre kladné data.

Minimum ‘ 1. Kvantil ‘ Median ‘ Priemer ‘ 3. Kvantil ‘ Maximum

1 ‘ 1.321 ‘ 1.778 ‘ 3.385 ‘ 2.967 ‘ 263.250

Tabulka 1: Zakladné statistiky pre data popisujice vysky skod pri poziaroch v Dansku
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2.1.1 Burrovo rozdelenie

Ako prvé nakalibrujeme Burrovo rozdelenie. Je to rozdelenie, ktoré sa ¢asto pouziva na
modelovanie skodovych udalosti. Je definované pre kladné hodnoty s tromi parametrami.

Hustotu rozdelenia definujeme ako

flz;o,v,0) = (/0] (14)

kde a, 7,0 st kladné parametre.

V optimaliza¢nom algoritme sme nastavili velkost populacie vlkov greyWolves num =
500, a kedze predpokladdme nezapornost parametrov, ohranicili sme ich intervalom [0.01, 5].
Kebyze sa vysledné parametre vyskytovali v blizkosti krajnych bodov intervalu ohranice-
nia, interval by sme rozsirili a porovnali ziskané riesenia.

Dalsie parametre algoritmu potrebné pre vypocet st nastavené nasledovne: Maxlt =
10 predstavuje maximalny pocet iterdcii, Archive size = 500 (archiv kvoli ukladaniu
Pareto optimélnych rieseni), agw = 0.1, few = 4, 7ew = 2 ¢o predstavuje Startovacie
pozicie ,vlkov® (kandidatskych rieseni).

Algoritmom sme ziskali 6 Pareto optimalnych rieseni pre dané rozdelenie na danskych
datach. Na Obr.4 st znazornené hodnoty optimalizacnych funkcii pre dané riesenia, kde
x-ova os predstavuje hodnoty K-S testovej statistiky a y-ova os predstavuje C-vM tes-
tovu Statistiku. Hodnoty Kolmogorovovej - Smirnovovej testovej statistiky sa pohybuju
v rozmedzi od 0.01573 po 0.01734. Cramér - von Misesova testova sStatistika nadobuda
hodnoty od 0.1050 po 0.1189.

Na (Tab.2) znazornujeme ziskané parametre Burrovho rozdelena pre Pareto optimalne
riesenia «, 7y a 6.

Zo ziskanych rieseni sme vybrali také, kde Kolmogorovova - Smirnovova testova sta-
tistika nadobtida najnizsiu hodnotu (krivka pre Pareto optiméalne riesenie na grafoch cer-
venou farbou) a najvyssiu hodnotu (zndzornené modrou farbou). Obr.5 znézornuje, ako
dobre kopiruje nakalibrovana distribu¢na funkcia Burrovho rozdelenia distribu¢nt funkciu
(¢iernou farbou).

Na Obr.6 pozorujeme, ako hustoty ziskané nakalibrovanymi parametrami popisuji

histogram nasich dat.
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Obr. 4: Ziskané hodnoty optimalizac¢nych funkcii pre Pareto optimalne riesenia Burrovho roz-

delenia

Riesenie « vy 0
1 4.705404 | 1.231365 | 2.583958
2 4.918812 | 1.238368 | 2.653628
3 4.816350 | 1.241680 | 2.604552
4 4.834941 | 1.239775 | 2.616517
5 4.797959 | 1.236336 | 2.609653
6 4.813522 | 1.237138 | 2.614046

Tabulka 2: Vysledné parametre Burrovho rozdelenia

2.1.2 LogPH rozdelenie

Parametrické rozdelenie LogP H je rozdelenim, ktoré bolo tispesne pouzité pre popis dat,
ktoré reflektuju skody spdsobené poziarom v Dansku (ako sme spominali vyssie). Dané
rozdelenie predstavuje zovseobecnené Paretovo rozdelenie a st ndm zname vlastnosti hus-
toty. Taktiez dobre popisuje udaje s tazkymi chvostami (¢o je jednym z nasich cielov).

Model daného rozdelenia sa snazi ¢o najlepsie popisat data od zaciatku az do konca (ne-
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Obr. 5: Nakalibrované distribu¢né funkcie s empirickou kumulativnou distribu¢nou funkciou

spolu s detailnym priblizenim
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Obr. 6: Hustota Burrovho rozdelenia popisujica histogram dét

sustredi sa len na chvost, ale na cely interval dat). Ako dalsiu vyhodu vnimame, Ze pre
charakterizaciu hustoty, ¢i distribu¢nej funkcie mame jeden konkrétny prepis funkcie. Ako
nevyhodu vnimame mnozstvo parametrov, ktoré si pre model potrebné.

Rozdelenie oznac¢ujeme LogPH (o, T'), kde v a T' st parametrami rozdelenia. Hovorime,
ze Y ma LogPH rozdelenie, ak Y = exp(X), kde X m& PH rozdelenie (fazové rozdelenie,

ang. phase-type distribution).
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Distribu¢na funkcia LogP H rozdelenia je definovana len pre data x > 1 a jej predpis
je
F(z;T,a) =1 — ael8@1, (15)

kde e?'°e(*) predstavuje maticovii exponencilu, 1 je vektor jednotiek rozmeru (p x 1), T
znézorniuje (p X p) maticu, pre ktort plati, Ze jej nediagondlne prvky st nezdporné a je
zaporne definitnd. Sucet prvkov vektora «, ktory mé rozmery (1 x p) musi davat v sicte

1. Nésledne mozeme definovat hustotu rozdelenia ako
1 T log(x)
f@; T, o) = —ae” 9t o >1t=-T1. (16)
T

Vyuzitim grey wolf algoritmu je nasim cielom najst parametre daného rozdelenia, a to
maticu T a vektor a aby sme dokézali ¢o najlepsie popisat nase data.

Optimalizaciou v ¢lanku autorom vysli parametre pre dané rozdelenie

—4.000 3.564
0.267 —1.813

T = &= [0.622 0.378] : (17)

Skutocnost, ze vektor o ma davat v stcte 1 a v nasom pripade « je dvojrozmerny vek-
tor, nam umoznuje zmensit nas optimalizaény problém len na 5 parametrov a nasledne
druhy parameter vektora a sa dopocita ako rozdiel 1 — (1), kde a(1) znaci prvu zlozku
vektora. Ohranic¢enia pre parametre v matici sme zvolili tak, aby v intervale pokryli zis-
kané vysledky autormi ¢lanku a aby sme zabezpecili zdpornost diagonédlnych ¢lenov a
nezapornost mimodiagonalnych c¢lenov. Kvoli zapornej definitnosti pozadujeme zaporné
vlastné ¢isla matice T'. Diagondlne prvky matice sme ohranicili intervalom [—5, —0.01],
mimodiagondlne prvky intervalom [0.01,5]. KedZe stucet zloziek vektora o mé dévat v
sucte jednotku, parameter (1) sme ohranié¢ili najva¢sim moznym intervalom [0, 1].

Velkost populécie vlkov sme testovali s roznymi parametrami, no pri velkostiach 10,100
a 1000 sme nedostavali postacujico dobré vysledky (v porovnanis (17)). Velkost populacie
sme nakoniec zvolili na hodnotu greyWolves_num = 10000.

Za velki vyhodu pokladame skutocnost, ze v ¢lanku sa nachadza vysledny odhad pa-
rametrov (17), ku ktorému dosli autori ¢lanku inou optimalizaciou. My tieto vysledky
budeme brat ako dobru prilezitost pre porovnanie dosiahnutych vysledkov nasim algorit-

1MOo11.

23



Ako vysledok sme dostali 13 Pareto optimalnych rieseni. Hodnoty tcelovych funkcii

pre dané riesenia znazornujeme na Obr.7. D4 sa vidiet, Ze hodnoty sa liSia vo velmi malych

c¢islach. Ukazeme, Ze aj hodnoty parametrov sa liSia minimalne.
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Obr. 7: Hodnoty tucelovych funkcii pre ziskané riesenia LogPH rozdelenia

V Tabulke 3 zaznamenavame vycislené testové statistiky pre parametre z ¢lanku a

zaroven najvyssiu a najnizsiu dosiahnutt K-S testova statistiku. Mozeme si vsSimnuf, ze

hodnoty testovych statistik su v kazdom pripade mensie ako hodnoty testovych statistik

pre vysledné parametre ziskané v ¢lanku. VSimnime si, ze obe hodnoty testovych statistik

su nizsie, ako v pripade Burrovho rozdelenia.

Parametre K-S Testova statistika | C-vM Testova Statistika
Z ¢lanku [2] 0.01679 0.10526

Pareto riesenie (MGWO) 0.01298 0.08072

Pareto rieSenie (MGWO) 0.01347 0.08173

Tabulka 3: Vycislené testové Statistiky pre ziskané Pareto optimalne riesenia

Na Obr.8 (aj s detailnym priblizenim) vidime kumulativnu distribuéni funkciu (¢ier-

nou farbou) a distribuéné funkcie LogPH rozdelenia, pre ktoré sme ziskali parametre

MGWO (Multikriteridlnym grey wolf optimalizacnym algoritmom). Cervnou farbou je
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znazornend distribu¢na funkcia pre parametre, ktoré prislichaji najnizsej hodnote K-S
testovej Statistiky a Modrou farbou je znazornend distribu¢na funkcia pre parametre, ktoré
prislichaji najvyssej hodnote K-S testovej statistiky. Parametre si natolko podobné, ze
sa dané krivky prekryvaji. Z pozorovanych vysledkov usudzujeme, ze sa nam podarilo
najst také parametre, vdaka ktorym sa vskutku ¢o najlepsie priblizujeme ku empirickej

kumulativnej distribuc¢nej funkeii.
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Obr. 8: Porovnanie distribu¢nych funkcii LogPH rozdelenia pre Danske déata

Obr.9 znazornuje, ako dobre hustota popisuje histogram dat. Krivka hustoty je zna-
zornend pre parametre prislichajice najvicsej a najmensej K-S testovej statistike. Opéaf

vidime, ako su krivky natolko podobné, Ze sa na obrazku prekryvaja.

2.2 S&P 500

Asi najznamejsi model pre ocenovanie finanénych produktov, Black-Scholesov model pre
modelovanie cien akcii, predpoklada normalitu dat. V tejto casti prace sa poktusime od-
hadnif parametre normélneho rozdelenia pre vynosy trhového indexu S& P 500. V tychto
dvoch castiach (kedy sa budeme venovat rozdeleniu S&P 500) vychadzame z [4] a [9],
kde sa autori snazili najst ¢o najlepsie alternativne rozdelenia k normélnemu, aby ¢o naj-
lepsie popisovali data trhového indexu S&P 500. V [4] ako alternativy k normélnemu
rozdeleniu zvolili zmes Gaussovych rozdeleni, zovseobecnené logF rozdelenie a zovseobec-
nené hyperbolické rozdelenie. Autori [9] si vybrali vyse desat rozdeleni, ako napriklad
normalne, chauchy, laplasové, studentovo, zosikmené verzie tychto rozdeleni, Hyperbo-

lické, variance gama ¢i zovseobecnené Hyperbolické rozdelenie. Porovnanim vysledkov v
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Obr. 9: Porovnanie hustét s histogramom LogPH rozdelenia pre Danske data

zavere konstatuju, ze najlepsie rozdelenie z vybranych, ktoré by c¢o najlepsie fitovalo data
trhového indexu S& P 500 boli hyperbolické, variance gama a zovseobecnené hyperbolické
rozdelenie. Tato trojica rozdeleni bola vybrand aj pre trhovy index KOSPI 200.

Data, ktoré chceme nafitovat, predstavuji denné vynosy S&P 500 od zaciatku roka
1990 po koniec roka 2020, ktoré sme v jazyku R — studio ziskali funkciou getSymbols z

balika quantmod [33]. Ziskané denné vynosy st znazornené v grafe na Obr.10.

SP_denne_vynosy 1990-01-02 / 2020-12-30
0.10 0.10
0.05 0.05
0.00 0.00
-0.05 0.05
0.10 -0.10

jan 02 1990 jan 02 1998 jan 03 2006  jan 02 2014 dec 30 2020

Obr. 10: Denné vynosy trhového indexu S&P 500

V Tabulke 4 uvddzame zakladné Statistiky ndsho datového suboru.
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Minimum ‘ 1. Kvantil ‘ Median ‘ Priemer | 3. Kvantil ‘ Maximum

-0.1276522 | -0.0044005 ‘0.0005742 ‘ 0.0003018‘ 0.0056259 ‘ 0.1095720

Tabulka 4: Zakladné Statistiky pre denné vynosy trhového indexu S& P 500

Taktiez vykreslime histogram dennych vynosov Obr. 11 z ktorého vidime symetriu dat.
Moze sa zdat, ze data majui normalne rozdelenie, ktoré sa v nasledujicej casti pokusime

nakalibrovat pre dany datovy stubor.

Frekvencia
10 20 30 40 50 80

1111

| | | | |
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

a
|

Denne vynosy

Obr. 11: Histogram dennych vynosov S&P 500

2.2.1 Normaéalne rozdelenie

Distribu¢nt funkciu norméalneho rozdelenia v matematickom softvéri R — studio ziskame
prikazom pnorm. Ohranicenia pre dané parametre sme zvolili nésledovne:
p € [min(vynosy), max(vynosy)|, o € [0,1] a greyWolves_num = 500. Ostatné para-
metre pre algoritmus ostavaju nastavené ako v predchadzajicom pripade.

Pri takto zadanych parametroch ziskavame 446 Pareto optimalnych rieseni, ktoré mo-
zeme vidiet na Obr.12. Os z znézornuje hodnotu prvej tcelovej funkcie a na osi y je
znazornena hodnota druhej ucelovej funkcie pre ziskané parametre. Na obrazku sa da

pozorovat, ako nase nedominované riesenia spolu vytvaraju Pareto front.
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Obr. 12: Pareto optiméalne riesenia normalneho rozdelenia pre S&P 500

Na niekolko prikladoch z tychto Pareto optimalnych rieseni sme sa pozreli, ako dobre
bude hustota s vyslednymi parametrami kopirovat histogram (Obr.11).

Na Obr.13 sme si vzali také riesenia pre parametre, kde je strednd hodnota z do-
siahnutych rieseni najvacsia p = 0.0006525140 (krivka modrej farby), najmensia u =
0.0005067258 (krivka tyrkysovej farby) a medzi extrémami (krivka ruzovej farby) ziska-
nych rieSeni p = 0.0005427712.

Obr. 14 popisuje hustoty pre riesenia, kde standardnd odchylka je najvicsia o =
0.008564643 (krivka modrej farby), najmensia o = 0.007965095 (krivka tyrkysovej farby)
a niekde medzi tymito krajmi (krivka ruzovej farby) z dosiahnutych vysledkov (o =
0.008247106).

Obr. 15 znazornuje hustotu pre parametre, kde testové statistiky boli najextremnejsie
(najvyssia KS statistika (0.0438) - krivka modrej farby, najnizsia KS statistika (0.0346) -
krivka tyrkysovej farby) a ked sa nachadzali ,niekde v strede® najdenych rieseni (krivka
ruzovej farby) - hodnota KS testovej statistiky 0.0387.

Cervenou farbou vidime vykreslent hustotu s parametrami, pre ktoré plati, ze u je
priemer dat a o je Standardnou odchylkou. Na vyslednych grafoch pozorujeme, ze data
odhadnuté algoritmom omnoho lepsie popisuju data, ako keby sme za strednii hodnotu a
disperziu zvolili priemer a standardnt odchylku. Avsak, ak by sme zvolili nami najdené

parametre pre normalne rozdelenie, stale vidime nedostatky. Stéle nedokazeme dostatocne
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Obr. 13: Porovnanie Pareto optimalnych rieseni normélneho rozdelenia pre S&P 500 pre naj-

vacsiu, najmensiu a ,prostredni“ nakalibrovand strednd hodnotu
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Obr. 14: Porovnanie Pareto optiméalnych rieSeni normalneho rozdelenia pre S&P 500 pre naj-

vacsiu, najmensiu a ,prostredni“ nakalibrovana standardnit odchylku

zachytit vrchol histogramu dat a taktiez dostatocne pokryt chvosty. Uz volnym okom z

pozorovanych vysledkov mozeme povedat, ze dané rozdelenie nepopisuje data dostatocne.

KedZze st nase ucelové funkcie vystavané tak, aby sme sa ¢o najviac priblizili empirickej
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Obr. 15: Porovnanie Pareto optimalnych rieSeni normalneho rozdelenia pre S&P 500 pre naj-

vacsiu, najmensiu a ,prostredni“ vysledni testovi statistiku

kumulativnej distribuc¢nej funkcii, tak sa pozrieme, ako blizko k empirickej distribucnej
funkcii sme s nasimi nakalibrovanymi funkciami. Na Obr.16 vidime, Ze distribuc¢né funkcie
ziskané parametrami M GW O algoritmom omnoho lepsie kopiruji empiricki kumulativnu
distribu¢nua funkciu, ako distribu¢né funkcia ziskanad odhadom parametrov ako priemer a
standardnd odchylka z dat. Prikladame aj obrazok, na ktorom je ztzeny interval x-ovej osi,
kvoli detailnejSiemu pohladu na dané nakalibrované krivky. Vybrané krivky prislichaja
parametrom, pre ktoré Kolmogorovova - Smirnovova testova statistika nadobuda najvacsiu
hodnotu, najmensiu hodnotu a hodnotu testovej sStatistiky medzi extrémami ziskanych
vysledkov.

Histogramy na obrazku 17 ndm znazornuju hodnoty parametrov pu, o a ich frekvenciu,
ktoré sme ziskali v nasich Pareto optimalnych rieseniach.

V grafe na obrazku 18 vidime vzajomné porovnanie medzi ziskanymi vysledkami stred-
nej hodnoty p a standardnej odchylky ¢ normélneho rozdelenia.

Pozorujeme, 7Ze od hodnoty parametra o = 0.0084 sa zmeni trend vzajomnych vy-
slednych parametrov na rastici. Pozrieme blizsie, ktorym hodnotam tcéelovych funkeii
prislichaju jednotlivé body. Na Obr.19 dané outliere zaznacujeme modrou farbou. Vi-

dime, ze prave pre tieto parametre K-S testova statistika nadobtda najnizsie hodnoty.

30



10

10

CDF
— O

Pareto riebenie

— coF
— Odd
Pertarieserie
Pareso riesierie: -
N —— Pasrickrie
Pareto riekarie

—— Puearielrie

00 02 04 06 08
00 02 04 08 08

T T T T T T T
-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 20015 0010 -0005 0000 0005 0010 0015

Obr. 16: Distribuc¢né funkcie normélneho rozdelenia pre odhadované riesenie (vypocitané prie-

merom a varianciou) a Pareto optimélne riesenie ziskané algoritmom
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Obr. 17: Frekvencie ziskanych Pareto optimalnych rieseni

2.2.2 Variance gama rozdelenie

Vychadzajic z [9] sa dé vidiet, ze autorom, ktori sa snazili najst ¢o najlepsie rozdelenie
pre trhovy index S&P 500 sa uz na zaciatku normalne rozdelenie nepozdavalo. Ako sme
spominali vyssie, autori zhodnotili, Ze najlepsie z vybranych rozdeleni ktoré by popiso-
vali denné vynosy S&P 500 sa javia byt Hyporbolické, Variance gama a zovseobecnené
Hyperbolické rozdelenie. My sme sa na zaklade daného ¢lanku rozhodli, Ze sa pokusime

nakalibrovat Variance gama rozdelenie, ktoré je definované styrmi parametrami.

31



0.00065
|
O

0.00055
|

5 Fg
o
I I I I I I

0.0080 0.0081 0.0082 0.0083 0.0084 0.0085

o

Obr. 18: Vzajomné porovnanie parametrov p a ¢ Normalneho rozdelenia pre Pareto optiméalne

riesenia
£
@
© i
g T
[i7)
= * g o™
= . I
D w
w T 9
=
7 m 2 < |
o 2 -
=
w
8 S o
[= I -
= L o
[} g ("1 -
& PR
© G @
T T T T T T L“J, o T T T T T
0.0080 00081 00082 00083 00084 0.0085 é 0038 0.038 0.040 0.042 0.044
[=]
g L Hodnota Kolmogorovej-Smirnovej testovej Statistiky

Obr. 19: Vyber outlierov: vzajomné porovnanie parametrov p a ¢ Normalneho rozdelenia pre

Pareto optimélne riesenia a nasledne porovnanie hodnot testovych statistik

Prepis funkcie hustoty daného rozdelenia je nasledovny:

: _mA P exp{((alx — p)/0%)}
f@im o 0) _\fz oT(1/N) '

1/A—1/2

(x — p)y/a? + (202/A)
2+ (207/)) Hipae p (18)

kde pu,0,a, A predstavuji parametre. A > 0, I'(.) je Gama funkcia a K, symbolizuje
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modifikovani Basselovt funkciu s indexom A. V' R — studiu distribu¢na funkciu ziskame
implementovanou funkciou pvg, kde ako vstupné parametre potrebujeme zadat nase data a
nasledne odhadované parametre. Treba dat pozor, kedze dana funkcia moze byt definovana
vo viacerych zdrojoch inak. Dany problém sa da v softvéri oSetrit spatnou transformaciou
parametrov pomocou funkcie vgChangePars. Implementovana hustota rozdelenia dvg sa
nezhoduje s funkciou, ktort sme definovali vysSie a ma iny prepis (pouziva int transfor-
méciu premennych). V [34] taktiez kalibrovali Variance gama rozdelenie pre vynosy akcii
S& P 500. V tomto ¢lanku kalibrovali rozdelenie dané prepisom hustoty a distribucie rov-
nakym, aky vyuziva pri vypocte implementovand funkcia pre Variance gama rozdelenie
v R — studiu. Preto pri urcovani intervalov pripustnosti pre rieSenia sme vychadzali z
dosiahnutych vysledkov pre parametre, ktoré vysli pri kalibrovani S&P 500 v [34]. Urcit
dobry interval sa javi byt kltcové, pretoze s prilis velkym intervalom pripustnosti sa nam
nepodarilo najst dostatocne dobré riesenia.

KedZze nas algoritmus funguje scasti ndhodnou volbou parametrov, lahko sa moze staf,
ze funkcia pvg (resp. dvg), ktord na vypocet distribiicie a hustoty vyuziva funkciu optim,
nebude schopna néjst optiméalne riesenie pre vypocet distribucnej funkcie a hustoty. Aj
na tuto skutocnost je potrebné mysliet pri programovani a hladani optima.

Algoritmom sme nasli 42 Pareto optimélnych rieseni. Hodnoty parametrov pre zis-
kané riesenia uvadzame v Tab.5. Kedze pri kalibracii sme pouzili funkcie, s transformova-
nymi premennymi (vzhladom na pévodné premenné u, o, a \), parametre zapiSeme ako
5,7, 0, v. Parametre (3,60 a v vysli vo vSetkych pripadoch rovnaké. Histogram pre parame-
ter v uvddzame na Obr.20. Vidime, ze parameter 7y vychadza rézne, no vo velmi tzkom
intervale. Z tohoto usudzujeme, zZe ziskané vysledné parametre nie si dostatocne rézne na
to, aby sme ich povazovali za rozdielne. To potvrdime aj vykreslenim distribuc¢nej funkcie

a hustoty pre parametre prislichajice najextrémnejsim hodnotam testovej statistiky.

s | e |
0.000517 | -0.0000755 | 0.844

Tabulka 5: Porovnanie vyslednych parametrov Variance gama rozdelenia pre ziskané Pareto

optimalne rieSenia
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Obr. 20: Histogram parametra v Variance gama rozdelenia pre S&P 500

Obr. 21 znazornuje ziskané hodnoty ucelovych funkcii vykreslené v grafe. Na osi x je

hodnota K-S testovej statistiky a na osi y sa nachddza hodnota C-vM testovej Statistiky.

Zéaroven tu pozorujeme uz spominant vlastnost tychto rieseni. So snizujticou sa hodnotou

jednej optimalizacnej funkcie hodnota druhej optimalizacnej funkcie narasta.
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Hodnota Cramér - von Misesovej testove) Statistiky

0.01295 0.01305

0.01315
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Obr. 21: Ziskané Pareto optimalne riesenia Variance gama rozdelenia pre S&P 500

Na Obr. 22 vidime ako hustota daného rozdelenia kopiruje histogram dat. Cervenou

farbou je znazornena krivka popisujica hustotu pre najnizsiu hodnotu K-S testovej sta-

tistiky, a naopak, modrou farbou krivka urcena parametrami, ktoré prislichaji najvyssej
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Obr. 22: Hustota Variance gama rozdelenia pre ziskané riesenia

hodnote K-S testovej statistiky. Vidime, ze dané krivky st v podstate identické. Je ne-
spochybnitelné, ze Variance gama rozdelenie omnoho lepsie kopiruje histogram trhového
indexu S& P 500 ako normélne rozdelenie.

Mobzeme sa pozriet aj na porovnanie kumulativnej distribucnej funkcie a Variance
gama distribu¢nej funkcie s odhadnutymi parametrami (Obr. 23). Farebné krivky (Cer-
vend a modra) predstavuju distribuéné funkcie Variance gama rozdelenia a ¢ierna krivka
znazornuje kumulativnu distribu¢nt funkciu. Krivky distribu¢nych funkcii rozdelenia ko-
piruju kumulativnu distribu¢nt funkciu omnoho presnejsie ako v pripade Normalneho
rozdelenia. Opéat vidime, ze krivky popisané parametrami, ktoré patria najextrémnejSim

pripadom K-S testovej statistiky si takmer zhodné.
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Obr. 23: Distribu¢né funkcia pre Variance gama rozdelenie
3 Optimalizacia portfélia

Vyuzitim grey wolf optimaliza¢neho algoritmu sme sa v tejto Casti prace pokusili odhadnut
vysky vah jednotlivych akcii pre zostavenie optimalneho portfélia. Najprv sa pozrieme na
Markowitzov model, kde budeme minimalizovat riziko odhadnuté varianciou portfélia a
zaroven maximalizovat vynos portfélia. Ziskané vysledky porovname s efektivnou hranicou
Markowitzového portfélia, ktorta ziskame ako vysledok kvadratickej optimalizacie.

V druhej ¢asti riziko portfélia nahradime Mean-Gini kritériom ktoré budeme chciet
minimalizovat a zaroven budeme maximalizovat vynos portfélia ako v prvej casti optima-

lizacie portfdlia.

3.1 Markowitzova optimalizacia portfélia

Vychadzajic z teérie Markowitzového portfolia optimalizacna funkcia, pre ktori budeme

hladat minimum nasim genetickym algoritmom je definovana nasledovne [25]
min w! Yw, (19)

kde w predstavuje vektor vah rozmeru N X 1 a matica X rozmeru N x N predstavuje
kovarianéni maticu dennych vynosov vybranych aktiv. Stic¢asne chceme maximalizovat
vynos danych akcii

max w’ i, (20)

¢o predstavuje druhti optimaliza¢nt funkciu nasim algoritmom. Vektor p rozmeru N x 1

hovori o priemernom ro¢nom vynose aktiv, resp. i-ta zlozka vektora p hovori o priemernom
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rocnom vynose i-tého aktiva. Vahy pre jednotlivé aktiva ohrani¢ime len na nezaporné
hodnoty (nepocitame s kratkymi poziciami) w; > 0 a zaroven nastavime podmienku, Ze

cely investovany kapital rozdelime medzi dané aktiva (20 w; = 1).

3.2 Mean-Gini model

Ako alternativny odel k Markowitzovmu modelu sme zvolili Mean-Gini model vychadza-
juc z [22]. Hlavnou myslienkou nasho nového kritéria je, pozriet sa na absolitne odchylky
vynosov akcii medzi vSetkymi ¢asovymi bodmi. Predpokladajme, ze mame N akcii, pre
ktoré mame casové rady historickych vynosov. Ako w; oznacime podiel investovaného ka-
pitdlu do j-tej akcie, r;; predstavuje vynos j-tého aktiva v periode ¢, kde t =1,....,T a T
predstavuje konecny pocet ¢asovych periéd. V nasej aplikacii budeme pocitat s tyzden-
nymi periédami.

Dvojkriteralny Mean-Gini model vyzera nasledovne

T N
min G=—— Z ’ ij(rj,t —7;7)| (21)

Ohranicenia pre premenné ostavaju rovnaké ako v predchadzajicom pripade.

3.3 Vynosy akcii Applu, Microsoftu, Amazonu a Nvidii

Optimalizaciu portfolia pre vyssie spomenuté kritéria sme sa rozhodli aplikovat pre 4
najvynosnejsie akcie z trhového indexu S&P 500 (podla [32]), ktorymi st Apple Inc.,
Microsoft Corporation, Amazon.com Inc. a NVIDIA Corporation. Na Obr.24 znazornu-

jeme priebeh danych vynosov v ¢asovom rozpati 01.01.2015 do 01.01.2023.

Zéaroven v Tab.6 uvadzame zakladné statistiky pre vybrané datové subory.
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Obr. 24: Priebeh vynosov vybranych akcii
Akcia | Minimum | 1. Kvantil | Median | Priemer | 3. Kvantil | Maximum
APPL | -0.1377079 | -0.0075969 | 0.0007649 | 0.0008267 | 0.0103021 0.1131574
MSFET | -0.1594536 | -0.0066858 | 0.0008444 | 0.0008797 | 0.0097967 0.1329292
AMZN | -0.1513979 | -0.0085804 | 0.0011677 | 0.0008419 | 0.0108334 0.1321778
NVDA | -0.207712 -0.012043 | 0.002459 | 0.001693 0.016853 0.260876

Tabulka 6: Zakladné statistiky pre vynosy vybranych akcii

3.3.1 Pouzitie Markowitzovho modelu

Najprv sa pozrieme na optimalne vahy ziskané Markowitzovou optimalizaciou portfélia

pre vybrany datovy sibor. Spolu s Pareto optimalnymi rieSeniami (pre populdciu 500 vl-

kov a 10 iteracii) ziskavame 1338 Pareto optimélnych rieSeni. Na Obr.25 ¢ervenou farbou

znazornujeme hodnoty ucelovych funkeii (vynos a riziko portfélia) pre Pareto optimalne

rieSenia. Zaroven, ciernou farbou zakreslime hodnotu optiméalneho riesenia, ktoré ziskame
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kvadratickou optimalizaciou, kde minimalizujeme riziko portfélia, pri fixne danom vynose.
Vidime, ze takto ziskand hranica optimalneho portfélia sa v celku zhoduje s nami ndj-
denymi optimalnymi rieSeniami. Vynos portfélia sa pohybuje od 0.19 do 0.37 a riziko od

0.0002775 po hodnotu 0.0009098.
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Obr. 25: Pareto rieSenia (¢ervenou farbou) a efektivna hranica (Ciernou farbou) Markowitzovej

optimalizécii portfélia

Nésledne udavame histogramy, ktoré znazornuju pocetnosti vah ziskanych optimalnych
rieSeni pre dané aktiva (Obr.26). Do akcii Applu a Amazonu by sme vo viésine pripadov
neinvestovali. Investicie do Microsoftu a Invidie su viacej diverzifikované. Ako investor
by sme boli ochotni do akcii Microsoftu investovat od 0 do 65 percent investovaného
kapitdlu, pricom v priemere by sme do danej akcii investovali 31% z kapitalu. Najvacsi
obnos petiazi by sme zanechali pre Invidiu. Skéla investovaného kapitélu sa pohybuje od

0 do 100 percent, no v priemere by sme do Invidie investovali az 63% z kapitdlu

3.3.2 Pouzitie Mean-Gini modelu

Vymenou ucelovej funkcie, popisujucej riziko v Markowitzovom pristupe, za Mean-Gini
kritérium, dostavame 3119 Pareto optimalnych rieseni (Obr. 27), kde sa vynos pohybuje
v rovnakom rozpati ako v predoslej optimalizacii.

Z histogramov vidime velmi podobné rozlozenie vah, ako pri optimalizacii Marko-

witzovho portfélia. Mozeme povedat, ze do Applu a do Amazonu by sme neinvestovali.
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Obr. 26: Histogramy vah pre ziskané riesenia v Markowitzovej optimalizacii portfolia
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Vyraznejsi rozdiel pozorujeme pri Microsofte, kde vyska investicie sa pohybuje od 0 do

60 percent kapitalu a priemerna vyska investicie pre dani akciu je 25%. Najvyssi podiel

z investicie patri Invidii. V priemere az 75% z kapitalu by isiel pre tito akciu (¢o tvori

doplnok k akcidam Microsoftu).
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Obr. 28: Histogramy vah pre ziskané riesenia pre Mean-Gini model
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4 Kalibracia drokovych mier

S urokovymi mierami sa vo financiach stretavame pri diskontovani, kde vstupuju tro-
kové miery pre zohladnenie penaznych tokov v jednotlivych casovych tisekoch. Na trhu
nachiddzame finan¢né derivaty, ktoré maju vyplatu v zavislosti od drokovych mier.

Existuji modely [25], ktoré definuji kratkodobé trokové miery stochastickym pro-
cesom. Pridanim trhovej ceny rizika dokdzeme namodelovat cenu bondu pre dlhodobé
urokové miery, a z toho exaktne vyjadrit aj irokové miery s dlhodobou maturitou.

Vasickov model sa pokusali nakalibrovat vyuzitim dvojkriterdlnej optimalizdcie v [21]
vyuzitim Kalmanovho filtra. Taktiez v [6] autori podrobnejsie skimaji robustnost algo-
ritmu pre odhadovanie parametrov pre eurépske a doméce trokové miery, kde na kon-
krétnych prikladoch pre rozne maturity odhaduji vhodné parametre pre popis danych
urokovych mier.

Vychadzajic z [6], [11] sa zameriame na model, ktory sa snazi namodelovat doméce
urokové miery, ktoré maju tendenciu spravat sa podla trokovych mier inej krajiny (v
nasom pripade eurozény).

Za domécu tirokovii mieru sme sa rozhodli tirokovii mieru v Ceskej republike. Kedze
je Ceska republika stcastou Eurépskej tnie, mézeme predpokladat, Ze trokovéd miera v
tejto krajine bude ovplyvnena eurépskou trokovou mierou. Pre namodelovanie eurdpskej
urokovej miery sa pouzije jednofaktorovy Vasickov model. Nasledne Ceska trokova miera

bude modelovana zavisle od eurdpskej irokovej miery.

4.1 Model

Vychadzajic z [6], [11] zadefinujeme model, parcidlne diferencidlne rovnice pre vypocet
parametrov eurdpskych a domacich urokovych mier a odvodime zjednoduseny vypocet
parametrov pre doméace trokové miery pri fixnom parametri rychlosti konvergencie b.
Definujme maturitu bondu ako 7. Cenu daného bondu P(t,T) v ¢ase t s urokovou mierou
R(t,T) v ¢ase t mozeme vyjadrit nasledovne

—log(P(t,T))
(T—t)

P(t,T) = e BEDT=D yosp R(t,T) = (22)

kde T — t (zvykneme oznacovat ako 7) zna&i dlzku ¢asu do maturity.
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Kratkodoba trokova miera je modelovana stochastickym procesom

dro = c(d — ro)dt + o.dw,, (23)

drg = (a+ b(re — rg))dt + o4dwe, (24)

kde dw, a dwy predstavuju Wienerove procesy, ktoré mozu byt korelované, preto oznac¢me
p ako korelacny koeficient, resp. E(dw.dwy) = pdt.

Parameter d je rovnovazny stav kratkodobej eurépskej irokovej miery, parameter ¢ > 0
popisuje rychlost konvergenncie, o, > 0 a g4 > 0 predstavuju rozptyl ndhodnych priras-
tkov a r. (resp.ryq) zodpoveda eurépskym (resp. domécim) kratkodobym trokovym mie-
ram. Predpokladdame, Ze doméace trokové miery st v rovnovaznom stave pritahované k
eur6pskym, rychlostou danou parametrom b > 0.

Danou trhovou cenou rizika A, a jednofaktorovym Vasickovym modelom najdeme po-

mocou parcidlnej diferencidlnej rovnice cenu europského bondu P(r., ), pre ktory plati

OP oP  a20°P
—o -t (ed—ro) = )\eae)a—re + N reP =0. (25)

Danéd parcidlna rovnica musi splnat pociatoént podmienku P(r., 7) = 1. RieSenie parciél-

nej rovnice zapiseme v tvare

P(re,7) = exp{F (1) —r.G(7)}, (26)

kde
G(r) = 1_excp(_”) (27)
F(T) — (G<T) B T)(C(Ccci - /\ege> - 03) . Ug(iiT)Q). (28)

Spatnou transforméaciou dokazeme vyjadrit model pre dlhodobé eurépske trokové miery
s danou maturitou 7.
Cena doméceho bondu P(r., rq, 7) zavisla od eurépskej a domécej tirokovej miery musi

splnaf parcialnu diferencialnu rovnicu

P P P
—E + (CL + b(Te — Td) — Adad)% + (C(d — Te> — )\606)5’77‘8
2 92 2 92 2
0 P 0 P or
Ty o T g TP g, =Y (29)
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Aq predstavuje trhovi cenu rizika a pociatoénd podmienka pre parcidlnu diferencialnu
rovnicu je dand P(r,rq,7) = 1.

Pouzitim transforméacie parametrov

a; = a — Aoy,

ag = —b,
by = cd — Mo,
bg = —C

a za predpokladu, ze p = 0 sa da ukazat, ze rieSenie parcidlnej diferencialnej rovnice (29)

mozeme zapisat v tvare
log P(re,rq,7) = a1 Fi(7,a2) + USFQ(T, as) + F3(1,a2) — D(71,a2)rq — E(1,a2)re, (30)

kde funkcie D a E definujeme ako

—1 4 27
D(t) = ———
(="
B(r) = — L2l = ) = ba(1 = )
by as — by

a funkcie I}, Fy a F3 su definované nasledovne
Fl<7_7a2):_/ D<S)d57
0
1 T
Fy(1,a9) = 7/ 2(s)ds,
2 Jo
- 2

Fy(r,ay) = —b1/ E(s) ds+%/T F2(s) ds.

0 0

Parametre by, by a 02 ziskame nakalibrovanim eurépskych trokovych mier podla (26). Pre
fixny parameter ay dokdZeme ndjst optimalne parametre a; a o2 nésledovne.

Chceme najst minimum funkcie

N
min Y (LRD; — model LRD;)?, (31)

i=1
kde LRD predstavuje dlhodobé doméce drokové miery, model LRD predstavuje mode-

lované drokové miery podla (30) a suma ide cez vSetky pozorované a modelované data.

Oznacime y = LRD — F3 + Dry + Er, a minimalizacni funkciu mézeme zapisat v tvare

N
min » (y; — a1 Fy — 0 Fy)%.
i=1
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Derivovanim podla premennej a; a 02 dostdvame vztahy: 25N | (y; — a1 Fy — 02F5)Fy = 0
a 2> N (y; — a1 Fy — 02Fy)Fy = 0.

Kedze F} a F; su konstanty, mozeme ich z rovnic vykratit. Takto sme ziskali jednu
rovnicu pre 2 nezname. Zvolenim Iubovolného parametra o2 vidime, Ze parameter a; musf
spiﬁat’

XY ngz

 NE F

kde N je pocet pozorovani. Kedze funkcie F; a F, st zavislé iba od parametra as, pri

a

(32)

fixne zvolenom parametri 05 dostdvame parameter a; zavisly iba od parametra ay. Teda
model pre vypocet dlhodobych trokovych mier (30) je zavisly len od jediného parametra

as.

4.2 Aplikacia pre eurépske a ceské trokové miery

Poktsime sa Vasickovym modelom odhadnuf parametre pre dlhodobé eurdpske trokové
miery, a nasledne ako doméace namodelujeme c¢eské trokové miery, kde predpokladame, ze
tieto trokové miery su zavislé od eurépskych. Datové subory pre kratkodobé a dlhodobé
tirokové miery stahujeme z [30]. Casové rozpitie pre pozorované déta je dané od 01.04.2000
do 31.12.2020. Stiahnuté data predstavuji mesacné rezy, ¢o znamena, ze mame k dispozicii
249 pozorovani.

Na tuvod v Tab.7 uvadzame zakladné statistiky pre kratkodobé eurdpske a domace
trokové miery (SRE, SRD) s maturitou 3 mesiace a zaroven pre dlhodobé trokové miery
(LRE, LRD) s maturitou 10 rokov. Vidime, Ze eurépske trokové miery pre dané pozoro-

vané obdobie nadobudaju aj zaporné hodnoty, kym domace iba kladné hodnoty.

Minimum | 1. Kvantil | Median | Priemer | 3. Kvantil | Maximum
SRE | -0.005381 | -0.000536 | 0.010420 | 0.015624 | 0.029857 0.051131
SRD 0.00280 0.00490 0.01910 | 0.01956 0.02580 0.05570
LRE | -0.000915 0.013330 | 0.036893 | 0.030925 | 0.042567 0.055155
LRD | 0.00250 0.01680 0.03590 | 0.03236 0.04530 0.07590

Tabulka 7: Zakladné sStatistiky pre eurdpske a ceské trokové miery

Optimalizujeme funkciu (31) vzhladom na eurépske ale aj doméce drokové miery, a
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zvysné parametre dopocitame vyssie spominanym sposobom. Velkost populédcie v algo-
ritme je nastavena na hodnotu 1000 a pocet iteracii na hodnotu 10. KedZe parameter
¢ > 0 vieme, Ze parameter by < 0. Ohrani¢ime ho intervalom [-0.1,0] a ¢ intervalom
[0,0.1]. Parameter by sme ohrani¢ili 8irSim intervalom [-0.5,0.5]. Takto ziskavame 95 Pa-
reto optimalnych rieseni (Obr. 29). V niekolkych rieseniach pozorujeme vyraznejsi odklon
optimalizacnej funkcie zodpovedajicej eurépskym trokovym mieram od vécsiny hodnot
ucelovych funkcii. Riesenia prislichajice tymto outlierom zanedbavame - pokladame ich
za neefektivne. Okrem tychto outlierov hodnoty optimalizacnych funkcii sa pohybuji vo
velmi tzkom intervale. Pre prehlad udavame aj zakladné statistiky pre ziskané hodnoty

optimaliza¢nych funkcii, spomedzi ktorych sme vyhodili spominanych outlierov.

3. Kvantil | Maximum

Optim. funkcia Minimum | 1. Kvantil ‘ Priemer
(LRE — LRE\04e1)? 0.01846 0.02104 0.02170 0.02237 0.02315
(LRD — LRDj10401)? 0.01813 0.01815 0.01819 0.01821 0.01871

Tabulka 8: Zakladné statistiky pre vysledné hodnoty optimaliza¢nych funkcii
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Obr. 29: Pareto riesenia pre modelovanie eurépskych a doméacich irokovych mier

Pozrieme sa na histogramy ziskanych parametrov pre Pareto optimélne riesenia (Obr.30).
Parametre by, by a 02 ziskavdme ako riesenie optimaliza¢ného problému. Nésledne para-
meter 02 bol zvoleny ako Standardnd odchylka domdcich tirokovych mier s 3 mesac¢nou
maturitou a parameter a; dopocitany pomocou (32). Parameter ay sme ziskali optimali-

zaCou funkciou optim, kde sme minimalizovali (31) vzhladom na doméce urokové mery.
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V danej optimalizacii sme nastavili ohranic¢enie pre parameter a, na interval [-5,-0.01].

Zapornost premennej vychadza z charakteru samotnej premennej (podobne ako pri para-

metri by).
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Obr. 30: Histogramy parametrov pre eurépske a ceské tirokové miery s 10 ro¢nou maturitou

Na Obr.31 a Obr.32 znazornujeme, ako vyzeraji modelované tirokové miery vzhladom
na pozorované riesenia. Cierna farba prislicha ziskanym datam trokovych mier, modra

farba prislicha modelovanym trokovym mieram pre ziskané Pareto optimalne riesenie,
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ktoré sme oznacili za outliera a nasledne zlta krivka predstavuje modelované tirokové miery
pre ndhodne zvolené iné Pareto optidlne riesenie (jedno z tych, ktoré sme ponechali ako
efektivne rieSenie). Modelované tirokové miery prislichajice outlierovi sa vyraznejsie lisia
iba pre eurépske trokové miery. Doméace ostavaju takmer nezmenené. Tuto skutocnost
mo6zeme vycitat aj z hodnot ucelovych funkcii (hodnota tcelovej funkcie prislichajica
domaécej trokovej miere méa omnoho nizsiu disperziu ako hodnota ucelovej funkcie pri-
slichajica eur6pskej irokovej miere). Krivky modelovanych urokovych mier pre ostatné

parametre zodpovedajice Pareto optimalnym rieSeniam st takmer identické.
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Obr. 31: Priebeh pozorovanych a modelovanych eurépskych tdrokovych mier s 10 roénou ma-

turitou
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Obr. 32: Priebeh pozorovanych a modelovanych ceskych trokovych mier s 10 ro¢nou maturitou
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Zaver

Hlavnym cielom prace bolo vyuzitim dvojkriterialneho grey wolf algoritmu co najlepsie
odhadnuf parametre parametrickych modelov, ¢i parametre jednotlivych rozdeleni dat.

V prvej casti prace sme podrobnejsie popisali myslienku fungovania grey wolf gene-
tického algoritmu a zaroven ozrejmili c¢itatelovi, ako chéapat najdené Pareto optimalne
riesenia.

Spociatku sme sa zamerali na najdenie optimalnych parametrov pre pravdepodob-
nostné rozdelenia. Ako prvé sme nakalibrovali Burrovo rozdelenie a LogP H rozdelenie,
aby ¢o najlepsie popisalo data popisujice skodové udalosti tykajuce sa poziarov v Dansku.
Pre Burrovo rozdelenie sme nasli 6 Pareto optimalnych rieseni a pre LogPH 13 Pareto
optimalnych rieseni. Kym pre Burrovo rozdelnie hodnoty Komogorovej - Smirnovove;j tes-
tovej Statistiky sa pohybovali v rozmedzi 0.0155 az 0.0175, v pripade LogP H rozdelenia
interval Komogorovej - Smirnovovej testovej statistiky je ohrani¢eny hodnotami 0.013 a
0.0135. Interval Cramér - von Missesove] testovej Statistiky sa zuzil z intervalu [0.106,
0.118] na interval [0.0807, 0.0817]. Vo vzdjomnom porovnani moézeme vzhladom na dosia-
hnuté hodnoty testovych statistik konstatovat, ze LogP H rozdelenie popisuje data lepsie.

Druhé cast pravdepodobnostnych rozdeleni bola venovana trhovému indexu S& P 500.
Algoritmom sme sa pokusili nakalibrovat Norméalne a Variance gamma rozdelenie. V pri-
pade Normalneho rozdelenia sme ziskali 446 Pareto optimalnych rieseni, pre ktoré hustota
rozdelenia omnoho lepsie kopiruje histogram dat, ako keby sme za strednii hodnotu a dis-
perziu vzali priemer a varianciu dat. Trhovy index omnoho lepsie popisovalo Variance
gama rozdelenie, pre ktoré sa nam algoritmom podarilo ziskat 42 Pareto optimalnych
rieseni. RieSenia sa nezhoduju v jednom parametri v. Dany parameter sa liSil minimalne
a aj po grafickom vykresleni sme videli, ze ziskané riesenia mozeme povazovat za jedno.
Aj zo ziskanych hodndt testovych statistik, ktoré popisuju podobnost kumulativnej a ka-
librovanej distribuénej funkcie, vidime, Ze Variance gama rozdelenie omnoho lepsie fituje
pozorované data. Kym minimalna hodnota K-S testovej statistiky pre Normélne rozde-
lenie dosahovala hodnotu okolo 0.037, pre Variance gama rozdelenie to bolo okolo 0.013.
Hodnota Cramér - von Missesovej testovej statistiky sa pre Variance Gama rozdelenie
znizila takmer desatkrat.

V tretej Casti prace sme hladali optimalne vahy akcii pre portfélio, ktoré pozostavalo
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zo Styroch najvynosnejsich akcii trhového indexu S&P 500. Vahy sme hladali pre Mar-
kowitzov a Mean-Gini model. Vysledné riesenia Markowitzovho modelu sme porovnali s
efektivnou hranicou portfélia, ktort sme ziskali kvadratickou optimalizdciou rizika pre
fixne stanoveny vynos. Vysledné vahy v oboch modeloch vo véc¢sine pripadov znadili o ne-
investovani do akcii Applu a Amazonu. Najvécsia cast investovaného kapitalu sa rozlozila
medzi akcie Invidii a Microsoftu.

V poslednej casti prace sme vyuzitim viacfaktorového Vasickoveho modelu nakalib-
rovali domace dlhodobé trokové miery s maturitou 10 rokov (v nasom pripade tdrokové
miery Ceskej republiky). Predpokladali sme, ze tieto tirokové miery st v rovnovaznom
stave priftahované k eur6pskym dlhodobym trokovym mieram s maturitou 10 rokov, ktoré
sme nakalibrovali jednofaktorovym Vasickovym modelom. Ziskanou kalibraciou sme do-
stali zopar outlierov, ktorych sme vyhodnotili ako nefektivne riesenia a zanedbali sme
ich (kvoli vysokym hodnotdm testovej Statistiky, ktord popisovala rozdiely fitovanych a
pozorovanych eurdpskych tdrokovych mier). Pre zjednodusenie optimalizécie, algoritmom
sme odhadli len parametre pre eurépske urokové miery, nasledne parameter a; a pre do-
mace urokové miery sme dopocitali a parameter ay ziskali ako vysledok jednorozmernej
optimalizacnej funkcie optim.

Na zaver konstatujeme, Ze sa ndm danym dvojkriterialnym algoritmom podarilo néjst
velmi dobré riesenia hladanych parametrov. Ziskané vysledky davali zmysel a zaroven
dobre popisovali kalibrované data. V pripadoch, kedy sa v ¢lankoch vyskytovali uz nejaké
optimélne parametre pre dané rozdelenie a data (ako tomu bolo v pripade dét o danskych
poziaroch), tak sme ukézali, Ze pre zvolené optimalizacné kritéria nase vysledky davali
minimalne rovnako dobré hodnoty testovych statistik ako ziskané vysledky v clanku.

Je potrebné spomentt, Ze vysledné parametre si v znacnej miere zavislé od kvalitného
pociatoc¢ného odhadu a primerane velkom pocte populédcie. Pre niektoré odhady paramet-
rov (napr. pre variance gamma rozdelenie) boli velmi senzitivne na vac¢siu zmenu intervalu
pripustnych rieseni.

Ako nadstavbu préace by sme si vedeli predstavit blizsie preskiimanie ziskanych Pareto
optimalnych rieseni. Velakrat sa rieSenia vzajomne liSili len o malé hodnoty. Bolo by
uzitocné spravit hlbsiu analyzu a preskimat, ako si zo vSetkych rieseni vybrat robustné

rieSenie. Viac sa takymto robustnym riesenim venovali v [13].
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Priloha A

ST anske bbbt
HHHHHAHAABuUurrovo rozdeleni et

set.seed (123456)

fobj = function (parametre){
#Parametre:
#shapel = parametre[1],
#shape2 = parametre [2],

#scale = parametre [3]

#vycislenie distr. fcii pre data
VDF <— pburr (danish_data, shapel = parametre[1],

shape2 = parametre[2], scale = parametre[3])

#vycislenie empirickej fcii pre data
ECDF <— ecdf(danish_data)
EDF <— ECDF(danish data)

# 11 — Hodnota druhej optimalizacnej fcii —
# K-S testova statistika (14)

vzl <— abs(VDF — EDF)

vz2 <— abs(VDF[2:N] — EDF[1:(N—1)])

11= max(vzl, vz2)

# TT — Hodnota prvej optimalizacnej fcii —

# Cramer—von Mises testova statistika (15)

TT = 1/(12%N) + sum((((2%c(1:N) — 1)/(2%N)) — VDF)"2)
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cbind (11 ,TT)

xrange = matrix(1,nVar,2)
# Ohranicenie parametrov
for (i in 1:nVar) {
#shapel
xrange[1,1] = 0.01

xrange[1,2] =5

#shape2
xrange[2,1] = 0.01

xrange [2,2] =5

#scale
xrange[3,1] = 0.01

xrange [3,2] =5

Ib = xrange[,1]

ub = xrange|[,2]

#definovanie parametrov algoritmu
VarSize = c¢(1,nVar )

GreyWolves  num=500

MaxIt=10

Archive size=1500

alpha=0.1

nGrid=10

beta=4

gamma=2
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Priloha B

D anske da by
S 0gPH 07 d elen i ediibibiiy

set.seed (123456)
#definovanie optimalizacnej funkcie
fobj = function (parametre){
#parametre :
#Matica T — T,
#vektor alpha — aalpha,

#jednotkovy vektor — one

T = matrix (c(parametre[1], parametre[2],
parametre [3], parametre[4]), nrow = 2)
aalpha = c(parametre[5], 1 — parametre[5])

one = rep (1, dim(T)[2])

#podmienka pripusnosti parametrov

if (Re(eigen(T)S$values[1l])<0 & Re(eigen(T)$values[2])<0){

# prepis distr. fcia rozdelenia (17)
disfun = function (y){
DD = aalpha%%expm (Txlog (y))%+%one
disfun = 1 — DD[1,1]

#vycislenie distr. fcii pre data
VDF <— ¢()
for (i in 1:N) {

VDF[i] <— disfun(danish data[i])
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#vycislenie empirickej fcii pre data
ECDF <— ecdf(danish_data)
EDF <— ECDF(danish data)

# 11 — Hodnota prvej optimalizacnej fcii —
# K—S testova statistika (14)

vzl <— abs(VDF — EDF)

vz2 <— abs(VDF[2:N] — EDF[1:(N—1)])

1= max(vzl, vz2)

# TT — Hodnota druhej optimalizacnej fcii —
# Cramer—von Mises testova statistika (15)

TT = 1/(12+N) + sum((((2%c(1:N) — 1)/(2+N)) — VDF)"2)

telse{
11 = Inf
TT = Int
}

cbind (11 ,TT)

xrange = matrix (1,nVar,2)

# Ohranicenie parametrov

for (i in 1:nVar) {
#matica T[1,1]
xrange[1l,1] = =5
xrange[1,2] = —0.01
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#matica T[2,1]
xrange[2,1] = 0.01

xrange[2,2] =5
#matica T[1,2]
xrange [3,1] = 0.01

xrange[3,2] =5

#matica T[2,2]

xrange[4,1] = =5
xrange [4,2] = —0.01
#alpha [1]

xrange[5,1] = 0
xrange [5,2] =1

Ib = xrange[,1]

ub = xrange [ ,2]

#definovanie parametrov algoritmu

VarSize = c¢(1,nVar )
GreyWolves num=10000
MaxIt=10

Archive size=500
alpha=0.1

nGrid=10

beta=4

gamma=2
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Priloha C

HHHHAFAAAAAD ata S&P BHHHHHHHHHHAH
HHHAHAHAAHA N ormalne rozdelenietHHHHHHHHH

set.seed (123456)

fobj = function (parametre){
#Parametre:
#mean = parametre[1],

#sd = parametre [2]

#vycislenie distr. fcii pre data

VDF <— pnorm(SP, mean = parametre[l], sd = parametre[2])

#vycislenie empirickej fcii pre data
ECDF <— ecdf (SP)
EDF <— ECDF(SP)

# 11 — Hodnota prvej optimalizacnej fcii —
# K-S testova statistika (14)

vzl <— abs(VDF — EDF)

vz2 <— abs(VDF[2:N] — EDF[1:(N—1)])

1= max(vzl, vz2)

# TT — Hodnota druhej optimalizacnej fcii —

# Cramer—von Mises testova statistika (15)

TT = 1/(12+N) + sum((((2%c(1:N) — 1)/(2+N)) — VDF)"2)

cbind (11 ,TT)
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xrange = matrix(1,nVar,2)

# Ohranicenie parametrov
for (i in 1:nVar) {
#mu
xrange [1,1] = min(SP)
xrange [1,2] = max(SP)

#sigma
xrange[2,1] =0
xrange [2,2] = 1

Ib = xrange[,1]

ub = xrange[,2]

#definovanie parametrov algoritmu
VarSize = c(1,nVar)

GreyWolves  num=500

MaxIt=10

Archive size=50000

alpha=0.1
nGrid=10
beta=4
gamma=2

62



Priloha D

HHHHAFAAAAAD ata S&P BHHHHHHHHHHAH
HHHHEV ariance Gamma rozdelenietHHHHH

set.seed (35421)

fobj = function (parametre){
#Parametre:
#vgC = parametre [1]
#sigma = parametre [2]
#theta = parametre [3]

#nu = parametre [4]

#vycislenie distr. fcii pre data
VDF <— pvg(SP, vgC = parametre[l],sigma = parametre[2],

theta = parametre[3], nu = parametre[4])

#vycislenie empirickej fcii pre data
ECDF <— ecdf(SP)
EDF <— ECDF(SP)

# 11 — Hodnota prvej optimalizacnej fcii —
# K-S testova statistika (14)

vzl <— abs(VDF — EDF)

vz2 <— abs(VDF[2:N] — EDF[1:(N—-1)])

1= max(vzl, vz2)

# TT — Hodnota druhej optimalizacnej fcii —
# Cramer—von Mises testova statistika (15)

TT = 1/(12%N) + sum((((2%c(1:N) — 1)/(2%N)) — VDF)"2)
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cbind (11 ,TT)

xrange = matrix(1,nVar,2)

# Ohranicenie parametrov

for (i in 1:nVar) {

#vgC

xrange[1,1] = 0.0002585%2
xrange [1,2] = 0.0002585/2

#sigma

xrange[2,1] = 0.008029321x%2

xrange |2

#theta

xrange |3

xrange [3 |

#nu

xrange [4 |

xrange [4 ,

,2] = 0.008029321/2

1] = —0.000151/2

2] = —0.000151%2

1] = 0.4220%2
2] = 0.4220/2

Ib = xrange[,2]

ub = xrange[,1]

#definovanie parametrov algoritmu

VarSize =

c(l,nVar )

GreyWolves  num=>500
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MaxIt=10

Archive size=500
alpha=0.1
nGrid=10

beta=4

gamma=2

65



Priloha E

#HH####Optimalizacia portfoliat-HHH#
AR Markowitz  modebRAHAAHAHF

#funkcia pre denne vynosy zvolenych akcii

get__daily return <— function (assets) {

# Stiahnutie historickych cien
prices <— lapply(assets, function(x) {
getSymbols (x, from = "2015—-01—-01",

to = "2023—01—-01", auto.assign = TRUE)
Ad(get (x))

P

prices <— na.exclude(prices)

# Prekonvertovanie na xts objekt

prices_xts <— do.call (merge, lapply(prices, as.xts))

# Vypocet dennych vynosov

returns_daily <— lapply (prices_xts, Return.calculate ,
method = "log")

names(returns_daily) <— assets

returns_daily <— do.call(cbind, returns_daily)

returns_daily <—na.omit(returns_daily)

return (returns_ daily)

#funkcia pre priemerne rocne vynosy zvolenych akcii

get__yield return <— function (assets) {
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# Stiahnutie historickych cien
prices <— lapply (assets, function(x) {
getSymbols (x, from = "2015—-01-01",
to = "2023—-01—-01", auto.assign = TRUE)
Ad(get (x))
1)

prices <— na.exclude(prices)

# Prekonvertovanie na xts objekt

prices_xts <— do.call(merge, lapply(prices, as.xts))

# Vypocet dennych vynosov

returns_daily <— lapply (prices_xts, Return.calculate
method = "log")

returns__daily <—na.omit(returns_daily)

returns__year <— lapply (returns_daily , Return.annualized ,
scale = 255)

names (returns_daily) <— assets

returns_year <— do.call(cbind, returns year)

return (returns__year)

#vyber akcii
assets <— c("AAPL" ,"MSFT"', "AMZN' '"NVDA")

#Rocne vynosy akcii

returns_yield <— get_yield return(assets)
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#Denne vynosy akcii

returns__daily <— get_daily_ return(assets)

returns__yield <— as.vector(returns_yield)

returns_daily <— as.matrix(returns_ daily)

sample data <— data.frame( varl = returns daily[,1],
var2 = returns_daily[,2],
vard = returns_daily[,3],
vard = returns_daily[,4])

#Kovariancna matica vynosov

(OV_MAT <— cov (sample_data)

#vektor priemernych rocnych vynosov

YIELD RET <— returns_ yield

set.seed (123456)

fobj = function (parametre){

# vahy pre 1. 2. a 3. akciu: parametre[l], parametre|[2],

# parametre [3]

# vaha pre 4. akciu: dopocitana (1 — vypocitane vahy)
pom <— c(parametre[l], parametre[2], parametre[3])
pom <— sum (pom )

vahy <— c(parametre[l], parametre[2], parametre[3], 1 — pom)

if (pom < 1){
# 1. Optimalizacna funkcia — minimalizacia rizika portfolia (23)
TT = vahy%«% 00V _MATY#%vahy

# 2. Optimalizacna funkcia — maximalizacia vynosu portfolia (24)
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11 = —(vahy%+%YIELD RET)
telse{

11 = Inf

TT = Inft

cbind (11 , TT)

xrange = matrix(1,nVar,2)

# Ohranicenie parametrov
for (i in 1:nVar) {
#vaha pre 1.akciu
xrange[l,1] =0
xrange [1,2] =1

#vaha pre 2.akciu
xrange[2,1] =0
xrange [2,2] = 1

#vaha pre 3.akciu
xrange [3,1] = 0
xrange [3,2] =1

Ib = xrange[,1]

ub = xrange|[,2]
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#definovanie parametrov algoritmu
VarSize = c¢(1,nVar)

GreyWolves  num=>500

MaxIt=10

Archive size=50000

alpha=0.1

nGrid=10

beta=4

gamma=2
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Priloha F

##H##H#Optimalizacia portfolia#HHH#H
A AAean—gini  modebHEAAAHHA#

#funkcia pre denne vynosy zvolenych akcii

get__daily_ return <— function(assets) {

# Stiahnutie historickych cien
prices <— lapply (assets, function(x) {
getSymbols (x, from = "2015—-01-01", to = "2023—-01—-01",
auto.assign = TRUE)
Ad(get (x))
1)

prices <— na.exclude(prices)

# Prekonvertovanie na xts objekt

prices_xts <— do.call (merge, lapply(prices, as.xts))

# Vypocet dennych vynosov
returns_daily <— lapply (prices_xts, Return.calculate ,

method = "log")

names(returns_daily) <— assets
returns_daily <— do.call(cbind, returns_daily)

returns_daily <—mna.omit(returns_daily)

return (returns_ daily)

#funkcia pre priemerne rocne vynosy zvolenych akcii

get__yield return <— function (assets) {
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# Stiahnutie historickych cien
prices <— lapply (assets, function(x) {
getSymbols (x, from = "2015—-01-01", to = "2023—-01-01",
auto.assign = TRUE)
Ad(get (x))
1)

prices <— na.exclude(prices)

# Prekonvertovanie na xts objekt

prices_xts <— do.call(merge, lapply(prices, as.xts))

# Vypocet dennych vynosov

returns__daily <— lapply (prices_xts, Return.calculate ,
method = "log")

returns_daily <—na.omit(returns_daily)

returns_year <— lapply (returns_daily , Return.annualized ,
scale = 255)

names (returns__daily ) <— assets

returns_year <— do.call(cbind, returns_year)

return (returns_ year)
#funkcia pre priemerne tyzdenne vynosy zvolenych akcii
get__weekly return <— function (assets) {

# Stiahnutie historickych cien

prices <— lapply(assets, function(x) {

getSymbols (x, from = '2015—-01-01", to = "2023—-01-01",
auto.assign = TRUE)
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Ad(get (x))
1)

prices <— na.exclude(prices)

# Prekonvertovanie na xts objekt

prices_xts <— do.call (merge, lapply(prices, as.xts))

# Vypocet tyzdennych vynosov

returns_ weekly <— lapply(prices_xts, weeklyReturn
method = "log")

returns__weekly <—na.omit(returns_weekly)

names (returns_ weekly) <— assets

returns__weekly <— do.call(cbind, returns_weekly)

return (returns_ weekly)

#vyber akcii
assets <— c("AAPL" ,"MSFT", "AMZN' '"NVDA")

#rocne , tyzdenne a denne vynosy
returns_yield <— get_ yield return(assets)
returns__weekly <— get_weekly return(assets)

returns_daily <— get_ daily return(assets)

returns__yield <— as.vector(returns_yield)
returns__weekly <—as.matrix(returns_weekly)

returns_daily <—as.matrix(returns_daily)

YIELD RET <— returns_ yield

M <— returns_ weekly

73



M <— returns_ weekly [2:dim(M)[1] ,]
M <— t (M)

set.seed (123456)
fobj = function (parametre){

# vahy pre 1. 2. a 3. akciu: parametre[l], parametre|[2],
# parametre [3]

# vaha pre 4. akciu: dopocitana (1 — vypocitane vahy)

pom <— c(parametre[l], parametre[2], parametre[3])

pom <— sum (pom )

vahy <— c(parametre[l], parametre[2], parametre[3], 1 — pom)

if (pom < 1){

#1. optimalizacna funkcia — min. Mean—Gini kriterium (25)
TT <0
for (t in 1:(dim(M)[2]—1)) {
for (tt in (t+1):dim(M)[2]) {
for (j in 1:dim(M)[1]) {
TT1 <— abs(vahy [j]«M[], t]—vahy[j]«M[j, tt])
TT <— TTH+TT1

#1. optimalizacna funkcia — max. vynos portfolia
11 = —(vahy%%YIELD RET)
}else{
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11 = Inf
TT = Inf

cbind (11, TT)

xrange = matrix (1,nVar,2)

# Ohranicenie parametrov

for (i in 1:nVar) {
#vaha pre 1.akciu
xrange[1,1] =0
xrange[1,2] =1

#vaha pre 2.akciu
xrange [2,1] =0
xrange [2,2] =1

#vaha pre 3.akciu
xrange[3,1] =0
xrange[3,2] =1

Ib = xrange[,1]

ub = xrange|[,2]

#definovanie parametrov algoritmu

VarSize = c¢(1,nVar)
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GreyWolves  num=>500
MaxIt=10

Archive size=50000
alpha=0.1

nGrid=10

beta=4

gamma=2
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Priloha G

TR U rokove  mieryHEHAHHAAH
AR asickov  modelsHHAHAHAT

#data :

#SRD — short rate interest rate domestic
#HRD — long rate interest rate domestic
#SRE — short rate interest rate euro

#HRE — long rate interest rate euro

#bl — parametre[l], b2 — parametre[2], sigmae 2 — parametre [3]
set.seed (12345)

fobj = function (parametre){

#fcia pre vypocet europskej urokovej miery
# podla Vasickovho modelu
modelLREFun = function (Tau, bl, b2, sigmae2){
#fcia G(Tau) (31)
GG = function (Tau, b2){
GG = (1 — exp(b2«Tau))/(—b2)

#fcia G(Tau) (32)
FF = function (Tau, bl, b2, sigmae2){
FF = ((GG(Tau, b2) — Tau)*((—b2)xbl — sigmae2/2))/b272
— (sigmae2*GG(Tau, b2)72)/(—4%b2)

Ffun <— FF(Tau, bl, b2, sigmae2)
Gfun <— GG(Tau, b2)
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#vypocet europskej urokovej miery (30)
modelLRE = (—1/Tau)«(Ffun — SRE«Gfun)

#funkcia pre vypocet domacej urokovej miery

modelLRDFun = function (Tau, bl, b2, sigmae2, a2){

#funkcia D(Tau)
DD = function (Tau, a2){
DD = (— 1 + exp(a2«Tau))/a2

#funkcia E(Tau)
EE = function (Tau, a2, b2){
EE = (—1/b2)*((a2%(1 — exp(b2xTau))
— b2x(1 — exp(a2xTau)))/(a2 — b2))

#funkcie F1, F2 a F3 ako vycislene integraly
FF1 = (a2«Tau — exp(a2«Tau) + 1)/a272
FF2 = (2+a2«Tau — 4xexp(a2«xTau) + exp(2xa2«Tau) + 3)/(4xa2”3)
FF3a = —(bl *(—(b2 x(exp(a2«Tau) — 1))/a2 +
(a2 *(b2 x(—Tau) + exp(b2x Tau) — 1))/b2 +
b2«Tau)) /(b2 x(a2 — b2))
FF3b = (sigmae2 x(a2”4 %(2xb2 xTau — 4xexp (b2 xTau) +
exp (2xb2xTau) + 3) — a273x b2 x(2x b2 xTau —
exp(2* b2 xTau) + 1) — 2 %a272 *b272 «
(2 x(exp(a2 xTau) — 1) x(exp(b2x Tau) — 1) +
b2 «Tau) + a2%b273 *(exp(2 *a2 xTau) + 2% b2 *xTau — 1) +
b27 4% (—4x exp(a2x Tau) + exp(2 *a2 xTau) +
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3)))/(4 %a2 xb273 x(a2 — b2)72 x(a2 + h2))
FF3 = FF3a + FF3b

y = —TauxLRD — FF3 + DD(Tau, a2)%SRD + EE(Tau, a2, b2)xSRE
sigmad2 = var (SRD)

#z0 vztahu (36), vypocet parametra al

al = sum(y)/(length(y)*FF1) — sigmad2*FF2/FF1

#model pre domace urokove miery

modelLRD = (al«FF1 + sigmad2«FF2 + FF3 — DD(Tau, a2)*SRD —
EE(Tau, a2, b2)*SRE)x(—1/Tau)

return (list (modelLRD = modelLRD, al = al))

}

bl = parametre 1]

b2 = parametre [2]

sigmae2 = parametre [3]

#vasicek — model jednofaktorovy

#1. ucelova fcia — vztah (35) pre domace urokove miery

LRE model = modelLREFun(Tau, bl, b2, sigmae2)
poml <— LRE_ model — LRE
11 = sum(poml™2)

#model domestic rates

modelSRDPom = function (a2){

#vasicek pre domace — dvojfaktorovy

#2. ucelova fcia — vztah (35) pre europske urokove miery
modelLRD = modelLRDFun(Tau, bl, b2, sigmae2, a2)$modelLRD
pom2 <— (modelLRD — LRD)
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TT = sum(pom2~2)

}

#vypocet parametra a2

op <— optim (0.001, modelSRDPom, method = "L-BFGS-B",
lower = —5, upper = —0.01)

a2 <— op$par

TT <— op$value

cbind (11 ,TT)

xrange = matrix(1,nVar,2)

# Ohranicenie parametrov
for (i in 1:nVar) {
#b1
xrange[1,1] = —0.5
xrange[1l,2] = 0.5

#b2
xrange[2,1] = —0.1
xrange[2,2] = 0

#sigmae?2

xrange[3,1] =0
xrange [3,2] = 0.1
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Ib = xrange[,1]

ub = xrange|[,2]

#definovanie parametrov algoritmu
VarSize = c¢(1,nVar )

GreyWolves num=1000

MaxIt=10

Archive size=5000

alpha=0.1
nGrid=10
beta=4
gamma=2
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