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Predhovor

[udia maji odnepaméti snahu prist na to, ako veci funguju. Tato snaha porozumief, nas
priviedla takmer ku vsetkym velkym objavom pocas historie ludstva. Inak tomu nie je ani
v mojom pripade a ako motivacia mi pri vybere témy, aj pisani tejto prace, slizila chut
popisat komplikovany svet ekonémie pomocou jednoduchsich matematickych modelov. Ich
presnému fungovaniu rozumiem, lebo sa spravaji podla danych matematickych zakonitosti
a viem povedat, preco sa v nich veci deju prave tak, ako sa deji. Toto mi pomohlo hlbsie
porozumief skimanym odvetviam trhu a verim, ze moje nadsenie budu po prestudovani
tejto diplomovej prace zdielat aj ini a vyskum v tejto oblasti bude pokracovat.

Chcel by som vyjadrif svoju vdaku vedicemu mojej diplomovej prace doc. RNDr.
Janovi Pekéarovi, PhD. za vSetky konzultacie a odborné rady, ktoré mi venoval, pretoze
prave tieto ma utvrdili v mojom smerovani. Taktiez mu dakujem za ochotu poskytnut
odborné zdroje a materidly, ktoré mi pomohli zorientovat sa v problematike, ako aj pri

dalsej tvorbe tejto prace.






Abstrakt v statnom jazyku

V nasej praci sa zaoberame tedriou evolucnych hier a jej aplikdciami v evoluénych fi-
nanciach. Na niekolkych ekonomickych modeloch venujicich sa réoznym odvetviam trhu
ukazujeme, ako nam vie tedria evoluénych hier pomoct pri ich rieseni a aké zavery do
realneho Zivota vieme vdaka nej z tychto modelov vyvodit. Tieto modely riesime analy-
ticky, ale aj pomocou pocitacovych simulacii, aby sme nase vysledky mohli porovnat a
ziskali tiez Sirsi ndhlad do spravania sa modelovanych odvetvi trhu. Na toto nam sluzia
hlavne fazové portréty rieseni systémov diferencialnych rovnic a ¢asovy vyvoj populacie v
simulaciach. Na zaciatku prace tiez budujeme a vysvetlujeme teodriu, ktort v nej neskor
vyuzivame a ktora je potrebna na pochopenie rieseni nasich evolu¢no-finanénych mode-
lov a na porozumenie ziskanym vysledkom, ako aj ich vyznamu v redlnom zivote. Nasim

zéverom tiez dodava rigorézny zaklad.

KTtcové slova: Teoria evoluénych hier, Evoluéné financie, Funkcia uzitocnosti,

Multiplikatory, Diferencialna rovnica, Fazovy portrét, Evolucne stabilna stratégia

Abstract

In our work we investigate evolutionary game theory and its applications in evolutionary
finance. We demonstrate on several economic models that each target different sector of
market how evolutionary game theory can help us with their solving and which conclu-
sions can we draw from these models into real life thanks to it. We solve these models
analytically, but also with the help of computer simulations, so that we can compare the
results and also gain broader insight into the behaviour of modelled sectors of the market.
For this we use mainly phase portraits of solutions of systems of differential equations and
time development of population in simulations. We also build and explain theory at the
beginning of the thesis which we later use in it and which is necessary for understanding of
the solutions of our evolutionary finance models and for comprehension of obtained results

as well as their meaning in real life. It also provides a rigorous basis for our conclusions.

Key words: Evolutionary game theory, Evolutionary finance, Utility function,

Multiplicators, Differential equation, Phase portrait, Evolutionary stable strategy
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Uvod

Tedria hier je odborom matematiky, ktory sa vo velkom vyuziva v rdoznych oblastiach. V
matematike st nimi napriklad optimalizacia a ekonémia, no mieru vyuzitelnosti tedrie hier
pochopime az vtedy, ked si uvedomime, zZe sa objavuje aj v inych vednych disciplinach, ako
st biologia ¢i dokonca filozofia. Niet sa ¢comu c¢udovat, ved kdekolvek a kedykolvek sa musi
niekto alebo nieco rozhodnit pre jednu z viacerych moznosti, prichddza na scénu prave
aparat teorie hier a jej funkcie vyplat. Prave tato schopnost ocenif a nasledne tak porovnat
dva alebo viacero scenarov, nam dava moznost maximalizovat, racionalne sa rozhodnut,
predpovedat reakciu sipera, ¢i aspon sa lepsie zorientovat v aktualnom probléme, ktory
rieSime.

Teéria evoluénych hier, ako cast tedrie hier, vo vSeobecnosti skiima problémy, kde sa
nejaky rozhodovaci proces deje za podobnych podmienok viackrat v case. Je to teda oblast
teorie hier, zaoberajica sa hrami, ktoré prebiechaju opakovane. V nich pouzité stratégie
maju potom priestor sa vyvijat, ¢ize mutovat, alebo sa mnozit. Pri problémoch tohto typu
sa pozerame na ¢asovy vyvoj populacie, uzitok a perspektivnost roznych stratégii oproti
ostatnym a na ich zdklade pomocou matematického teoreticko-evolu¢no-herného aparatu
modelujeme, vysvetlujeme a predpovedame spravanie sa jedincov a tak aj celého systému.
sa vyuzivaju poznatky z teérie evoluénych hier, napriklad na popisanie diania na financ-
nom trhu. Tieto nam pomahaju lepsie opisat a vysvetlit ekonomické procesy, vdaka ¢omu
ich vieme modelovat a ukézat ich matematické pozadie, ¢im doddme odpozorovanym
ekonomickym javom rigorézny zdklad. Evolu¢né financie st jedna z novsich oblasti mate-
matického vyskumu v ekonémii. Vyznamnymi dielami v tejto oblasti st hlavne [2] a [3],
ale aj clanky [6] a [7]. VSetky tieto prace maji medzi autormi spolocné dve mend, Igor
V. Evstigneev a Thorsten Hens. Prave tito autori sa najviac zasluzili o rozvoj evolu¢nych
financii.

Prvym cielom nasej prace bude ukazat aplikacie tedrie hier v evolu¢énych financiach.
Vdaka tymto aplikdcidm budeme schopni vytvorit teoreticko-herné modely z oblasti eko-
némie, ktorych riesenim vysvetlime dianie v réznych odvetviach trhu a nédjdeme v nich
ekvilibria, podobne ako v [1]. Nésledne spétnym porovnanim vystupov tychto modelov

s odpozorovanymi vysledkami z realneho zivota ziskame moznost nie len odhadnut, aké
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faktory vstupuju do skutoéného modelu, ale aj vytvorif aktsi pomyselni pevnia podu pod
nohami ekonomickej tedérie. Odporcovia modernej ekondémie jej totiz casto vycitaju, ze
je viac zalozena na opisoch toho, ¢o sa deje, ako na odévodneni aktualneho diania a ak
aj nahodou vysvetlenie mé, nie je podlozené matematickymi argumentami a rigoréznymi
dokazmi. Popiseme komplikovany svet ekonémie pomocou jednoduchsich matematickych
modelov, ako to urobili aj autori [6] a [7]. Tym sa naplni nas druhy ciel, a sice poniknut
modernej ekonémii, pri vysvetlovani stavu aspon niekolkych oblasti trhu, zédklad vo forme
dokazov, na ktorych je vybudovany aparat tedrie evoluénych hier. Ukazeme tak nie len
matematickd pravdivost nasich modelov, ale aj skutoc¢nost, Ze nijako inak to ani v realnom
svete nemoze byt, ak verime v platnost tedrie evoluc¢nych hier. Nebudeme sa vsak snazif o
dokonalt replikaciu empirickych vysledkov. O to sa moézu pokusit, odrazajuc sa od nasich
poznatkov, dalsie prace. Nasim hlavnym cielom je len ukazat, Ze zdanlivo zlozité systémy
v ekonomike sa spravaju podla popisatelnych matematickych zdkonitosti a vonkajsie pre-
javy tychto systémov st priamym dosledkom spdsobu ich fungovania. Laicky povedané,

ak rovnica ma riesenie, tak aj ekonomika ma predurceny vysledok, ktory nie je ndhodny.

V 1. kapitole tejto prace odvodime a vysvetlime tedriu potrebni na porozumenie prob-
lematike, ktorou sa zaoberdme. Budeme pritom ¢erpat hlavne z [4] a [5]. Odvadzanie uz
objavenej tedrie povazujeme za potrebné, nakolko sa jedna o klicové poznatky, ktoré
umoznili vyskum v oblasti evolu¢nych financii a teda aj vznik tejto prace samotnej. Tiez
zavedieme predpoklady, zaru¢ujice zmysluplnost pouzitia aparatu evoluénych hier. Dalej
zadefinujeme dolezité teoreticko-herné pojmy a vysvetlime vyznam pouzivanych vyrazov,
¢im dosiahneme lepsiu citatelnost nasej prace. Obsah 2. kapitoly bude tvorit zostavenie
a kvalitativna analyza modelu pracovného trhu spolu s jeho simulaciou. Na zaklade zis-
teni ziskanych touto analyzou, ale aj poc¢itacovymi simuldciami, utvorime po porovnani s
empirickymi skiisenostami z redlneho sveta zavery, z ktorych bude vyplyvat jasnost a pred-
povedatelnost niektorych ekonomickych javov. V kapitole 3 sa budeme venovat modelu
trhu s nehnutelnostami, aj s jeho odvodenim a skiimanim. Pomocou simulécii a matema-
tickej analyzy riesenia a stability modelu dokazeme, ako mozu Spekulativne investicie do
tohto odvetvia vytvarat takzvané cenové bubliny a najdeme jeden z moznych dévodov,
preco aj napriek stavbe novych bytov nemaju Iudia kde byvat. Obsahom 4. kapitoly bude

zostavenie a nasledné analyzovanie modelu trhu ojazdenych aut a tiez simulovanie zmien
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spravania sa predajcov v zavislosti od toho, ¢i chcti na trhu posobit dlhodobo, alebo nie.
Nésledne budeme riesit pripad dlhodobého posobenia na trhu, nakolko tento je kvalita-
tivne rozny od modelu trhu s nehnutelnostami a ukazeme, ze tento model ma niektoré
prvky spolo¢né s kartelom. V tejto cCasti tiez vysvetlime, preco s v danom odvetvi nie-
ktoré auta nekvalitné s vymontovanymi suciastkami, no nie vsetky. Tymto modelom tiez

overime, ze skontrolované autd musia byt drahsie, ako neskontrolované.
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1 Uvod do tedrie evoluénych hier

V tejto kapitole pripravime citatela na lepsie porozumenie obsahu a vysledkom prace
tym, ze zadefinujeme dodlezité pojmy, predostrieme v praci pouzivané vyrazy, objasnime
ich vyznam a odvodime potrebnu tedriu z oblasti evolu¢nych hier. Prave tieto vybrané
poznatky z tedrie evoluénych hier su klucovy nastroj k pochopeniu prinosu nasej prace,
preto sa venujeme aj ich odvodeniu a vysvetleniu, nie len ich predlozeniu alebo citovaniu
z prac inych autorov.

Citatel by mal byt uz obozndmeny so zakladnymi pojmami z teérie hier [4], ako st
funkcia uzitoc¢nosti, vyplata, stratégia, hrac¢ atd., nakolko tieto pojmy vysvetlovat nebu-
deme. Pre lepSie porozumenie bude niekedy pritomné ich priblizenie k veciam z realneho

sveta, napriklad uzitoc¢nost moze byt plat zamestnanca.

1.1 Predpoklady, ddlezité pojmy a pomenovania

V préci sa casto vyskytuju pojmy uzitok, plat, vyplata a zisk. Rozumieme tym to isté a
sice ¢iselnii hodnotu, kolko prinesie jedincovi dana stratégia. Méze to byt merané v eurach,
ale aj bezrozmerné. Plati len, ze viac je lepsie. Funkcia vyplat, alebo funkcia uzitoc¢nosti
je potom funkcia, ktora po dosadeni argumentov dava ¢iselnit hodnotu uzitku spominant
vyssie.

Ekonomické subjekty, ktoré budu vystupovat v nasich modeloch, budt jednotlivi Iudia,
no mozu to byt aj vacsie celky, napriklad manzelia. Vsetky tieto subjekty vSak budeme
volat jedinci alebo hraci, lebo kazdy jedinec sa sprava samostatne a nezavisle od ostatnych
a voli si prave jednu svoju stratégiu z moznych. Vsetci jedinci aktudlne vystupujici v
danom modeli spolu tvoria populéciu, pricom pocet jedincov v nej je nemenny, meni sa
len podiel jedincov v celkovej populacii, ktori pouzivaju danu stratégiu. Pripustame kvoli
lepsej interpretovatelnosti to, ze nejaki jedinci z populacie odidu a st ihned nahradeni
rovnakym poctom jedincov, avsak tak, aby sa podiel hrania jednotlivych stratégii vyvijal
sposobom zodpovedajucim teorii replikdtorov. Znamena to, ze novoprichodzi jedinci budua
vzdy hrat takud stratégiu, aka by hrali v tom case pravé odideni hraci, ak by neodisli.

V celej praci vyuzivame predpoklad, ze kazdy hrac¢ pozna svoju funkciu uzitoc¢nosti a

vie pomocou nej vycislit svoj uzitok na zaklade faktorov vystupujucich v modeli.
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Pri zostavovani modelov, ale aj pri ich analyze budeme vzdy uvazovat iplni racionalitu
vsetkych subjektov, teda kazdy jedinec sa vzdy rozhoduje iba na zaklade svojej vyplaty
a vzdy sa ju snazi maximalizovat. Predpokladame teda, ze vo funkcii uzitocnosti kazdého
jedinca v populécii st uz zahrnuté vsetky jeho zivotné hodnoty, aj rozhodovacie procesy a
vysledny uzitok v sebe obsahuje uplnu informaciu, ako velmi si dany c¢lovek ceni vysledok
z hrania danej stratégie.

Ked v praci neuvadzame niektoré argumenty, indexy alebo iné upresnujice okolnosti,
predpokladame, ze c¢itatelovi je zrejmé, aké parametre s vynechané a kvoli lepsej pre-

hladnosti ich netreba pisaf.

1.2 Odvodenie potrebnej teérie evolucénych hier

Aby sme mohli modelovat vyvoj populacie v ramci navrhnutého modelu, potrebujeme
aparat, ktory od seba nejako odlisi a zvyhodni tych jedincov, ktori st lepsie prisposobeni
na aktualnu situdciu na trhu, ¢ize pouzivaja stratégiu, ktord im prindsa vyssi zisk. Lepsie
prisposobeni jedinci by sa potom mali v populacii mnozit na tkor tych, ktorym sa tak
dobre nedari. Presne takyto aparat najdeme v teodrii evoluénych hier pod nazvom teédria
replikatorov. V nasich modeloch vSak nepdjde o biologické rozmnozovanie a umieranie,
pretoze pocet jedincov v populacii bude nemenny. Zmena nastane tak, ze cast tych jedin-
uzitok.

Replikatory:

o Majme konecnt populaciu hracov, ktori hraju cisté stratégie e;, kde i = 1,2, ...,k v

symetrickej hre dvoch hracov
« Oznacme p;(t) pocet hracov hrajucich stratégiu i v ¢ase t, celkovy pocet jedincov v
populécii bude potom p(t) = % | psi(t)

o x;(t) = ’;j((tt)) je podiel hracov hrajicich stratégiu i v ¢ase t z celkovej populacie

« Pod stavom populécie X (t) rozumieme vektor (x1(t), z2(t), ..., zx(£))T

Z definicie x;(t) je zrejmé, ze plati

k
Vi=1,2,. k:xi(t) € (0, 1) A zi(t) =1

=1
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Teraz je dolezité si uvedomit, ze stav populacie X (¢) tak moézeme formdlne povazovat za
zmiesanu stratégiu, kedze jeho zlozky sa daju interpretovat ako pravdepodobnosti, s akymi
sa zahraju jednotlivé Cisté stratégie, ak stretneme nahodného hraca z tejto populécie.
Tento poznatok nam totiz umozni previest hru dvoch hracov na pomyselnti hru kazdého
hraca proti vSetkym ostatnym. Ocakavana vyplata z hrania ¢istej stratégie e; v populacii
X, cize v populécii kde s pravdepodobnostami x; stretneme hraca hrajiceho i-tu ¢istu
stratégiu, je teda rovnaka ako vyplata z hrania cistej stratégie e; proti hracovi hrajicemu
zmiesanu stratégiu X. Tato vyplata je u(e;, X). Toto ovela lepsie popisuje interakcie na
trhu v redlnom svete, pretoze Iudia nestperia s nejakym konkrétnym inym clovekom,
ale so vsSetkymi naraz, teda akoby proti trhu samotnému. Tymto uvedomenim dodame
modelom v kapitolach 2, 3 a 4 zase o nieCo viac presnosti. Priemerna vyplata v populacii
X je uzitok, ktory ma hrac¢ hrajici zmiesanu stratégiu X proti inému hracovi, ktory tiez

hra X.
k

u(X,X) = x;-u(e;, X) (1)
i=1

Vyplata hraca urcuje, ako velmi sa mu dari. Preto by mnozstvo potomkov, ktoré vytvori,
respektive hracov, ktorych presved¢i hraf jeho stratégiu, malo zavisiet aj od tohto faktoru.
Predpokladajme, Ze reprodukcia prebieha spojito, kazdy potomok hra rovnaku stratégiu
ako jeho rodic, akoby zdedi jeho genetickil informaciu, a kazdy potomok ma iba jedného
rodi¢a. Dalej, kazdy jedinec vytvori 8 — &4 u(e;, X) novych jedincov. Koeficient 3 urcéuje,
kolko potomkov vytvori kazdy jedinec nezavisle od toho ako sa mu dari v populdcii, ¢ize
ide o prirodzeni mieru rastu. Podobne koeficient ¢ urcuje, kolko potomkov prirodzene
zomrie. Ak pocet hracov pojde limitne k nekonecnu, teda populdcia nemdze vymriet,
absolitna zmena poc¢tu hracov hrajucich danu stratégiu je potom mnozstvo potomkov od

kazdého jedinca hrajiceho tuto stratégiu vynasobené ich poctom.

pi = [8— 0+ u(e;, X)|p; (2)

Toto je zakladna dynamika pre mnozstvo hracov hrajicich dani stratégiu v celkovej popu-
lacii. Z definicie p = Zf”:l p; a skutocnosti, ze derivacia suctu je siucet derivacii, dostavame
dynamiku aj pre celkovy pocet jedincov.

k

=Y [6—0+u(e;, X)]p; (3)

=1
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Odvodme teraz dynamiku pre x;(t).

v = pi(t)
p
zi - p(t) = ps
Tip + D = P;
Tip = Di — Tip
Teraz vyuzijeme (2) a (3):
k
xp:[ﬁ—5+u(e“ Zﬁ 5+ue]7X>]pJ
k k
Zip =B — 0 +ulei, X)pi — 2 ) (B~ Z u(e;, X
j=1 Jj=1
k k
Tip = [ﬁ 5+u(eza )] 6 5 Z :Clpzu €j>
: j:l
Vyuzijeme vztah (1):
Tip =8 —0+ule;, X)|pi — (8 —0)p — u(X, X)x;p

Tip=[8—0+ule;, X)|p; — [6— 0 +u(X, X)|x;p
= [ =00+ ule;, X)]z; — [ — 0 +u(X, X)|x;
;= [u(e;, X) — u(X, X)]z; (4)

Toto je dynamika replikatora podielu hracov hrajucich stratégiu e; v populacii X a je
to najdolezitejsi mechanizmus z tedrie evoluénych hier, ktory budeme v praci pouzivat.
Vidime, ze rychlost rastu tejto casti populacie nezavisi od parametrov [ a d, kedze tieto
su rovnaké pre vSetky stratégie, ale zavisi iba od rozdielu vyplaty z hrania i-tej cistej
stratégie e; oproti vyplate z hrania zmieSanej stratégie X, ¢ize oproti priemernej vyplate v
populacii. Ak je teda stratégia e; ziskovejsia, ako priemer populécie, bude sa rozmnozovat,
naopak ak je menej ziskova, bude jej podiel v celkovej populacii klesat.

Dynamiku replikatora sme v tomto tvare odvadzali preto, lebo o tom, ako sa jednot-
livym stratégiam dari, najlepsie hovori ich podiel v celkovej populécii. Najefektivnejsie
stratégie budu v populécii zastipené najviac¢sim podielom a pri porovnavani podielov sa

nemusime zaujimat o absolitne pocty jedincov. Vdaka tomu sa da tato dynamika vyuzit
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na modelovanie populacii, nezavisle od toho, ¢i sa v nich meni pocet jedincov alebo nie.
Mozeme teda z; interpretovat dvomi sposobmi. Tak, Ze pocet jedincov p; hrajuicich stra-
tégiu e; sa oproti celkovému poctu jedincov p zmenil tym, Ze niektoré stratégie mali viac,
¢i menej potomkov, alebo sa zmenil tym, ze cast jedincov hrajucich ¢ zmenilo svoju stra-
tégiu na inud, respektive niektori hraci, ¢o predtym nehrali e;, ju teraz hraji. Ziskali sme
tak nastroj, ktorym vieme modelovat vyvoj takej populécie, akd najviac pripomina dianie
na trhu. Zmeny x; sa dejui skor zmenami hranej stratégie nez zmenou poctu jedincov v
modeli a tspech nejakej stratégie nezavisi na nicom inom, len na velkosti uzitku oproti
ostatnym ¢lenom populacie. Presne teda odzrkadluje kapitalistické superenie o maxima-
lizaciu svojho osobného zisku, ¢o je podla modernej ekonomickej tedrie hnacia sila celého
trhu.

Evolucna stabilita:

Potrebujeme definovat matematicky koncept, ktory nam povie, ¢i je nejaky stav popula-
cie, teda korespondujica zmiesand stratégia X, stabilny. Ukdze nam teda, ¢i ma populacia
tendenciu do tohto stavu konvergovat alebo tiez po vychyleni sa do neho vratit. Takymto
konceptom s evolucne stabilné stratégie. Mnozinu evolucne stabilnych stratégii budeme

znacit 0ggg. Formalna definicia
X €0pss © u[X, €Y + (1 —€)X]| > ulY,eY + (1 — ¢)X]

z prednasok [5] hovori, Ze stratégia X je evolucne stabilnd préave vtedy, ked ak vstipi do
populédcie malé mnozstvo € hracov hrajicich lubovolni int stratégiu Y, tak hranie X bude
hracom prinasat aj nadalej vacsiu vyplatu ako hranie Y. Znamena to, ze existuje nejaké
okolie bodu X, kde hranie X prindsa ostro vyssSiu vyplatu, lebo Ziadnou inou stratégiou
neviem v novej zmieSanej populacii ziskat rovnu alebo vyssiu vyplatu. Vezmic do tvahy
tedriu replikatorov, ktora postva aktualnu populaciu tam, kde sa maximalizuje vyplata,
dostavame, ze stratégia X je evolucne stabilna prave vtedy, ked existuje okolie bodu X,
pre ktoré plati, ze pre cas iduci do nekonecna, ide kazda populacia Y z tohto okolia do

bodu X. Formélne:
X€€E55<:>E|OX;\V/Y€OX }l,mY:X

Prave tuto definiciu evolucnej stability budeme v praci vyuzivat.
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2 Model pracovného trhu

Predmetom tejto kapitoly bude zostrojenie modelu pracovného trhu pomocou teérie evo-
luénych hier a jeho nasledného sktimania analyticky aj numerickym riesenim fazového
portrétu. Na zéklade ziskanych poznatkov utvorime v poslednej podkapitole zavery, ktoré
budi vypovedat o spravnom fungovani realneho sveta, ¢im naplnime jeden z cielov nasej
prace.

V tomto modeli budeme uvazovat tri rézne stratégie, ktoré mozu jedinci vyuzivat -
zamestnanec, podnikatel, nezamestnany. Ich podiely v celkovej populécii budeme ozna-
covat Z, P a N, pricom plati Z,P,N € RAZ PN € (0,1) a Z+ P+ N = 1. Ak
vsak podiel niektorej zo stratégii bude rovny 0, aparat tedrie evoluc¢nych hier zaisti vyvoj
populacie len na stene, pripadne dokonca hrane simplexu, na ktorom sa nachadza nasa
populacia. Ako vyplyva z odvodenia v podkapitole 1.2, ak totiz nejaka stratégia nie je
vobec zastupend v populacii, jej podiel sa nemoze zvysit na nenulovi hodnotu. Takymito
degenerovanymi pripadmi sa budeme zaoberat len v kratkosti, kedze si z ekonomického
pohladu neredlne a casto trivialne na riesenie. Teraz pre kazdu z tychto stratégii vytvo-
rime funkciu uzitoénosti, ktora v pripade zamestnancov a podnikatelov bude odpovedat
ich zarobku, no v pripade nezamestnanych péjde o hodnotu, na ktoru si cenia davku v
nezamestnanosti plus to, ze maju vela volného ¢asu. V nasom modeli nebudeme uvazovat

statom vyberané dane.

2.1 Funkcie uzitoc¢nosti ticastnikov pracovného trhu

Funkcia uzito¢nosti pre zamestnancov musi nejako zavisiet od poc¢tu pracovnych miest na
trhu prace. Konkrétnejsie, kazdy podnikatel prinesie na trh nové pracovné miesta, ktoré
sa mozu obsadit. Ak ich bude mélo, plat zamestnancov klesne, lebo musia o tieto miesta
medzi sebou stuperif a teda pontknut vyhodnejsie podmienky pre svojho zamestnavatela.
Naopak, s rasticim poc¢tom podnikatelov bude na trhu viac pracovnych miest a podnika-
telia sa budi musiet predhanaft v tom, kto pontkne zamestnancom vyssi plat, ¢o sposobi
rast platov zamestnancov. Z vysledkov Séitania obyvatelov, domov a bytov (SODB) v
roku 2011 vyplynulo, Ze na jedného podnikatela pripada asi 5,33 zamestnanca. V roku

2021 to bolo uz 5,67. Do nasho modelu preto zvolime ako rovnovazny pomer 5,5 zamest-
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nanca na podnikatela. Za poslednych 10 rokov sa priemerna mzda pohybovala v rozmedzi
786€ az 1211€. Uréime preto konstantu zarobku na priemernych 1000€, ak by bol trh
v rovnovahe. Z tychto poziadaviek na funkciu uzitoCnosti zamestnancov ju navrhneme v

tvare:

1000
Uz(Z, P) = Z

5,5P
Pre podnikatelov bude funkcia uzito¢nosti zavisiet samozrejme od mzdy zamestnan-

cov. Aky plat maju, tolko im musi predsa zaplatif podnikatel. Predpokladajme, ze z prace
jedného zamestnanca vie podnikatel zarobit asi o 30% viac, ako je rovnovazna hodnota
platu zamestnanca, teda kazdy zamestnanec zarobi podnikatelovi 1300€. Funkcia uzitoc-
nosti podnikatelov musi eSte zavisief od poctu zamestnancov, ktory ziskame ako podiel
zamestnancov a podnikatelov na pracovnom trhu, teda budeme predpokladat, ze sa vsetci
zamestnanci zamestnavaju u podnikatelov rovnomerne. Kazdy podnikatel by mal mat este
aj nejaké fixné naklady za to, ze vedie podnik. Do toho moze spadat prendajom priesto-
rov, ¢i zaporny uzitok pre neho samotného, nakolko méa stresujtcejsiu pracu, lebo musi
viest podnik. Ttto konstantu mézeme opat raz stanovit na 1000€. Z danych poziadaviek

utvorime funkciu uzitoc¢nosti pre podnikatelov:
Z
up(Z, P) = [1300 — uz(Z, P)] - B 1000

Poslednou skupinou st nezamestnani. Ich funkcia uzitocénosti musi zavisiet od ich
podielu v celkovej populacii. Ak ich totiz bude prili§ vela, socidlny systém si nebude
moct dovolit im vyplacat také velké davky a naopak, ak ich bude mélo, moze sa hodnota
podpory zvysit. Davka v hmotnej nidzi na Slovensku je 68,8€ mesacne, teda mozeme
stanovit konstantu, kolko by mal kazdy jedinec dostat penazi, ak by nikto nepracoval, na
70€. Samozrejme, ak by nikto nepracoval, nebolo by z ¢oho tieto peniaze vyplacat, preto
mozeme nastolif predpoklad, ze kazdy nezamestnany ma uzitok aj z toho, ze ma vela
volného casu a nemusi chodif do prace. Tato hodnota 70 nevyjadruje preto presni sumu
penazi, ale len akusi predpokladanti uzito¢nost. Pre nezamestnanych z tychto poziadaviek

utvorime funkciu uzito¢nosti v tvare:

70
N)=—"
wW) =175
Kedze vsak plati, ze Z + P+ N = 1, mozeme uy(N) vyjadrit pomocou Z a P:
70
ZP)=—
w2 P) =17
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Zostrojili sme teoreticko-herny model, kde mnozina ¢istych stratégii je s = {zamestnanec,

podnikatel, nezamestnany} a funkcie vyplat si:

1000
UZ(Z7 P) -~z
5,5P
Z
up(Z, P) = [1300 — uz(Z, P)| - B 1000 (5)
70
AP =17 p

Vsimnime si, ze Z aj P st v menovateli a pritom pripistame ich nulovost. To je vsSak
oseterené tym, ze ak je prislusny podiel stratégie v populacii nulovy, nema zmysel ani
vycislovat uzitok z hrania tejto stratégie. Napriklad, ak Z = 0, tak nieco ako plat zamest-
nancov neexistuje a tiez podnikatelia nemaju ziadnych zamestnancov, teda ni¢ nevyrobia
a nepredaju. Preto ich zisk bude zaporny kvoli ndkladom.

Teraz aplikujeme na tento model poznatky z tedrie evoluénych hier ziskané v kapitole 1.
Na zaklade funkcii uzito¢nosti odvodime replikatory pre kazdu zo stratégii, ktord moéze byt
v nasom modeli pracovného trhu pouzita, postupne teda pre zamestnancov, podnikatelov,

aj nezamestnanych. Vseobecny tvar rovnice replikatora:
&=z [u(@|X) — u(X[X)]

V tomto pripade x, teda podiel stratégie v populécii, bude Z. Dalej za u(z|X) vieme do-
sadif priamo funkciu uzito¢nosti zamestnancov, kedze ta presne vyjadruje uzitok z hrania
stratégie zamestnanec v zavislosti od podielov Z a P, teda v ramci aktudlnej populacie. Za
u(X|X) dosadime priemernt vyplatu v celkovej populacii X, teda funkciu uzitocnosti pre
kazdua z moznych stratégii, vynasobeni podielom prislusnej stratégie v populacii. Préave
vynasobenim tymto podielom ziskame pozadovany efekt vazeného spriemerovania vyplat.

Dostavame rovnicu replikatora pre stratégiu zamestnanych:
Z =2 [uy(Z,P)—Z -uy(Z,P)—P-up(Z P) — N -un(Z, P)]

Pri zapise rovnice replikatora vsak miestno N, podielu nezamestnanych v populacii, vy-
uzijeme vztah Z + P + N = 1, odkial vyjadrime N. Po dosadeni N = 1— 2 — P uz

ziskame rovnicu replikatora pre stratégiu zamestnancov v potrebnom tvare:
Z =27 (ug(Z,P)—Z -uy(Z,P)— P -up(Z,P)— (1 —Z—P)-un(Z, P)]
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Analogickym postupom dostaneme rovnicu replikatora pre stratégiu podnikatelov:
P=pP. lup(Z,P)—Z -uz(Z,P)— P -up(Z,P)— (1 -7 — P)-un(Z, P)]

Opét analogickym postupom, ako pri odvodeni rovnic replikatora pre predoslé dve stra-

tégie, ziskame rovnicu pre tych jedincov, ktori hraju stratégiu nezamestnany.

N=(1-Z2-P) [un(Z,P)—Z -uz(Z,P)— P-up(Z,P)— (1 — Z — P)-uyn(Z, P)]

Pomocou poznatkov z tedrie evoluénych hier sme tak z modelu s funkciami uzitoc¢nosti

odvodili systém nelinearnych diferencidlnych rovnic:
Z =2 [uy(Z,P)—Z -uy(Z,P)—P-up(Z,P)— (1 —Z — P)-un(Z, P)]

P=P [up(Z,P)— Z uy(Z,P)— P -up(Z,P)— (1 — Z — P)-ux(Z,P)]  (6)

N=(1-Z-P) [un(Z,P)—Z -uz(Z,P)— P-up(Z,P)— (1 — Z — P) -un(Z, P)]

Z dovodu, ze stdet Z + P+ N = 1 musi po derivdcii platit aj Z + P + N = 0, preto

mozeme poslednt rovnicu prepisat aj v nasledujicom tvare:
N=-7Z-P

Sktimanim systému zjednoduseného vynechanim zavislej premennej N sa budeme zaobe-

raf v dalsej podkapitole 2.2.

2.2 Simulacie a analyza modelu pracovného trhu

Tento systém nelinedrnych diferencialnych rovnic sme numericky implementovali v prog-
rame MATLAB. Na Obr. 1 vidime vyvoj populacie pre pociatocné hodnoty podielov
jednotlivych stratégii v celkovej populacii, ktoré sme urcili ako Z7 = 0,98, P = 0,019
a N =0,001 =1-0,98 —0,019. Na vodorovnej osi su generacie, nakolko sa jedna o
numerické riesenie. Simulacia skoncila, ked vyplaty vsSetkych stratégii dosiahli hodnotu
v rozmedzi 0,01. Tto hodnotu sme zvolili, pretoze predstavuje 1 cent, teda najmensiu
hodnotu, nad ktorou Iudia uvazujui a presnost na dve desatinné miesta bude pre potreby
nasej prace stacit. Uzitok vietkych jedincov je v tomto stave 958, 62 a populdcia sa usté-
lila v bode, kedy zamestnanci tvorili 78,94% celkovej populécie, podnikatelia 13,76% a
nezamestnani len 7, 3% populacie. V MATLABe sme si nechali vykreslit aj Obr. 2, fizovy
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Obr. 1: Vyvoj populécie v case
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Obr. 2: Fazovy portrét a trajektoria populécie
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portrét tohto systému spolu s trajektoriou vyvoja populacie. Prave z dovodu, ze premenna
N je zavisla od Z a P, sme sa rozhodli k problému pristupovat zjednodusene a povazovat
ho za dvojrozmerny. Fazovy portrét aj trajektoria preto znazornuju iba pohyb populécie v

dvojrozmernom poli premennych podielu poctu zamestnancov a podnikatelov v systéme.
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Kedze sa nasa populédcia nachadza na simplexe a je vzdy v sicte rovna 1, nedosiahnutelna
cast portrétu je vysrafovana. Pociatoéna populacia je na obrazku znazornena krizkom a
kone¢na populacia krizikom.

Fazovy portrét ukazuje, ze by mohlo ist o ekvilibrium E systému, kedze vsetky de-
rivacie smeruji k nemu. Takyto systém ma dva pevné body, no jeden je trividlny, ak
Z = P = 0 a ako neskor ukazeme, nestabilny. To, Ze sa naozaj jedna o pevny bod mo-
zeme lahko overit dosadenim Z = 0 a P = 0 do predpisov pre Z a P, z ¢oho dostaneme
Z = P = 0. Ak st zmeny podielov Z a P nulové, tak aj tieto podiely zostant rovnaké,
teda nulové. Ak zistime, Ze netrividlny pevny bod nasho systému je stabilny, musi ist
prave o najdené ekvilibrium, inak by do neho simulacia neskonvergovala. To, ¢i sa sku-
tocne jednd o stabilné ekvilibrium, zistime pomocou Jacobiho matice nasho systému. Do

(6) dosadime (5) a nasledne zderivujeme:
Z = —1300Z2 + 1000ZP — 70Z + 5500P

P = 1000P? — 1300ZP + 1300Z — 6570P

; oz 07 ~2600Z + 1000P — 70 1000Z + 5500
op op “1300P +1300  —1300Z + 2000P — 6570

Tato matica ma dve vlastné hodnoty. Najdené ekvilibrium tohto systému bude stabilné,
ak redlna Cast oboch tychto vlastnych hodnot bude zéporna. Podla [1] to bude platit préve
vtedy, ked Jacobiho determinant bude kladny, teda obe vlastné hodnoty maji rovnaké
znamienko a stopa bude zaporna, teda toto rovnaké znamienko musi byt zaporné. Ak je
ekvilibrium systému stabilné, tak je stratégia hrat toto ekvilibrium evoluc¢ne stabilné, lebo
po vychyleni populécie z tohto stavu sa bude k nemu populacia opéaf v case priblizovat,

¢o splita definiciu evolu¢nej stability z 1.2. Teda plati:
E € 0gss < det(J) >0Ntr(J) <0
Overime platnost podmienok.
tr(J) = —3900Z + 3000P — 6640

det(J) = 338000022 + 2000000P* — 52000007 P + 158730007 + 440000P — 6690100

Ked dosadime trividlny pevny bod Z = P = 0, tak tr(J) < 0 A det(J) < 0, teda vlastné

hodnoty maju rozne znamienko, z ktorych t4 v absolitnej hodnote véicsia ma zaporné
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znamienko. Ide teda o pevny bod typu sedlo.

Ak teraz vezmeme do tvahy, ze skimané ekvilibrium je v okoli bodu Z = 0,7894 a
P = 0,1376, tak md6zeme predpokladat, ze v skutocnom ekvilibriu £ je hodnota Z > 0,7
a kedze velkost celkovej populacie je 1, tak P < 0,3. Pre tieto predpoklady je uz Iahké
overit, ze obe podmienky na stabilitu E st splnené:

tr(J) < 0 pre lubovolné pripustné hodnoty Z a P.
To, ze det(J) > 0 vidime, aj ak zanedbdme vSetky kladné ¢leny, okrem 15873000Z. Pre

Z > 0,7 a Iubovolné pripustné P uz potom nerovnost plati trivialne.
Podmienky na evolu¢nu stabilitu st splnené, E je teda skuto¢ne evolucne stabilna stra-
tégia, ¢o potvrdzuje aj Obr. 3, na ktorom si pre lepsiu predstavu znazornené trajektorie

vyvoja populacie z vybranych kvalitativne roznych pociatoénych bodov.

Obr. 3: Trajektérie vyvoja populacie v Case
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Vidime, ze vsetky populacie skonvergovali do toho istého stabilného stavu.
Parameter v kde, ktory ovplyvnuje prevratent hodnotu elasticity dopytu a ponuky préce,

sme pre tento obrazok kvoli lepsej prehladnosti vyrazne zvysili. Trajektorie st preto hlad-
sie, lebo zmeny v populacii st pomalsie.
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2.3 Vyvodenie zaverov o pracovnom trhu

Pociato¢éna populaciu Z = 0,98, P = 0,019 a N = 0,001 sme nevybrali nahodou. Je
to priblizenie sa k stavu, aky bol v nasom hospodarstve pri pade socialistického rezimu.
Prakticky neexistovala nezamestnanost a sikromné vlastnictvo bolo do velkej miery ob-
medzené. Po liberalizacii trhu v nasej simulacii prudko vyskocil pocet podnikatelov, ¢o
napadne pripomina boom podnikania v 90tych rokoch minulého storocia. Pocet neza-
mestnanych naréastol, nakolko pre nich na trhu nebolo miesto pontkajice vacsi uzitok,
ako volny cas a podpora od statu a na otvorenom pracovnom trhu si méze clovek zvo-
lit aj moznost byt nezamestnany. Nasou analyzou sme zistili, Ze trividlne ekvilibrium
Z =P =0a N =1 je nestabilné, teda v populacii, ktoru tvoria iba nezamestnani, staci
Iubovolne malé vychylenie na to, aby sa nasli Tudia, ktori si radsej najdu pracu. Podla
nasho modelu sa teda nemusime obévat stavu, Ze nikto nechce pracovat. Dalej sme simu-
la¢ne nasli netrivialne ekvilibrium Z = 0,7894, P = 0,1376 a N = 0,073 a dokéazali sme
o nom, ze sa jednda o jediné stabilné ekvilibrium tohto systému a preto Iubovolna netri-
vialna pociatocna populédcia do neho skonverguje. Stratégia v tomto ekvilibriu je evoluéne
stabilnd, preto aj vychylenie populdcie z tohto stavu vonkajsim Sokom bude len docasné
a populécia sa opat vrati do ekvilibria. Pomer zamestnancov a podnikatelov vysiel podla
ocakavani blizky 5,5, konkrétne 5,74, ¢o je podobné aktudlnemu stavu v slovenskej eko-
nomike. Na obr.3 si mozeme tiez vSimnuf, ze vSetky trajektérie vchadzaju do ekvilibria
pozdl7 tej istej priamky. Jej sklon sa graficky zhoduje s priamkou so sklonom ﬁ? teda
je to priamka, pozdlz ktorej sa nachddzajd body s rovnovaznym podielom zamestnancov
a podnikatelov. Vsetky populdcie najprv skonverguju do tohto rovnovazneho podielu a
az potom sa vyrovnava podiel nezamestnanych na trhu. Trh teda rychlejsie reaguje na
zmeny v dopyte a ponuke prace, ako na aktudlnu nezamestnanost. Podla ndsho modelu je
teda vyrazne jednoduchsie zmenit pracu, ¢i vymenit zamestnanca, ako pracovné miesto
vytvorit alebo niekoho tplne vyhodit. Toto mézeme pozorovat aj v redlnej ekonomike,
kde sa pracovné prilezitosti menia rychlejsie, ako sa hybe dlhodobéa nezamestnanost. Po-
diel nezamestnanych na trhu prace je v nasom modeli len o pol percenta vyssi, ako bola
nezamestnanost na Slovensku v roku 2021, teda na konci obdobia, z ktorého sme cerpali
udaje na nastavenie nasho modelu. Priemerny uzitok v populécii vysiel podla oc¢akavani

okolo 1000, presnejsie 958, 62.
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7 vyssie popisané¢ho vyplyva, ze aktualny stav na trhu prace nie je akousi ndhodou, ale Ze
ak v presne popisanom matematickom modeli nastavime parametre podla aktualnych hod-
not v ekonomike, podlozend matematicka tedria a aparat teérie evoluénych hier prinesu
velmi podobny vysledok. Znamena to, ze dianie na trhu prace, ktoré popisuje moderna
ekonomia, sa da s rovnakymi principmi, ako napriklad maximalizacia 1zitku, odévodnit

aj presne matematicky.
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3 Model trhu s nehnutelnostami

V tejto kapitole zostrojime a nasledne budeme skimat model trhu s nehnutelnostami.
Podobne ako v kapitole 2 a v stlade s cielom nasej prace, aj tu na zostrojenie modelu
vyuzijeme teoriu odvodent v kapitole 1. Model nasledne zanalyzujeme a v podkapitole 3.3
zosumarizujeme prislusné zistenia. Tieto budu blizke empirickym pozorovaniam, ¢im uka-
zeme, ze dianie na trhu nehnutelnosti je vdaka evolu¢no-hernému aparatu matematicky
popisatelné. Naplnime tak aj druhy ciel nasej prace.

Na rozdiel od predoslého modelu pracovného trhu, tu budi pritomné dve populacie,
pricom v kazdej z nich budeme uvazovat tie isté dve cisté stratégie - kupif a nekupit.
Prvou populéciou budu takzvani mladomanzelia, jednoducho ¢lovek alebo Tudia, ktori si
chct kupif nehnutelnost, lebo si chct zalozif vlastné byvanie. Tiito kiipu musia uskutoc¢nit
z objektivnych dévodov, aby mali kde byvat. Prislusnici tejto populacie sa mozu rozhod-
nut si nehnutelnost za aktualnu cenu kupit alebo zvolit akciu nekipit a s kipou este
pockat. Podiel mladomanzelov, ktori si uz nehnutelnost kupili, z celkovej populacie mla-
domanzelov, budeme znacit M. Specialitou tohto modelu bude, Ze podielu M nedovolime
klesat. V pripade teériou replikdtorov odporucaného poklesu M zmenime pri numerickom
rieeni M na rovné 0. Tym modelujeme spravanie sa tejto skupiny ludi na redlnom trhu s
nehnutelnostami, nakolko tito ich chci kupit pre seba a uz nepredat, ale v nej byvat. Ak
cena nie je prilis vysokd, stale viac mladomanzelov nakupuje nehnutelnosti a ak uz cena
prekroc¢i maximalnu, ktort st ochotni zaplatif, premietne sa to do ich zaporného uzitku a
teda kupu neuskutoc¢nia. Druht populéciu bude v nasom modeli tvorif skupina jedincov,
ktort nazveme Spekulanti. Tento typ tcastnikov trhu s nehnutelnostami ich chce kipit, len
ak v tom vidi investiény zmysel. Ak bude cena nehnutelnosti dostatoc¢ne rychlo rast, tak
vidina zisku z kipy a nasledného predaja za lepsSiu cenu bude pohanat cast Spekulantov
ku kupe. Podiel tych spekulantov, ktori v nasom modeli aktualne vlastnia nehnutelnost,
ozna¢ime S. Plati M, S € RAM, S € (0,1). Aj tu plati, ze ak podiel niektorej zo stratégii
bude rovny 0, bude sa populacia pohybovat na mnozine nizsiecho rozmeru. Vyplyva to z
odvodenia v 1.2. Budeme sa preto tymto pripadom zaoberat iba okrajovo. Pre kazdua z
tychto dvoch stratégii vytvorime v nasledujicej podkapitole 3.1 funkcie uzitoc¢nosti. Tieto
by mali zodpovedat mnozstvu usetrenych financii v pripade mladomanzelov a mnozstvu

zarobku ziskaného spekulativnym obchodom spekulantov.
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3.1 Funkcie uzito¢nosti zaujemcov o kiipu nehnutelnosti

Nech cena kazdej nehnutelnosti na zaciatku je 100000. Predpokladajme, ze ak by si vsetci
mladomanzelia aj vSetci Spekulanti kupili nehnutelnost, ich cena by z dovodu vysokého
dopytu vzrastla na dvojnasobok, teda 200000. V modeli budeme uvazovat, Ze cena rastie s
podielom jedincov, ktori si uz kipili nehnutelnost linedrne. Z toho dostdvame nasledujici
vztah medzi cenou nehnutelnosti P a podielmi M a S. Lahko vidime, Ze tento vztah spliia

vsetky nan kladené poziadavky.
P = 100000 + (M + S) - 50000

Uvazujme, ze mladomanzelia st ochotni kiipit nehnutelnost, len ak je jej cena mensia alebo
rovnd 160000€. Vyplyva z toho, ze ak uz si v sicte aspon 60% jedincov z oboch populécii
kipi nehnutelnost, dalsi mladomanzelia si ju uz nebudi moct dovolif. Toto ohrani¢enie ma
prirodzeny zaklad v tom, ze Iudia hladajuci si prvé samostatné byvanie spravidla nemaju
vela penazi a su limitovani napriklad hypotékou. Jednoducha funkcia uzitoc¢nosti, ktora
zdrover spliia tito poziadavku, je linearna funkcia, kde tzitok z kiapy nehnutelnosti je
priamo tmerny mnozstvu usetrenych penazi. Funkcia uzito¢nosti pre mladomanzelov ma
teda tvar:

urr (M, S) = 160000 — P

Dosadime za P a upravime:
upr (M, S) = 160000 — [100000 + (M + S) - 50000]

upr (M, S) = 60000 — (M + S) - 50000

Toto je samozrejme uzitok, ak sa rozhodnt zvolit akciu kiupif nehnutelnost. V pripade, ze
zvolia akciu nekupit, ich Gzitok bude 0. Spekulanti sa snazia zarobit peniaze §pekulativnym
obchodom, ¢ize kupit nehnutelnost lacnejsie, ako ju predaju. Kipu budu teda ochotni
uskutocnit, len ak bude cena nehnutelnosti rast, lebo vtedy je velkd nadej na zbohatnutie
pomocou tejto transakcie. Cena nehnutelnosti rastie, ak sa zvysuje podiel Tudi na trhu,
ktori si nehnutemost uz kupili. Dalej, ak by kazdy $pekulant ¢erstvo kiipend nehnutelnost
hned predal, ni¢ by nezarobil. Tiez nie je mozné, aby sa vsetky tikony s kiipou a predajom
nehnutelnosti vyriesili okamzite. Do jeho funkcie uzitocnosti preto zakomponujeme aj

casovy interval, o ktorom si Spekulant mysli, ze sa bude trh spravat tak, ako sa sprava
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prave teraz, Cize cena rastie a vidina zisku je vysoka, a za ktory stihne uskutoc¢nif kipu aj
predaj. Zmena ceny bude teda nasobena 10 na znak toho, Ze spominany casovy interval
mé dlzku asi 10 ¢asovych jednotiek, ¢o méZeme v numerickom rieeni chipat zhruba
ako 10 mesiacov. Spekulanti maji vSak obvykle aj iné moznosti zarobku a obchod s
nehnutelnostami nie je jediné, ¢o mozu so svojimi peniazmi urobif. Ak by ich neminuli na
kupu, ale ich investovali do akciovych fondov, mohli na tom zarobit. Budeme teda od zisku
z kipy odcitavat 5% minutych penazi, ¢o bude predstavovat usly zisk z vynosov. Vsetky

spomenuté poziadavky vie najjednoduchsie uspokojif nasledujica funkcia uzitocnosti:
ug(M,S) =10 - (M + S) - 50000 — [100000 + (M + S) - 50000] - 0.05

Ak hraci v populécii Spekulantov zahraju akciu nekupit, ich uzitok uréime ako 0, kedze nic¢
nové so svojimi peniazmi nerobia. Zisk z investovania nevyuzitych finanénych prostriedkov
uz je zaratany ako usly zisk pri akcii kupit.

Odvodili sme teoreticko-herny model, v ktorom st dve populécie hracov - mladoman-
zelia a Spekulanti. Mozné akcie pre hrac¢ov z oboch populdcii su s = {kupit, nekupit} a

funkcie uzitoc¢nosti pre prislusné typy hracov si:
up (M, S) = 60000 — (M + .S) - 50000
ug(M,S) =10 - (M + S) - 50000 — [100000 + (M 4+ S) - 50000] - 0.05 (7)
ak hraci zvolia akciu kupit a
upy =ug =0

ak hraci zvolia akciu nekupit.

Podobne ako v kapitole 2, aj tu teraz aplikujeme poznatky z tedrie evoluénych hier.
Dosadime funkcie uzito¢nosti (7) pre oba typy jedincov do rovnice dynamiky replikétora
(4), odvodenej v podkapitole 1.2. Vyplata priemernej populacie tu bude znacéne zjedno-

dusena, vysvetlenie ponikame nizsie.
M =M - [up (M, S) — M -up (M, S)]
S =S [us(M,S)—S-us(M,S) (8)

KedZe jedinci voliaci akciu nektpit maju uzitok rovny 0, ich ¢leny zo vztahu pre dynamiku
replikdtora v tychto populacidach vypadli. VSimnime si, Ze na rozdiel od modelu pracov-

ného trhu v casti 2.1, populacie mladomanzelov a Spekulantov st na prvy pohlad na sebe

30



nezévislé. Ano, funkcie uZitotnosti uy a ug uz zavisia aj na podiele jedincov z druhej
populécie, no samotnd dynamika replikatora medzi sebou porovnava iba vyplaty existu-
jucich stratégii z danej jednej populacie. Toto je dosledok toho, ze v predoslom modeli
bola len jedna spolo¢néd populacia a 3 rozne stratégie, zatial ¢o tu si dve populéacie po
dve stratégie. Podiel mladomanzelov teda zavisi na prvy pohlad iba na tom, akt vysoku
vyplatu maju ti mladomanzelia, ktori by nehnutelnost kupili teraz, oproti tym, ktori by
ho za aktudlnu cenu nekupili. Nezavisi priamo od vyplat Spekulantov. Podobne podiel
Spekulantov zavisi len od vyplat tych, ktori by nehnutelnost kipili, v porovnani s vypla-
tou tych, ktori by ju nekupili, nie od vyplat mladomanzelov. Skimanim tohto modelu a

stabilitou jeho riesenia sa bude zaoberat kapitola 3.2.

3.2 Simulécie a analyza modelu trhu s nehnutelnostami

Model vytvoreny v predchadzajicej podkapitole sme numericky implementovali v prog-
rame MATLAB. Pociatoény podiel jedincov v oboch populéacidch, ktori uz nehnutelnost
vlastnia, sme zvolili velmi nizky, aby sme vytvorili situdciu na trhu, ked sa postavi novy
bytovy komplex a ide sa predavat, alebo ked pride nova vina mladych ludi, ¢o prave skon-
¢ili stuadium a hladajua si byvanie. Podiel M sme zvolili rovny 0,01 a podiel S = 0,05, teda
takmer ziadny mladomanzelia nevlastnia nehnutelnost a iba malé mnozstvo predvidavych
spekulantov vlastni nehnutelnost. Opéat pripomenieme, ze kvoli spravnemu fungovaniu
aparatu tedrie evoluénych hier pri numerickom modelovani takychto populécii musime v
kazdom okamihu zarucit nenulovost vSetkych moznych stratégii. Simuléacia skoncila, ked
medzigeneraéné zmeny v oboch populaciach boli pod zvolenou toleranciou, ¢o bolo po
asi 180 generaciach. Kvoli prehladnosti grafu sme sa vsak rozhodli vykreslit ¢asovy vyvoj
populécii iba pre prvych 130 generécii, nakolko zvysok ¢asu uz obe populécie len velmi
pomaly konvergovali do konecného stavu. Zaznamenany vyvoj oboch populacii v ¢ase mo-
zeme vidiet na Obr. 4. Casovy vyvoj populécii vieme jasne rozdelit na dve ¢asti. V prvej
sa populacia mladomanzelov s kiipenou nehnutelnostou zvysila na ~ 0,6 a zostala bez
zmeny dlht dobu, zatial ¢o podiel Spekulantov prudko vyskocil az na tiroven, kedy takmer
vsetci vlastnili nehnutelnost, ¢o vyhnalo cenu nehnutelnosti nad maximalnu droven, kedy
su si este mladomanzelia ochotni ju kupit. V druhej casti sa uz neoplatilo spekulantom

nehnutelnost vlastnit, kedze jej cena nerastla, a predali ju, ¢im jej cena klesla, a zvysok
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Obr. 4: Vyvoj populécii v ¢ase
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mladomanzelov si mohol opéat dovolit jej kipu. Vysledny stav bol M =1 a S = 0. Trend

vyvoja ceny nepriamo popisany vyssie vidime presne na Obr. 5.

Obr. 5: Vyvoj ceny nehnutelnosti v case
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Napriek tomu, ze dosiahnuty konec¢ny stav populacii sa javi ako stabilny, tuto sku-

tofnost si teraz overime analyticky. Do dynamik replikdtorov (8) pre populdcie v nasom
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modeli dosadime funkcie uzitocnosti oboch typov jedincov (7):
M = 50000M° + 50000M2S — 110000M? — 50000M S + 60000 M

—25-10°M35% — 25 - 10°M2S3 + 25 - 109M3S + 80 - 109M32S? + 25 - 10°M S?
—55-10°M2S — 54999997500M S2 + 250053 + 29999997500M S + 250052 — 50005
50000052 — 5000005 + 1

Teraz zderivujeme M a S postupne podla M a S, aby sme dostali Jacobiho maticu, ktorg

S:

bude neskor sluzit na skimanie stability ndjdeného riesenia systému:

OM  OM

ool oo a b
T=1% o]~

M 05 c d

Pre velkost ¢lenov Jacobiho matice sme sa rozhodli ich kvoli ¢itatelnosti napisat zvlast:
a = 150000M? + 100000M S — 220000M — 500005 + 60000

b = 50000M? — 50000

—75-10°M2%S%? — 50 - 10°M S3 + 75 - 10°M3S + 160 - 10°M S?
_ +25-10°5% — 110 - 10°M S — 5499999750052 + 299999975005
= 50000052 — 5000005 + 1

(=50-10°M?3S—75-10°M?S5?+25-10° M> +160-10° M*S+75-10° M S* —55-10° M >+ 750057
—109999995000 M S+29999997500 M 450005 —5000)-(5000005% —5000005+1) — (—25-10° M > S*
—25-10°M328% +25-10°M3S + 80 - 10°M2S? + 25 - 10°MS® — 55 - 10°M2S + 25005°

. —54999997500M 52 + 29999997500M S + 250052 — 50005) - (10000005 — 500000)
B (50000052 — 5000005 + 1)2

Jacobiho matica J, popisujtca nas systém diferencialnych rovnic, ma dve vlastné hod-

noty. Kone¢ny stav populdcii ndsho modelu M = 1 a S = 0 je pevny bod tohto sys-
tému prave vtedy, ked pre vlastné hodnoty J plati, Ze ich realne ¢asti si mensie ako 0.
Analogicky ako v predchadzajicom modeli z podkapitoly 2.2, aj tu vyuzijeme na dokaz

zapornosti realnych ¢asti oboch vlastnych hodnét Jacobiho matice J skutoc¢nost, ze:
Re(A) A Re(Xe) <0< det(J) >0Atr(J) <0
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Do J dosadime hodnoty M =1 a S = 0 a overime platnost tohto tvrdenia:
det(.J) = (150000 — 220000 + 60000)(25 - 10° — 55 - 10° + 29999997500 — 5000) — 0

det(.J) = (—10000) - (—=7500) = 75000000 > 0
tr(J) = 150000 — 220000 + 60000 + 25 - 10° — 55 - 10° + 29999997500 — 5000
tr(J) = —10000 — 7500 = —17500 < 0

Vidime, Ze obe podmienky s splnené, ¢o dokazuje, Zze dany bod je naozaj pevnym bo-
dom sustavy diferencialnych rovnic popisujicich nas model trhu s nehnutelnostami. Z
toho vyplyva, ze existuje jeho pozadované okolie v silade s definiciou evolucne stabilnej
stratégie z 1.2, teda pre hracov v populacii mladomanzelov je evolu¢ne stabilnou stra-
tégiou hraf akciu kupif s pravdepodobnostou 1 a pre hracov v populécii Spekulantov je
evolucne stabilnou stratégiou hraf akciu nekupit s pravdepodobnostou 1. Okrem pevného
bodu M =1 a S = 0 existuje pre tento systém diferencialnych rovnic este aj trividlny
pevny bod M = 0 a S = 0. Toto mdézeme lahko overit dosadenim M = 0 a S = 0 do
predpisov pre M a S, z ¢oho dostaneme M = S = 0. Ak st zmeny podielov M a S nulové,
tak aj tieto podiely zostani rovnaké, teda nulové. Stabilitu tohto pevného bodu vysetrime

dosadenim M =0 a S =0 do J a overime, ¢i plati det(J) > 0 Atr(J) < 0:
det(.J) = 60000 - (—5000) — 0 = —300000000 < 0

tr(J) = 60000 — 5000 = 55000 > 0

Vidime, ze podmienky stability splnené nie s, teda Tubovolne malé vychylenie spdsobi
divergenciu populacii od tohto pevného bodu.

Zostava urcit, ¢i vSetky pociatocné populacie konverguju do stabilného pevného bodu
M =1a S = 0alebo nie. Na toto nam bude stacit nasledujica tivaha. Podiel Spekulantov,
ktori si kuipia nehnutelnost rastie, iba ak rastie celkovy podiel jedincov, ktori si aktualne
kupujti nehnutelnost. Toto sa vsak nemoze diat donekonecna, kedze z funkcie uzitocnosti
ug je implicitne definovand minimalna kladna rychlost rastu M + .5, odrazena od 0, ktora
je potrebna na to, aby rastol podiel S. Ak S rastie, tak podiel jedincov v oboch po-
pulaciach, ktori vlastnia nehnutelnost, musi teda v kone¢nom case dosiahnuf maximum.

Podiel S potom uz nebude moct stupat. Podiel M sme definovali ako neklesajuci a z uy,
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vieme, ze M rastie, iba ak M + S < 1,2, lebo iba vtedy je uy; > 0. Akondhle teda M + .S
presiahne troven 1,2, M prestane rast. V konecnom case sa zastavi aj rast S a ked sa
rast oboch zastavi, S zacne klesat. Ked klesne M + S pod 1,2, tak si nenulové mnozstvo
mladomanzelov kupi nehnutelnost, M zacne rast a tento teoreticky cyklus sa moze zacat
znovu. Vzdy sa pri tom vSak M priblizi k 1, teda populacia mladomanzelov musi kon-
vergovat do 1. Tato konvergencia je len prerusovana zdvihnutim ceny Spekulantami. Ked
uz bude v populécii podiel mladomanzelov blizky M = 1, tak nebude mat ¢o sposobit
dostatocne prudky pociatocny narast jedincov kupujuicich si nehnutelnost, teda .S nebude
moct zacat rast, ¢ize skonverguje do 0. Vidime, ze Iubovolna pociatoéna populacia, pre
ktoru plati M, S € (0, 1), musi skonvergovat do ekvilibria ndsho modelu M =1, S = 0.
Trajektoriu vyvoja podielov jedincov vlastniacich nehnutelnost v oboch populaciach

mozeme pre nami skimany pociatocny stav M = 0,01 a S = 0,05 vidiet na Obr. 6.

Obr. 6: Trajektéria vyvoja populécii v Case
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Krizky v grafe zndzortiujt stav v jednotlivich generdcidch. Ich hustota pozdlz trajektérie

nam dodava informéaciu, ako rychlo sa populacie hybali.

3.3 Vyvodenie zaverov o trhu s nehnutelmostami

V casti 3.2 sme dokazali, Ze jediny stabilny pevny bod nasho modelu trhu s nehnutelnos-

fami je bod M =1 a S = 0, ktory je zaroven evolucne stabilnou stratégiou pre populéciu
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mladomanzelov, aj spekulantov. To znamena, Ze Iubovolna pociatoéna populacia, ktord
splita M, S € (0, 1) konverguje do tohto ekvilibria. Z tohto a aj z ivahy na konci predosle]
podkapitoly dostavame, ze hnacou silou na trhu s nehnutelnostami st mladomanzelia a
trh sa dostane do stabilného stavu, ked vsetci jedinci z populacie mladomanzelov uspokoja
svoj dopyt. Spekulanti na trhu sposobujii iba doc¢asné obdobia umelého zvySovania cien
nehnutelnosti kvoli vidine zisku, ¢o spomaluje konvergenciu k trhovej rovnovahe. Ked na
trh prisla nova ponuka nehnutelnosti, mladomanzelia ich zacali okamzite nakupovat, lebo
boli za vhodni cenu. Rast cien nehnutelnosti sposobil prudky narast zaujmu sSpekulan-
tov o kupu nehnutelnosti, ¢o este viac urychlilo rast cien. Za takuto vysokd cenu uz si
mladomanzelia nedokézali nehnutelnost kupit, no cena aj nadalej rastla, lebo stale dalsi
Spekulanti nehnutelnosti kupovali kvoli rasticej cene, ¢o opat navysovalo cenu. Nehnu-
telnosti boli v tomto bode simulacie vysoko nadhodnotené kvoli Spekulantom a na trhu
vznikla takzvana bublina. Ked uz si vSetci Spekulanti kupili nehnutelnost, nemal si ich
kto dalsi kupovat, ¢o zastavilo rast ich ceny. Toto sposobilo prasknutie cenovej bubliny na
trhu a Spekulanti zacali nehnutelnosti vo velkom predavat. Po tom, ¢o cena opat klesla
pod troven, kedy st mladomanzelia ochotni kipit si nehnutelnost, zacali tito opat volit
akciu kupif, c¢o sice zase zdvihlo ceny nehnutelnosti, no narast uz nebol taky prudky, aby
to Spekulanti vyhodnotili ako prilezitost zbohatnuf. Trh sa ustalil po tom, ako si vSetci
mladomanzelia kipili nehnutelnost. Tento scenar mozeme vidiet aj v realite, kde sa ceny
nehnutelnosti spravaji podobne, ako na Obr. 5. Nas model pontika vysvetlenie takéhoto
spravania sa trhu. Ludia, ktori si potrebuju kipit byt alebo dom na osobné uzivanie nala-
kaju do tohto odvetvia spekulativnych investorov, ktori umelo nafiknu ceny. Tato situacia
moze zajst az do extrému, kedy ti, ¢o si pévodne chceli nehnutelnost kipit z objektivnych
pri¢in na to nemaju dost penazi, no ceny aj nadalej rasti a vznika cenova bublina. Ked si
to tcastnici trhu, ¢o st v tomto bode hlavne Spekulanti, uvedomia, zac¢ni nehnutelnosti
predavat, bublina praskne a ceny klesnti. Trh sa neskdr postupne dostane do stabilného

stavu a cena dosiahne optimum.
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4 Model trhu ojazdenych aut

Néaplnou kapitoly bude odvodenie a nasledné skimanie modelu trhu ojazdenych aut. Opét
pomocou teodrie evoluénych hier, odvodenej v 1. kapitole, zostrojime v casti 4.1 funkcie
uzitocnosti jedincov vstupujicich do modelu a z nich odvodime systém diferencialnych
rovnic, ktory bude popisovat vyvoj populacie tohto modelu v ¢ase. Funkcii uzito¢nosti
budu dve sady, aby sme mohli ukézat, ako maximalizacia zisku na rozne dlhy horizont
ovplyvni spravanie sa jedincov v populacii. Neskor v 4.3 podrobne popiseme vysledky
simulécii, uskutocnené v programe MATLAB a pre vybrant sadu funkcii uzito¢nosti vy-
Setrime stabilitu prislusného systému. Nakoniec v podkapitole 4.4 vyvodime zo ziskanych
vysledkov zavery o tom, ako horizont posobenia na trhu ovplyvnil populdciu predajcov

ojazdenych aut a zhrnieme poznatky ziskané nasou analyzou.

Rovnako, ako v predoslej kapitole 3, populaciu budi v tomto modeli tvorit dve sa-
mostatné populacie jedincov, ktoré sa navzajom ovplyvnuju. Prvi populaciu budu tvorit
kupujuci, ¢ize jedinci, ktori si chci kipit ojazdené auto. Tito sa rozhoduju, ¢i si kipia
skontrolované auto za pevni cenu alebo neskontrolované auto. Cena neskontrolovaného
bude nizsia, ale budu riskovat, ze predajca z auta predtym vymontoval niektoré sicias-
tky, aby ich mohol zvlast predat a zvysit tak svoj zisk. Nech skontrolované ojazdené auto
stoji 20000. Cenu sme urcili ako konstantni, lebo predpokladame, ze takéto auta preda-
vaju stali a hodnoverni predajcovia. Ak sa zaujemca o kipu ojazdeného auta rozhodne
pre neskontrolované, moze oproti skontrolovanému usetrif. Cena neskontrolovaného auta
sa bude linearne odvijat od dopytu, nakolko tento trh je viac zivelny a ziadny ucastnik
trhu presne nevie, ako ocenif riziko kiupy nekvalitného automobilu, teda takého, z kto-
rého boli vymontované siciastky. Druhou populdciou budu predajcovia neskontrolovanych
ojazdenych aut. Z rovnakych dovodov, ako sme uz spominali, by modelovanie na trhu so
skontrolovanymi autami nebolo také zaujimavé, preto budeme skiimaf iba odvetvie trhu s
neskontrolovanymi autami. Predajca sa moze rozhodnit, Ze z predavaného auta este vy-
montuje niektoré kvalitné suciastky tak, aby to kupujuici na prvy pohlad nevedel rozoznat
a on ich bude moct este spenazit na trhu s nahradnymi dielmi. Ak to urobi, zarobi okrem
kupno-predajnej ceny aj 3000 za predaj tychto suciastok zvlast. Ak si vsak kupujuci kapi
auto, z ktorého boli vymontované suciastky, po istom case pouzivania si to vsimne a bude

musiet na jeho uvedenie do dobrého stavu zaplatit az 5000. Okrem nakupu vymontova-
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nych suciastok v hodnote 3000, ich navyse bude musiet zhanat a zaplatit mechanika, ¢o
ich vymeni. Tuto prifaz v hodnote 2000 predavajici nema, pretoze predpokladame, ze
sa v tejto oblasti vyzna a vsetko je pre neho lahsie, ak sa pre vymontovanie suciastok
sam rozhodne. V tomto modeli budeme uvazovat populdciu kupujicich dynamicku, teda
ze ak si v jednej generacii uz auto kupia, z trhu odidu, no nahradi ich rovnaky pocet
novych zaujemcov o kupu ojazdeného automobilu. Populaciu teda nebudu tvorit kon-
krétni jedinci, ako tomu bolo v predoslom modeli trhu s nehnutelnostami z kapitoly 3, ale
populédcia bude vyjadrovat len podiel zastupenia jednotlivych stratégii medzi jedincami.
Naopak, populacia predavajicich bude stala. Budi sa teda spravat, ako by predavali viac
aut, ¢ize jedincami v populacii predajcov budia autobazare. Opéf to ma byt v silade s
tym, ze predavajuci sa v tomto odvetvi trhu vyzna a ma moznost zvolit nekali praktiku

vymontovania kvalitnych suciastok z prave predavaného auta.

4.1 Funkcie uzitoc¢nosti predavajiucich a kupujtacich

Cenu neskontrolovaného auta uréime vztahom 1000+ 19000- K, kde K je podiel jedincov v
populécii zaujemcov o kiipu ojazdeného auta, ktori sa rozhodnu kipit si neskontrolované
auto. Konstanta 1000 zase vyjadruje, Ze ak by aj nikto neskontrolované auto nechcel, pre
predajcu ma stale nejakti hodnotu a nepreda ho zadarmo, ¢o mozeme pozorovat aj v re-
alnom svete. Aj ked niektoré ojazdené auta nikto nechce, ich cena sa uz dalej neznizuje a
jednoducho sa nepredaji. Predavajuci totiz moze toto auto vyuzit na nieco iné, ¢okolvek
aspon nenulovo prospesné, napriklad ako zamknuty odkladaci priestor. Vidime, Ze s dopy-
tom rastie aj cena, ¢o je prirodzené. Uzitok, ktory buda mat kupujici, vy&islime pomocou
mnozstva penazi, ktoré usetria, oproti kupe skontrolovaného auta. Kupujuci vsak bude
pritom prihliadat na o¢akavanu cenu auta, teda ze s pravdepodobnostou 1 — P bude mu-
siet zaplatif este 5000 za vymenu dielov, ak si kipi nekvalitné auto, teda také, z ktorého
predajca vymontoval stuciastky. P je podiel poctivych predajcov na trhu a 1 — P je po-
diel tych, ktori vymontovavaji z nimi predanych aut suciastky. Na nepoctivého predajcu
preto narazi kupujuici s pravdepodobnostou 1 — P. Kedze populacia kupcov je dynamicka,
na trhu je dostupna informécia, aky podiel predajcov predava kvalitné neskontrolované
a aky podiel predava nekvalitné neskontrolované auta. Funkcia uzitocnosti zaujemcov o

ojazdené auto bude teda ocakavana tspora penazi, oproti kiipe skontrolovaného, ¢ize isto
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kvalitného auta za 20000.
ug (K, P) = P[20000 — (1000 + 19000K)] 4+ (1 — P)[20000 — (1000 + 19000K") — 5000]

ug (K, P) = P(19000 — 19000K) + (1 — P)(14000 — 19000K)

Uzitok preddvajicich, ktorf nevymontuji z auta siéiastky, je jednoducho mnozstvo petiazi,
ktoré ziskaju z predaja.

upn (K, P) = 1000 + 19000 K

Uzitok predévajicich, ktorf vymontuji z auta stdiastky, je cena samotného auta, plus

3000 za predaj suciastok na trhu s ndhradnymi dielmi.
upy (K, P) = 1000 + 19000K + 3000

upy(K, P) = 4000 + 19000 K

Model, kde budeme pouzivat takuto funkciu uzitocnosti pre nepoctivého predavajiceho,
nazveme M.

Ked porovname up, a up,, vSimneme si, ze nepoctivi predajcovia maju vzdy vyssi
zisk, ako poctivi. Takyto model bude preto konvergovat do stavu, kde vSetci predavajuci
vymontovavaju z aut suciastky a zo strany kupujtcich bude o neskontrolované auta taky
zadujem, aby vysledna cena bola 15000, teda boli oproti skontrolovanym lacnejsie presne
o taku sumu, akd musia do auta este investovat, aby bolo rovnako dobré. Takyto mo-
del nebude velmi zaujimavy a neskor v casti 4.3 eSte dokazeme, ze takéto spravanie sa
predajcov je navyse neoptimalne a funkcia uzitocnosti nie dostatoéne odzrkadluje maxi-
malizdciu zisku predajcami. Zavedme preto modifikovanu funkciu uzitocnosti nepoctivych
predajcov, ktora v sebe zohladnuje pokles zaujmu kupujicich o neskontrolované auta a
teda aj ich ceny, vyvolany vymontovavanim suciastok. Efekt poklesu zaujmu kupcov o ne-
skontrolované auta zohladnime tym, ze up, vynasobime K. Bez vymontovavania by totiz
K konvergovalo k 1, teda cena by bola vyssia a zarobili by viac ako za zvlast predané

stuciastky. S vymontovavanim vsak bude klesat, ¢o sa odrazi na tuzitku predajcov.
up, (K, P) = K(4000 + 19000K)

Model, kde budeme pouzivat tito modifikovani funkciu uzitocnosti pre predavajiceho,

ktory vymontovava stuciastky z nim predavanych dut, nazveme M*.
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Odvodili sme 2 evoluéno-teoreticko-herné modely - M a M*, ktoré oba maju dve
populéacie hracov. Prvou populaciou si v oboch modeloch kupujuci, ktori maji zaujem
o kipu ojazdeného auta. Mnozina akcii, ktoré si mozu zvolit je sx = {neskontrolované,

skontrolované}. Ich funkcie uzitocnosti si:
ug (K, P) = P(19000 — 19000K) + (1 — P)(14000 — 19000K)

ak zvolia akciu neskontrolované a

UKZO

ak zvolia akciu skontrolované.
Druhou populaciou su v oboch modeloch predavajuci, ktori sa snazia spenazit neskontrolo-
vané ojazdené auto. Mnozina akcii, ktoré mozu predajcovia zvolit je sp = {nevymontovat,

vymontovat}. Ich funkcie uzito¢nosti si:
wpn (K, P) = 1000 + 19000 K
pre oba modely, ak zvolia akciu nevymontovat,
upy(K, P) = 4000 + 19000K
pre model M, ak zvolia akciu vymontovat a
Up, (K, P) = K (4000 + 19000K)

pre model M*, ak zvolia akciu vymontovat.

Analogicky, ako v predoslych kapitolach, na modely M a M* aplikujeme nami odvo-
dentl tedriu z kapitoly 1 a prislusné funkcie uzitocnosti dosadime do vztahu (4) z casti 1.2.
Pripomenme este, ze budeme sledovat vyvoj K a P, teda podielov stratégie kupujucich,
ktori sa rozhodnu pre kipu neskontrolovaného auta a stratégie predavajucich, ktori sa
rozhodnt z predavaného auta nevymontovat suciastky. Pre model M dostaneme systém

diferencialnych rovnic nasledujiceho tvaru:
K=K -[ug(K,P) — K - ug (K, P)]
P =P |upy(K,P)— P -up,(K,P) — (1 —P)-up,(K,P)]
Pre modifikovany model M* dostaneme nasledujuci systém diferencialnych rovnic:
K =K - |[ug(K,P) — K - ug(K, P)]
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P =P lupy(K,P) = P-upy(K,P) = (1= P) - u},(K, P)] 9)

Porovnaniu modelov M a M* sa budeme venovat v dalsej podkapitole 4.2. Lepsi z tychto
dvoch modelov potom podrobnejsie zanalyzujeme a vysetrime jeho evoluénu stabilitu v

Casti 4.3.

4.2 Porovnanie modelov kratkodobej a dlhodobej optimalizacie

Systémy diferencidlnych rovnic, podla ktorych sa spravaji populacie modelov M aj M*
sme implementovali v programe MATLAB. Pociatocné populécie sme zvolili rovnaké a sice
K =0,01a P =0,5. To zodpoveda situacii, kedy sa trh s neskontrolovanymi autami prave
rozbieha, kupcov zaujimajucich sa o tuto stratégiu je zatial méalo a predajcovia sa nevedia
rozhodnuf, ¢i vymontovavat, alebo nevymontovavat siciastky. Opéat z dévodov spravneho
fungovania aparatu teérie replikdtorov sme museli zvolit K, P € (0,1). Simuldcie sme
ukon¢ili vzdy po rovnakom pocte iteracii, ktory bol zvoleny tak, aby sa v ¢ase ukoncenia
populédcie hybali rychlostou o niekolko radov nizsou ako je presnost modelu. Vysledni
trajektoriu populécii v jednotlivych modeloch mozeme vidiet na nasledujtcich obrazkoch,
pricom pociatocna populacia je znazornend krizkom a kone¢na populacia krizikom. Modré

sipky na obrazkoch reprezentuju fazovy portrét daného systému. Ako vidime aj na obr. 7,

Obr. 7: Trajektéria vyvoja populacii modelu M
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populéacie dokonvergovali podla ocakavani z predchadzajtcej podkapitoly 4.1 do bodu na
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Obr. 8: Trajektéria vyvoja populécii modelu M*
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hranici pripustnej mnoziny, kde K = 0.7368 a P = 0. Samozrejme, do bodu, kde P = 0,
moze populacia v evoluéno-teoreticko-hernom modeli dokonvergovat iba za nekoneény
¢as, no po zaokruhleni numerického riesenia z programu MATLAB sme dostali 0. Cena, za
ktort sa predavaju v tomto bode neskontrolované auté je 15000 a kedze vsSetci predavajici

hraju rovnaku stratégiu vymontovat, priemerny zisk medzi predajcami je:
up = 15000 + 3000 = 18000

Z obr. 8 vidime, ze populacie modelu M* skonvergovali do vntutorného bodu. Uz len z
tohto pohladu je tento model zaujimavejsi na hlbsie skiimanie. Populacie dokonvergovali
do stavu K = 0,8513 a P = 0,4349. Kupno-predajna cena neskontrolovanych aut je
pritom 17174,68. Zhruba 43,5% predavajucich teda zaraba na predaji menej, ako keby
vymontovavali z preddvanych dut suciastky. Zvysnych 56, 5% predajcov vsak zardba vdaka
vymontovavaniu suciastok az 17174, 68 4+ 3000 = 20147, 68, c¢o je vyrazne viac, ako 18000
z modelu M. Aby sme vedeli oba modely dobre porovnat, musime vypocitat priemerny

uzitok predavajucich z modelu M*.
up =0,4349 - 17174,68 40,5651 - 20174, 68 = 18869, 87

Vidime, Ze up > up, teda ak predajcovia beri do tivahy dlhodoby horizont a prispésobuji

svoju stratégiu tomu, aby vymontovavanim suciastok prilis neznizili cenu v budicnosti
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predavanych aut tym, ze odradia kupujucich predajom nekvalitnych aut, tak dosiahnu
v priemere vyssi uzitok. Toto dolezité zistenie nam ukazuje, Ze trh s neskontrolovanymi
ojazdenymi autami sa sprava istym sposobom podobne, ako kartel. Cast populécie preda-
vajucich zardba menej, ako by mohla, aby zvysok zarobil este viac. Aby naozaj nemuselo
dochadzat k vymene zisku medzi jednotlivymi predajcami, moze kazdy predajca vymon-
tovavat suciastky len z 56,5% nim predanych aut a zarobi tak dlhodobo viac, ako keby
vymontovaval suciastky zo vSetkych nim predanych aut. Samozrejme kratkodobo sa kaz-
dému predavajucemu oplati vymontovavat siciastky zo vsetkych aut a preto su kartelové
dohody nestabilné. V modeli M sme nastavili funkciu uzitocnosti predavajicim tak, aby
isli za vyssim okamzitym ziskom, ¢o by viedlo k poruseniu nepisanej kartelovej dohody. V
modeli M* sme modifikovali ich funkciu uzito¢nosti tak, aby maximalizovali budtci zisk
a vidime, Ze sa to predavajicim naozaj oplati a zarobia viac. Z dovodov vyssej zaujima-
vosti modelu M* a hlavne vyssieho uzitku predajcov v nom sa budeme v podkapitole 4.3
venovat podrobnejsim simuldciam a analyze prave modelu M*.

Zaujimavou skutocnostou vsak je, ze aj napriek modifikovanej funkcii uzitocnosti je v
optime modelu M* priemerny tuzitok medzi predavajicimi nizsi, ako by bol, keby nikto
z aut suciastky nevymontovaval. Vtedy by sa vsetky autd predavali za maximalnu cenu,
ktoru st kupujuci ochotni zaplatif a to 20000. V M* teda predavajuci stale neoptimalizuju
dokonale dlhodobo a moznost okamzitého zvysenia zisku je prilis ldkava na to, aby ju

nevyuzili, ¢im si v koneénom désledku uskodia.

4.3 Simulacie a analyza vybraného modelu trhu ojazdenych aut

Zo simulacie vyvoja populédcie nasho modelu v ¢ase na obr. 8 vidime, ze na zaciatku rastol
podiel poctivych predévajucich. Tymto sa snazili docielif, aby rastla cena neskontrolova-
nych aut a zarobili tak viac. Ked uz bola cena dostatocne vysokda, uz dlhsie nevedeli
predajcovia vydrzat a zacali z ¢asti svojich aut vymontovavat siuciastky, aby tak este zvy-
sili svoje zisky. Do kone¢ného bodu populacia M* konverguje po spirale, ¢o mozeme vidiet
este lepsie po priblizeni na obr. 9. ZvysSenie podielu nepoctivych predavajicich negativne
ovplyvni uzitok kupujucich, ktorych cast si zacne radsej kupovat skontrolované auta. Nizsi
zaujem o neskontrolované auta znizi aj ich cenu, ¢o vyvola medzi predajcami opat snahu

vymontovavat siuciastky z menej aut, aby zvysili svoju déveryhodnost a tym aj cenu nimi
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Obr. 9: Priblizena trajektéria vyvoja populécii modelu M*
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predavanych aut. Ak cena vzrastie, zase sa im zacCne oplacat vymontovavat suciastky z
viac aut a cyklus sa spusti znovu. Tieto zmeny st vSak stale mensie, teda systém postupne
konverguje po Spirale do svojho pevného bodu. To, ze bod K = 0,8513, P = 0,4349 je
skutocne pevnym bodom systému diferencidlnych rovnic popisujucich spravanie sa popu-
lacie modelu M* overime nasledujicimi vypoctami.

Do dynamik replikatorov (9) pre stratégie kipit neskontrolované auto K a nevymon-

tovat suciastky P dosadime prislusné funkcie uzitocnosti.

K = 19000K° — 5000K2P — 33000K2% + 5000K P + 14000 K

P = 19000K2%P? — 19000K%P — 15000K P? + 15000K P — 1000P? + 1000P

Kedze nas systém diferencidlnych rovnic je dvojrozmerny, bude mat dva pevné body. Je
Tahké overit, ze bod K = 0, P = 0 je trividlny pevny bod systému, analogickym postupom
ako v predoslych modeloch. Druhy pevny bod, ozna¢me ho E, musi byt ten, do ktorého
skonvergovala simulécia, inak by do neho postupnost populdcii nemohla konvergovat.
Zaroven nam to dava informéciu, ze musi ist o stabilny pevny bod. Numericky sme overili,
7e najdené riefenie systému je pevnym bodom, teda Ze v iom K = P = 0. Pre néjdeny
bod E = [0,8513;0,4349] toto plati na 6 desatinnych miest, preto ho pre nase potreby

mobzeme povazovat za totozny s pevnym bodom E modelu M*. Stabilitu oboch najdenych
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pevnych bodov overime pomocou Jacobiho matice systému.

K 0K
ot 8 a b
oK 0P c d

Pre velkost ¢lenov Jacobiho matice sme sa ich kvoli ¢itatelnosti rozhodli napisat zvlast:
a = 57000K? — 10000K P — 66000K + 5000P + 14000

b= —5000K2 + 5000K
¢ = 38000K P? — 38000K P — 15000P? + 15000 P
d = 38000K2P — 19000K2 — 30000K P + 15000K — 2000P + 1000

Rovnako, ako v kapitole 3, vyuzijeme na dokaz stability, alebo nestability pevnych bodov
skutocnost, ze pevny bod systému diferencialnych rovnic je stabilny prave vtedy, ked
st redlne casti vlastnych hodnot Jacobiho matice systému zaporné. To je ekvivalentné
s tvrdenim, 7e det(J) > 0 A tr(J) < 0. Trividlny pevny bod K = 0, P = 0 nespliia
podmienku stability, lebo pre neho plati tr(J) = 15000 £ 0, preto je nestabilny. Po

dosadeni presnych konec¢nych hodndét zo simulacie za K a P dostavame:
det(J) = 2698812,59 > 0
tr(J) = —6669,09 < 0

Dokézali sme, Ze bod E je stabilngm pevnym bodom systému diferencialnych rovnic popi-
sujucich spravanie sa populacie modelu M*. Podla definicie evolucne stabilnej stratégie z
kapitoly 1.2 je teda stratégia, kde podiel 0, 8513 zo vSetkych zdujemcov o kipu ojazdeného
auta hra akciu neskontrolované a podiel 0,4349 zo vsetkych predajcov neskontrolovanych
ojazdenych aut hra akciu nevymontovat, evolu¢ne stabilnou stratégiou. Zaroven sa jedna
o jedinu evolucne stabilni stratégiu v tejto populacii, preto akakolvek pociato¢na popu-
lacia modelu, spiﬁajﬁca K, P € (0,1), musi skonvergovat do tohto bodu. Ide teda zaroven
o ekvilibrium modelu M*. Potvrdzujua to aj konvergencné trajektorie kvalitativne roznych
pociatocnych bodov z obr. 10, kedze vSetky skonvergovali do najdenej evolucne stabilnej
stratégie E. Casovy vyvoj stratégil v populdcidch modelu trhu s ojazdenymi autami mo-
zeme vidiet na obr. 11. VSimnime si, Ze extrémy oboch kriviek st oproti sebe posunuté.
Zmeny v populaciach sa totiz nedeju stucasne, ale jedna populacia reaguje na spravanie
druhej a naopak. Casovy vyvoj je vykresleny len pre prvych 800 iteracii, nakolko neskor

uz ziadne zo zmien neboli na grafe viditelné.
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Obr. 10: Trajektorie vyvoja roznych populécii modelu M*
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Obr. 11: Casovy vyvoj stratégii v populaciach
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4.4 Vyvodenie zaverov o trhu ojazdenych aut

Modelovali sme trh s neskontrolovanymi ojazdenymi autami a v predchadzajicej casti 4.3
sme dokédzali, ze bod E = [0,8513;0,4349] je jediny stabilny pevny bod modelu a tiez
ze prislichajica stratégia je evolucne stabilnd. Vdaka simulécii sme zistili, ze do tejto

stratégie sa populacie kupujicich a predavajucich dostavaju po Spirale. Nizka cena ne-
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skontrolovanych aut dontuti predajcov vymontovavat siciastky z menej dut, aby zvysili
ocakavany uzitok medzi zdujemcami o ojazdené autd, ¢im sa zvysi dopyt po neskontro-
lovanych a tym aj ich cena. Ak cena vzrastie, predajcom sa zacne oplacat vymontovavat
suciastky z vyssieho podielu aut, aby zvysili svoj uzitok, ¢o zase stlaci cenu neskontro-
lovanych trochu dolu, ale nie az tak hlboko, ako bola predtym. Cely cyklus tak zacne
znovu, no tentokrat uz blizsie k ekvilibriu. Uvedomili sme si tiez, ze zmeny v populaciach
sa nedeju sucasne, ale jedinci jednej reaguju na zmenu spravania v druhej, ¢o sa prejavi
s oneskorenim. To, ze v ekvilibriu asi polovica predavanych neskontrolovanych dut ma
vymontované suciastky a zvysSok nie, moze byt vysvetlenie toho, preco ak si v redlnom
zivote kupujeme neskontrolované ojazdené auto, mdézeme za podobnu sumu natrafit na
kvalitné, ale tiez nekvalitné auto. Rovnovazna cena, za ktort sa neskontrolované auta
predavali bola 17174, 56, ¢o je vyssia cena, ako té, za ktoru by sa predavali, ak by kazdy
predajca maximalizoval iba okamzity zisk. Dlhodobejsia optimalizacia zisku totiz vedie
predajcov k tomu, aby sa spravali Cestnejsie a nekazili si prilis meno. V sekcii 4.2 sme
tiez zistili, ze spravanie sa predavajucich vykazuje znamky kartelu. Pre kazdého preda-
vajuceho je vyhodnejsie sa zachovat necestne a vymontovavat siciastky zo vsetkych nim
predavanych aut, no ak sa takto zac¢nu spravat vsetci, v konecnom dosledku budi mat
predavajici mensie zisky, ako predtym, nez sa zacali nadmieru obohacovat. Dokonca, ak
by vsetky neskontrolované ojazdené auta boli predavané kvalitné, predajcovia by zarobili
najviac, no akonahle sme v modeli pripustili moznost zvysovat si zisky predavanim si-
Clastok z aut, optimalne je, aby kazdy predajca vymontovaval stuciastky zo zhruba 56, 5%
nim predavanych aut. V nasom modeli, kde jedinci neoptimalizuji ani dokonale kratko-
dobo, ani dokonale dlhodobo, vzniklo akési labilné optimum, ktoré sa oplati porusit len z

kratkodobého hladiska.
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Zaver

Nasim prvym cielom bolo ukézat aplikacie tedérie hier v evolucnych financiach. Tento
ciel sme naplnili zostrojenim 3 evolu¢no-hernych modelov, popisujuicich rozne odvetvia v
ekonomike. Na spravne pochopenie myslienky, okolo ktorej sme budovali jednotlivé mo-
dely, bolo nutné najprv uviest a vysvetlit potrebnu teériu. Toto bolo napliou 1. kapitoly,
kde sme najprv zadefinovali potrebné pojmy a potom odvodili dolezité koncepty z teodrie
evolu¢nych hier. Islo hlavne o tedriu replikatorov a koncept evolucne stabilnej stratégie,
ktoré sme vyuzivali ako zakladné stavebné kamene vo vSetkych nasich modeloch a aj
vyvodzovani zaverov z tychto modelov.

Najskor sme v kapitole 2 odvodili model fungovania trhu prace. Ukazali sme v niom,
ze nenulova miera nezamestnanosti je prirodzena a nie je chybou systému. Akonahle je
moznost byt nezamestnany, niektorym jedincom sa to bude oplacat viac, ako pracovat.
Tiez sme dokazali, Ze trh prace ma vnatorny stabilny pevny bod, ¢ize ma samoregulacny
mechanizmus. Nerovnovaha v pomere medzi ponukou a dopytom pracovnych miest sa
teda sama vyrovnava. Vdaka nasej analyze sme dospeli k zaveru, Ze rychlejsie sa na trhu
prace vyrovna pomer podnikatelov a zamestnancov a az potom sa postupne vyrovnava
pomer pracujucich Tudi a nezamestnanych. Znamena to, ze podla tohto modelu je vyrazne
jednoduchsie zmenit pracu, ako ju nanovo ziskat alebo tiplne stratif.

Ako druhy sme zostrojili model trhu s nehnutelnostami, ktorému sme sa venovali v
kapitole 3. Ukazali sme, zZe ked sa na trhu budu vyskytovat aj Spekulanti, konvergencia do
ekvilibriového stavu sa spomali. Spekulativni zaujemcovia sa snazia na kipe nehnutelnosti
zbohatnuf a kupuju ich, ak ich cena rastie, ¢o ju este viac navysuje. To vedie k vzniku
takzvanych bublin na trhu s nehnutelnostami, ktoré znamenaji, Ze ceny, za ktoré sa
nehnutelnosti predavaji, si nadhodnotené a si umelo nadvihované spekulantami. Ak
st ceny vyhnané spekulativnymi obchodmi prilis vysoko, tak Tudia, ktori si chcu kupit
nehnutelnost, aby v nej mohli byvaf, si kiipu spravidla nemo6zu dovolit. Dokazali sme, ze
potom trh, na ktorom st jedinymi zaujemcami Spekulanti, musi raz spadnut, teda dojde
k prasknutiu cenovej bubliny. AZ potom si moézu nespekulativni zdujemci dovolit kupit
byvanie a trh sa dostane blizsie k rovnovéahe.

Tretim modelom bol model trhu ojazdenych aut z kapitoly 4, ktory sme v 4.3 ana-

lyzovali. Zistili sme, ze predajcom sa oplati z ¢asti neskontrolovanych aut vymontovavat
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stuciastky a zvysit tak svoje zisky, no nie zo vSetkych, lebo by prili§ klesla ich kvalita v
ociach kupujucich a potom aj ich cena. To je mozné vysvetlenie toho, preco ak si kupu-
jeme neskontrolované ojazdené auto, moézeme natrafit na kvalitné, ale aj velmi nekvalitné
auto za zdanlivo rovnaka sumu. V podkapitole 4.2 sme vypocitali, Ze predajcom prinesie
vyssi uzitok optimalizovat svoj zisk vzhladom na dlhodobejsi horizont, nie len siahnut
po okamzitom vyssom zisku. V modeli vzniklo akési labilné optimum, ktoré sa oplatilo
porusit len z kratkodobého hladiska. Populacia predavajicich v skimanom modeli tak
vykazovala zndmky kartelu.

Druhym a zaroven hlavnym cielom tejto prace bolo ukazat, ze zdanlivo zlozité beha-
vioralne systémy v ekonomike sa spravaju podla matematickych zakonitosti a ich vyvoj
je popisatelny teériou evoluénych hier. Tito myslienku sme demonstrovali na 3 roznych
evolucno-hernych modeloch, z ktorych kazdy dokonvergoval k takému vysledku, aky mo-
zeme pozorovat aj v realnom svete. Tieto modely pontkaju teériou evoluénych hier pod-
lozené vysvetlenie toho, kedy a preco sa jednotlivé javy na trhu deju a ako spravanie sa
ucastnikov trhu nan vplyva. Dokéazali sme tym, Ze nad ekonomickym dianim sa da uva-
zovat aj rigorézne matematicky a odovodnenie aktualneho vyvoja na trhu tak nie je iba,
ludovo povedané, vestenie z kariet. Naopak, vyvoj v ekonomike je presny proces, ktory
sa hybe podla danych zdkonitosti. V nasej praci sme predostreli novy sposob nazerania
na trh, ktorého predpoklady si s rastiicou technologickou vybavenostou a vzdelanostou

ekonomickych subjektov stale realnejsie a ma potencial prinasat eSte presnejsie vysledky.
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Kédy v MATLABe

%Kéd k modelu pracovného trhu
format long; clear all
%Parametre modelu
¢ = 1000; g = 1300;
eps = 0.01; %tolerancia modelu
dt = 6700; %brzdime rychlost rastu, aby sme nevybehli z pripustnej mnoziny

Y%tento parameter ovplyviuje 1/elasticitu dopytu a ponuky prace na trhu

%Funkcie uzitocnosti

uZ = Q(Z,P) 5500/(Z/P);

uP = Q(Z,P) (Z/P)*(g - uwZ(Z,P)) -c;
uN = Q(Z,P) 70/(1-Z-P);

dZ = @(Z,P) Z*(uZ(Z,P) - Z*uZ(Z,P) - P*uP(Z,P) - (1-Z-P)*uN(Z,P));
dP = @(Z,P) P*(uP(Z,P) - Z*uZ(Z,P) - P*uP(Z,P) - (1-Z-P)*uN(Z,P));
dN = @(Z,P) (1-Z-P)*(uN(Z,P) - Z*uZ(Z,P) - P*uP(Z,P) - (1-Z-P)*uN(Z,P));

f=@(t,Y) [dZ(Y(1),Y(2)); dP(Y(1),Y(2))]; %funkcia derivécif

%chystame vektorové pole
y1 = linspace(-0.01,1,21); y2 = linspace(-0.01,1,21); %hodnoty, na ktorych pocitame
[x,y] = meshgrid(y1,y2);

u = zeros(size(x)); v = zeros(size(x)); t=0;

for i = I:numel(x)
VP = {(t,[x(1); y(i)]); Y%maplnenie vektorového pola
u(i) = VP(1); v(i) = VP(2);

end

%Pociatocnd populdcia
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%Simulacia vyvoja populdcie
i=1;
while (abs(uZ(Z(i),P(i)) - uP(Z(i),P(i))) + abs(uN(Z(i),P(i)) - uP(Z(i),P(i)))) > eps

(i))/dt;
diffN = dN(Z(i),P(i))/dt;
Z(i+1) = Z(i) + diffZ;

P(i+1) = P(i) + diffP;

i = it1;

if i>500 %kontrola zacyklenia
break

end

end

%Vykreslenie fazového portrétu
quiver(x,y,u,v,’b’); figure(gcf)
xlabel(’Zamestnanci’); ylabel("Podnikatelia’)
axis tight equal; hold on

%Vykreslenie trajektérie a ohrani¢eni populdcie modelu

plot(Z,P,’k’)

plot(Z(1),P(1),’go’) %pociatoény bod
plot(Z(end),P(end),’gx’) %konecény bod

line([1 0],[0 1],’color’,’r")

line([0.2 1],[0.8 0.8],’color’,’r’); line([0.4 1],[0.6 0.6],’color’,’r”)
line([0.6 1],[0.4 0.4],’color’,’r’); line([0.8 1],][0.2 0.2],’color’,’r’)
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line([0.1 1],[0.9 0.9],’color’,’r"); line([0.3 1],[0.7 0.7],color’,’r”")
line([0.5 1],][0.5 0.5],color’,’r"); line(]0.7 1],[0.3 0.3],’color’,’r”)
line([0.9 1],[0.1 0.1],’color’,’r”)

line([0.15 1],]0.85 0.85],’color’,’r’); line([0.35 1],[0.65 0.65],’color’,’r”)
line([0.55 1],[0.45 0.45],’color’,’'r’); line([0.75 1],[0.25 0.25],’color’,’r”)
line([0.95 1],(0.05 0.05],’color’,’r"); line([0.05 1],[0.95 0.95], color’,’t”)
line([0.25 1],[0.75 0.75],’color’,’r"); line([0.45 1],[0.55 0.55], color’,’t”)
line([0.65 1],[0.35 0.35],’color’,’r"); line([0.85 1],(0.15 0.15], color’, ")

hold off

%Vykreslenie ¢asového vyvoja zastupenia stratégii v populdcii
figure; plot(1:i,Z, 1:i,P, 1:i,N)
xlabel(’Generacie’); ylabel("Podiel v populacii’);

legend ("Zamestnanci’, 'Podnikatelia’, 'Nezamestnani’);
%Vypis optimélnych hodnot

uZ(Z(i), P(i))
uP(Z(i), P(1))
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%Kdéd k modelu trhu s nehnutelnostami
format long; clear all

%Parametre modelu

u = 160000;
p = 100000;
dt = 100000; %brzdime rychlost rastu, aby sme nevybehli z pripustnej mnoziny

%tento parameter ovplyviuje 1/elasticitu dopytu po nehnutelnostiach

%Funkcie uZito¢nosti
uM = Q(M,S) u - (p + (M(end)+S(end))*50000);
uS = @Q(M,S) ((M(end)-M(end-1) + (S(end)-S(end-1)))*50000)*10;

dM = @(M,S) M(end)*(uM(M,S) - M(end)*uM(M,S));
dS = @(M,S) S(end)*(uS(M,S) - S(end)*uS(M,S) - (1-S(end))*(p + (M(end)+S(end))*50000)*0.05);

f = @(t,Y) [dM(Y(1),Y(2)); dS(Y(1),Y(2))]; %funkcia derivécif

%Pociatocnd populécia
M(1) = 0.01; S(1) = 0.05;
M(2) = 0.01; S(2) = 0.05;

%Simuldcia modelu
=2
while i<130
diffM = dM(M,S) /dt;
diffS = dS(M,S) /dt;

uzitM(i-1) = uM(M,S);
uzitS(i-1) = uS(M,S);

M(i+1) = M(i) + diffM;
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S(i+1) = S(i) + diffs;

i=i+1;

if M(i)<M(i-1)
M(i) = M(i-1);

end

if S(i)>1
S(i)=0.99;

elseif S(i)<0
S(i)=0.01;

end

end

%Vykreslenie vyvoja populécii v ¢ase
plot(2:1,M(2:end), 2:1,5(2:end))
legend("Mladomanzelia’, *Spekulanti’)

%Vykreslenie vyvoja ceny v Case
figure; plot(1:i,p4(M+S)*50000)
xlabel(’Generécie’); ylabel(’Cena’)

%Vykreslenie trajektorie pohybu populdcie modelu

figure; plot(M,S,-0”)
xlabel("Mladomanzelia’); ylabel(’Spekulanti’)
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%Kdéd k modelu trhu s ojazdenymi autami
format long; clear all
%Parametre modelu
s = 5000; z = 3000;
dt = 100000; %brzdime rychlost rastu, aby sme nevybehli z pripustnej mnoziny

%tento parameter ovplyviuje 1/elasticitu dopytu a ponuky na trhu
%Funkcie uzitocnosti
uK = @Q(K,P) P*(20000-(1000 + K*19000)) + (1-P)*(20000-s -(1000 + K*19000));

uP = @(K,P) 1000 4+ K*19000;

dK = Q(K,P) K*(uK(K,P) - K*uK(K,P));
dP = @(K,P) P*(uP(K,P) - P*uP(K,P) - (1-P)*(uP(K,P)+2)*K);

f=aQ(t,Y) [dK(Y(1),Y(2)); dP(Y(1),Y(2))]; %funkcia derivéci

%chystame vektorové pole

y1 = linspace(-0.01,1,21); y2 = linspace(-0.01,1,21); %hodnoty, na ktorych pocéitame

[x,y] = meshgrid(y1,y2);

u = zeros(size(x)); v = zeros(size(x)); t=0;

for i = l:numel(x)
VP = {(t,[x(1); y(i)]): %mnaplnenie vektorového pola
u(i) = VP(1); v(i) = VP(2);

end

%Pociatocna populicia

K(1) = 0.01; P(1) = 0.5;

%Simulécia vyvoja populécie
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for i=1:2000
diffK = dK(K(i),P(i))/dt:
diffP = dP(K(i),P(i))/dt;
K(i+1) = K(i) + diffK;
P(i+1) = P(i) + diffP;

end

%Vykreslenie fazového portrétu
quiver(x,y,u,v,’b’); figure(gcf)
xlabel("Kupujici’); ylabel(’Predavajuici’)
axis tight equal; hold on

%Vykreslenie trajektorie

plot(K,P,’k’)

plot(K(1),P(1),’go’) %pociatocny bod
plot(K(end),P(end),’ gx") %kone¢ny bod
hold off

%Vykreslenie vyvoja populécii v Case
figure; plot(1:800,K(1:800), 1:800,P(1:800))
xlabel('Tteracie’); ylabel(’Podiel v populécii’)

legend ("Kupujtci - neskontrolované’, 'Predavajuci - nevymontovat’);

%Vypis optiméalnych hodnot
uK(K(end), P(end))
uP(K(end), P(end))

K(end)

P(end)
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