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Abstrakt

Tato praca sa zaobera oblastou viacrozmernych neparametrickych testov polohy.
Priméarne sa zameriava na testy polohy viac ako dvoch siiborov. Praca pontka prehlad jed-
norozmernych testov spolu so zakladnymi principmi, z ktorych v dalsich kapitolach pri na-
vrhu testov vychadzame. Jej hlavnym cielom je preskiimat spomenutt oblast a pokusit
sa navrhnut spolahlivé a silné zovseobecnenie jednorozmerného Kruskalovho-Wallisovho
testu pre viacrozmerné pozorovania. Praca poskytuje niekolko nasich navrhov zovseobec-
neni spolu s analyzou ich chybovosti prvého druhu a kritikou ich slabych stranok. V préci
taktiez uvadzame simulac¢na studiu, ktora sa venuje simulaciam sily navrhovanych testov
pre rozne scenare a porovnaniu s existujicimi testami. Tato studia naznacuje, Ze nie-
ktoré z nasich navrhov su z hladiska sily v uvedenych pripadoch aspon tak dobré ako
zauzivand metoda od uznavanych statistikov v oblasti neparametrickych testov H. Oju

a R. H. Randlesa.

Klticové slova: Viacrozmerné testy polohy, neparametrické testy, viacsuborové testy,

zovseobecnenia jednorozmernych testov, Kruskalov-Wallisov test.



Abstract

This work investigates the area of multivariate non-parametric location tests. It pri-
marily focuses on location tests of more than two samples. The work offers an overview
of one-dimensional tests together with the basic principles on which we base the design
of the tests in the following chapters. Its main goal is to investigate the mentioned area and
to try to propose a reliable and robust generalization of the univariate Kruskal-Wallis test
for multivariate observations. We propose generalizations along with an analysis of their
type I error rate and a critique of their weaknesses. In the paper, we also present a si-
mulation study of power of the proposed tests under various scenarios and a comparison
with existing tests. This study suggests that in terms of power some of our proposals
are at least as good as the established method by respected nonparametricians H. Oja

and R. H. Randles.

Keywords: Multivariate location tests, non-parametric tests, multi-sample tests,

generalizations of univariate tests, Kruskal-Wallis test.



Predhovor

Analyza dat je v dnesnej dobe neoddelitelnou sucastou takmer kazdého odvetvia.
Pre kvalitni analyzu vSak potrebujeme spolahlivé Statistické nastroje, prostrednictvom
ktorych vieme dospiet k zmysluplnym a robustnym vysledkom. Mojim osobnym cielom
v tejto praci bolo rozsirit si vedomosti v oblasti viacrozmernych testov polohy, presku-
maf existujice a potencidlne nastroje a ¢o najviac sa z hladiska kvality priblizit svojimi
napadmi k zauzivanym testom, ¢o sa mi, verim, podarilo. Tesi ma, ze mi tato préca
dala prilezitost vyskusat si pracu takych statistikov, akymi si napriklad H. B. Mann,

D. R. Whitney, F. Wilcoxon, W. H. Kruskal, W. A. Wallis a mnohi dalsi.

Touto cestou sa chcem srde¢ne podakovat vedicemu diplomovej prace, Mgr. Janovi So-
morcikovi, PhD. za ochotu, ¢as, konzultacie, odborné rady a podnetné pripomienky, ktoré
mi pomohli pri pisani tejto prace. Dakujem aj svojej rodine a priatelke za podporu pocas

celého studia.
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Uvod

Analyza a spravna interpretacia dat je nevyhnutnou stcastou napredovania empiric-
kého poznania. Sticasnym trendom v mnohych odvetviach je zbierat data, ktoré je nasledne
potrebné analyzovat a vyvodit z nich racionalne zavery. Dalo by sa povedat, Ze jednym
z néastrojov, ktoré spajaju filozofie empirizmu a racionalizmu su statistické testy, pretoze
vychadzajic z logiky a racia nastavuji empirickym hypotézam hranicu medzi platnostou
a neplatnostou. Statistické testy sa vyuzivaji napriklad v oblasti matematického mode-
lovania, mediciny, farmakolégie a v dalsich kltucovych odvetviach. Z tohto dovodu je tato
oblast velmi popularna, a kedze v mnohych situaciach zatial neboli objavené tie najlepsie
a najsilnejsie testy, tak ide stdle o velmi zivi oblast. Svedéia o tom aj viaceré publika-
cie z neddvnej minulosti vyuzivajice rozne metody ako napriklad priestorové znamienka
a usporiadania [I7] (2004), redukciu dimenzie [27] (2004), tzv. e-Statistiku [22] (2004),
Bayesovsku statistiku [3] (2022) a tak dalej.

V praci sa Specializujeme na podoblast neparametrickych testov polohy viacerych
suborov. Kapitola [1| obsahuje teoretické vychodiska a oznacenia s predpokladom znalosti
elementdrnych poznatkov z oblasti Statistiky. V kapitole [2] sa venujeme skimaniu moz-
nosti rozsirenia Kruskalovho-Wallisovho testu, jednorozmerného neparametrického testu
polohy pre viac ako dva stubory, pre pouzitie vo viacrozmernom priestore. Najskor predsta-
vime konkrétnu problematiku, s ktorou sa v praci stretavame a v podkapitole postupne
prezentujeme nase navrhy rozsireni, ktoré zdielaju charakteristiku redukcie dimenzie po-
zorovani do jednorozmerného priestoru a nasledni aplikaciu zauzivanych jednorozmernych
testov o parametroch polohy. Rozsirenia v tejto podkapitole sme dalej rozdelili do troch
podkapitol podla principu, z ktorého vychadzaji. Ako neskor uvadzame, rozsirenia v pod-
kapitole vychddzaji z vyskumu v diplomovej praci P. Somogyiho [24], ktory sa ve-
noval neparametrickym testom polohy pre dva sibory. Podkapitoly a aplikuju
v navrhnutych testoch matematické nastroje, ktorych vyuzitie v statistickych testoch nie
je bezné. V podkapitole 2.3] sa venujeme este ingch moznostiam rozsirenia Kruskalovej-
Wallisovej testovej statistiky pre viacrozmerné pozorovania. Pokial nie je uvedené inak,
tak najméa z dovodu prehladnejsej vizualizacie demonstrujeme pristupy na dvojrozmer-

nych datach pochadzajucich z troch nezavislych suborov. Data boli vygenerované v soft-



véri R [20] pre tucely demonstricie kombindciou vlastnych zdrojovych kédov uvedenych
v prilohe [A] a kniznice mvtnorm [8]. Testy vSak sformulujeme vseobecne pre Iubovolni
dimenziu dat a pocet siborov vacsi ako jeden. Kapitola |3| obsahuje simula¢ni studiu

navrhnutych testov, ktora ich porovnava s niektorymi existujicimi alternativami.



1 Teoretické vychodiska

V tejto kapitole prezentujeme zakladné oznacenia, principy a teoretické vychodiska,
ktoré sme vyuzivali pri diplomovom vyskume. Predstavime najznamejsie jednorozmerné
Statistické testy polohy, na ktoré v dalsich kapitolach nadviazeme, uvedieme definicie prav-
depodobnostnych rozdeleni, ktoré naprie¢ vyskumom vyuzivame a taktiez dalsie vyuzité

poznatky.

1.1 Rozdelenia pravdepodobnosti dat

V nasledujucich definicidch predstavujeme viacrozmerné spojité rozdelenia pravde-
podobnosti dat, ktoré sme pri diplomovom vyskume vyuzili. Definicie a [5] sme cerpali
z prednasok [7], definiciu 2| z prace [24] a definiciu [3|z prednasok [9].

Definicia 1. Nech p € R? a X je requldrna p x p matica, pricom p > 1. Hovorime, Ze

ndhodny vektor X = (X1, Xo,..., X,

»)

ma p-rozmerné normdlne rozdelenie s vektorom
strednej hodnoty p a kovarianénou maticoou 3, oznacujeme ako X ~ Ny(u, X), ak sa jeho
hustota dd zapisat v tvare

f) =

1
L S B S 1S
(2m)24/|%] { 2
Definicia 2. Nech X ~ N,(0,,%), X = (X1,Xo,...,X,)", md p-rozmerné normdlne

rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a kovariancnou maticou ¥. Nech Y ~ x2 a nech

X, Y siu nezdvislé. Potom hovorime, Ze

Z:\/l?xXJru

md p-rozmerné Studentovo t-rozdelenie s n stupnami volnosti a parametrami p a X3, ozna-

cujeme ako Z ~ t, (1, 2).

Definicia 3. Nech U, X1, X, ..., X, st nezdvislé ndhodné premenné, pricom U ~ R(0,1),

X = (X1, X5,...,X,)T a X ~N,(0,1,). Potom

md rovnomerné rozdelenie v p-rozmernej jednotkovej guli so stredom v bode 0 € RP,

oznacujeme ako Y ~ B,.
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Definicia 4. Nech X, Xs, ..., X, je ndhodny viber z rozdelenia N,(0,%). Nech X =
(X1, X, ..., X,) je matica rozmeru p X n. Rozdelenia matice M = XT X nazgvame Wis-

hartovym rozdelenim s n stuprimi volnosti a pouZivame oznacenie M ~ W,(X,n).

Definicia 5. Nech A ~ W,(I,,m) a B ~ W,(I,,n) si navzdjom nezdvislé, m > p a I,
znaci p-rozmerni identickd maticu. Potom hovorime, Ze ndhodnd premennd

~ det(A)
~ det(A+ B)

ma Wilksovo Lambda-rozdelenie s parametrami p, m an, oznacujeme ako L ~ A(p,m,n).

Pravdepodobnostné rozdelenia z definicii [I [2] a [3] patria do triedy tzv. elipticky
symetrickych rozdeleni, ¢o je v nasledujicich kapitoldch dolezité. Definiciu [6] elipticky

symetrického rozdelenia sme cerpali z publikécie [3].

Definicia 6. Pravdepodobnostné rozdelenie v p-rozmernom priestore s maticou rozptylu

Y sa nazgva elipticky symetrické so stredom symetrie 0, ak jeho hustota f(-) md tvar
fla —0) = det(X)"2g((z — 0)'S7(z - 6)),
kde jednorozmernd nezapornd funkcia g(-) je takd, Ze

Tu)du = 1.
| g™ du

1.2 Statistické testy polohy

Test polohy (angl. location test) je Statisticky test o parametri polohy (napr. o stred-
nej hodnote) statistického stiboru. Takychto testov existuje mnozstvo a podla moznosti
ich vyuzitia st zatriedené¢ do réznych kategorii. Jeden z moznych sposobov kategorizacie
statistickych testov je rozdelit ich podla toho, z akého rozdelenia moézu pochadzat data
analyzované danym testom. Parametrické testy vyzaduju od pouzivatela poznat pravde-
podobnostné rozdelenie dat. Nevyhodou parametrickych testov je prave tato naviazanost
na rozdelenie, pretoze nie vzdy ho pozname alebo ho vieme spolahlivo urc¢it. Z tohto do-
vodu boli v minulosti vyvinuté aj neparametrické varianty testov. V tabulke [1| uvddzame

niekolko zndmych jednorozmernych neparametrickych testov polohy a ich vyuzitie.

11



Tabulka 1: Priklady jednorozmernych neparametrickych testov polohy

Nazov testu Vyuzitie

Wilcoxonov test Porovnanie parametrov polohy dvoch nezavis-

lych alebo aj zavislych datovych suborov

Mannov-Whitneyho U-test Porovnanie parametrov polohy dvoch nezavis-

lych datovych suborov

Friedmanov test Porovnanie parametrov polohy dvoch a viac za-

vislych datovych stborov

Kruskalov-Wallisov test Porovnanie parametrov polohy dvoch a viac ne-

zavislych datovych suborov

Zdroj: [1]

Majme I nezavislych siborov p-rozmernych nezavislych rovnako rozdelenych pozo-
rovani, pricom I > 2 a p > 2. Pre kazdé ¢« = 1,2, ..., 1 uvazujme nasledovné nezavislé
p-rozmerné nahodné vektory X;; pre j = 1,2,...,n; pochadzajice z pravdepodobnost-

ného rozdelenia s distribu¢nou funkciou F;(-):
X117X127 s 7X1n1 ~ Fl(')7

X217X227 s 7X2n2 ~ FQ(')a

X117X127 see 7XIn1 ~ FI(')?

kde n; je pocet nahodnych vektorov v ¢-tom siibore. Potom mozeme testovat napriklad
platnost rovnosti strednych hodnét naprie¢ tymito sibormi. Nulova hypotéza by v takom

pripade mala tvar

Hy:py=pg=---=ps(=p),
kde p; € R? je strednd hodnota rozdelenia, z ktorého pochadzaji pozorovania v i-tom
subore. VSimnime si, ze obsahuje p- (I —1) jednorozmernych rovnosti, z ktorych nesmieme

ani jednu zamietnuf, aby sme nezamietli nulovt hypotézu. V statistike sa taktiez vyuziva

silnejsia formulacia takejto hypotézy prostrednictvom distribuénych funkcii, ked testujeme

12



rovnost nie len strednych hodnot, ale celkovo pravdepodobnostnych rozdeleni. Nulovi

hypotézu pre rovnost pravdepodobnostnych rozdeleni potom vieme zapisat v tvare:
Hy: Fi() = Fa() =+ = Fi () (= F()),

pricom pre zamietnutie nulovej hypotézy stac¢i zamietnut jednu rovnost. Ak by sme chceli
testovat jednotlivé rovnosti z uvedenej hypotézy oddelene na hladine vyznamnosti c«,
ale vysledky vyhodnotif ako celok, tak by sme narazili na problém — simultanna prav-
depodobnost chyby prvého druhu (angl. family-wise error rate) by v takom pripade bola
vacsia ako stanovena hladina vyznamnosti a. Existuju vsak metody, ktoré zabezpecia,
aby simultanna pravdepodobnost chyby prvého druhu neprekrocila stanovent hladinu
vyznamnosti . V nasej praci vyuzivame nasledovné tvrdenia, ktoré sme cerpali z publi-

kacie [10].

Tvrdenie 1. UvazZujme testy m nulovych hypotéz Hy, Ho, ..., Hy,, a k nim zodpovedajice
p-hodnoty p1,pa, ..., pm. Nech a oznacuje hladinu vijznamnosti. Potom tzv. Bonferroniho

korekcia zamieta hypotézu H;, ak plati
o
Di S T
m
co zabezpeci, Ze simultanna pravdepodobnost chyby prvého druhu neprekroci hladinu vi-

znamnosts o.

Tvrdenie 2. UvazZujme testy m nulovych hypotéz Hy, Ho, ..., H, a k nim zodpovedajice
p-hodnoty pi,ps, ..., Ppm. Nech a oznacuje hladinu vijznamnosti. Nech p® < p?) < ... <
p™ st zoradené p-hodnoty podla velkosti a H k nim prislichajice hypotézy. Potom tzv.
Holmova-Bonferroniho sekvencnd metéda zamieta hypotézu H® , ak plati

() < @

P

co zabezpeci, Ze simultanna pravdepodobnost chyby prvého druhu neprekroci hladinu vi-

znamnosti o.

1.2.1 Mannov-Whitneyho U-test

Ako sme uz uviedli v tabulke [T, Mannov-Whitneyho U-test je neparametricky test,

ktory nachadza vyuzitie pri testovani hypotéz o parametroch polohy dvoch nezavislych

13



jednorozmernych datovych suborov. Tento test navrhli pani H. B. Mann a D. R. Whitney
v publikdcii [15] ako rozsirenie testu pana F. Wilcoxona, ktory vo svojej publikacii [28§]
uvazoval iba pripad, ked st obe sady vyvazené. Kedze Wilcoxonov test sa da jednoduchou
transformaciou previest na Mannov-Whitneyho U-test, tak uvadzame algoritmus Wilco-
xonovho testu, ktory sme cerpali z publikacie [I]. Uvazujme nasledovné jednorozmerné
nezavislé ndhodné vybery:

XlaXQa"'7XnNFx(')7
Ha%)"'aYmNFy(')a

kde F,() je distribuéna funkcia pravdepodobnostného rozdelenia, z ktorého pochadzaji
pozorovania X; a F,(-) analogicky pre Y;, pricom F,(-) a F,(-) sa mozu liSit jedine po-
sunom. Vsetkych n 4+ m pozorovani, ktoré dokopy tvoria tzv. zdruZeny vyber, zoradime
vzostupne podla velkosti a priradime im tzv. ,ranky“ (éiselne vyjadrené pozicie v nado-
budnutom poradi). Toto poradie je unikdtne s pravdepodobnostou 1, ak pravdepodob-
nostné rozdelenia, z ktorych pochadzaji nahodné premenné s spojité. Oznacme T, siucet
rankov hodnot X, X, ..., X,, v zoradenom zdruzenom vybere a T, analogicky pre hod-
noty Y1,Ys,...,Y,,. Je jasné, Ze pre T, a T, plati vztah

(n+m)(n+m+1)
5 ;

T, +T, =

a teda je postacujice poznat iba jednu hodnotu, bez ujmy na vseobecnosti T £ T.
Testova statistika Mannov-Whitneyho U-testu, tzv. U-statistika, je potom definovana ako
U — E[U]

DIU]

UMW =

kde U = nm + w — T. Nahodnt premennt U je mozné ekvivalentne definovat ako

U = #{X, <Y,}. V publikicii [I] autor uvddza aj s dokazmi Statistické vlastnosti oboch

testov ako napriklad, ze Uy méa asymptoticky normélne rozdelenie.

1.2.2 Kruskalov-Wallisov test

Kruskalov-Wallisov test je zovseobecnenim Mannov-Whitneyho U-testu pre viac
ako dva statistické subory. Test bol navrhnuty panmi W. H. Kruskalom a W. A. Wal-

lisom v publikécii [14]. VSeobecnym cielom tohto neparametrického testu je rozhodnit,

14



¢i viaceré sibory pochadzaji z rovnakého rozdelenia alebo nie. Algoritmus testu sme
opét Cerpali z publikécie [I]. Uvazujme nasledovné jednorozmerné nezavislé ndhodné vy-
bery X1, Xio, ..., Xin, ~ Fi(+), i = 1,2,...,1. Podobne ako v Mannovom-Whitneyho
U-teste vytvorime zdruzeny vyber, zoradime pozorovania podla velkosti, priradime ranky
a pre kazdy vyber vypocitame sicet rankov 7;. Nech N = S>1_ n;, kde n; je pocet pozo-
rovani v ¢-tom sibore. Testova Statistika, ako ju navrhli Kruskal a Wallis, ma nasledne
tvar
12 !

H= m;ni(ﬂ_T)Q- (1)

D4 sa dokézat, Ze H md za platnosti Hy asymptoticky x% , rozdelenie. Opét zakladné
vlastnosti aj s dokazmi je mozné néjst v publikécii [1] a komplexnejsi pohlad na Kruskalov-

Wallisov test je mozné najst v origindlnej publikacii Kruskala a Wallisa [14].

1.2.3 Viacrozmerna analyza rozptylu

Viacrozmerna analyza rozptylu, z anglického multivariate analysis of variance, skra-
tene MANOVA, skiima rozdiely v parametroch polohy viacerych spojitych pravdepo-
dobnostnych rozdeleni dané nezavislou skupinovou premennou, tzv. kvalitativnym fak-
torom. Uvazujme [ siborov p-rozmernych pozorovani X;; pochadzajucich z rozdelenia
Fi(") = Np(i,2), 5 =1,2,...,n4, 4 =1,2,..., . Skimané pozorovania vSak musia spliiat
niekolko predpokladov. Ako vidime, nahodné vybery pochadzaju z viacrozmernych nor-
malnych rozdeleni s rovnakou kovariané¢nou maticou. Predpoklad normélneho rozdelenia

vyrazne obmedzuje vyuzitie tohto parametrického pristupu, v ktorom testujeme hypotézu:

Hy:pn=po == p (= p)

Pre MANOVU existuje viacero testovych statistik. Najznamejsie testové statistiky st
zalozené na vyberovej kovarianénej matici modelu 000 = S0, ns(X; — X)(X; — X)7
a vyberovej kovarian¢nej matici rezidui 3,., = 37, >0y (X — X3) (X — Xi)7T, kde X; je
p-rozmerny aritmeticky priemer pozorovani v i-tom stibore, n; je pocet pozorovani v i-tom
stibore a X je p-rozmerny aritmeticky priemer vsetkych pozorovani. Medzi takéto testové

statistiky patria napriklad:

1. Wilksovo A: AWilks - det((zrez + ZJmodel)ilzrez)a
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2. Hotellingovo-Lawleyho stopové kritérium: Uz, = tr(3 L Y 0de1),

3. Pillaiovo stopové kritérium: Vpie = tr((Zres + Smodel)  Lmodel)-

Ziadna z uvedenych Statistik nie je rovnomerne najlepsia, aviak pre po¢et dat bliziaci sa
nekonecnu su vsetky ekvivalentné. Toto tvrdenie ako aj dalSie poznatky ohladom viacroz-
mernej analyzy rozptylu sme ¢erpali z prednasok [7]. V pripade testovej Statistiky Ay izks,
je dokézané, ze sa za platnosti Hy riadi Wilksovym Lambda-rozdelenim s parametrami p,
Vye: = I(N — 1) @ Vpoger := I — 1, pricom p je dimenzia pozorovani a N := >-7_, n; je
celkovy pocet pozorovani (pozri deﬁniciu. Hoci testové statistiky Uy, a Vpije: majua tiez
odvodené svoje rozdelenie pravdepodobnosti, tak zvycajne sa vyuzivaji ich aproximacie
zalozené na Fisherovom-Schnedeckorovom rozdeleni. Dalie podrobnosti o aproximécigch

a ich pouzitelnosti obsahuje napriklad diplomova praca B. Svetlikovej [25].

1.3 Princip permutacnych testov

V oblasti statistickych testov sa casto stretavame so situdciami, ked nepozname
platnost niektorého z predpokladov o datach. V pripade porusenia predpokladov casto
dochédza k deformacii rozdelenia testovej statistiky za platnosti nulovej hypotézy a vy-
hodnocovanie testu je v takom pripade nespolahlivé. K podobnym problémom dochadza
aj v pripade, ze mame k dispozicii maly pocet pozorovani, ¢o pri testoch vyuzivajicich
asymptotické rozdelenie testovej Statistiky opét zapric¢ini nespolahlivost. Tieto problémy
sa zvacsa daju vyriesit aplikovanim tzv. resamplingovych technik na tieto podkladové testy.

Medzi resamplingové techniky patri aj permutovanie, ¢im vznikaju tzv. permutacné testy.

Nulovou hypotézou pri permutacnych testoch je hypotéza o totoznosti pravdepo-
dobnostnych rozdeleni vSetkych skiimanych stborov, ktori sme v podkapitole oznacili
ako H{. Za predpokladu platnosti H| sa nasledne akoby dokazom sporom dospeje k vy-
hodnoteniu permutacného testu. Tento ,dokaz sporom* funguje nasledovne. Majme I st-
borov, kazdy s n; realizdciami X;; (j = 1,2,...,n;) z rozdelenia s distribu¢nou funkciou
Fi(:) pre i = 1,2,...,1, ktoré urcuji hodnotu testovej statistiky 7". Ak predpokladdme
platnost H{, tak vSetky realizacie st z toho istého rozdelenia s distribu¢nou funkciou

F(-) 2 Fy(-) = F(-) = --- = Fi(+). To znamen4, Ze aj Iubovolnd permutécia realizacii
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naprie¢ subormi nadalej pochddza z rovnakého pravdepodobnostného rozdelenia. Kedze
testova Statistika je funkciou realizacii, tak kazda z B permutécii povodnych realizacii
X;; urcuje hodnotu testovej statistiky 7. Ziskanych B testovych statistik opisuje rozde-
lenie testovej statistiky T podkladového testu za platnosti nulovej hypotézy. To umoznuje
porovnat povodnu hodnotu testovej statistiky 7' s kvantilom nasimulovaného rozdelenia
na hladine vyznamnosti a. Ak sa ukaze, ze za predpokladu platnosti H je pévodna
hodnota testovej sStatistiky podkladového testu prilis extrémna, tak mozno s pravdepo-

dobnostou chyby prvého druhu na hladine vyznamnosti o usudit, ze H|, zrejme neplati.

Celkovy pocet permutacii k7(nq,na, ...,ny) pre I suborov, kazdy s n; pozorovaniami

pret=1,2,...,1, je rovny

1y

I I
k=i
n;(nl,ng,...,nl):H< kl K .
i=1

kr(ni,ng,...,ny) je vSak vo vsetkych argumentoch rychlo rastiica funkcia, napriklad uz
k3(5,5,5) = 756756. Vyuzit pri aplikacii vSetky permutacie by bolo ¢asovo velmi narocné.
7 tohto dovodu v praci na aproximaciu rozdelenia testovej sStatistiky vyuzivame Monte
Carlo verziu permutacnych testov s B = 1000 ndhodnymi permutaciami. V praci taktiez
vyuzivame slovné spojenie ,permutacnd verzia testu X“ alebo ,permutacny test X“,
ktorym myslime, ze sa jednd o Monte Carlo verziu permutac¢ného testu, v ktorom sa

vyuziva testova statistika podkladového testu X.
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2 Zovseobecnenia jednorozmernych testov polohy via-

cerych siborov

Vramci prvej kapitoly sme v casti predstavili najznamejsie jednorozmerné nepa-
rametrické testy polohy. V praxi vsak nastavaju aj situacie, ked je potrebné analyzovat
viacrozmerné data, na ktoré by sme chceli mat takéto néstroje. V tejto kapitole prezen-
tujeme vybrané pristupy, akymi sa podla nas daji zovseobecnit jednorozmerné testy po-
lohy. Konkrétne sa venujeme problematike zovseobecnenia Kruskalovho-Wallisovho testu.
Vo vsetkych testoch uvazujme p-rozmerné pozorovania pochadzajice z I nezavislych su-

(2)

borov, pricom kazdé pozorovanie X;; = (X M x ..,XZ-(J]‘J ))T pochadza z neznameho

ij v <rag 0
elipticky symetrického rozdelenia s distribu¢nou funkciou Fj(-), prei =1,2,..., 1, pre j =
1,2,...,n; kde n; je pocet pozorovani v i-tom stibore a N = S-7_, n; je celkovy pocet pozo-

rovani. Vo vSetkych testoch predpokladame, ze nezndme distribicie Fi(-), Fy(-), ..., Fr(-)

st navzajom totozné az na mozné posuny ¢; definované implicitne
Fi(-) == F(- = di),

kde F(-) predstavuje nejaki distribu¢ni funkciu.

2.1 Problematika priameho rozsirenia

Jednym z pristupov, akym mozeme viacrozmerné testy ziskat, je pokusit sa zo-
vSeobecnit jednorozmerné testy. To vsak nie je vzdy mozné vykonat priamou zamenou
jednorozmernych premennych za viacrozmerné. Na tento problém narazame aj pri pokuse
zovseobecnit testy uvedené v podkapitole Problém pri priamom zovseobecneni je na-
priklad v myslienke zoradenia premennych v zdruzenom vybere, pretoze nie je jasné, ako
zoradit vektorové premenné. Jeden z neparametrickych a robustnych pristupov uvadzaju
H. Oja a R. H. Randles v publikécii [17] z roku 2004. Tento momentalne popularny pristup
vyuziva koncept priestorového znamienka (angl. spatial sign) a priestorového usporiadania
(angl. spatial rank). Definicie tychto pojmov ako aj samotny algoritmus testu je mozné
ndjst v [I7]. Nase ndvrhy ako je mozné takpovediac priamo zovseobecnit jednorozmerny

test uvadzame v podkapitole [2.3]
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Iny pristup, akym sa da vysporiadat s uvedenym problémom, je redukcia dimenzie,
resp. transformécia dat do jednorozmerného priestoru, kde uz vieme aplikovat jednoroz-
merné testy. V podkapitole sa sustredime prave na tento druhy pristup. Otazkou
vsak zostava, akym sposobom vieme ¢o najlepsie zachytif informéacie ukryté vo viacroz-
mernych datach tak, aby sme na zaklade ich jednorozmernych projekcii vedeli spolahlivo
vyhodnotit testovanti hypotézu. P. Somogyi sa vo svojej diplomovej praci [24] zaoberal
problematikou dvojstuborovych testov, kde zovsSeobecnil a modifikoval Senov-Mathurov
test a dospel k zaveru, ze viacrozmerné udaje je vhodné transformovat ortogonalnou pro-
jekciou na priamku, ktorad prechiddza odhadnutymi stredmi siborov a nasledne vyuzit
permutacni verziu Mannovho-Whitneyho U-testu. K rovnakému postupu, avsak vycha-
dzajic z odlisnej myslienky, dospel uz pred P. Somogyim aj R. R. Wilcox vo svojom
¢lanku [27]. Ak by sme vsak tento postup cheeli zovseobecnit pre viacero suborov, tak
naradzame na prekazky. Napriklad, ak by sme mali tri nezavislé sibory, t. j. aj tri stredy,
tak az na nepravdepodobny Specidlny pripad, ked lezia vSetky na jednej priamke, nevieme

cez vSetky prelozit priamku. V nasledujicej kapitole preto navrhujeme viaceré riesenia.

2.2 Navrhované rozsirenia vyuzivajice projekciu na priamku

V tejto podkapitole postupne predstavime sadu navrhovanych testov, ktoré zdielaju
myslienku projekcie do jednorozmerného priestoru a nasledni aplikiciu jednorozmernych
testov. Najskor sa venujeme testom, ktoré vyuzivajui projekciu pozorovani na priamku
urceni dvojkombindciou niektorych z I odhadov stredov stiborov. V tychto testoch sa
postupne prechadza vsetkych G) priamok. Dalej predstavime testy vyuzivajtce algoritmus

linedrnej regresie a testy vyuzivajuce vyberové hlavné komponenty.

2.2.1 Projekcia na priamku urcenti dvojkombinaciou stredov stiborov

Vychadzajuc z prac P. Somogyiho a R. R. Wilcoxa je prirodzenym rozsirenim pre viac
suborov vyuzit ich permutacny test pre dva subory pre kazdd dvojkombinéciu siborov
a zistit, ¢i aspon jeden z (é) testov zamieta nulovi hypotézu o rovnosti parametrov polohy
dvoch stiborov. Takyto test by sme vsak nemohli vyhodnotif priamociarym zamietnutim

nulovej hypotézy o rovnosti I siborov v pripade, Ze niektora z (é) p-hodnot dvojsuboro-
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vych testov je mensia ako stanovena hladina vyznamnosti «. Totiz simultdnna pravdepo-
dobnost chyby prvého druhu by v takom pripade bola vacsia ako hladina vyznamnosti a.
Z toho d6évodu sme pri tomto pristupe vyuzili tzv. Bonferroniho korekciu (pozri tvrdenie
v podkapitole [L.2), ktord zaruci, ze hladina vyznamnosti a nebude prekrocend. AvSak
Bonferroniho korekcia je s rastiicim poc¢tom upravovanych p-hodnoét coraz konzervativ-
nejsia pri zamietani nulovej hypotézy. V snahe zmiernit konzervativnost sme sa namiesto
vsetkych (;) dvojkombinéacii siborov rozhodli preskiimat aj variantu, kde vyuzijeme per-
mutacny test pre dva sibory iba pre kombinaciu jedného stiboru s ostatnymi, ¢o zredukuje
pocet kombindcii na (I — 1). Pre dalsie odvolévanie sa na tieto testy, oznac¢me ich skrat-
kami BK-VP (test s Bonferroniho Korekciou - Vetky Pdary) a BK-JO (test s Bonferro-
niho Korekciou - Jeden vs. Ostatné). Vysledky simulécii pravdepodobnosti chyby prvého
druhu uvddzame v tabulke [2] Simuldcie nenaznadili vyrazné odchylenie od zvolenej hla-
diny vyznamnosti @ = 5%, takze moézeme predpokladat, Ze navrhnuté testy st vhodné

na Statistické testovanie. Ich silu skiimame v dalsich kapitolach.

Tabulka 2: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testov s Bonferroniho korekciou
na hladine vyznamnosti a = 5% prostrednictvom 10000 simulécii pre I = 3 nezavislé vyvazené

subory, kazdy s n; = 30 ddtami rozmeru p = 2 z prislusného rozdelenia.

No(02, 1) | By | t1(09,I5) | t3(0q, I2)
BK-VP 0,043 0,045 0,044 0,043
BK-JO 0,047 0,041 0,050 0,046

Zdroj: vlastné spracovanie

Konzervativnost Bonferroniho korekcie nas viedla k hladaniu dalsich pristupov. Na-
sledujice dva pristupy hladaji optimalnu priamku, na ktort sa nasledne vykona ortogo-
nalna projekcia vsetkych N dat zo vSetkych I suborov. Myslienka volby jednej priamky
spoc¢iva v tom, ze ak nulova hypotéza o rovnosti vSetkych I posunov neplati, tak to bude
vidno aj z jednorozmernych dat vzniknutych projekciou na vhodnu priamku. Pre jednodu-
chost nech je optimélna priamka v oboch pristupoch dana stredmi a-teho a b-teho stiboru,

oznac¢ime S, Sy, a je definovana nasledovne

(j:Sb:Sa—i-k‘XSbSa, prekE?R.
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Kazda projekcia pozorovania X, pre n = 1,2,..., N je jednoznacne urcend svojim para-
metrom k, ozn. k,. Jednorozmerné hodnoty £, sa nasledne vyhodnotia prostrednictvom
Kruskalovho-Wallisovho testu opisaného v podkapitole|1.2.2| V ¢om sa vSak tieto pristupy

lisia, je kritérium pre volbu optiméalnej priamky.

Pri prvom sposobe sa pre kazdi dvojkombinéciu (a, b) (kde a,b=1,2,..., T aa < b)
vykond dvojsiborovy test porovnavajici a-ty a b-ty sibor, ktory opisali P. Somogyi [24]
a R. R. Wilcox [27] vo svojich publikiciach. Za optimalnu priamku sa nésledne zoberie t4,
ktora mala v dvojstiborovom teste najmensiu p-hodnotu, a teda méa najvacsi potencial ju
maf podobne extrémnu aj v Kruskalovom-Wallisovom teste. Teda nech p,;, je p-hodnota
spomenutého testu pre dva subory pre stredy a,b = 1,2,...,1I, pricom a < b, potom
optimalna priamka je danéd dvojicou stredov (a*,b*), kde

(a*,b%) = argmin pg.

a,b=1,2,....1
a<b

Pre dalsie odvolavanie sa na tento test, ozna¢me ho skratkou MPH (test s Minimdlnou

P-Hodnotou).

Druhy sposob voli optimalnu priamku z (g) priamok tak, aby projektované data boli
¢o najviac rozptylené v zmysle vzdialenosti na optiméalnej priamke, pretoze sa dé oc¢akavat,
ze to zvysuje Sance na odhalenie neplatnosti nulovej hypotézy. Pri tomto spdsobe sa teda

rieSi maximaliza¢né loha

* o\ (a,0) _ g(a,b) 9
(a%,07) = argmax | max YL =30 (2)
a<b
kde || - || znaci euklidovskd normu a I{*?) je ortogondlna projekcia bodu X, zo zdruzeného

suboru na priamku urcent kombindciou stredov (a,b). Pre dalsie odvolavanie sa na tento

test, ozna¢me ho skratkou MR (test s Mazimdlnym Rozptylom).

Pri vyhodnocovani primeranosti pristupov MPH a MR vsak dochadza k poruse-
niu predpokladu Kruskalovho-Wallisovho testu definovaného v podkapitole [I.2.2] pretoZe
déta po projekeii na priamku, ktord je nimi dand, uz nespliiaji predpoklad nezévislosti.
To sposobuje, ze pri vyhodnocovani vysledkov testov na hladine vyznamnosti a pravdepo-
dobnost chyby prvého druhu prekracuje tito hladinu vyznamnosti, ¢o nie je prekvapujuce,

kedZe y?-aproximécia testovej Statistiky nie je v pripade zavislych pozorovani tedriou za-
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rucena. Nukajicou sa praktikou je vyuzif Monte Carlo permutacni verziu Kruskalovho-
Wallisovho testu. Pri vyssie uvedenych dvoch pristupoch je to nutné, ¢o sa ukazalo pro-
strednictvom simuldcii, ktorych vysledky uvddzame v tabulke [3] Pre permutacné verzie
oboch nasich testov sme tiez simulovali odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu, aby
sme overili ich kvalitu. Pre oba testy sme v permutacnej verzii vyuzili 1000 permutacii.
Zatial ¢o v pristupe MR sa ukézal byt tento pocet dostatocny, tak pri pristupe MPH
sa ukazal byf nedostato¢ny, pretoze odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu bol
napriklad pre normalne rozdelenie uvedené v tabulke [3| na trovni az 0,068, ¢o je nada-
lej vyrazne nad zvolenou hladinou vyznamnosti o = 5%. Tento problém pravdepodobne
nastava z dovodu, ze 1000 permutacii nedostatoc¢ne presne odhadlo skutoéné rozdelenie
testovej statistiky, ¢o je mozné vyriesit zvysenim poctu permutacii. Avsak uz 1000 per-
mutécii a pri 10000 simulaciach je pri nasich vypoctovych moznostiach velmi ¢asovo na-
rocné a iba zdvojnasobenie poc¢tu permutacii by tento cas rovnako zdvojnasobilo, pricom
nemame istotu, ze by dvojnasobny pocet uz bol dostatocny. Znizenie poc¢tu simulacii z do-
vodu skratenia doby vypoc¢tu by odhad pre pravdepodobnost chyby prvého druhu spravilo
menej doveryhodny, a kedze v nasledujtcich kapitolach planujeme porovnavat navrhnuté
pristupy aj z hladiska sily pre rozne scenare, tak by to taktiez zapricinilo inkonzistenciu
pri porovnavani. Z tychto dévodov by bolo zahrnutie pristupu MPH za hranicou nasich

vypoctovych a ¢asovych moznosti, a preto sme pristup MPH dalej v praci neanalyzovali.

Tabulka 3: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu na hladine vyznamnosti o = 5%
testov MPH, MR a ich permutac¢nych verzii prostrednictvom 10000 simulécii pre I = 3
nezavislé vyvazené sibory, kazdy s n; = 30 datami rozmeru p = 2 z prislusného rozdelenia.

V kazdom permutac¢nom teste bolo vykonanych 1000 permutécii.

No(0g, 1) | By | t1(02, I5) | t3(09, I5)
MPH 0,143 | 0,151 | 0,094 0,131
MR 0,097 | 0,105 | 0,054 0,082
Permuta¢ny MPH || 0,068 | 0,068 | 0,067 0,069

Permuta¢ny MR 0,048 0,050 | 0,049 0,050

Zdroj: vlastné spracovanie

Tiez by sme chceli upozornit na to, ze pristupy MPH a MR nevolia vzdy iden-
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tickil projekénu priamku za optimalnu. Na obrazku [I| uvadzame priklad, ked pristupy
MPH a MR zvolili navzajom odlisné projekéné priamky. Pristup MPH zvolil ako opti-
méalnu priamku spédjajicu stredy ¢ierneho a sivého stiboru (hnedd priamka) a pristup MR
priamku spéjajicu stredy ¢ierneho a modrého stiboru (oranzova priamka). Tato odlisnost
bola zapri¢inena pozorovaniami oznac¢enymi ¢ervenym kruhom, ktoré by sme mohli nazvat

odlahlymi a prave tieto pozorovania boli od seba po projekcii najvzdialenejsie.

Obr. 1: Priklad rozdielnych optimalnych projekénych priamok pristupov MPH a MR. Trojuhol-
niky oznacuju stredy siborov. Vsetky tri sibory (¢ierny, modry a sivy) obsahuji 50 pozorovani,
ktoré pochadzaju z dvojrozmernych normélnych rozdeleni s identickou kovarianénou maticou
a so strednymi hodnotami p; = (0;0)7, o = (1;-0,6)" a uz = (2,8;1,4)T. (Zdroj: viastné

spracovanie)

Nevyhodou spomenutych pristupov je kvadraticky rast vypoctovej naroc¢nosti s ras-
ticim poc¢tom siiborov I, kedze sa v tychto testoch musi analyzovat vsetkych (g) priamok.

To nés viedlo k alternativnym pristupom predstavenym v nasledujtcich podkapitolach.
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2.2.2 Projekcia na priamku urceni linedrnou regresiou

Uvazujme p-rozmerné pozorovania X, zo zdruZené¢ho siboru a linedrny regresny
model

Z=Yp(+e, (3)

kde g € R? je nezndmy parameter, € je vektor chyb a Z, Y vysvetlime neskor. Myslienka
testu spoéiva vo vyuziti (p — 1)-rozmernej regresnej nadroviny odhadnutej z pozorovani
metédou najmensich tvorcov, t. j. = (YZY)"'YTZ. V odhadnutej nadrovine nésledne

zostrojime priamku s predpisom

XM 0 1
G:| =| |+kx ' , pre k € R,
X (1) 0 1
I X | _50_ _Zf;l Bz

na ktoru nasledne ortogonalne projektujeme pozorovania X,. Tieto projekcie na odhad-
nutej priamke ¢ sa nadalej nachadzajui v p-rozmernom priestore, no my potrebujeme
ich jednorozmernu reprezentaciu. Jednym z rieseni, ktoré vyuzivame pri testoch BK-VP,
BK-JO a MR, je vyuzitie faktu, Ze pre Vn = 1,2,..., N je projekcia X, jednoznacne
ur¢ena hodnotou parametra k vystupujucim v predpise priamky §. Pre redukciu di-
menzie sme sa vsak v predstavenych linedrnych modeloch rozhodli vyuzit iny pristup.
Nech Px, = (P)(é?), P)((zn), ceey )(fn) )T je ortogonélna projekcia pozorovania X, na priamku §.
Ako nase jednorozmerné pozorovanie navrhujeme vyuZzit prvi zlozku vektora Py, , ¢co ndm
dokopy pre V1 da vektor jednorozmernych hodnot Py = (P, PY) ... PUNYT ktoré st
jednoznacne urc¢ené pévodnymi pozorovaniami. Na tieto jednorozmerné projekcie nasledne

aplikujeme Kruskalov-Wallisov test.

Vsimnime si, ze vzajomna poloha takto ziskanych jednorozmernych pozorovani je
nezavisla od (0, ... ,07B0)T, respektive od interceptu linedrneho modelu fy. Pre lepdiu
predstavu na obrazku [2| uvddzame priklad pre p = 2. Cierna priamka predstavuje od-
hadnuti priamku z regresného modelu a c¢ierne body predstavuju vybrané pozorovania
pre tato vizualizdciu. Modra priamka je rovnobeznd s ¢iernou a s interceptom Bo = 0.
Prazdne zelené body vznikli projekciou na odhadnutt priamku a plné zelené predstavuju

ich prvé stiradnice vykreslené v zredukovanom priestore (os X). Analogicky to plati
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pre cervené body a modrua priamku. Ako je mozné pozorovat na obrazku [2| tak zelené
a Cervené body sa po redukcii dimenzie liSia len o konstantny posun A, znézorneny ruzo-
vou farbou, ktory neovplyvni test o rovnosti parametrov polohy I stuborov. Da sa ukazaf,
ze pre p = 2 plati:

8o

A = -
1+ 52

/

J

<@

NG
Obr. 2: Vizualizdcia zanedbatelnosti interceptu Bg linedrneho modelu pre p = 2. (Zdroj: vlastné
spracovanie)

Bez ujmy na vseobecnosti teda mézeme intercept zanedbat a pévodné pozorovania pro-

jektovat na priamku danu predpisom

[ X ] 1

qg:| . =kx 2 L xu, pre k € R.
X (p-1) 1
X0 S B

Nech U = u(u?u)~tu?. Potom kazdu projekciu Px, pre Vn je mozné ziskat nasledovne:
Px, =UX,,. (4)

Poznamenavame, ze matica U je Specidlny pripad projekénej matice, tiez znamej ako

what matria:‘ﬂ pre projekciu do jednorozmerného priestoru s bazovym vektorom w. Nech

Podrobnejsie informéacie o ,hat matriz* je mozné najst napriklad v knihe [13] v kapitole 5.2.2.
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er = (1,0,...,0)7 € RP. Je zrejmé, Ze

(1 _ 7 _oroorN1 Ty L oory 1 or
Py, =eUX,=cju(u u) u X, = o X, = an u,

respektive, ze jednorozmernu reprezentaciu dat je mozné vyjadrit maticovo ako

w_ 1

V tejto préci sa zaoberame dvomi postupmi pre ziskanie odhadu linedrneho modelu.
Pripominame, ze hlavnym problémom pri viac-stiborovom zovseobecneni dvojsiiborového
testu bolo, Ze nevieme prelozit priamku prechadzajicu viac ako dvomi bodmi, ¢o nas
priviedlo k myslienke néjst regresnii priamku danti odhadmi stredov [ siborov. Konkrétne

premenné Z a Y v regresnom modeli (3]) zvolime nasledovne:

| | 1 - X, -
1 — X, —

YI><p ZI><1 = . )
| | ) |1 - X, —

- - Ix(p+1)
kde X; je p-rozmerny aritmeticky priemer pozorovani z i-teho siiboru. Tento pristup ozna-
¢ime skratkou LMS (test s Linedrnym Modelom dangm Stredmi). Z dévodu jednoznacénosti

.....

ako ich dimenzia, teda I > p.

Druhym navrhom je vyuzit v modeli pre odhad regresnej priamky vSetkych N po-
zorovani X, zo zdruzeného vyberu (n =1,2,..., N). To znamend, ze Z a Y v regresnom

modeli v tomto pripade zvolime nasledovne:

| | 1 - XTI -
1 - XI -

Ynxp Znxi| =
S B

- Nx(p+1)
Tento druhy pristup dalej v praci oznacujeme LMP (test s Linedrnym Modelom dangm

Pozorovaniami).

Nedostatkom testu LMS je, ze, opat z rovnakého dévodu ako pre testy MPH a MR,

nie je splneny predpoklad nezavislosti dat pre Kruskalov-Wallisov test. Z toho dévodu je
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nutné pre vyhodnotenie hypotézy pomocou tohto testu vyuzit Monte Carlo permutacni
verziu. Pri teste LMP sa pri simulaciach pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu,
ktory vyuziva y2-aproximaciu v Kruskalovom-Wallisovom teste, nepreukdzalo porusenie
predpokladov, pretoze odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu sa velmi nevychylil
od zvolenej hladiny vyznamnosti 5%. Vysledky simuldcii uvddzame v tabulke

Tabulka 4: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu na hladine vyznamnosti @ = 5%
prostrednictvom 10000 simulacii pre I = 3 nezavislé vyvazené sibory, kazdy s n; = 30 datami
rozmeru p = 2 z prislusného rozdelenia. V permutac¢nom teste bolo vykonanych

1000 permutacii.

No(0g, 1) | By | t1(02, I5) | t3(09, I5)
LMP 0,051 | 0,053 | 0,045 0,050
LMS 0,127 | 0,135 | 0,063 0,112
Permutac¢ny LMS | 0,051 | 0,049 | 0,049 0,050

Zdroj: vlastné spracovanie

Neocakavané nepreukazanie porusenia predpokladov Kruskalovho-Wallisovho testu v tes-
te LMP nas viedlo k hlbsiemu skiimaniu tohto vysledku. Dospeli sme k zaveru, ze pri hla-
dani regresnej nadroviny prostrednictvom vsetkych pozorovani je kolisavost tejto nadro-
viny znac¢ne obmedzena a nie je na datach tak zavisla, aby sa to prenieslo aj do prav-
depodobnosti chyby prvého druhu. Myslime tym, ze napriklad pri parametroch uvede-
nych v popise tabulky |4 a pozorovaniach z normalneho rozdelenia (prvy stipec tabulky
sa sklon priamky (t. j. Bl) v pristupe LMP pohyboval priblizne v intervale [—0, 601; 0, 402],
zatial ¢o pri vyuziti LMS to bolo [—70,678; 356, 778].

Nevyhodou navrhnutych pristupov LMS a LMP pre p > 2 je tiez vyrazne subjek-
tivny a v podstate neodovodnitelny sposob zostrojenia priamky ¢, pretoze sa da jedno-
ducho néjst priklad, kde sice (p — 1)-rozmernd regresnd rovina dobre zachyti struktiru
dat, no priamka ¢ neodhali rozdiely medzi sibormi. Navrhujeme preto rekurentny al-
goritmus, ktory si vie poradif aj v situaciach, ked LMS a LMP zlyhaji. Myslienka sa
da aplikovat v oboch pristupoch LMS a LMP, no my skiimame iba aplikdciu pre LMS,
ktori ozna¢ime RLMS (test s Rekurentngm Linedrnym Modelom danym Stredmi). Uva-

zujme N p-rozmernych pozorovani X, z I siborov. Nech X = (X3, Xs,..., Xy)" a nech
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v znaceni ;X, hodnota 1 znaci poradie v zdruZenom stbore, j oznacuje j-tu iterdciu
algoritmu a ij]b) znaci b-tu zlozku ;X,. Uvazujme linedrny regresny model . Nech
jB = (jBAo,jBl, . ,ij_j_l)T = (;YT,Y)",YT,Z je odhad metédou najmensich Stvorcov

v j-tej iterdcii pri oznaceniach:

L |
_ ~® ~(P—i-1)
Y =1 ;X ;X
L |
_ ()
2=, X"

kde jy(b) oznacuje b-ty stipec v ; X, ¢o je I x (p — j) rozmernd matica odhadov stredov
I stborov pozorovani ; X v j-tej iteracii. Teda v uvedenom linearnom modeli (3)) je prvych
(p — j — 1) zloziek matice ;X tzv. regresormi a (p — j)-ta zlozka matice ;X modelovana
premenna. V navrhovanom rekurentnom algoritme v kazdej iteracii postupne redukujeme
dimenziu dat o jeden takym spdsobom, Ze v (p — j)-rozmernom priestore prostrednictvom

linedrneho modelu odhadneme (p — j — 1)-rozmernt nadrovinu
Ny =B+ b+ By,

na ktort nésledne ortogonalne projektujeme (p— j)-rozmerné pozorovania. Opat je mozné
bez ujmy na vSeobecnosti polozit intercept ; 30 nadroviny ;h’ rovny nule, pretoze vzajomna
poloha ortogonalnych projekcii sa ani v tomto pripade nemeni v zavislosti od interceptu.

Teda nech
jhry= j311’1 + e +j3p—j711‘p7j71,
v dalsich znaceniach znaci nadrovinu pre jBO = 0. Vektory ;u; := (1,0,0,...,0, 0,j51)Ta
jug := (0,1,0,...,0, O,jﬁg)T az jup,—j—1 = (0,0,0,...,0, l,ij_j_l)T zjavne lezia v nad-
rovine jh. Rekurentny vztah teda definujeme pre j =0,1,2,..., (p —2) a zaciato¢ny stav
0X = X nasledovne:
X = XU;V,
kde matica ;U = ;U(;UT,U)"5;U" je ,hat matriz* (pozri pozndmku pod ¢iarou navia-

zant na vetu pod vztahom () a (p — j) x (p — j — 1) rozmerné matice ;U a ;V st
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definované nasledovne:

_1 0 0 - _1 0 O-
0 1 0 1

;U= 0 ; V= 0
0O ... O 1 0o ... 0 1
_jBl jBQ ij—j—l_ _0 ... 0 O_

Vyuzitim takéhoto rekurentného algoritmu ziskame po (p—1) krokoch jednorozmernu pro-
jekciu viacrozmernych pozorovani X, na ktord moézeme rovnako ako v predchadzajucich
navrhoch testov aplikovat Kruskalov-Wallisov test opisany v podkapitole [I.2.2] Pre ove-
renie kvality RLMS sme opéaf simulac¢ne overili pravdepodobnost chyby prvého druhu
a vysledky, ktoré uvddzame v hornej casti tabulky [0 st totozné ako pri pristupe LMS,
kedze pre p = 2 st tieto testy totozné. Rozdiely sa ukazali az pri vyssich dimenziach, kde
sa tieto pristupy spravaju odlisne. Tuto skuto¢nost mozno pozorovat aj v tretom a stvrtom
riadku tabulky [l Poznamenavame, ze rovnost nasimulovanych pravdepodobnosti chyby
prvého druhu v poslednych dvoch stlpcoch druhej ¢asti tabulky [5 je ¢isto ndhodnd a nie

je to pravidlo.

Tabulka 5: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu RLMS na hladine
vyznamnosti a = 5% prostrednictvom 10000 simulacii pre I nezdvislych vyvazenych stborov,

kazdy s n; p-dimenzionalnymi realizaciami z prislusného rozdelenia.

I'in;|p -/\/ZD(OpaIp) Bp tl(omlp) t3(0p71p>

RLMS 313012 0,127 0,135 | 0,063 0,112
Permuta¢ny RLMS || 3 | 30 | 2 0,051 0,049 | 0,049 0,050

Permutacny LMS
Permutacny RLMS

30 |3 0,048 0,048 | 0,050 0,051
30 |3 0,049 0,047 | 0,050 0,051

e~

Zdroj: vlastné spracovanie

Pre lepsiu predstavu o fungovani testu RLMS uvadzame na obrazkoch [3|az 5] ukazku
krokov pre trojrozmerné pozorovania (p = 3) z normdlneho rozdelenia so strednymi hod-
notami gy = (3;0;0,5)T, us = (0;2;0,5)7, pu3 = (0;0;0)" a identickou kovarian¢nou

maticou. Kazdy z I = 3 suborov obsahuje n; = 30 pozorovani.
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X

Obr. 3: Ukazka testu RLMS ¢ast 1 - odhad roviny dany odhadmi stredov stiborov pévodnych

pozorovani. (Zdroj: vlastné spracovanie)

Niekto by mohol namietat, ze vyuzitie linearnej regresie nie je vhodné, pretoze li-
nearna regresia je urcend na modelovanie linedrnej zavislosti, pricom nepredpokladéame,
ze by pozorovania boli linedrne zavislé. V nasom pripade to vSak nepredstavuje logicky
problém, pretoze hladdme najlepSiu moznu linearnu reprezentéaciu len za icelom redukcie

dimenzie s cielom aplikovat jednorozmerny test.
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Obr. 4: Ukazka testu RLMS cast 2 - odhad priamky dany odhadmi stredov siborov ortogonal-

nych projekcii z obrazku (3| (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 5: Ukazka testu RLMS cast 3 - ortogonalne projekcie pozorovani z Obrézku Tieto jedno-
rozmerné pozorovania vstupuji do Kruskalovho-Wallisovho testu. Z dovodu lepsej vizualizacie

su tieto jednorozmerné data zadmerne vertikdlne vychylené. (Zdroj: viastné spracovanie)
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2.2.3 Projekcia na priamku urcenti hlavnymi smermi

Analyza hlavnych komponentov (angl. principal component analysis, PCA), ktort
predstavil H. Hotelling v publikacii [I1] je metéda na odvodenie mnoziny ortogondlnych
linedarnych projekcii korelovanych premennych, pricom projektované premenné uz nie st
korelované a hlavné komponenty st zoradené zostupne podla disperzie na nich projekto-

vanych pozorovani. Formalne definujeme hlavné komponenty nasledovne.

Definicia 7. Nech X je p-rozmerny ndhodny vektor so strednou hodnotou i a kovarianc-

nou maticou X so spektrdlnym rozkladom ¥ = UAUT. Potom ndhodnij vektor
Y = UT(X — p)

nazyvame vektor hlavngch komponentov nahodného vektora X . Nech pXp matica vlastniych
vektorov U md stlpce (viastné vektory) uy, us, . . . Uy, potom Y; = ul (X —p) je i-ty hlavny
komponent ndhodného vektora X, pricom Var(Y) = A = diag(A1, Ag, ..., Ap) a Ay > Ay >

< > Np. Vlastny vektor u; nazgvame i-ty hlavny smer rozptylu.

V klasickom pristupe sa hlavné komponenty pocitaju postupne. Prvy hlavny kom-
ponent zodpoveda hlavnému smeru, v ktorom maji projektované pozorovania najvacsi
rozptyl. Druhy hlavny smer je potom kolmy k prvému hlavnému smeru a opéaf maxima-
lizuje rozptyl. Pokracujuc tymto sposobom sa vypocitaju vsetky hlavné smery a hlavné

komponenty. Formélne:
Var(Y)) = max{Var(a’X) | a € R, ||a|| = 1}, (5)
a pre k > 2:
Var(Yy) = max{Var(a’X) | a € R, ||al| = 1,a L uy,a L uy,...,a L up_1}.

Vlastné hodnoty A; kovariancénej matice A sa interpretuji ako miera variability zachy-
tend v tom ktorom hlavnom komponente. KedZe pracujeme s realizdciami z nezndmych
rozdeleni, tak kovarian¢nt maticu musime empiricky odhadnit. Dalsie poznatky na tému
analyzy hlavnych komponentov je mozné néjst napriklad v publikacii [13], z ktorej sme

aj my vychadzali.
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K myslienke vyuzit hlavné komponenty nas priviedol spésob MR, ktory voli z (é)
priamok taki, aby projektované pozorovania boli ¢o najviac rozptylené. Analyza hlavnych
komponentov z definicie hladd ortogonalne smery, ktoré st zaroven zoradené zostupne
podla rozptylu v tom ktorom smere. Klticovym bodom v tejto myslienke je, Ze pri prvom
hlavnom komponente sa iba spojito hlada najviac rozptyleny pohlad na pozorovania, pre-
toze este nie je viazany ziadnym inym, na ktory by mal byt kolmy (pozri rovnicu (5))).
A teda, kedZze priamku, na ktoru projektuje pozorovania hlada z nekonecne vela moznosti,
tak aspon teoreticky by sme mali dostavat lepsie vysledky ako v pripade testu MR, ktory
hlada tid optiméalnu len z mensej mnoziny (g) priamok. Druhym dolezitym rozdielom me-
dzi MR a tymto pristupom je odlisny sposob merania variability. Zatial ¢o v pristupe MR
sa hlada najvicsia vzdialenost sprojektovanych bodov (pozri rovnicu ), tak pri tomto
pristupe sa maximalizuje celkové variancia (pozri rovnicu ) Tiez by sme chceli pozna-
menaf, ze v dosledku maximalizacie rozptylu v prvom hlavnom smere nadobudne prvy
hlavny komponent dalsiu vlastnost, ktori by sme od optimalnej priamky mohli vyzado-
vat, a to, ze strednd hodnota p a prvy hlavny smer u; udavaju taka priamku, pre ktort
st kolmé vzdialenosti pozorovani od tejto priamky v sicte minimalne. To okrem iného
prinasa aj druhy sposob, akym je mozné vypocitat hlavné komponenty. Postup vypoctu
hlavnych komponentov a odvodenie optimélnosti z hladiska minimalizacie stuc¢tu kolmych
vzdialenosti pozorovani je mozné najst napriklad v spomenutej publikécii [13] v podkapi-

tole 7.2.3.

Hlavné komponenty st vsak citlivé na skdlovanie pozorovani a z toho dovodu sa
vo vacsine pripadov odporica pozorovania pred aplikaciou PCA standardizovat. Kedze to
nie je vSeobecné pravidlo, Standardizaciu sme do algoritmu testu nezahrnuli a ponecha-
vame na uvazeni uzivatela, ¢i pozorovania pred aplikaciou testu Standardizuje. Vo viac-
rozmernom teste polohy viacerych stiborov teda navrhujeme nasledovny pristup, ktory

sme pre dalsie referencie oznacili HK (test s Hlavngmi Komponentams)

Navrhovany algoritmus HK:

1. Vypocet prvého hlavného smeru a prvych hlavnych komponentov vsetkych pozoro-

vani.
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2. Aplikacia Kruskalovho-Wallisovho testu na prvé hlavné komponenty.

Opéft vsak narazame na otazku, ¢i si splnené predpoklady Kruskalovho-Wallisovho
testu z dovodu spomenutého pri predchadzajtucich navrhoch. Konkrétne, pozorovania pro-
jektované na priamku dant prvym hlavnym smerom uz pravdepodobne nebudi nezavislé,
pretoze odhad hlavného smeru udavaji samotné pozorovania. Tento fakt moze opét spo-
sobit, ze pravdepodobnost chyby prvého druhu bude vychylena k vyssim hodnotam ako
bude stanovena hladina vyznamnosti a. My sme vsak aspon prostrednictvom simulécii
overili, ¢i ndm odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu odhali porusenie niekto-
rého z predpokladov a dospeli sme k vysledkom uvedenym v tabulke [6] Po tom, ako sa
pri simulécii pravdepodobnosti chyby prvého druhu pre n = 30 dvoj-dimenzionalnych
dat ako pri predchadzajicich testoch neukézalo vyznamné prekrocenie zvolenej hladiny
vyznamnosti a, ktoré by nebolo mozné povazovat za dielo ndhody, sme simulovali pravde-
podobnosti aj pre mensi pocet dat n = 10 a taktiez aj pre vacsie dimenzie a viac siborov.

Tieto vysledky uvadzame v tabulke [6]

Tabulka 6: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu HK na hladine vyznamnosti
a = 5% prostrednictvom 10000 simulécii pre I nezévislych vyvéazenych stborov, kazdy

s n; p-dimenziondlnymi realizdciami z prislusného rozdelenia.

Lini | p | Np(Op L) | By | 1(0p, 1) | t3(0p, Ip)
30302 | 0047 |0052| 0047 | 0,049
3[10[ 2 | 0,047 |0,046 | 0,047 | 0,049
sl 5 0,048 | 0,051 | 0047 | 0,049
501510 0,048 0045 | 0045 | 0,048

Zdroj: vlastné spracovanie

Avsak empiricky odhad kovariancénej matice a rozptyl, ktory sa maximalizuje, si
velmi citlivé na odlahlé pozorovania (angl. outliers). V dosledku toho st ¢asto prvé hlavné
smery prifahované k tymto anomalnym pozorovaniam. To mo6ze negativne ovplyvnit celi
analyzu. Hlavne v navrhovanom pristupe testovania polohy, kde sa vyuziva len prvy hlavny

komponent. Tento nedostatok demonstrujeme na obr. [6} VIavo na obr. [ st zndzornené
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3 stibory (¢ierny, modry a sivy), ktoré obsahuji po 30 realizicii z dvojrozmerného normél-
neho rozdelenia s identickou kovarianénou maticou a s odliSnymi strednymi hodnotami
pr = (0;0)7) uy = (2,-2,3)T a pug = (—2,5;2,4)7 zndzornenymi trojuholnikmi. Vpravo
st tie isté pozorovania s jednym odlahlym pozorovanim s hodnotami (z,y)T = (35;34)7,
ktoré sme doplnili do ¢ierneho stiboru. Oranzova priamka v oboch pripadoch znazornuje

smer prvého hlavného smeru.
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Obr. 6: Demonstrécia citlivosti testu HK na anomaélne body. (Zdroj: vlastné spracovanie)

Pozorujeme, ze dokonca aj jedno odlahlé pozorovanie dokéaze sposobit, ze prvy a druhy
hlavny smer st urcené naopak. To ma v takomto pripade negativny vplyv na vysledok
testu HK. Zatial ¢o v pripade vlavo sme vypocitali hodnotu Kruskalovej-Wallisovej x?
Statistiky priblizne 131,45 a zodpovedajtcu p-hodnotu mensiu ako 2,2 - 10716, tak v pri-
pade vpravo sme vypocitali hodnotu testovej statistiky priblizne 4,043 a zodpovedajicu
p-hodnotu priblizne 0,1325. To znamen4, ze v prvom pripade hypotézu o rovnosti stred-
nych hodnét celkom isto spravne zamietame a v druhom pripade tito hypotézu celkom
isto nezamietame. Tento rozdielny vysledok je sposobeny prave orientaciou prvého hlav-
ného smeru. V pripade vlavo prvy hlavny smer dostatocéne dobre odhadol priblizne line-

arnu struktiru polohy stuborov a jednorozmerné projekcie siiborov bolo mozné dostatocne
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dobre rozlisit a zamietnut nulova hypotézu. V pripade vpravo bol smer hlavného smeru
ortogonalny na tuto linearnu struktiru, ¢o sposobilo, ze rozdielnost py, s, p3 po projekeit

pozorovani nebolo mozné zistif.

Tieto problémy nas priviedli k skiimaniu robustnych verzii PCA, ktorych cielom je
ziskat hlavné smery, ktoré nie su prilis ovplyvnené odlahlymi pozorovaniami. Takychto
verzii bolo v minulosti predstavenych niekolko. Jedna skupina metdd sa snazi namiesto
klasickej kovarian¢nej matice vyuzit jej rozne robustné odhady. Druha skupina metdd
vyuziva projekcné sledovanie (angl. projection pursuit) s cielom maximalizovat robustni
mieru rozptylu. Jedna z robustnych verzii, ktord vyuziva kombinaciu robustného odhadu
kovarianénej matice a projekéného sledovania bola predstavend v publikécii [12] autormi
M. Hubert, P. J. Rousseeuw a K. V. Branden v roku 2005. Tato publikacia okrem navrhu
robustného algoritmu ROBPCA taktiez obsahuje stru¢ny prehlad alternativnych metod
spoloc¢ne so simula¢nou studiou, ktord porovnava navrhnuty algoritmus s alternativami.
Po prestudovani tvah, zaverov a simulac¢nej stidie sme sa pre nasu aplikaciu rozhodli
vyuzit prave algoritmus ROBPCA navrhnuty v tejto publikacii. Pri vypoctoch sme vy-
uzili implementéciu v jazyku R [20] z balika rospca [21]. Robustnd verziu navrhnutého
testu HK, teda verziu, v ktorej namiesto klasického pristupu k vypoctu PCA vyuzivame
spomenuty robustny algoritmus, dalej v tejto praci oznac¢ujeme ako RHK (Robustny HK).
Uvazujme priklad, ktory sme vysSie opisovali na obrazku [0l Na totozné pozorovania sme

aplikovali aj robustni verziu HK, ktorej vysledok uvadzame na obrazku [7]

Tabulka 7: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu RHK na hladine
vyznamnosti a = 5% prostrednictvom 10000 simulacii pre I nezdvislych vyvazenych stborov,

kazdy s n; p-dimenzionalnymi realizaciami z prislusného rozdelenia.

I'lni|p '/\/;7(0107 Ip) B, t1(0p, 1) t3(0p7 ]p)

31301 2 0,046 0,051 0,047 0,049

31101 2 0,048 0,046 0,047 0,046
RHK

31301 5 0,048 0,049 0,046 0,045

5115110 0,048 0,045 0,046 0,047

Zdroj: vlastné spracovanie

Tento algoritmus sa uz nenechal pomylit jednym pozorovanim a v oboch pripadoch

36



{ ]
20
Il

< ...‘.; o °® 2
.0“~. [ ]
" » O
° J °
e W A

L d .. ¢ Q < L&.

<‘r4 .. \.

[ ] N ..

-4 -2 0 2 4 0 10 20 30

Obr. 7: Demonstracia robustnosti RHK na anomdlne body. VIavo - testova sStatistika
Kruskalovho-Wallisovho testu 131,45 a zodpovedajtica p-hodnota menej ako 2,2-10716. Vpravo
- testova statistika Kruskalovho-Wallisovho testu 132,33 a zodpovedajica p-hodnota menej ako

2,2-10718. (Zdroj: vlastné spracovanie)

hypotézu o rovnosti strednych hodnot test spravne s urcitostou zamietol. Pre takto upra-
veny algoritmus sme opét simulovali odhady pravdepodobnosti chyby prvého druhu, ktoré
uvddzame v tabulke [7} Z vysledkov simuldcii sa domnievame, 7e tprava algoritmu na ro-
vsak mozu bezne nastat situacie, kedy prostrednictvom prvého hlavného komponentu ne-
bude mozné zachytif potrebné mnozstvo variancie a sila testu RHK by v takych pripa-
doch bola nizka. Preto sme sa tento pristup rozhodli upravit na nasledujici algoritmus,
ktory zohladnuje mieru variancie zachytenu aj v dalsich hlavnych komponentoch. Pre dal-
sie referencie sme tento algoritmus oznacili skratkou KRHK (Korigovany Robustny test

s Hlavngmi Komponentamy)
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Navrhovany algoritmus KRHK:

1. Vypocet vsetkych robustnych hlavnych smerov podla algoritmus ROBPCA [12].

2. Volba prvych k hlavnych smerov, tak aby odhad podielu vysvetlenej variancie bol
aspon 80%, t. j.

PPy

i=1 i
alebo aby

Ak

<1078

AT 0

kde \;, je vlastnd hodnota kovarian¢nej matice, pricom vlastné hodnoty st usporia-

dané zostupne.

3. Aplikacia Kruskalovho-Wallisovho testu pre projektované pozorovania v smere kaz-

dého z k zvolenych hlavnych smerov.

4. Vyhodnotenie nadobudnutych p-hodnét prostrednictvom Holmovej-Bonferroniho sek-

vencnej metédy (pozri tvrdenie [2)).

5. Vyhodnotenie - zamietnutie rovnosti strednych hodnét, ak aspon jeden z k Kruskalo-

vych-Wallisovych testov zamietol jemu prislusni nulovi hypotézu.

Rovnako ako pre vsetky ostatné navrhy sme opat simulovali odhady pravdepodob-
nosti chyby prvého druhu. Vysledky simuldcii uvadzame v tabulke [§. Pozorujeme, ze
vSetky odhady st mensie ako zvolend hladina vyznamnosti o = 5%, takZe mdzeme z tohto
pohladu prehlésit KRHK za spolahlivy. Taktiez pozorujeme, ze KRHK m4é s klesajicim
poctom pozorovani a rastiicim poctom stiborov I tendenciu mat mensiu pravdepodobnost
chyby prvého druhu (pozri prvy, druhy a stvrty riadok), no iba zvySenie dimenzie nemalo

na pravdepodobnost chyby prvého druhu vplyv (pozri prvy a treti riadok).

Hoci sme KRHK navrhli s cielom zachytif potrebné mnozstvo variancie vo vyssich
dimenziach, tak dokonca aj pre nizsie dimenzie existuju Specidlne pripady, ked HK a RHK
zlyhaji a KRHK spravne odhali neplatnost nulovej hypotézy o rovnosti parametrov po-

lohy. Jeden z takychto Specidlnych pripadov demonstrujeme na obrézku [§ Pristupy HK
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Tabulka 8: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu KRHK na hladine
vyznamnosti a = 5% prostrednictvom 10000 simuldcii pre I nezdvislych vyvazenych stborov,

kazdy s n; p-dimenzionalnymi realizdciami z prislusného rozdelenia.

I'lni|p N;J(Ozn 1) B, t1(0p, 1) | t3(0p, 1)

31301 2 0,045 0,044 0,047 0,048

31101 2 0,041 0,039 0,044 0,041
KRHK

31301 5 0,047 0,049 0,047 0,049

5115110 0,034 0,035 0,036 0,038

Zdroj: vlastné spracovanie

a RHK spravne odhalili smer s najvic¢sou varianciou. Avsak nie vzdy to je ten spravny smer
pre odhalenie neplatnosti nulovej hypotézy, ¢o sa v tomto pripade potvrdilo. Oba pristupy,
HK a RHK, s urcitostou nezamietli hypotézu o rovnosti parametrov polohy s p-hodnotou
rovnou 0,9609. Pristup KRHK v pripade kovarian¢nej matice ¥ = diag(20;0,05) dvoj-
rozmerného normalneho rozdelenia, uvazoval aj druhy hlavny smer znazorneny zelenou
prerusovanou priamkou, pri ktorom je jasne vidiet rozdielnosti v parametroch polohy si-
borov, pretoze prvy hlavny komponent (k = 1) nespliial podmienku (6) v druhom kroku
definicie algoritmu KRHK, pretoze pri odhadnutych hodnotach A; = 19,808 a Ay = 6,495

YN 19,808
PN 19,808 + 6,495

=0,753 <0,8.

V priklade na obrazku [§] teda pristup KRHK spravne zamietol nulovi hypotézu. Ak
by vsak kovarian¢na matica bola ¥ = diag(2000; 0, 05), tak by algoritmus KRHK v pod-
mienke v druhom kroku vyhodnotil, Ze je dostatocny iba prvy hlavny komponent a rovnako
ako pristupy HK a RHK by neodhalil nerovnost parametrov polohy. Ako sme vsak uviedli
pri definicii algoritmu HK, hlavné smery st citlivé na skalovanie pozorovani, ¢o sa presne
ukazalo byt v tomto priklade problémom. Ak vsak testy vykondame na standardizovanych

pozorovaniach, tak vsetky tri testy spravne odhalia neplatnost nulovej hypotézy.

Tento priklad nas priviedol k dalSej uprave testovacieho algoritmu, ktord vyuziva
koncept priestorového znamienka. Priestorové znamienko sme uz spomenuli v podkapi-

tolev stuvislosti s testom od H. Oju a R. H. Randlesa z publikécie [I7], kde je definované
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Obr. 8: Demonstracia specidlneho pripadu slabosti HK a RHK. Trojuholniky oznacuju stredy
suborov. Vsetky tri sibory (¢ierny, modry a sivy) obsahuji po 50 pozorovani, ktoré pochadzaji
z dvojrozmernych normélnych rozdeleni s kovarianénou maticou ¥ = diag(20;0,05) a so stred-

nymi hodnotami py = (0;0)7, pe = (0;3)7 a uz = (0; —3)T. (Zdroj: vlastné spracovanie)

ako funkcia

x|, @ #0,
S(x) =
0, x =0,
kde [ - || zna¢i Euklidovskd normu. Geometricky funkcia S(z) predstavuje projekciu bodu

x € RP na povrch p-rozmernej jednotkovej sféry so stredom v bode 0. Uvazujme opét I st-
borov, kazdy s n, pozorovaniami X;; € R, ¢ =1,2,..., I aj =1,2,...,n;. Navrhujeme
vypocitat body S;; vyuzijic funkciu S(x) nasledujicim spésobom

Sij =X, + 5(Xi; — X)), (7)

kde X; = n% Z?;l Xi; a nasledne na transformované body S;; aplikovat algoritmus hlav-
nych komponentov z cielom najst optimalny smer pre zamietnutie nulovej hypotézy. Zis-
kany prvy hlavny smer a celkovy priemer pozorovani nam udaju priamku, na ktortu
nasledne projektujeme povodné pozorovania X;; a aplikujeme Kruskalov-Wallisov test

pre jednorozmerné pozorovania. Poznamenavame, ze v tomto pripade nie je nutné vyuzit
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robustnu verziu hlavnych komponentov, pretoze pozorovania S;; neobsahuji ,outliery*,
kedZe vietky leZia na jednotkovej sfére so stredom v X;. Cielom tohto postupu je vy-
uzit myslienku, ze ak existuje rozdiel v polohe siiborov, tak sa tento rozdiel prejavi aj
v rozptyle v smere tohto rozdielu, avsak pri hladani optimalnej priamky zaroven odfil-
trovat rozptyl dany pravdepodobnostnym rozdelenim, z ktorého pozorovania pochadzaju.
Pri simulaciach pravdepodobnosti chyby prvého druhu sa v tomto pripade ukazal prob-
lém s prekrocenim stanovenej hladiny vyznamnosti o = 5%, takze je opéat nutné vyuzit
permutacni verziu. Problémy s nezanedbatelnym prekroc¢enim hladiny vyznamnosti o sa
vsak nepodarilo odstranif ani prostrednictvom 1000 permutéacii ako v predchédzajicich
pripadoch. I ked by sme pravdepodobne dokazali najst pocet permutacii, pre ktory by uz
tento postup nevykazoval problémy s pravdepodobnostou chyby prvého druhu, tak rad-
Sej sme sa pozreli hlbsie na pri¢inu problému. Pri detailnejSej analyze sme objavili, Ze aj
ked je tento postup nenecha pomylit situdciou, ktori prezentujeme na obrazku [§] kde st
vzdialenosti medzi strednymi hodnotami vyrazne nad 1, tak pre malé az Zziadne rozdiely
transformované pozorovania S;; lezia priblizne na rovnakej kruznici. Na obrazku 9] uva-
dzame priklad takejto situdcie. Vidno, ze v takychto pripadoch sa ,zasumi“ velka cast
informacie o smere najvacsieho rozptylu a v désledku toho sa odhadnuta priamka velmi
kolise aj pri malych zmenach v pozorovaniach. To spdsobi, ze priamka je tak velmi zavisla
od pozorovani, Ze ani permutacny test nepomoze pri stabilizacii pravdepodobnosti chyby
prvého druhu. Ak by vSak transformované pozorovania S;; nelezali na jednotkovej sfére,
ale na sfére s dostatocne malym polomerom r, tak by sa jednotlivé sféry pre Tubovolne malé
rozdiely v strednych hodnotach nepretinali. Pripominame, ze transformované pozorova-
nia S;; sa vyuziju len na odhad optimalnej priamky prostrednictvom metédy hlavnych
komponentov, na ktoru nasledne projektujeme povodné pozorovania X;;. VSimnime si,
ze polomer r istym sposobom udava pri hladani optimalnej priamky pomer vah medzi
odhadom strednej hodnoty v i-tom stibore a disperziou v i-tom stubore, ktoré vstupuju
do metody hlavnych komponentov. Zda sa nam, ze polomer r je vhodné nastavit tak, aby
sa najblizsie sféry dotykali, pretoze nedochadza k prekrytiu sfér. V zmysle pomeru vah
je to tiez rozumné, pretoze ¢im su sibory blizsie, tym menej nés zaujima ich disperzia

a zélezi ndm hlavne na odhade strednej hodnoty. Transformované pozorovania S;; teda
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navrhujeme vypocitat nasledovne.

— - X, —X;
Z7J:1a2‘7"'71 2
1<)

Pre lepSie porozumenie uvedenej tpravy uvddzame na obrazku [9] priklad, kde je vidiet

vplyv tpravy vypoctu S;; zo vztahu @ na vztah .
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Obr. 9: Porovnanie odhadu optimdlnej priamky pre vypocet S;;. Vlavo st zobrazené povodné
pozorovania X;;, v strede st S;; poc¢itané prostrednictvom vztahu a vpravo prostrednictvom

vztahu (8)). (Zdroj: vlastné spracovanie)

Pre testovanie hypotézy o rovnosti parametrov polohy viacerych siiborov navrhujeme
nasledujici postup, ktory dalej v praci oznac¢ujeme ako HSPZ (test s Hlavnym Smerom

Priestorovych Znamienok).

Navrhovany algoritmus HSPZ:

1. Vypocet transformovanych pozorovani S;; prostrednictvom vztahu .
2. Vypocet prvého hlavného smeru pre S;;.

3. Projekcia povodnych pozorovani X;; na priamku dant vypoc¢itanym prvym hlavnym

smerom a celkovym priemerom z X;;.

4. Aplikacia Kruskalovho-Wallisovho testu pre sprojektované X;.
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Vysledky simulécii pravdepodobnosti prvého druhu HSPZ uvddzame v tabulke [9]
Kedze aj v tomto pripade bola pravdepodobnost zakladného HSPZ nad zvolenou hladi-
nou vyznamnosti a = 5%, tak je potrebné vyuzit jeho permutac¢ni verziu. Pri 1000 per-
mutaciach sa uz neukazalo prekrocenie hladiny vyznamnosti «, ktoré by nebolo mozné

pokladat za dielo ndhody.

Tabulka 9: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu na hladine vyznamnosti o = 5%
prostrednictvom 10000 simulacii pre I = 3 nezavislé vyvazené sibory, kazdy s n; = 30 datami
rozmeru p = 2 z prislusného rozdelenia. V permuta¢nom teste bolo vykonanych

1000 permutacii.

N2(02; ]2) B2 31 (Opa Ip) t3(0p7 Ip)
HSPZ 0,097 0,100 0,058 0,085
Permutacny HSPZ 0,050 0,047 0,049 0,050

Zdroj: vlastné spracovanie

2.3 Navrhované rozsirenia vychadzajice z testovej statistiky Krus-

kala a Wallisa

V tejto podkapitole postupne predstavime sadu navrhovanych testov, ktoré zdielaju
myslienku viacrozmerného zovSeobecnenia testovej Statistiky Kruskala a Wallisa. Ako
piseme neskor v tejto kapitole, tato testova statistika sa da jednoduchou tpravou prepi-
sat na sucet kvadratickych foriem. Otazkou vsak zostava, ako zmysluplne zovSeobecnit
jednotlivé premenné, ktoré v testovej statistike vystupuji. Odpovede na tito otazku pre-
zentujeme v nasledujicich podkapitolach. V istom zmysle podobne ako my, no nie tplne
rovnako, pristupovali k zovseobecneniu Kruskalovho-Wallisovho testu aj Bhapkar, Chat-
terjee, Choi, Marden, Puri, Sen a dalsi vo svojich publikaciach. Pre prehlad uvadzame

vyber z tychto publikacii [2, [4] 5l 19].

Vychadzajic z povodnej publikacie Kruskala a Wallisa [14] je mozné testovi Statis-
tiku testu opisaného v podkapitole zapisat roznymi sposobmi. Prvy sposob, ktory sa
zvykne pouzivat, sme uviedli aj my pri opise testu (pozri vztah v podkapitole [1.2.2]).

Druhy spdsob autori uvadzaji v publikacii [I4] s ich oznacenim (1.5), konkrétne
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0z ()

kde R; je priemer n; rankov Xz-(f) v i-tom sibore ziskanych zo vzostupného usporiada-
nia hodnot v zdruzenom stbore, (N + 1) je strednd hodnota a (N? — 1)/12 variancia
rovnomerného rozdelenia na prvych N prirodzenych éislachﬂ Poznamenévame, Ze za plat-
nosti hypotézy Hj sa kazdy rank riadi takymto rovnomernym rozdelenim. VSimnime si,

ze testovu Statistiku je mozné zovseobecnit do tvaru

I

Hyrw = N]\_fl ;nz(ﬁz — ER)"S;' (R — Er), (10)
kde v jednorozmernom pripade je Er := (N + 1) a g := (N? — 1)/12. Tento tvar
je vSak uz formélne pouzitelny aj pre R; = (EE”,EEQ), .. ,Eﬁp ))T, p-rozmernt stredni
hodnotu Er a p X p-rozmernt kovarianéni maticu Xr. V tomto momente narazame
na problém priameho rozsirenia spomenuty v podkapitole 2.1 pretoZe nie je jasné ako
vhodne zoradit vektory a aky tvar by mali mat Er a Y. Prirodzene sa ponuka moz-
nost zoradit pozorovania X;; € R? zo zdruzeného vyberu v kazdej z p zloZiek samostatne
a tak vytvorit p-rozmerné vektory priemernych rankov R;, t. j. nech Rgf) je rank XZ(J{C)
vo vzostupnom usporiadani hodnét mnoziny zdruzeného vyberu {X,(]k), n=12,...,N},
a Eﬁ’“) = ni >0t Rg?) pre k=1,2,...,p. Stredni hodnotu v takom pripade vieme jedno-
ducho zovseobecnit na

N1

Er = 1

T
kde 1, je p-rozmerny vektor jednotiek. Jednoduchym, avSak naivnym, sposobom, ako

zovseobecnit kovarianéni maticu, by bolo ju zvolit nasledovne

NZ -1
ER:T'IP, (1].)

kde I, znaci p-rozmerni maticu identity. Takyto test by mal Sancu fungovat iba ak by
sme si boli isti, Ze je v pozorovaniach nie je medzi jednotlivymi zlozkami zavislost. Ak by

tento predpoklad nebol splneny, tak by sa zavislost preniesla z pozorovani aj do rankov

2Kedze predpokladame, ze rozdelenia, z ktorjch pozorovania pochidzaji s spojité, tak pravdepodob-

nost rovnosti dvoch pozorovani je nula. Preto modifikiciu pre tento problém v praci nespominame.
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a matica Y i by bola nespravna, ¢o by sposobilo nespolahlivost vysledkov testu. V nasle-
dujucich podkapitolach rozoberieme niektoré z moznych odhadov kovarianénej matice X g.
Existuju aspon dva pristupy akymi je mozné sa vysporiadat s tymto problémom. Bud od-
hadneme maticu Xy tak, aby zachytavala vsetky zavislosti, alebo sa pokusime zavislosti
eliminovat. Po elimindcii zavislosti by matica X s urcitostou mala uvedeny tvar (L1]).
Vyhodou elimina¢ného pristupu je diagonalny tvar tejto matice, pretoze tvar testovej Sta-
tistiky sa jednoduchymi tpravami prevedie na stucet p jednorozmernych H Statistik

nasledovne

PN -1 nRY LN+, &
I _ i 4 2 A E :H(k). 12
MEW k,Z:l N (N2 —1)/12 (12)

2_ .
Sp=1T, i=1

Vdaka tomu, Ze za platnosti hypotézy Hj sa jednorozmerna statistika H asympto-
ticky riadi x? rozdelenim s I — 1 stupfiami volnosti a vdaka aditivnej vlastnosti y? rozde-
lenia vieme, Ze za platnosti hypotézy Hy sa testova Statistika H sy asymptoticky riadi

x? rozdelenim s p(I — 1) stuptiami volnosti.

2.3.1 Dekorelovany viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test

V snahe dosiahnut asymptoticky y? rozdelenie testovej Statistiky vyuZivajticej na-
ivny fakt navrhujeme z pozorovani odstranit aspon korelacie, t. j. linedrne zavislosti,
zloziek. To je mozné dosiahnut aplikaciou metédy hlavnych komponentov, ktorid sme opi-
sali v podkapitole [2.2.3] Pre dekorelovany viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test, ktory

dalej oznacujeme ako ,,DecorMKW“, navrhujeme nasledujici algoritmus.

Navrhovany algoritmus DecorMKW:

1. Dekoreldcia povodnych pozorovani X, € R? zo zdruzeného suboru transformaciou

na hlavné komponenty Y, € R pre n=1,2,..., N.

2. Urcéenie hodnot rankov R,(vk) pozorovani Yn(k) pre £k = 1,2,...,p a zostrojenie

vektorov R;.

3. Vypocet testovej Statistiky a porovnanie s prislusnym kvantilom x2; ;) rozde-
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lenia.

Aby sme potvrdili vhodnost tohto testu, tak sme opéat simulovali odhad pravde-
podobnosti chyby prvého druhu pre rozne scenare. Vysledky simulacii uvadzame v ta-
bulke [I0] V ziadnom z uvedenych scendrov nedoslo k prekroceniu stanovenej hladiny
vyznamnosti o = 5%. V tabulke [L0] moZno pozorovat aj asymptotické spravanie testovej
statistiky, pretoze pre maly pocet dat pozorujeme isti konzervativnost testu pri zamietani
nulovej hypotézy. Ako mézeme vidiet v poslednom riadku tabulky [10] tento efekt sa este

umocnuje zvysenim dimenzie.

Tabulka 10: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu DecorMKW na hladine
vyznamnosti o = 5% prostrednictvom 10000 simuldcii pre I nezévislych vyvaZenych stiborov,

kazdy s n; d-dimenziondlnymi realizdciami z prislusného rozdelenia.

I'\n;|p Np(opa ]p) B, tl(opa Ip) t3(0p7 Ip)

31301 2 0,050 0,050 0,048 0,048

31101 2 0,040 0,046 0,042 0,044
DecorMKW

31301 5 0,040 0,043 0,044 0,047

5115 10 0,035 0,035 0,040 0,038

Zdroj: vlastné spracovanie

I ked sa nam dekorelaciou podarilo rozsirit aplikovatelnost testu voc¢i naivnému pri-
stupu aj na pozorovania pochadzajice z elipticky symetrického rozdelenia, ¢o demonstru-
jeme v tabulke[11] tak sme si vedomi, Ze nie je vhodny na situécie, ked sa medzi zlozkami
pozorovani vyskytuju aj nelinearne zavislosti, ¢ize napriklad pozorovania nepochadzaji
z elipticky symetrického rozdelenia. V takych pripadoch nie je jasné, ako vo vSeobecnosti

zabezpecit nekorelovanost rankov a aky vplyv by to malo na silu testu.

2.3.2 Viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test s Ojovymi rankami

K nasledujicemu navrhu nas priviedla snaha priblizif sa testu H. Oju a R. H. Rand-
lesa z publikdcie [17], ktory vyuZiva koncept priestorového ranku. Kedze takychto kon-

ceptov existuje viacero, priestorovy rank z publikacie [I7] nazyvame Ojovym. Po blizsej
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Tabulka 11: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu na hladine vyznamnosti o = 5%

prostrednictvom 10000 simuldacii pre I = 3 nezavislé vyvazené sibory, kazdy s n; = 30 datami
10 3

3 1

rozmeru p = 2 z prislusného rozdelenia s kovarianénou maticou ¥ =

N2(02,%) | £1(02,%) | t3(02,%)
MKW 0,089 0,083 0,089
DecorMKW | 0,040 | 0056 | 0,048

Zdroj: vlastné spracovanie

analyze nie je naroéné zistit, ze Ojove ranky st v podstate netrividlne transformované
pozorovania do jednotkovej p-rozmernej sféry. Pripadné rozdiely v parametre polohy vsak
zostanu zachované aj po tejto transformacii a zaroven za platnosti nulovej hypotézy st
pripadné koreldcie eliminované, pretoZze podla tvrdenia Oju a Randlesa z publikacie [17]
na strane 600, kovarianéna matica Ojovych rankov je vdaka nimi navrhnutej Specidlnej
transformdcii identickd matica vyndsobend skaldrom c% /p, kde c¢% je konStanta blizie
popisana v spomenutej publikacii. Ich vyhodou je tiez ich afinna invariantnost. To nas
priviedlo k myslienke dodatocne priradit Ojovym rankom pozlozkové ranky. Z uvedeného
vyplyva, ze Ojove ranky sa za platnosti nulovej hypotézy spravajiu ako keby pochadzali
zo sféricky symetrického rozdelenia na jednotkovej p-rozmernej sfére. To zaruci, ze je
mozné kovariancni maticu ¥z odhadnit pomocou vztahu . Poznamenéavame, ze nové
ranky sa nezhoduji s Ojovymi rankami. Navrhovany viacrozmerny Kruskalov-Wallisov

test s Ojovymi Rankami dalej v praci oznacujeme ako ,MKWOR*.

Navrhovany algoritmus MKWOR!:

1. Vypocet vektorov priestorovych rankov Y, pre n = 1,2,..., N podla kapitoly 2.3
publikécie [L7J]

2. Urcenie hodndét pozlozkovych rankov Rff) pozorovani Yn(k) pre k=1,2,...,p a zo-

strojenie vektorov R;.

3V publikécii [17] st Y, v kapitole 2.3 znacené ako R;.
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3. Vypocet testovej Statistiky a porovnanie s prislusnym kvantilom Xf,( /-1y rozde-

lenia.

Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu MKWOR pre rozne scenare
uvadzame v tabulke [I2] Test nevykazuje vyrazné prekrocenie hladiny vyznamnosti o =

5%. V niektorych pripadoch by sa dalo povedat, zZe test je az prili§ konzervativny.

Tabulka 12: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu MKWOR na hladine
vyznamnosti o = 5% prostrednictvom 10000 simulacii pre I nezéavislych vyvazenych siborov,

kazdy s n; d-dimenziondlnymi realizadciami z prislusného rozdelenia.

I'ing|p Np(opa 1) B, t1(0p, Ip) | t3(0p, 1)

3130 2 0,048 0,051 0,046 0,048

3110 2 0,042 0,046 0,040 0,042
MKWOR

3130 5 0,042 0,043 0,043 0,047

511510 0,035 0,034 0,036 0,037

Zdroj: vlastné spracovanie

2.3.3 Viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test s priamym odhadom kovariancie

Pristup eliminacie zavislosti ma svoje limitacie, a preto sme sktimali pristupy pre od-
had kovarianénej matice Y, ktoré by bola schopna zachytit zavislosti medzi rankami.
V takom pripade uz nie je mozné upravit testova statistiku Hy;xw do tvaru . To
sposobi, ze statistika Hy;xw sa uz nutne nemusi asymptoticky riadit X;Q)( -1y rozdelenim.
Predpokladame vsak, ze pokial je matica ¥z odhadnuta tak, ze spravne zachytava vsetky
zavislosti, tak sa predsa len asymptotické rozdelenie statistiky nezmenﬂ V nasledujui-
com odseku sme predstavili algoritmus, ktorym je mozné odhadnuf kovarianént maticu

rankov.

Uvazujme pozorovania X, tak ako st definované na zaciatku kapitoly [2| Spolu N

pozorovani. Nech R, = (Rgl), Rff), . ,R,(f))T je pozlozkovy priestorovy rank pre nejaké

4Predpoklad sa neopiera o ziadnu vetu & tvrdenie.

48



pozorovanie 7. Nech rank Rfﬁ) € 1,2,..., N znad¢i poziciu vo vzostupnom usporiadani

vsetkych pozorovani v k-tej zlozke, potom ho je mozné zapisat v tvare

1 Y N+1
R;k) =3 ngn(Xék) _ Xi(k)) + Y

i=1

kde sgn(-) oznacuje funkciu signum definovani pre z € R ako

1, ak z > 0,

sgn(z) = 0, ak z =0,

—1, ak z<0O.
Oznacme kovarianéni maticu rankov
YRri1 XR12 --- XRlp
YRr21 XR22 ... XR2p
Yp=
_ERpl ERPQ ce ERpp_

Diagondlne zlozky Y pgpr predstavuju varianciu rankov k-tej zlozky. Ako sme uz vyssie
uviedli, za platnosti nulovej hypotézy ranky R, pochddzaji z rovnomerného rozdelenia
na prvych N prirodzenych é&islach, z ¢oho vyplyva, Ze Vk = 1,2,...,p : S = (N? —
1)/12. Kedze kovarianénd matica je symetrickd, tak je potrebné odhadnif iba polovicu
matice. Pripominame, Ze stredna hodnota R%k) je rovna E[R%k)] = (N +1)/2. Pocitajme

kovarianciu pre k #

ERk’l = COV(R(k),R(l))

n n

= E[RWPRY] — E[RW]E[RV]

" 7
N +1\?
- k) p(l
- - (41)
1o ® _ gy N1 W _ yoy, N1
= E {2;sgn(Xn - X;") 5 HQ;sgn(Xn X]) 5 } —



L . , k k .
Vsimnime si, Ze stredné hodnoty E[sgn(Xék) — XZ-( ))} a E[sgn(X,,gk) — X]( ))} su nu-
lové, pretoze predpokladame, Ze za platnosti nulovej hypotézy st pozorovania X, nezavislé
a rovnako rozdelené, ¢o znamend, ze PriX(" < x®) = PriX( > XM = 5. Bez ujmy
na vseobecnosti mézeme tiez ignorovat nulové sc¢itance, ked n = i alebo n = j. Dospeli

sme teda k vysledku

| NN . l
COV(R%k),R%l)) =1 ; Z;Elsgn(Xék) = XZ-( )) sgn(X,sl) = X]( )) , (13)
%fﬂg‘;n

ktory uz nevieme presne vypocitat a musime ho odhadnif. Suma sa v principe sklada

z dvoch typov sc¢itancov:

)

cr(k, 1) = E[sgn(Xé’“ — XM sgn(x{) — Xf”)] , kde ) # i(= j),

ek, 1) = E[sgn(Xék) — Xi(k)) sgn(Xfll) - X;l))], kde n # i # j.

Oba scitance c1(k,l) a ca(k,l) vieme pre fixné k,l odhadnit prostrednictvom priemeru
a kombindcil vSetkych N pozorovani X,. Konkrétne pre odhad c¢;(k,[) je k dispozicii

N(N —1)/2 kombinécii a N(N — 1)(N — 2)/6 kombindacii pre co(k, 1), teda:

2

N
(k) (k) ) 0
m ngn(Xi - Xj )sgn(X;" — Xj ),

1<j

CAl(k:7 l) -

N
3 sen(X(Y — Xy sgn(x — x1),

1<j<z

Gk, 1) = N(N —1)(N —2)

Vyhodou je, ze uz aj pre relativne maly pocet dat N je k dispozicii nemalé mnozstvo
kombinacii, ¢o by mohlo znamenat, ze odhady prostrednictvom priemeru budu stabilné.
Vsimnime si, ze ¢;(k,[) je v takom pripade korelaény koeficient zndmy ako Kendallovo 7

medzi zlozkami ndhodného vektora (Xék), Xél))T. Odhad kovariancie zo vztahu vieme

pri danych oznaceniach zapisat ako linedrnu kombinaciu ¢ (k,1) a co(k,1):

(N - (N -2)
4

N—-1,

iRkl = COV(R%]C), Rg)) = 4 C1 (lf, l) +

é (k1. (14)
Takymto sposobom je mozné odhadntt celt kovarianént maticu.
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Rovnako ako vo vSetkych pripadoch je ziaduce overit pravdepodobnost chyby prvého
druhu takto vzniknutého testu, ktory budeme pre dalsie referencie oznacovat ,MKWCE*,
viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test s priamym Odhadom Kovariancie. T sme odhadli
prostrednictvom 10000 simulacii, ktorych vysledky uvadzame v tabulke Konstatu-
jeme, ze ziskané odhady nevykazuju nezanedbatelné prekrocenie zvolenej hladiny vyznam-
nosti a = 5%. Z druhého riadku tabulky (13| je mozné dospiet k zdveru, Ze pre maly pocet
dat je test MKWCE konzervativny pri zamietani nulovej hypotézy, ¢o nie je nezvycajné.
Bohuzial, podobny efekt je pritomny aj pri zvysSenej dimenzii a v kombinacii s vyssim po-
¢tom stborov sa odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu blizi az k irovni 3%. Okrem
rasticej konzervativnosti je nevyhodou tohto testu v porovnani s ostatnymi uvedenymi
navrhmi taktiez rychlejsi narast vypoctovej narocnosti odhadu kovarianénej matice, kon-
krétne kvadraticky v dimenzii (v kovariancnej matici X je potrebné odhadnit p(p—1)/2
zloziek) a kubicky v pocte dat (pri kazdom odhade X gy sa vyuzije radovo N(N—1)(N—2)
kombindcii pozorovani).

Tabulka 13: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu MKWCE na hladine

vyznamnosti a = 5% prostrednictvom 10000 simuldcii pre I nezdvislych vyvazenych stborov,

kazdy s n; d-dimenzionalnymi realizaciami z prislusného rozdelenia.

I'ini|p N;J(Oz” 1) B, t1(0p, Ip) | t3(0p, 1)

31301 2 0,049 0,050 0,046 0,049

31101 2 0,040 0,044 0,038 0,042
MKWCE

31301 5 0,041 0,042 0,042 0,046

5115110 0,035 0,032 0,031 0,034

Zdroj: vlastné spracovanie

2.3.4 Viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test s metédou bootstrap

V podkapitole sme predstavili sposob, akym je mozné odhadnit kovarianénu
maticu po zlozkach. Alternativne je mozné pre odhad kovariancnej matice X vyuzit
napriklad statisticki metédu bootstrap v jej klasickej forme uvedenej v publikacii B. Ef-
rona [6]. Bootstrap sa vyuziva pri odhadovani disperzie D(T') odhadu T nejakého nezné-

meho parametra 6 z pozorovani Xy, Xs, ..., Xy v pripadoch, ked zndmy odhad pre D(T),
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nie je doveryhodny (napr. je dostupnych méalo pozorovani, no odhad plati iba asympto-
ticky) alebo vzorec pre disperziu D(T') je neznamy. Hlavna myslienka tejto metédy spociva
v generovani B sad zlozenych z N pozorovani ziskanych z povodnej sady prostrednictvom
rovnomerne ndhodnych vyberov s vratenim a vypocitavani odhadu T pre kazdu takiito
sadu (ziskame tak T3, T5,...,Tg). Potom odhad pre disperziu D(T') bude vyberova va-
riancia z vypocitanych Ty, t. j.

12 2 —~ 1 &
b=1 =

Efron ukazal, ze pokial je pocet sdd B dostatoc¢ne velky, tak odhad D(T) je ddvery-
hodny. Bootstrap metoda je jednoducho rozsiritelna pre viacrozmerné odhady 7" a odhad

kovarianc¢nej matice pre T

V nasej aplikacii vyuzijeme bootstrap prave vo viacrozmernej forme. Oznacme Xf;
n-té pozorovanie a RZ pozlozkovy rank pre n-té pozorovanie v b-tom nahodnom vybere.
Na zaklade B = 1000 ndhodnych vyberov s vratenim /N pozorovani X, € R? zo zdruzeného
vyberu navrhujeme odhadnuf kovarianéni maticu X z. Navrhujeme, aby rolu T, zastaval
rank Rf] pre nejaké fixné 7. Potom odhad kovarian¢nej matice rozdelenia vektora RZ
pre nejaké fixné n vieme vypocitat vztahom

B
eIl -~
Poukazujeme na fakt, ze dva odhady pre hocijaké n a n* nie si nutne rovnaké, ale st
medzi sebou rovnocenné v zmysle, zZe neexistuje n*, pre ktoré by bol odhad )y R,. Matice
Yr, v nejakom zmysle lepsi ako )y R, Navrhujeme preto vypocitat vsetky odhady kova-
rianc¢nych matic )y R, bre n = 1,2,..., N a vysledny odhad kovariancnej matice rankov

vypocitat ako priemer z tychto matic

fr = 35
1 N - BT
= m ;;(Rg - Rn)(Rg - Rn) : (15)

Test vyuzivajuci takyto odhad kovariancénej matice X pre dalsie referencie oznacujeme

skratkou ,MKWB*, viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test s Bootstrapom.
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Navrhovany algoritmus MKWB:

1. Urcenie pozlozkovych rankov R%k) pozorovani Xék) pren=12 ... N.
2. Odhad kovarian¢nej matice X p prostrednictvom metody bootstrap a vztahu .

3. Vypocet testovej statistiky a porovnanie s prislusSnym kvantilom Xﬁ( [—1) rozde-

lenia.

Pre overenie vhodnosti testu a predpokladu neporusenia chi-kvadratovosti testovej
statistiky pri takto odhadnutej kovarianc¢nej matici sme simulovali odhad pravdepodob-
nosti chyby prvého druhu. Vysledky uvadzame v tabulke Opat pozorujeme, ze odhad
pravdepodobnosti chyby prvého druhu neprekracuje zvolent hladinu vyznamnosti o = 5%
a pri zmensovani po¢tu pozorovani alebo pri zvysujucej sa dimenzii opat dochadza k sti-
paniu konzervativnosti testu. Kazdopadne aj tento navrh testu je vhodny pre testovanie

nulovej hypotézy za platnosti spomenutych predpokladov.

Tabulka 14: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu testu MKWB na hladine
vyznamnosti o = 5% prostrednictvom 10000 simuldcii pre I nezdvislych vyvazenych stborov,

kazdy s n; d-dimenziondlnymi realizaciami z prislusného rozdelenia.

I'ing|p Np(opa I,) B, t1(0p, 1) | t3(0,, 1)

3130 2 0,049 0,049 0,044 0,050

3110 2 0,044 0,041 0,042 0,042
MKWB

3130 5 0,044 0,046 0,045 0,040

511510 0,035 0,035 0,030 0,031

Zdroj: vlastné spracovanie

Na zaver kapitoly este overime, ¢i aj testy MKWOR, MKWCE a MKWB rovnako
ako DecorMKW st z hladiska pravdepodobnosti chyby prvého druhu vhodné aj pre elip-
ticky symetrické pozorovania, kde naivné zovseobecnenie oznacené ako MKW zlyha. V ta-

bulke [15], ktord je rozsirenim tabulky [11] uvddzame vysledky simulécii pravdepodobnosti
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chyby prvého druhu pre vsetky testy uvedené v podkapitole[2.3| pre homoskedastické pozo-
rovania z prislusného elipticky symetrického rozdelenia. Pozorujeme, ze vSetky navrhnuté

pristupy okrem naivného MKW nevykazuja pri takychto datach problémy.

Tabulka 15: Odhad pravdepodobnosti chyby prvého druhu na hladine vyznamnosti o = 5%

prostrednictvom 10000 simulacii pre I = 3 nezavislé vyvazené sibory, kazdy s n; = 30 ddtami

rozmeru p = 2 z prislusného rozdelenia s kovarianénou maticou ¥ = 130 j
No(09,2) | £1(02,3) | t3(04, X2)
MKW 0,089 0,083 0,089
DecorMKW || 0,049 0,056 0,048
MKWOR 0,048 0,045 0,050
MKWCE 0,047 0,041 0,047
MKWB 0,041 0,038 0,043

Zdroj: vlastné spracovanie
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3 Porovnanie navrhovanych metéd

V kapitole 2| sme predstavili niekolko moznych rozsireni jednorozmernych sStatis-
tickych testov polohy viac ako dvoch stborov pre viacrozmerné pozorovania. Kedze sa
v tejto kapitole ¢asto odvoldavame na testy prostrednictvom ich skratiek, tak v tabulke

uvadzame pre prehlad zoznam vsetkych nasich navrhnutych testov aj s celym nazvom.

Tabulka 16: Prehlad skratiek navrhnutych testov.

Skratka Nazov

BK-VP test s Bonferroniho Korekciou - Vsetky Pary

BK-JO test s Bonferroniho Korekciou - Jeden vs. Ostatné

MPH test s Minimalnou P-Hodnotou

MR test s Maximalnym Rozptylom

LMS test s Linearnym Modelom danym Stredmi

LMP test s Linearnym Modelom danym Pozorovaniami

RLMS test s Rekurentnym Linedrnym Modelom danym Stredmi

HK test s Hlavnymi Komponentami

RHK Robustny test s Hlavnymi Komponentami

KRHK Korigovany Robustny test s Hlavnymi Komponentami

HSPZ test s Hlavnym Smerom Priestorovych Znamienok

DecorMKW || dekorelovany viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test

MKWOR viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test s Ojovymi Rankami

MKWCE viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test s priamym Odhadom
Kovariancie

MKWB viacrozmerny Kruskalov-Wallisov test s Bootstrapom

Zdroj: vlastné spracovanie

Na obrazku uvadzame priklad vizudlneho porovnania priamok, na ktoré sme
v jednotlivych pristupoch projektovali pozorovania. Pristupy, kde sa vyuzivalo viacero
priamok, sme na obrazku [L0| neuvadzali. Pozorujeme mierne odlisnosti naprie¢ pristupmi.
Iba v pripade LMS a RLMS st priamky identické, ¢o je v R? nastéva vZdy, pretoze sa
v . RLMS vykona iba jedna iteracia, ktora je identickd s pristupom LMS. Obrazok
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ma vsak cisto ilustrativny charakter. Porovnanie kvality metéd z hladiska simula¢ného
odhadu ich sily, ktory poniika lepsiu predstavu o kvalitach testov, uvadzame v nasledujice;j

podkapitole.

Obr. 10: Priklad vizualneho porovnania pristupov HK, RHK, HSPZ, MR, LMS, RLMS a LMP.
Trojuholniky oznacuju stredy I = 3 stiiborov. Kazdy siibor obsahuje 50 pozorovani, ktoré pocha-
dzaju z dvojrozmerného normélneho rozdelenie s identickou kovarianénou maticou a so strednymi

hodnotami p1 = (0;0)7, us = (1;-0,6)" a u3 = (2,8;1,4)T. (Zdroj: vlastné spracovanie)

3.1 Simulac¢né odhady sily

Sila testu, je definovana ako pravdepodobnost, Ze test hypotézu H, zamietne, ak
tato hypotéza neplati. V nasom pripade to znamend, Ze aspon jeden sibor je vychyleny
a test to odhali. Na obrazku uvadzame porovnanie navrhovanych metéd pre I = 3
nezavislé vyvazené subory. Kazdy sibor obsahuje n; = 30 pozorovani z dvojrozmerného
(¢ize p = 2) normalneho rozdelenia s identickou kovarianénou maticou. Na vodorovnej osi

na obrazku [11] je znazornené ¢islo § urcujice vychylenie prvého z troch siborov v smere
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osi druhej dimenzie, t. j. vychylenia dat v prvom stibore postupne o

Odhad sily sme pre kazdy z testov vo vsetkych pripadoch vychylenia prvého zo stiborov
simulovali pomocou 10000 simulacii. Vysledky simuldcii uvddzame v tabulke [I7 Pri tes-
toch MR, HSPZ, RLMS a LMS sme vyuzili ich permutac¢né varianty s 1000 permuta-
ciami. Taktiez sme vyuzili aj parametricky pristup MANOVA, ktory sa Specializuje prave
na pozorovania z norméalneho rozdelenia, aby sme mali predstavu, ako si viedli nase na-
vrhy oproti tejto Specializovanej metdde. Do porovnania sme doplnili aj test vyuzivajuci
koncept priestorového usporiadania z kapitoly 2.3 publikacie [I7] s testovou statistikou
oznacenou ako vztah (3) na strane 600 a jeho implementéciu v jazyku R [20] v kniznici
Spatial NP [23]. Tento test sme v nasledujicich castiach oznacili skratkou SR. V porovnani
taktiez uvddzame neparametricky test od autorov G. Székely a M. Rizzo z publikécie [22]
vyuzivajic jeho implementaciu v kniznici energy [26], ktory sme oznacili skratkou EN.
Tento test vo svojom algoritme vyuziva neparametricky bootstrap, pre ktory sme na-
stavili poc¢et sdd na 1000. Do porovnania sme tiez pridali neparametricky test nazyvany
»Multiple Response Permutation Procedure®, skratene MRPP, prostrednictvom jeho im-
plementacie v kniznici vegan [I§]. Procedtra testu MRPP je blizsie popisand napriklad
v knihe [16]. Oba testy MRPP a EN testuji okrem rozdielov v polohe stiborov aj rozdiely
v rozptyleni. V uvedenom porovnani sa sibory nelisia v rozptyleni, takze aj tieto testy sa

v takom pripade stavaju, rovnako ako ostatné uvedené, testami o parametre polohy.

Na obrazku [11] pozorujeme, Ze pre pozorovania pochadzajiuce z viacrozmerného nor-
malneho rozdelenia st odhadnuté silofunkcie, az na metédu LMP, blizko seba a rozdiely je
v jednotlivych testoch naro¢né vizualne rozoznat. Metoda LMP vyrazne zaostava za os-
tatnymi, ¢o je sposobené slabou kolisavostou jej ,optimalnej“ priamky pre projekciu.
Je vsak nutné uviest, ze sme simulovali silu pre taky pripad, Ze rozdiel v polohe sibo-
rov bol v smere premennej modelovanej regresnym modelom v algoritme metody, ¢o je
pripad, ktory nevie linedrny model namodelovat, kedze 3 z linedrneho modelu by musela
v takomto pripade byt co. Ostatné pristupy si s takouto situdciou poradili lepsie. Zvysné
testy by sme mohli rozdelif do troch skupin. Najhorsie si viedla trojica zalozena na rozp-

tyle v jednom smere HK, RHK a MR, ¢o sa moze zdat prekvapivé, kedze rozdiel v polohe
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HK —=— LMP

RHK —e— DecorMKW
KRHK —— MKWOR
HSPZ —— MKWCE

MR MKWB
BK-VP SR
BK-JO EN
LMS —=- MRPP

BEEERERR

MANOVA

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Obr. 11: Vizudlne porovnanie odhadnutych silofunkcii pre I = 3 nezavislé vyvazené siubory,
kazdy s n; = 30 pozorovaniami z N3 (u;, I2), kde u; = (0;8)T a ps = pz = (0;0)7. (Zdroj:

vlastné spracovanie)

stborov bol prave v jednom smere. Dalo by sa povedaf, zZe robustna verzia HK bola z tejto
trojice najslabsia, no jej sila tkvie hlavne pri datach s outliermi, ktorych pri normalnom
rozdeleni nie je vela. Do druhej skupiny by sa dali zaradit pristupy KRHK, HSPZ a BK-
VP. Pozorujeme, Ze iprava v algoritme RHK s potencidlnym vyuzitim viacerych hlavnych
komponentov a néasledna korekcia nezanedbatelne zvysili silu. Pristup HSPZ, ku ktorému
sme dospeli s cielom pokryt slabiny testov HK, RHK a KRHK, si pri pozorovaniach z nor-
malneho rozdelenia viedol priblizne rovnako dobre ako KRHK. Pristup BK-VP sa ukazal
byt horsi ako pristup BK-JO. Vyhoda BK-JO bola spésobena primarne navrhom experi-
mentu pre meranie sily, pretoze rozdiel v polohe sme vykonali v prvom sitibore a pristup
BK-JO skiima rozdiely prave prvého siboru s ostatnymi. Teda BK-JO vyhodnocoval test
na zéklade vysledkov dvojsuborovych testov medzi subormi {1,2} a {1,3}, kde bol naj-
kombinaciu {2,3}, kde rozdiel v polohe nebol, ¢o negativne ovplyvnilo silu tohto testu.
V najsilnejsej skupine sa ukazali byt testy MANOVA, MRPP, EN, SR, BK-JO a testy

vychadzajice z viacrozmerného zovseobecnenia Kruskalovej-Wallisovej statistiky uvedené
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Tabulka 17: Simula¢ny odhad sily pristupov pre pozorovania z dvojrozmerného norméalneho

rozdelenia.
5 0 04 |08 |12 |16 |2
MR 0,048 | 0,215 | 0,696 | 0,922 | 0,969 | 0,990
HK 0,047 | 0,209 | 0,681 | 0,949 | 0,996 | 1
RHK 0,046 | 0,203 | 0,649 | 0,916 | 0,985 | 0,999
KRHK 0,045 | 0,216 | 0,744 | 0,988 | 1 1
BK-JO 0,047 | 0,266 | 0,810 | 0,994 | 1 1
BK-VP 0,043 | 0,205 | 0,756 | 0,988 | 1 1
LMS 0,051 | 0,204 | 0,678 | 0,911 | 0,960 | 0,975
RLMS 0,051 | 0,204 | 0,678 | 0,911 | 0,960 | 0,975
LMP 0,051 | 0,058 | 0,084 | 0,132 | 0,200 | 0,281
HSPZ 0,050 | 0,217 | 0,766 | 0,987 | 1 1
DecorMKW | 0,050 | 0,235 | 0,779 | 0,991 | 1 1
MKWB 0,049 | 0,228 | 0,786 | 0,992 | 1 1
MKWCE || 0,049 | 0,238 | 0,782 | 0,991 | 1 1
MKWOR || 0,048 | 0,236 | 0,776 | 0,990 | 1 1
SR 0,050 | 0,244 | 0,794 | 0,992 | 1 1
EN 0,052 | 0,250 | 0,796 | 0,993 | 1 1
MRPP 0,048 | 0,244 | 0,800 | 0,994 | 1 1
MANOVA || 0,051 | 0,254 | 0,810 | 0,994 | 1 1

Zdroj: vlastné spracovanie

v podkapitole 2.3] Podla o¢akdavani MANOVA ako Specializovany test na normdlne déta
bol medzi najsilnejsimi. Ako sme uz spomenuli, navrhnuty test BK-JO bol v takomto
nastaveni vo vyhode, no ukéazalo sa, ze za takychto podmienok vie byt ohladom sily
na urovni specializovaného pristupu MANOVA. Najsilnejsiu trojicu doplnil test SR, ktory
sa tiez priblizil k drovni sily pristupu MANOVA. Tesne za testom SR, boli priblizne
na jednej urovni testy DecorMKW, MKWB, MKWCE a MKWOR. M6zeme vyhodnotit,
ze pre pozorovania pochadzajice z viacrozmerného norméalneho rozdelenia je MANOVA

najlepsi pristup, no jeho dominancia je obmedzena prave na toto rozdelenie. Preto sme
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odhad sily simulovali aj pre viacrozmerné Studentovo t1(03, I3) rozdelenie. Kedze margi-
youtlierov“. Cielom bolo zistif, aka silu maji navrhované pristupy pre takéto rozdelenie.
V nasledujucich simulaciach sme odhadovali silu testov pre I = 4 nezavislé vyvazené si-
bory, kazdy stbor s n; = 20 pozorovaniami rozmeru p = 3. Aby sme eliminovali vyhodu
pristupu BK-JO, menili sme v tomto pripade polohu druhého siboru a tiez z dovodu
eliminacie spomenutych problémov v pristupe LMP sme vychylovali pozorovania v prvej

zlozke druhého suboru, postupne o

b ol |0,4] |o0,8| [1,2| [1,6] |2
0 - 0 9 0 Y O 9 O I O ) O
0 0 0 0 0 0 0

Odhad sily sme pre kazdy z testov vo vSetkych pripadoch vychylenia druhého zo stiborov
simulovali pomocou 10000 simulacii. Presné vysledky simulacii uvadzame v tabulke
a porovnanie odhadnutych silofunkcii spolo¢ne s relativnym porovnanim medzi skima-

nymi testami uvadzame na obrazku [12]

V tomto pripade pozorujeme vacsie rozdiely medzi jednotlivymi pristupmi. Mézeme
zhodnotit, ze MANOVA je podla oc¢akavani pre pozorovania zo Studentovho ¢; rozdele-
nia nepouzitelna. Pozorujeme, Ze ostatné pristupy by sa dali v tomto pripade rozdelit
opaf do troch skupin. Najhorsie dopadli pristupy v poradi BK-JO, HK, MR, LMS, HSPZ,
MRPP, EN, LMP a BK-VP. V tomto priklade sa preukézala slabost BK-JO, ktora spociva
v usporiadani stiborov, ¢o malo velky dopad na silu tohto testu. Tieto pristupy taktiez
ovplyvnil velky pocet outlierov. Tie v pristupoch BK-JO, MR, LMS, RLMS, HSPZ a BK-
VP negativne vplyvaju okrem iného aj na priemery, ktoré sa v tychto pristupoch vyuzivaju
na odhad stredov, pretoze priemer nie je robustny odhad. V dalsej casti uvadzame, ako by
si niektoré z tychto pristupov viedli, ak by sme pre odhad stredov stborov vyuzili pries-
torovy median. Aj pri testoch EN a MRPP pozorujeme zna¢nt konzervativnost, ktora
sme pri tychto neparametrickych testoch neocakavali. Do druhej skupiny by sme mohli
zaradif testy RLMS, RHK, MKWB, MKWCE a KRHK. Konstatujeme, ze pristup RLMS
si poradil najlepsie z pristupov, ktoré vyuzivaju vo svojich algoritmoch odhad stredov
suborov a navrhnuty pristup postupného znizovania dimenzie ukéazal svoje vyhody oproti

testu LMS. Oba pristupy RHK a KRHK robustne odhadli svoje optimalne priamky a vy-
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HK —=— LMP

RHK —e— DecorMKW
KRHK —— MKWOR
HSPZ —— MKWCE

MR —e— MKWB
BK-VP SR
BK-JO EN
LMS MRPP

BEERERERRE

RLMS —— MANOVA

Obr. 12: Vizudlne porovnanie odhadnutych silofunkcii pre I = 4 nezavislé vyvazené sibory,
kazdy s n; = 20 pozorovaniami z t1 (u;, I3), kde ps = (3;0;0)T a 3 = pug = (0;0;0)T. (Zdroj:

vlastné spracovanie)

hodu, ktort im to prinieslo v porovnani s HK, nie je mozné zanedbat. Pristupu KRHK sa
v porovnani s RHK podarilo z dalsich dimenzii ,,vydolovat® dodato¢né informacie, co sa
prejavilo véicsou silou. Pristupy MKWB a MKWCE, ktoré odhaduju kovarianénii maticu
rankov, si viedli v tomto pripade horsie ako pristupy DecorMKW a MKWOR. Do najlep-
Sej skupiny by sme mohli zaradif pristupy DecorMKW, SR a MKWOR. Konstatujeme,
ze pristupy vyuzivajice Ojove ranky st ocakavane najlepsie, no tesi nas, ze metoda De-
corMKW velmi nezaostava za nasim ,benchmarkom® akym je test SR od poprednych
statistikov v odvetvi viacrozmernych testov polohy viacerych siborov. Najviac nas vsak

tesi test MKWOR, ktory v takejto situacii test SR nezanedbatelne porazil.
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Tabulka 18: Simulaény odhad sily pre pozorovania z trojrozmerného Studentovho t1(03, I3)

rozdelenia.

) 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2

MR 0,049 | 0,064 | 0,111 | 0,198 | 0,295 | 0,393
HK 0,053 | 0,068 | 0,111 | 0,189 | 0,283 | 0,384
RHK 0,047 | 0,062 | 0,121 | 0,244 | 0,424 | 0,615
KRHK 0,041 | 0,060 | 0,133 | 0,270 | 0,456 | 0,656
BK-JO 0,044 | 0,053 | 0,090 | 0,157 | 0,261 | 0,374
BK-VP 0,041 | 0,056 | 0,121 | 0,237 | 0,394 | 0,545
LMS 0,049 | 0,062 | 0,106 | 0,186 | 0,293 | 0,412
RLMS 0,051 | 0,074 | 0,160 | 0,302 | 0,465 | 0,614
LMP 0,048 | 0,065 | 0,120 | 0,213 | 0,340 | 0,484
HSPZ 0,054 | 0,068 | 0,122 | 0,215 | 0,33 | 0,442
DecorMKW | 0,048 | 0,069 | 0,154 | 0,318 | 0,522 | 0,713
MKWB 0,044 | 0,067 | 0,143 | 0,286 | 0,463 | 0,627
MKWCE 0,045 | 0,067 | 0,145 | 0,287 | 0,463 | 0,633
MKWOR 0,045 | 0,077 | 0,184 | 0,368 | 0,590 | 0,764
SR 0,051 | 0,075 | 0,167 | 0,336 | 0,548 | 0,736
EN 0,047 | 0,057 | 0,092 | 0,168 | 0,297 | 0,461
MRPP 0,051 | 0,059 | 0,091 | 0,162 | 0,285 | 0,447
MANOVA 0,015 | 0,017 | 0,024 | 0,036 | 0,060 | 0,095

Zdroj: vlastné spracovanie
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3.2 Analyza vplyvu priestorového medianu na silu vybranych

testov

Ako sme spomenuli v podkapitole[3.T], pri simuldcii sily viaceré pristupy trpeli pri po-
zorovaniach z viacrozmerného Studentovho t; rozdelenia z dévodu nerobustnosti prieme-
rov v pritomnosti outlierov. Pri definiciach algoritmov testov BK-JO, MR, LMS, RLMS,
HSPZ a BK-VP spominame, ze na odhad stredov vyuzivame priemer, no vo vsetkych
pripadoch je bez ujmy na vSeobecnosti mozné ako odhad stredu suboru vyuzif namiesto
priemeru lubovolny odhad stredu ako napriklad priestorovy median. Rozhodli sme sa
preto zanalyzovat, aky vplyv ma na silu testu zmena z priestorového priemeru na pries-
torovy medidn. V praci sme vyuzili jeho implementaciu v jazyku R [20] v kniznici Spa-
tialNP [23]. Rovnako ako v podkapitole sme simulovali silu pre pozorovania z troj-
rozmerného Studentovho ¢1(03, I3) rozdelenia, I = 4 nezdvislé vyvazené subory, kazdy
stibor s n; = 20 realizdciami a rovnako sme postupne vychylovali druhy sibor o (§;0;0)7
pre 6 = 0;0,4;0,8;1,2;1,6;2. Vysledky simulécii sily vybranych testov uvadzame v ta-
bulke [19 Pre krétkost ¢asu sme analyzovali iba pristupy MR a HSPZ. V oboch pripadoch
sme pozorovali nezanedbatelny narast sily testov v porovnani s ich variantami vyuzivaju-
cimi priemer. Medidanovy pristup HSPZ je dokonca v tomto pripade na trovni sily Ojovho
a Randlesovho testu SR a nasho MKWOR. Na zaklade vysledkov simulacii konstatujeme,

ze vplyv medianu vyrazne zvysil robustnost pristupov, dosledkom ¢oho bolo zvysenie sily.

Tabulka 19: Simula¢ny odhad sily vybranych navrhovanych pristupov s vyuzitim

priestorového medidnu pre pozorovania z trojrozmerného Studentovho t1(03, I3) rozdelenia.

5 0 04 |08 |12 |16 |2

Medidnovy MR || 0,054 | 0,071 | 0,135 | 0,245 | 0,371 | 0,478
Medidnovy HSPZ || 0,049 | 0,074 | 0,167 | 0,351 | 0,567 | 0,739

Zdroj: vlastné spracovanie
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Zaver

Oblast viacrozmernych neparametrickych testov polohy je v poslednych desatroéiach
aktivna, kedze, ako sme v ivode uviedli, v mnohych situaciach zatial neboli objavené tie
najlepsie a najsilnejsie testy. Ciel, ktory sme sa v praci pokusili splnif, bol preskimat
oblast viacrozmernych testov polohy viacerych siborov a navrhnuit testy, ktoré by sa

svojou kvalitou priblizili znamym testom v spominanej oblasti.

V prvej kapitole sme definovali pravdepodobnostné rozdelenia, ktoré sme napriec¢
pracou vyuzivali. Taktiez sme struc¢ne spomenuli jednorozmerné testy polohy, z ktorych
sme v dalsich kapitolach vychadzali a vysvetlili sme princip permutacnych testov. Po pred-
staveni problematiky viacrozmernych testov polohy viacerych stiborov sme v podkapi-
tolach a predstavili nase navrhy testov. V podkapitole sme k problematike
zaujali postoj redukcie dimenzie dat na priamku a nasledné vyuzitie jednorozmerného
Kruskalovho-Wallisovho testu. V podkapitole sme vychadzajiuc z prac [24, 27] na-
vrhli styri testy (BK-VP, BK-JO, MR a MPH) vyuzivajtce pre odhad optimélnej priamky
kombinécie stredov suborov. Test MPH sa vSak pri simulacidch pravdepodobnosti chyby
prvého druhu ukézal byt nevyhovujici, no nepodarilo sa ndm odhalif povod jeho problé-
mov. Dalej v podkapitole sme predstavili tri ndvrhy testov (LMP, LMS a RLMS),
ktoré vyuzivali pre odhad optiméalnej priamky metédu linearnej regresie. Ukézali sme, ze
test LMP je robustnejsi z pohladu sklonu priamky a pre jeho vyuzitie nebolo potrebné
aplikovat permutacny test. AvSak v istych pripadoch sa ukézala byt tato vlastnost ob-
medzujuca, ¢o nasledne malo vplyv aj na kvalitu testu. Pre testy LMP a LMS taktiez
existuju pripady, pre ktoré su tieto testy takpovediac ,slepé” a vobec neodhalia neplat-
nost nulovej hypotézy. V snahe vyriesit tento problém sme navrhli test RLMS, ktory
redukuje dimenziu dat prostrednictvom linedrneho modelu postupne, az kym doiteruje
k jednorozmernej reprezentacii pozorovani. Konstatujeme, Ze aj naprie¢ snahe vylepsit
testy uvedené v podkapitole [2.2.2) zostavaju pripady, pre ktoré nie st tieto testy vhodné.
V podkapitole sme v navrhnutych testoch pre odhad optiméalnej jednorozmernej re-
prezentacie data vyuzili metédu hlavnych komponentov, ako aj jednu z jej robustnych
verzii. Taktiez sme v pristupe HSPZ preskiimali kombinaciu nastrojov akymi st priesto-

rové znamienko a analyza hlavnych komponentov. Tato podkapitola obsahuje dokopy Styri
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navrhy testov (HK, RHK, KRHK a HSPZ). V podkapitole sme sa pokusili priamo
zovseobecnit testova Statistiku jednorozmerného Kruskalovho-Wallisovho testu, z ¢oho
vyplynul problém odhadu kovariancie rankov. Postupne sme v tejto podkapitole pred-
stavili styri nase navrhy testov (DecorMKW, MKWOR, MKWCE a MKWB). Pokus
zovseobecnit Kruskalovu-Wallisovu testovi Statistiku sa ukézal byt menej originalny ako
projekcia do jednorozmerného priestoru, kedze takychto pokusov sme nasli v dostupnej
literattre niekolko, no nepodarilo sa nam dopéatrat k testu, ktory by postupoval identicky

ako hociktory z nasich navrhov.

Tretiu kapitolu sme venovali porovnaniu sily navrhnutych testov s niektorymi alter-
nativami, ako napriklad MANOVA, test zalozeny na e-Statistike, test vyuzivajici MRPP
procediru, ale aj test s priestorovym usporiadanim od poprednych Statistikov v skiimanej
oblasti, H. Oju a R. H. Randlesa. Z vysledkov simulacii uvedenych v podkapitole [3.1] sa
dé konstatovat, ze testy vyuZivajice projekciu na priamku navrhnuté v podkapitole [2.2]
st menej kvalitné ako testy, ktoré zovseobecnuju Kruskalovu-Wallisovu testovi statistiku.
Rozdiel sa ukézal byt hlavne pri pozorovaniach z viacrozmerného Studentovho t; rozde-
lenia, ¢o bolo scasti zapri¢inené nerobustnostou odhadov stredov v jednotlivych testoch.
Testy vsak boli navrhnuté tak, aby sme bez ujmy na vsSeobecnosti vedeli odhad stredu
vymenit za robustny. Vplyv takejto zdmeny sme skimali v podkapitole 3.2 kde sme uké-
zali, Ze tato zamena nezanedbatelne zvysila silu. V pripade testu HSPZ az na troven

najsilnejsich testov v celej studii.

Praca dokopy poskytuje 15 nasich navrhov viacrozmernych testov polohy viacerych
stuborov, pricom mozeme konstatovat, ze testy MKWOR a medianovy HSPZ sa z pohladu
sily dokazali vyrovnat testu oznacenému ako SR od Oju a Randlesa, ba dokonca ho

v uvedenom pripade aj prekonat, ¢im povazujeme ciele diplomového vyskumu za splnené.
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Prilohy

A Kaéd v jazyku R
A.1 Pomocné funkcie

L s s s s s s s S s s s s s s s s s s s s s s s S S S s s s
# R version: 4.1 #
# Libraries: mvtnorm, rospca, SpatialNP, energy, vegan #

HESHH A
### groupMeans ####H###HHH#HHHFHHAFHHBHFHBHFHBHHHHHAFHHBSHHBRFHBASHHRAHHHASHHERHH

#’ Q@title groupMeans

#’ Q@description Vypocita priemery po skupinéch

#

#’ Qparam data_matrix Matica dat, kazdy riadok predstavuje jeden bod.

#’ Q@param group Vektor oznacujici skupinu pre kazdjy riadok matice

#° \code{data_matrix}.

#’ Q@return Matica priemerov \code{data_matrix} po skupinach. Kazdj riadok
#’ predstavuje viacrozmerny priemer.

groupMeans <- function(data_matrix, group) {

unique_groups <- unique(group)

g_means <-
matrix (0,
ncol = ncol(data_matrix),
nrow = length(unique_groups))

for (g in seq_along(unique_groups)) {
g_means[g, ] <- colMeans(data_matrix[group == unique_groups[gl, 1)
}

return(g_means)



### groupMedians #######HHHHHHHH R R R R

#’ Qtitle groupMedians

#’ Q@description Vypocita mediany po skupinach

#

#’ Qparam data_matrix Matica dat, kazdy riadok predstavuje jeden bod.

#’ Qparam group Vektor oznacujici skupinu pre kazdj riadok matice

#° \code{data_matrix}.

#’ Q@return Matica medianov \code{data_matrix} po skupindch. Kazdyj riadok
#° predstavuje viacrozmerny median.

groupMedians <- function(data_matrix, group) {

unique_groups <- unique(group)

g_means <-
matrix (0,
ncol = ncol(data_matrix),
nrow = length(unique_groups))

for (g in seq_along(unique_groups)) {
g_means[g, ] <-
as.vector(
SpatialNP::ae.spatial.median(
data_matrix[group == unique_groups[g]l, 1,

shape = FALSE

}

return(g_means)



### perm_test H##HHHAFHHBHHHHHFHHAFHHBHFHHHFHHHHHHBHFHHBSHHBHFHHASHH B HRASHHERHH

#)

#)

#)

#)

#7

#7

#)

#7

#)

#)

#7

#)

@title perm_test

@description Vykond permutacnid verziu testu \code{calll}.

O@param call Funkcia testu.

Oparam data_matrix Matica dat, kazdy riadok predstavuje jeden bod.

@param group Vektor oznacujici skupinu pre kazdj riadok matice
\code{data_matrix}.

Oparam perm_statistic_type Spdsob vyhodnotenia permutacnej statistiky
("one-sided" / "two-sided"). (default: "one-sided")

@param n_perm Pocet permutédcii. (default: 1000)

O@return Objekt triedy htest obsahujici p-hodnotu, statistiku, permutacné

statistiky a dodatocné informacie.

perm_test <- function(call,

data_matrix,
group,
perm_statistic_type = "one-sided",
n_perm = 1000) {
STATISTIC_PERM <- numeric(n_perm)
group_length <- length(group)
result <- call(data_matrix, group)

STATISTIC <- result$statistic

for (p in seq_len(n_perm)) {
result <- call(data_matrix,
group [sample(group_length, replace = FALSE)])

STATISTIC_PERM[p] <- result$statistic

if (perm_statistic_type == "one-sided") {
p_value <- (1 + sum(STATISTIC <= STATISTIC_PERM)) / (1 + n_perm)

} else {



all mean <- mean(c(STATISTIC_PERM, STATISTIC))
centered_statistic <- STATISTIC - all_mean
if (centered_statistic >= 0) {
p_value <- (
1 +
sum(centered_statistic <= STATISTIC PERM - all mean) +
sum(-centered_statistic >= STATISTIC_PERM - all_mean)
)/
(1 + n_perm)
} else {
p_value <- (
1+
sum(-centered_statistic <= STATISTIC_PERM - all_mean) +
sum(centered_statistic >= STATISTIC_PERM - all_mean)
)/

(1 + n_perm)

names (STATISTIC) <- "Statistic"
rval <- list(
p.-value = p_value,
statistic = STATISTIC,
statistic_perm = STATISTIC_PERM,
method = paste("Permutacna verzia", substitute(call)),
data.name = deparse(substitute(data_matrix))
)
class(rval) <- "htest"

return(rval)



### projection ###HHHHHHHHHHHHIHH R R R R R

#’ Qtitle projection

#’ @description Projekcia dat \code{data_matrix} v smere \code{v}.

#

#’ Qparam data_matrix Matica dat, kazdy riadok predstavuje jeden bod.

#’ Qparam v Smerovy vektor.

#’ Qreturn Projekcia dat \code{data_matrix} v smere \code{v}.

projection <- function(data_matrix, v) {
return(tcrossprod(data_matrix,

tcrossprod(v) / drop(crossprod(v))))

### matrix_projection #H###H###FHHAFHHAHFHUHFHHHHHHHAFHHBFHHBHFHBAFHHRAFHHASHHERHH

#’ Qtitle matrix_projection

#’ Qdescription Projekcia dat \code{data_matrix} do priestoru \code{Al}.
#

#’ Qparam data_matrix Matica dat, kazdy riadok predstavuje jeden bod.
#’ Qparam A Matica bazovych vektorov priestoru.

#’ Qreturn Projekcia dat \code{data_matrix} do priestoru \code{A}.
matrix_projection <- function(data_matrix, A) {

return(crossprod(t(data_matrix), A) %x*% solve(crossprod(A)) %x% t(A))



### generate_data_matrix #####HH###H#H#HHHHHH IR R R R

#’ Qtitle generate_data_matrix
#’ Q@description Vygeneruje viacrozmerné data zo zadane] distribicie.
#’ Vyuziva kniznicu \code{mvtnorm}.
#’ Oparam distribution Distribicia ("norm", "ball", "t_(\\d+)").
#’ Qparam rows Pocet dat.
#’ Qparam cols Dimenzia dat.
#’ Oparam sigma Variancnd matica pre "norm" a "t_(\\d+)".
#’ (default: identicta matica)
#’ Qreturn Matica realizacii.
generate_data_matrix <- function(distribution,
rows,
cols,
sigma = diag(cols)) {
if (distribution == "norm") {
data_matrix <- mvtnorm::rmvnorm(n = rows,
sigma = sigma,
pre0.9_9994 = TRUE)
} else if (distribution == "ball") {
data_matrix <- matrix(ncol = cols, nrow = rows)
for (i in 1:rows) {
X <- rnorm(cols)
data_matrix[i, ] <- runif(1) =~ (1 / cols) * X / sqrt(sum(X ~ 2))
}
} else if (grepl("t_(\\d+)", distribution)) {
df <- as.numeric(sub("t_", "", distribution))
data_matrix <- mvtnorm::rmvt(rows, sigma, df = df)
} else {
stop("Unknown distribution")
}

return(data_matrix)



### simulate_power ###H#HH###HHHFHHAFHHBHFHUHFHHHHHHHHFHHBHHHBHFHHAFHHBHHHHASHHERHH

#)

#)

#)

#)

#7

#7

#)

#7

#)

#)

#7

#)

#)

#J

#)

#)

#J

#)

#)

#)

#)

#)

#)

#)

#)

@title

simulate_power

@description Vykond simuldciu sily testu \code{calll}.

@param
Oparam

@param

O@param
@param
O@param
O@param

@param

@param
O@param
@param

O@param

@param

call Funkcia testu.

group_counts Vektor pocetnosti dat v skupinach.

delta Matica strednych hodnét siborov, i-ty riadok je strednd hodnota
i-teho siuboru.

n_sim Pocet simulédcii (default: 10000)

dimension Dimenzia dat. (default: 2)

seed Seed. (default: 1)

alpha Hladina vjznamnosti. (default: 0.05)

fwer_correction Typ korekcie, pre testy:

"tbk_vp",

"tbk_jo",

"krthk". (default: NA)

perm_version Boolean, vykonat permutacni verziu? (default: FALSE)
n_perm Pocet permutdcii. (default: 1000)

sigma Variancnd matica pre "norm" a "t_(\\d+)".

(default: identictad matica)

perm_statistic_type Spdsob vyhodnotenia permutacnej statistiky
("one-sided" / "two-sided"). (default: "one-sided")

distribution Distribicia ("norm", "ball", "t_(\\d+)").

(default: "norm")

@return Nasimulovany odhad sily testu \code{call}.

simulate_power <- function(call,

group_counts,
delta,

n_sim = 10000,
dimension = 2,

seed = 1,



alpha = 0.05,
fwer_correction = NA,
perm_version = FALSE,
n_perm = 1000,
sigma = diag(dimension),
perm_statistic_type = "one-sided",
distribution = "norm") {
set.seed(seed)
p_values <- numeric(n_sim)
group <- as.factor(rep(seq_along(group_counts), group_counts))

row_length <- sum(group_counts)

if (substitute(call) == "tbk_vp" || substitute(call) == "tbk_jo"
|| substitute(call) == "krthk") {
for (sim in seq_len(n_sim)) {
if (sim %k 100 == 1)
print(sim)
data_matrix <-
generate_data_matrix(distribution, row_length, dimension, sigma)
p_values[sim] <- !call(data_matrix + deltalgroup, 1,
group,
method = fwer_correction,
alpha = alpha)$results
}
} else if (perm_version) {
for (sim in seq_len(n_sim)) {
if (sim %% 100 == 1)
print(sim)
data_matrix <-
generate_data_matrix(distribution, row_length, dimension, sigma)
p_values[sim] <-
perm_test(

call,



data_matrix + deltalgroup, 1,
group,
perm_statistic_type = perm_statistic_type,
n_perm = n_perm
)$p.value
}
} else {
for (sim in seq_len(n_sim)) {
if (sim %k 100 == 1)

print(sim)

data_matrix <-

generate_data_matrix(distribution, row_length, dimension, sigma)

p_values[sim] <-

call(data_matrix + deltalgroup, 1, group)$p.value

return(list(
"power" = sum(p_values < alpha) / n_sim,
"p_values" = p_values

))



### componentwise_rank ####H##H#HHAFHHBHFHUHFHHHHHHBHFHHBFHHBHFHBAFHHBHHHHA$HHERHH

#’ Qtitle componentwise_rank
#’ Q@description Zostroji rank_matrix z pozicii v usporiadanom zduzenom subore
#° v kazdej dimenzii.
#
#’ Qparam data_matrix Matica dat, kazdy riadok predstavuje jeden bod.
#’ Qreturn Matica rankov.
componentwise_rank <- function(data_matrix) {

rank_matrix <- matrix(NA, ncol = 0, nrow = nrow(data_matrix))

for (p_i in seq_len(ncol(data_matrix))) {

rank_matrix <- cbind(rank matrix,
rank(data_matrix[, p_il))
}

return(rank_matrix)

### matrix_sqrt #####HHEHHHEHHHE R R R R R

#’ Otitle matrix_sqrt
#’ Q@description Odmocnina z matice prostrednictvom vlastnjch hodnét.
#7
#’ Qparam A Matica pre odmocnenie.
#’ Q@return Odmocnina z matice.
matrix_sqrt <- function(A) {
eig <- eigen(A)

eig$vectors %*% (diag(eig$values))~(1 / 2) %x% t(eig$vectors)



### cov_estimate #HHH##H#HHHHHHHFHHAFHHBHFHUHFHHHHHHHHFHHBFHHBHFHHAFHHBRHHHHA$HHERHH

#’ Qtitle cov_estimate
#’ Qdescription Odhad kovariancie medzi vl a v2.
#
#’ Qparam vl Vektor 1.
#’ Oparam v2 Vektor 2.
#’ Q@return Odhad kovariancie medzi vl a v2.
cov_estimate <- function(vl, v2) {
n <- length(vl)
combinations <- subset(expand.grid(rep(list(seq_len(n)), 2)), Varl != Var2)

ncl<-n-1

cl <- mean(
sign(vl[combinations[, 1]] - vl[combinations[, 2]]) *

sign(v2[combinations[, 1]] - v2[combinations[, 2]])

combinations <-
subset (expand.grid(rep(list(seq_len(
n
)), 3)), Varl != Var2 & Varl != Var3 & Var2 != Var3)

nc2<-(m-1) x (n - 2)
c2 <- mean(

sign(vl[combinations[, 1]] - vi[combinations[, 2]]) *

sign(v2[combinations[, 1]] - v2[combinations[, 3]])

return((n_cl * c1 + n_c2 *x c2) / 4)



A.2 Testy

B s s
# Tests #
# Viliam Zigo #
B s
# R version: 4.1 #
# Libraries: mvtnorm, rospca, SpatialNP, energy, vegan #

HEFHHBHFHHAFHRBHHFHAFH B R SR F R HHASH BB FRA B RHF RS H RS R H E R R

### test_two_sample ####tHH#iHH S

test_two_sample <- function(data_matrix, group) {
g_means <- groupMeans(data_matrix, group)
v <- g_means[2, ] - g_means[1, ]
proj_data <- projection(data_matrix, v)

k <- (proj_datal, 1] - g_means([2, 1]) / (v[1])

result <- wilcox.test(k ~ group)
rval <- list(

p.value = result$p.value,

statistic = result$statistic,
v =v,
proj_data = proj_data,
method = "Test pre dva subory od SOMOGYI",
data.name = deparse(substitute(data_matrix))
)

class(rval) <- "htest"

return(rval)



### tmph HH#FHHEHHFHHFHHEFHFRAFHHAFHR B HRAFH B RS F RS H RS H RS HR AR H R R AR RS

tmph <- function(data_matrix, group) {
combinations <- combn(length(unique(group)), 2)
combinations_length <- ncol(combinations)
p_values <- numeric(combinations_length)
g_means <- groupMeans(data_matrix, group)
for (com in seq_len(combinations_length)) {
r <- as.numeric(group) %in% combinations[, com]
p_values[com] <-

test_two_sample(data_matrix[r, ], groupl[r])$p.value

com <- which.min(p_values)
v <-
g_means [combinations[2, com], ] - g_means[combinations[1l, com], ]
proj_data <- projection(data_matrix, v)
k <- (proj_datal, 1] - g_means[combinations[2, com], 1]1) / (v[1])

result <- kruskal.test(k ~ group)

rval <- list(
p.value = result$p.value,
statistic = result$statistic,

proj_data = proj_data,

method = "Test s Minimalnou P-Hodnotou",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),
comb = combinations[, com],
p_values = p_values,
k =k

)

class(rval) <- "htest"

return(rval)



### tlms HAFHHHHHFHAFHHEHHFRHFHHAFHBBAFHRASH B RS F RS H RS H RS HRASHH R R AR RS

tlms <- function(data_matrix, group) {
unique_group_length <- length(unique(group))
g_means <- groupMeans(data_matrix, group)
dimension <- ncol(g_means)
if (dimension > unique_group_length)

stop("Cannot process data with higher dimension than number of groups!")

df_means <- as.data.frame(g_means)
df _colnames <- colnames(df_means)

form <- paste(df_colnames[dimension],

pasteO(df_colnames[-dimension], collapse = "+"))
model <- 1m(form, df_means)
coeff <- model$coefficients
v <- c(rep(1, dimension - 1), sum(coeff[-1]))
proj_data <- projection(data_matrix, v)
x <- proj_datal, 1]

result <- kruskal.test(x ~ group)

rval <- list(
p.value = result$p.value,
statistic = result$statistic,
method = "Test s Linedrnym Modelom danym Stredmi",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),
X = X,
line_coeff = coeff
)
class(rval) <- "htest"

return(rval)



### tlmp HAFHHHHHFHHFHHBHHFBHFHHAFH R B HRA SR B F RS HBS R R F R AR H R RS H R SHH

tlmp <- function(data_matrix, group) {
dimension <- ncol(data_matrix)
if (dimension > nrow(data_matrix))
stop(

"Cannot process data with higher dimension than number of observations!"

df _data <- as.data.frame(data_matrix)
df _colnames <- colnames(df_data)

form <- paste(df_colnames[dimension],

pasteO(df_colnames[-dimension], collapse = "+"))
coeff <- Im(form, df data)$coefficients
v <- c(rep(1l, dimension - 1), sum(coeff[-1]))
proj_data <- projection(data_matrix, v)
X <- proj_datal, 1]

result <- kruskal.test(x ~ group)

rval <- list(
p.value = result$p.value,
statistic = result$statistic,
method = "Test s~Linedrnym Modelom danym Pozorovaniami",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),
X = X,
line_coeff = coeff
)
class(rval) <- "htest"

return(rval)



### tmr HEAFHHEHHF AR R R R R R R R R R R R R

tmr <- function(data_matrix, group) {
groups <- length(levels(group))
combinations <- combn(groups, 2)
combinations_length <- ncol(combinations)
distances <- numeric(combinations_length)
g_means <- groupMeans(data_matrix, group)
for (com in seq_len(combinations_length)) {
direction <-
g_means [combinations[2, com],] - g_means[combinations[1, com],]
proj_data <- projection(data_matrix, direction)

distances[com] <- max(dist(proj_data))

com <- which.max(distances)
v <-
g_means [combinations[2, com], ] - g_means[combinations[1l, com], ]
proj_data <- projection(data_matrix, v)
k <- (proj_datal, 1] - g_means[combinations[2, com], 1]1) / (v[1]l)
result <- kruskal.test(k ~ group)
rval <- list(
p.value = result$p.value,
statistic = result$statistic,
method = "Test s Maximdlnym Rozptylom",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),
comb = combinations[, com],
distances = distances,
k =k
)
class(rval) <- "htest"

return(rval)



### tbk_vp ##H#HH#H#HHHFHHBHHHHHFHHAFHHBHHHHAFH B RS HBAFHHBSHH RS RASHH R R RS H RS

tbk_vp <-

function(data_matrix,

group,
alpha = 0.05,
method = "bonferroni") {

groups <- length(unique(group))
combinations <- combn(groups, 2)
combinations_length <- ncol(combinations)

p_values <- numeric(combinations_length)

for (com in seq_len(combinations_length)) {
r <- as.numeric(group) %in% combinations[, com]
p_values[com] <-
perm_test(test_two_sample,
data_matrix[r, 1],
group[r],

perm_statistic_type = "two-sided")$p.value

adjusted_p_values <- p.adjust(p_values, method)

results <- sum(adjusted_p_values <= alpha) > 0

return(
list(
"results" = results,
"p_values" = p_values,
"adjusted_p_values" = adjusted_p_values
)
)



### tbk_jo #HH####HHHHHHHEHHHHHIH R R R R R R

tbk_jo <-

function(data_matrix,

group,
alpha = 0.05,
method = "bonferroni") {

groups <- length(unique(group))
combinations <- rbind(1, seq_len(groups - 1) + 1)
combinations_length <- ncol(combinations)

p_values <- numeric(combinations_length)

for (com in seq_len(combinations_length)) {
r <- as.numeric(group) %in% combinations[, com]
p_values[com] <-
perm_test(test_two_sample,
data_matrix[r, 1],
group[r],

perm_statistic_type = "two-sided")$p.value

adjusted_p_values <- p.adjust(p_values, method)

results <- sum(adjusted_p_values <= alpha) > 0

return(
list(
"results" = results,
"p_values" = p_values,
"adjusted_p_values" = adjusted_p_values
)
)



### thk #H#AFHHHHHHHHHHHEHHF R SRR H R R R R RS

thk <- function(data_matrix, group) {
pca <- prcomp(data_matrix, scale = FALSE)

x <- pca$x[, 1]

if (length(unique(group)) == 2) {
result <- wilcox.test(x ~ group)
} else {

result <- kruskal.test(x ~ group)

rval <- list(
p-value = result$p.value,
statistic = result$statistic,
method = "Test s Hlavnymi Komponentami",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),
pca = pca,
X =X

)

class(rval) <- "htest"

return(rval)



### rthk H##$HHHHHFHHHHHEHHH R AR AR R R R R R

rthk <- function(data_matrix, group) {
rpca <- rospca::robpca(data_matrix, k = 1)

X <- rpca$scores

if (length(unique(group)) == 2) {
result <- wilcox.test(x ~ group)
} else {

result <- kruskal.test(x ~ group)

rval <- list(
p-value = result$p.value,
statistic = result$statistic,
method = "Robustny Test s Hlavnymi Komponentami",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),
rpca = rpca

)

class(rval) <- "htest"

return(rval)



### krthk #####$HFHHHHHEHHFHHHHHAFHR RS HEH RH R R  R R

krthk <-
function(data_matrix,
group,
alpha = 0.05,
method = "holm") {

rpca <- rospca::robpca(data_matrix, kmax = ncol(data_matrix))

p_values <- numeric(rpca$k)
for (i in seq_len(rpca$k)) {

x <- rpca$scores[, il

if (length(unique(group)) == 2) {
p_values[i] <- wilcox.test(x ~ group)$p.value
} else {

p_values[i] <- kruskal.test(x ~ group)$p.value

adjusted_p_values <- p.adjust(p_values, method)
results <- sum(adjusted_p_values <= alpha) > 0
rval <- list(
results = results,
p_values = p_values,
adjusted_p_values = adjusted_p_values,
method = "Korigovany Robustny Test s~Hlavnymi Komponentami",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),
rpca = rpca
)
class(rval) <- "htest"

return(rval)



### thspz ###HHHHHHHFHHBHHFHHHHHAFHBBEHHHAFH B F RS HHBSHH RS HRASH R R H R RS H RS

thspz <- function(data_matrix, group) {
g_means <- groupMeans(data_matrix, group)
dimension <- ncol(data_matrix)
lambda <- min(dist(g_means)) / 2

transformed <- matrix(0, nrow = 0, ncol = dimension)

for (g in seq_len(nrow(g_means))) {

transformed <- rbind(

transformed,
matrix(
g_means[g, ],
nrow = sum(group == g),

ncol = dimension,

byrow = TRUE
) + lambda * SpatiallNP::spatial.signs(data_matrix[group == g, ],
center = g_means[g, ],

shape = FALSE)

pca <- prcomp(transformed, scale = FALSE)

X <- data_matrix %*} pca$rotation[l, ]

if (length(unique(group)) == 2) {
result <- wilcox.test(x ~ group)
} else {

result <- kruskal.test(x ~ group)

rval <- list(

p.-value = result$p.value,



statistic = result$statistic,
method = "Test v Hlavnom Smere Priestorového Znamienka",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),
X = X,
transformed = transformed,
pca = pca
)
class(rval) <- "htest"

return(rval)

### test_manova #####HHHEHHHEHHHESHH B

test_manova <- function(data_matrix, group) {
fit <- manova(data_matrix ~ group)
result <- summary(fit, test = "Wilks", tol = 0)
rval <- list(
p.-value = result$stats[l, "Pr(>F)"],
method = "Test s vyuzitim manova",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),
fit = fit
)
class(rval) <- "htest"

return(rval)



### trims H$EHHHHHFHHFHHEHHF A HASHR B RAFH B F RS H RS H AR AR R AR RS

trlms <- function(data_matrix, group) {
unique_group_length <- length(unique(group))
dimension <- ncol(data_matrix)

data_length <- nrow(data_matrix)

if (dimension > unique_group_length)

stop("Cannot process data with higher dimension than number of groups!")

data_matrix_d <- data_matrix

dimension_d <- dimension

for (d in seq_len(dimension - 1)) {
g_means_d <- groupMeans(data_matrix_d, group)
df _means <- as.data.frame(g_means_d)
df colnames <- colnames(df_means)

form <- paste(df_colnames[dimension_d],

paste0(df_colnames[-dimension_d], collapse = "+"))

coeff <- 1lm(form, df_means)$coefficients

dimension_d <- dimension - d
A <- rbind(diag(dimension_d), coeff[-1])

data_matrix_d <- matrix_projection(data_matrix_d, A)[, seq_len(dimension_d)]

result <- kruskal.test(data_matrix_d ~ group)
rval <- list(
p.value = result$p.value,
statistic = result$statistic,
method = "Test s Rekurentnym Linedrnym Modelom danym Stredmi",
data.name = deparse(substitute(data_matrix)),

x = data_matrix_d,



line_coeff = coeff

)
class(rval) <- "htest"

return(rval)

### mrpp_test ##H##HSHHHHHHHHHHEHHHHAFHEH RGBS H R R R

mrpp_test <- function(data_matrix, group) {

# Je to obalene vo vlasntej funkcii iba pre konzistenciu v simulate_power

result <- vegan::mrpp(data_matrix, group)

rval <- list(

p.value = result$Pvalue,

method = "MRPP",

data.name = deparse(substitute(data_matrix))
)
class(rval) <- "htest"

return(rval)



### decor_mkw HH##HHHAFHHBFHHHHFHHAFHHBHHHHHFHBRHHHBAFHHBSHH RS HHASHH B HRASHHERHH

decor_mkw <- function(data_matrix, group) {

group_counts <- as.vector(table(group))
n <- nrow(data_matrix)
p <- ncol(data_matrix)
groups <- length(unique(group))
rank_matrix <- componentwise_rank(prcomp(data_matrix)$x)
mean_rank_matrix <- groupMeans(rank_matrix, group)
mean_rank <- (n + 1) / 2 x rep(1, p)
centered_mean_rank matrix <-

mean_rank_matrix - matrix(rep(mean_rank, groups),

ncol = p,

byrow = TRUE)

STATISTIC <- ((n - 1) / n) * 12 / (n = 2 - 1) * sum(
group_counts * diag(centered_mean_rank_matrix %*% t(centered_mean_rank_matrix))
)
DF <- p * max(1l, groups - 1)
PVAL <- 1 - pchisq(STATISTIC, DF)
names (STATISTIC) <- "MH"
names (DF) <- "df"
rval <- list(
p.value = PVAL,
statistic = STATISTIC,

method = "DecorMKW",

parameter = DF,

data.name = deparse(substitute(data_matrix))

)
class(rval) <- "htest"

return(rval)



### mkwor H#HHHHHHHHFHHBHHHHHFHHAFHHBHHHHHFHHRHHHHHFHHBSHH RS HHASHH B H R RS HERHH

mkwor <- function(data_matrix, group) {
group_counts <- as.vector(table(group))
n <- nrow(data_matrix)
p <- ncol(data_matrix)

groups <- length(unique(group))

V <- SpatialNP::rank.shape(data_matrix)
spatial_rank _matrix <- SpatialNP::spatial.rank(
data_matrix %*% solve(matrix_sqrt(V)),

shape = FALSE

rank_matrix <- componentwise_rank(spatial_rank_matrix)
mean_rank_matrix <- groupMeans(rank_matrix, group)
mean_rank <- (n + 1) / 2 * rep(l, p)
centered _mean rank matrix <- mean_rank matrix - matrix(
rep(mean_rank, groups),
ncol = p,

byrow = TRUE

STATISTIC <- ((n - 1) / n) * 12 / (n =~ 2 - 1) * sum(
group_counts * diag(centered_mean_rank_matrix %*% t(centered_mean_rank_matrix))
)
DF <- p * max(1l, groups - 1)
PVAL <- 1 - pchisq(STATISTIC, DF)
names (STATISTIC) <- "MH"
names (DF) <- "df"
rval <- list(
p.value = PVAL,

statistic = STATISTIC,



method = "MKWOR",

parameter = DF,

data.name

)

class(rval) <- "htest"

deparse(substitute(data_matrix))

return(rval)

### sr_test ###HHHHHHEHHH R

sr_test <- function(data_matrix, group) {
# Je to obalene vo vlasntej funkcii iba pre konzistenciu v simulate_power,
# pretoze sr.loc.test nema defaultne druhy argument skupinu a argument

# skupiny je nazvany g a nie group ako v nasich testoch.

return(SpatialNP: :sr.loc.test(data_matrix, g = group, score = "rank"))

### energy_test wHHHHHHHEHHH R

energy_test <- function(data_matrix, group) {
# Je to obalene vo vlasntej funkcii iba pre konzistenciu v simulate_power
group_counts <- as.vector(table(group))

return(energy: :eqdist.etest(data_matrix, group_counts, R = 1000))



### mkwce H#HHHHHHHHFHHBHHHRHFHHAFHHBHHHHAFHBEHHHBAFHHBSHH RS HRASHH R HRASHHERHH

mkwce <- function(data_matrix, group) {
group_counts <- as.vector(table(group))
n <- nrow(data_matrix)
p <- ncol(data_matrix)
groups <- length(unique(group))
mean_rank_matrix <-
groupMeans (componentwise_rank(data_matrix), group)

mean_rank <- (n + 1) / 2 x rep(1, p)

centered_mean_rank_matrix <-
mean_rank_matrix - matrix(rep(mean_rank, groups),
ncol = p,

byrow = TRUE)

sigma_rank <- (n"2 - 1)/12 * diag(p)

combinations <- combn(p, 2)

combinations_length <- ncol(combinations)

for (c in seq_len(combinations_length)) {
row <- combinations[1, c]

col <- combinations[2, c]

sigma_rank[row, col] <-

sigma_rank[col, row] <-

cov_estimate(data_matrix[, row], data_matrix[, coll)

sigma_rank_inv <- solve(sigma_rank)

rank_sum_items <- numeric(groups)

for (g in seq_len(groups)) {



rank_sum_items[g] <-
group_counts[g] * t(centered_mean_rank_matrix([g, 1) %*%

sigma_rank_inv %*} centered_mean_rank_matrix[g, ]

STATISTIC <- ((n - 1) / n) * sum(rank_sum_items)
DF <- p * max(1l, groups - 1)
PVAL <- 1 - pchisq(STATISTIC, DF)

names (STATISTIC) <- "MH"
names (DF) <- "d4f"
rval <- list(
p.value = PVAL,
statistic = STATISTIC,

method = "MKWCE",

parameter = DF,

data.name

)

class(rval) <- "htest"

deparse(substitute(data_matrix))

return(rval)



### mkwb HH#FHHHHHFHAFHHEHHFBAFHHBSH R B H R F B RS F R R SRR B R R

mkwb <- function(data_matrix, group) {
B <- 1000
group_counts <- as.vector(table(group))
n <- nrow(data_matrix)
p <- ncol(data_matrix)
groups <- length(unique(group))
mean_rank_matrix <-
groupMeans (componentwise_rank(data_matrix), group)

mean_rank <- (n + 1) / 2 *x rep(1, p)

centered_mean_rank _matrix <-
mean_rank_matrix - matrix(rep(mean_rank, groups),
ncol = p,

byrow = TRUE)

x <- array(rep(NA, B*n*p), dim=c(B, n, p))

for (b in seq_len(B)) {
indexes <- sample(n, replace = TRUE)

x[b, , ] <- componentwise_rank(data_matrix[indexes, ])

sigma_rank <- matrix(0, ncol = p, nrow = p)
for (i in seq_len(n)) {

sigma_rank <- sigma_rank + cov(x[, i, 1)

sigma_rank <- sigma_rank / n

sigma_rank_inv <- solve(sigma_rank)



rank_sum_items <- numeric(groups)
for (g in seq_len(groups)) {
rank_sum_items[g] <-
group_counts[g]l * t(centered_mean_rank_matrix[g, 1) %*%

sigma_rank_inv %*} centered_mean_rank_matrix[g, ]

STATISTIC <- ((n - 1) / n) * sum(rank_sum_items)
DF <- p * max(1, groups - 1)
PVAL <- 1 - pchisq(STATISTIC, DF)

names (STATISTIC) <- "MH"
names (DF) <- "df"
rval <- list(
p.value = PVAL,
statistic = STATISTIC,
method = "MKWB",
parameter = DF,
data.name = deparse(substitute(data_matrix))
)

class(rval) <- "htest"

return(rval)
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