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Abstrakt

Matematické modelovanie v oblasti aktuarstva predstavuje dolezity nastroj pre
posudzovanie a riadenie financéného rizika. Pouzitim technik z teérie pravdepodob-
nosti, matematickej statistiky ¢i demografickej statistiky je mozné navrhnit funkcéné
a efektivne matematické modely, ktoré dostatocne presne opisuji skutocny svet. Tato
zaverecna praca poskytuje prehladné a zrozumitelné spracovanie postupu tvorby ak-
tuarskych modelov. Pozornost je venovana aktuarskemu modelovaniu v modeli indivi-
duélneho rizika a rovnako aktuarskemu modelovaniu v tedrii ruinovania. Problematika
je vysvetlovand na ilustrativnych prikladoch, ktorych zakladom si umelé déata, ge-
nerované v prostredi statistického softvéru R. Kalibracia modelov, validdcia modelov
a vSetky ostatné vypocty su taktiez realizované v tomto softvéri. Cielom diplomovej
prace je uviest vybrané okruhy matematického modelovania do kontextu tvorby aktu-

arskych modelov.

Klicové slova: aktuarske modelovanie, model individualneho rizika, teéria ruinovania.



Abstract

Mathematical modeling in actuarial science is an important tool for assessing and
managing financial risk. By using techniques from the theory of probability, mathema-
tical statistics, or demographic statistics, it is possible to design functional and effective
mathematical models that describe the real world accurately enough. This final thesis
provides a clear and comprehensible treatment of the process of creating actuarial mo-
dels. Attention is paid to actuarial modeling in the individual risk model and actuarial
modeling in the ruin theory. The issue is explained using illustrative examples based
on artificial data generated in the statistical software R. Model calibration, model va-
lidation and all other calculations are also implemented in this software. The aim of
the thesis is to introduce selected areas of mathematical modeling into the context of

the creation of actuarial models.

Keywords: actuarial modeling, individual risk model, ruin theory.



Predhovor

Aktuarske modely, ako aj mnohé iné modely, nedokazu opisat svet dokonale
presne, no si v mnohych smeroch uzitoéné. S aktuarskymi modelmi sa mézeme stretnut
v roznych oblastiach matematického modelovania. Moje prvé stretnutie sa s demogra-
fickym modelovanim na predmete Demograficka Statistika ma zaujalo natolko, ze som
sa rozhodla rozsirit svoje vedomosti aj v inych tematickych okruhoch matematického
modelovania v oblasti aktuarstva. Mozem tvrdit, Ze pisanim tejto diplomovej prace
som nadobudla mnoho novych znalosti, a to najméa z odvetvia poistovnictva, aktuar-
skej vedy, tedrie pravdepodobnosti a matematickej Statistiky. Taktiez usudzujem, ze
sa mi podarilo v dostacujicej miere splnit vopred stanovené ciele diplomovej prace.

.....

modelov aj v dalsich okruhoch aktuarskeho modelovania.

Na tomto mieste by som sa zaroven velmi rada podakovala vedicemu diplomovej
prace Mgr. Gaborovi Sziicsovi, PhD., za vSetky cenné pripomienky a odportcania,
za jeho ochotu pomoct a nadmieru ludsky pristup. Rovnako dakujem aj svojim naj-

blizsim, ktori ma podporovali pocas celého studia a aj pri pisani tejto diplomovej prace.
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Uvod

Formovanie aktuarskej vedy ako vedeckej discipliny siaha az do konca 17. sto-
rocia, kde zaciatky jej vzniku si tzko spaté s rozvojom demografie a so zvysenym
zadujmom o zhodnocovanie tspor. V tomto obdobi boli vytvorené prvé iimrtnostné ta-
bulky a vznikali prvé zivotné poistovne, ktorych vykonny riaditel bol oznacovany ako
aktuar [12]. Momentélne si pod pojmom aktudr predstavime odbornika v oblasti poist-
nej matematiky, ktory vytvara produkty zivotného ¢i nezivotného poistenia, odhaduje
vysku technickych rezerv a zodpoveda za spravnost vypoctov. Aktuarska veda v sebe
spaja niekolko vzajomne suvisiacich predmetov vratane matematiky, teorie pravde-
podobnosti, matematickej statistiky, finanénej matematiky ¢i demografickej statistiky.
Dnes mame k dispozicii mnoho matematickych modelov, vdaka ktorym sme schopni
¢o najpresnejsie ohodnotif rizika suvisiace s poistenim, odhadnit vysku ¢i pocet poist-
nych narokov, vysku technickych rezerv a podobne, ¢o je nesmierne dolezité pre spravne

fungovanie sektoru poistenia a zaistenia.

Tvorba aktuarskych modelov ndm poskytuje sirokti oblast vyberu tematickych
okruhov matematického modelovania: od demografického modelovania cez finan¢no-
matematické modelovanie vynosovych kriviek az po matematické modelovanie v mo-
deli kolektivneho ¢i individualneho rizika a mnoho dalsich. V tejto diplomovej préaci sa
zaoberame konkrétne aktuarskym modelovanim v modeli individudlneho rizika a aktu-
arskym modelovanim v teérii ruinovania, pricom déraz kladieme na postupnost tech-

nickych krokov pouzivanych pri tvorbe aktuarskych modelov.

Cielom diplomovej préace je prehladne spracovat a priblizit ¢itatelovi postup tvor-
by aktuarskych modelov a oboznamit ho s aktudrskymi metodikami pouzivanymi pri
konstruovani a validacii aktuarskych modelov. Charakter diplomovej prace je miestami
pedagogicky, metodiky st demonstrované na ilustrativnych prikladoch, a tak moze

diplomova praca v budtucnosti slizit aj ako uc¢ebny text.

Diplomova préaca je rozdelena do piatich kapitol, kde prva kapitola predstavuje
vseobecny tvod do problematiky diplomovej prace, a rovnako prinasa prehlad existu-
jucej literatiry. Druhd kapitola sa venuje vybranym matematickym, pravdepodobnost-
nym a Statistickym metodikdm pouzivanych pri konstruovani a validacii aktuarskych

modelov, kde zaroven definujeme matematické oznacenia ¢i skratky pouzivané v dal-



sich castiach diplomovej prace. V tretej kapitole si predstavime okruhy matematického
modelovania v oblasti aktuarstva, a tiez postupnost krokov pouzivanych pri tvorbe ak-
tuarskych modelov. Najrozsiahlejsia je stvrta a piata kapitola, kde si najskor priblizime
model individualneho rizika, a nasledne prezentujeme postup aktuarskeho modelova-
nia v modeli individudlneho rizika na ilustrativnom priklade. V piatej kapitole sa za-
meriame na tedriu ruinovania a postupnost krokov aktuarskeho modelovania v teorii
ruinovania opaf demonstrujeme na ilustrativnom priklade. Pri znazorneni niektorych

vysledkov z poslednych dvoch kapitol pouzivame aj grafické ilustracie.



1 Vseobecny prehlad z oblasti aktuarskeho mode-

lovania

Pod slovnym spojenim aktuarska veda mame na mysli disciplinu, ktora sa za-
oberda matematickym modelovanim a analyzou rizika, a to najma v oblasti poistenia
a financii, pricom matematicky zaklad spociva v tedrii pravdepodobnosti a Statistickych
metdédach. Aktuarske modelovanie ¢i inymi slovami poistno-matematické modelovanie
je klticéovym prvkom aktudrskej vedy. Aktudrske modely sa pouzivaji na odhadova-
nie pravdepodobnosti vzniku nahodnych udalosti ¢i na urcenie vysky kapitalu, ktory
by sa mal vyhradif na pokrytie potencidlnych strat. Modelovanie v oblasti aktuarstva
vyzaduje znalost rozliénych nastrojov teérie pravdepodobnosti vratane znamych rozde-
leni pravdepodobnosti, centralnej limitnej vety a podobne. Taktiez sa vyuzivaju rozne
statistické metédy ¢i techniky, ako napriklad testy dobrej zhody alebo Monte Carlo

simulécie.

Existuje mnoho oblasti aktuarskeho modelovania, pricom ako sme vyssie nazna-
¢ili, aktuarske modely sa pouzivaji predovsetkym v poistovnictve, a to v zivotnom, ne-
zivotnom i zdravotnom poisteni. V pripade zivotného poistenia je mozné vyuzit znalosti
demografického modelovania a zamerat sa na modelovanie tmrtnostnych kriviek pre
presnejsi odhad pravdepodobnosti timrtia a suvisiacich finan¢énych vydavkov. Aktuar-
ske modelovanie je mozné najst aj v oblasti nezivotného poistenia, ¢i uz pri modelovani
vysky alebo poctu poistnych narokov napriklad v modeli kolektivneho rizika, ¢o vedie
k odhadovaniu celkovej vysky budicich vydavkov. Nakoniec aj v oblasti zdravotného
poistenia moézeme pouzit tdaje o vyskach poistnych narokov za zdravotni starostli-
vost, a odhadovat tak vysku budicich vydavkov pri planovani financovania zdravotnej

starostlivosti v rdmci systému zdravotného poistenia.

V kone¢nom doésledku aktuarske modelovanie predstavuje nastroj pomahania jed-
notlivcom a organizacidm robit spravne finanéné rozhodnutia. Je preto potrebné vzde-
lavat mladych aktuarov, a to v roznych oblastiach modelovania. Motivovani touto mys-
lienkou sme sa rozhodli predstavif v tejto diplomovej praci jednotlivé kroky postupu
tvorby aktuarskych modelov spolu s ilustraciou ich pouzitia v niektorych konkrét-

nych tematickych okruhoch modelovania, ¢o predstavuje moznt pridani hodnotu tejto



prace. Zaroven su v pasivnej prilohe diplomovej prace prilozené aj programové kody
k neskor prezentovanym ilustrativnym prikladom, pri ktorych tvorbe vychadzame z via-
cerych znamych knih. Podkladom pre stidium teérie pravdepodobnosti a statistiky pri
tvorbe diplomovej prace st knihy: Zaklady matematické statistiky od Jiritho Andéla
[1], Teorie pravdépodobnosti od Alfréda Rényiho [11] a kniha rovnako s ndzvom Tedria
pravdepodobnosti od Jeleny Sergejevny Ventcelovej [15]. Pri prvej konkrétnej aplikacii
aktuarskeho modelovania v modeli individualneho rizika je najskor potrebné obozné-
mit sa s tymto modelom. Model individualneho rizika je opisany vo viacerych knihach,
z ktorych vychadzame aj my. Ide napriklad o knihu od Davida C. M. Dicksona s naz-
vom Insurance Risk and Ruin [3] alebo o knihu od Roba Kaasa a kolektivu autorov
s nazvom Modern Actuarial Risk Theory [6]. V druhom pripade, pri popise aktuarskeho
modelovania v tedrii ruinovania, vyuzivame pre studium tejto tedrie opat dve vyssie
spomenuté publikacie od D. C. M. Dicksona a R. Kaasa a kol., a tiez knihu od Galiny
Horakovej a kol. s ndzvom Tedria rizika v poisteni [5] a knihu od Thomasa Mikoscha
s ndzvom Non-Life Insurance Mathematics [8]. Vyssie uvedené publikdcie nam tak po-
skytuju vSeobecné zdklady pre model individudlneho rizika aj pre teériu ruinovania,
no tieto knihy nie s pisané v style a kontexte tvorby aktuarskych modelov. Celou dip-
lomovou pracou nas sprevadzaju aj hodnotné skripta od Gabora Sziicsa, prvé s ndzvom
Matematické modelovanie v poistovnictve [12] a druhé s ndzvom Pravdepodobnostné

modely v poistovnictve [13].
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2 Statistické metédy v oblasti aktuarstva

Aktuarske modelovanie sa zaklada na urcitych matematickych, pravdepodobnost-
nych a statistickych znalostiach, ktoré si v tejto kapitole priblizime. V podkapitole 2.1
uvedieme zakladné pojmy a definicie z oblasti pravdepodobnosti a matematickej Sta-
tistiky, ktoré sa budu v dalsich kapitolach ¢asto vyskytovat. Vychadzame pritom pre-
dovsetkym z knih [1] a [15]. Nésledne v podkapitolach 2.2 a 2.3 definujeme vybrané
rozdelenia pravdepodobnosti, spolu s ich matematickymi oznaceniami a skratkami, pri-
¢om informdcie Cerpadme prevazne z publikécif [1] a [12]. Nakoniec sa v podkapitole 2.4
zameriame na niektoré testy dobrej zhody, ktoré budeme v dalsich kapitolach pouzivat

pri konstruovani a validacii aktuarskych modelov.

2.1 Zakladné pojmy a definicie

Uvedme (bez naroku na tplnost) niekolko dolezitych pojmov z teérie pravdepo-
dobnosti a matematickej sStatistiky. Jednym z najvyznamnejsich pojmov teoérie prav-
depodobnosti je pojem nahodnej premennej, pricom je vsak potrebné oboznamit sa
najskor s pojmom nahodny experiment. Za nahodny experiment povazujeme taku si-
tuaciu, v ktorej vysledky pri viacerych opakovaniach mozu nadobudat za rovnakych
pociato¢nych podmienok rozdielne hodnoty. Potom podla [15] je ndhodna premenna
takd premenna, ktora vysledkom nadhodného experimentu nadobuda nejakd hodnotu,
pricom je vopred nezname, aka konkrétne. Nahodnti premennu je tak mozné definovat
aj ako funkciu ndhodného experimentu. Nahodné premenné sa zvykni oznacovat vel-
kymi pismenami, zvicsa ako X, a delime ich na dva typy, a to na diskrétne nadhodné
premenné a spojité nahodné premenné. Medzi diskrétne nahodné premenné patria tie
premenné, ktoré mozu nadobudnuf iba konecny pocet realnych hodnot, ktoré je mozné
vopred vymenovaf, a naopak, spojité nahodné premenné nadobidaji nekonecny pocet
realnych hodnot, ktoré spojite vypliiuji nejaky interval. Dalsfm doleZitym pojmonn,
ktory je vhodné uviest, je pojem distribu¢na funkcia. Distribu¢na funkcia nahodne;j

premennej X je realna funkcia definovana predpisom:

F(z) = P(X < z), (2.1)

kde P oznacuje takzvanu funkciu pravdepodobnosti. Distribu¢na funkcia je najvseobec-
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nejSou charakteristikou nahodnej premennej, a zaroven jednoznacne urcuje rozdelenie
pravdepodobnosti ndhodnej premennej. D4 sa tiez ukazaf, ze distribucna funkcia je

neklesajica, zlava spojita funkcia pre ktoru plati:

lim F(z)=0 a lim F(z)=1. (2.2)

T——00 T—00

Distribu¢nt funkciu je mozné definovat pre diskrétne i spojité nahodné premenné. V pri-
pade diskrétnych rozdeleni sa distribu¢na funkcia nazyva aj skokova funkcia a obsa-
huje spocitatelne vela bodov nespojitosti, ktoré mozeme oznacit ako z,xo, ..., 2k, ...
a k nim prislichajucu velkost skokov ako pi,po,...,pk, ... Potom sa da ukazat, ze
pr = P(X = xy). ZovSeobecnenim tohto vztahu dostdvame pravdepodobnostni fun-
kciu definovani ako p(x) = P(X = x). Pre distribu¢ni funkciu diskrétnych rozdeleni
pravdepodobnosti sa potom zvykne pouzivat aj zapis P(X < x) a zapis (2.1) pouzi-
vame skor pre spojité rozdelenia pravdepodobnosti. Je teda potrebné venovat pozornost
pouzitiu tychto znamienok, pretoze mozu sposobit rozdiel v pripade diskrétnych roz-
deleni. V pripade spojitych rozdeleni pravdepodobnosti je mozné distribué¢nu funkciu

definovat predpisom:
F)= [ f(e)dt, (2.3)

kde funkcia f(t) sa nazyva hustota rozdelenia pravdepodobnosti (v nasej praci
ju pre jednoduchost nazyvame len ako hustota). Plati teda vztah F'(z) = f(z). Kedze
distribu¢na funkcia je neklesajica, potom hustota rozdelenia je nezaporna a tiez je
zname, ze celkovy obsah plochy pod funkciou hustoty je rovny 1. Nakoniec definujme
este momentovu vytvarajicu funkciu ndhodnej premennej. Momentova vytvarajica

funkcia ndhodnej premennej X oznacovana ako M (t) je definovana nasledovne:

M(t)=E (etx) , preteR, (2.4)

pricom momentovi vytvarajucu funkciu pre diskrétnu nahodnti premennti X je mozné
pocitat ako:
M(t) =) e"P(X =), (2.5)
i=1

zatial ¢o pre spojiti nahodnt premennti X pocitame momentovi vytvarajucu funkciu

nasledujicim spésobom:

M(t) = / O; o f()da, (2.6)

12



a to len za predpokladu, ze postupnost {eP(X = z;)}32, je konvergentna a integral

vo vztahu (2.6) existuje [12].

2.2 Spojité rozdelenia pravdepodobnosti

Oboznamme sa najskor s niektorymi zndmymi spojitymi rozdeleniami pravdepo-
dobnosti, pri ktorych definicii vychddzame prevazne z publikécii [1] a [12]. K vybranym
rozdeleniam pravdepodobnosti navyse uvadzame aj stvisiace funkcie implementované

v Statistickom softvéri R [9].

Normalne rozdelenie pravdepodobnosti
Néhodna premenna X sa riadi normalnym rozdelenim pravdepodobnosti s parametrami
p € RaoeRY ak ma hustotu [1]:

f(z) = L exp{—(x_’u)?}, pre z € R.

2mo 202

Normdlne rozdelenie pravdepodobnosti oznac¢ujeme symbolom N (u,0?) a hovori sa
mu aj Gaussovo rozdelenie pravdepodobnosti. V prostredi statistického softvéru R je
normalne rozdelenie oznacované skratkou norm a spaja sa s nim aj niekolko znamych
a uzitoénych funkcii, a to napriklad funkcia pnorm pre distribu¢ni funkciu norméalneho
rozdelenia, dnorm pre funkciu hustoty normaélneho rozdelenia, gnorm pre kvantilovii
funkciu normalneho rozdelenia ¢i rnorm pre generovanie pseudonahodnych ¢isel z nor-

malneho rozdelenia pravdepodobnosti.

Log-normalne rozdelenie pravdepodobnosti
Néhodnad premenna X sa riadi log-normalnym rozdelenim pravdepodobnosti s para-
metrami p € R a 0 € R, ak ma hustotu [12]:

1 Inx — p)?
f(z) = maxexp{—(ng'u)}, pre x > 0.

Log-normélne rozdelenie pravdepodobnosti oznacujeme symbolom LN(u,0?), pricom
parameter p sa nazyva log-scale parameter a parameter o log-shape parameter. Log-
normalne rozdelenie pravdepodobnosti reprezentuje v softvéri R skratka lnorm a st
v nom tiez zabudované funkcie plnorm, dlnorm, qlnorm a rlnorm pre distribucni

funkciu, hustotu, kvantilovi funkciu a generovanie realizacii log-normalneho rozdelenia.
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Exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti
Néhodna premennd X sa riadi exponencidlnym rozdelenim pravdepodobnosti s para-

metrom A € R, ak ma hustotu [12]:

f(z) =Xe ™, pre z > 0.

Exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti oznac¢ujeme symbolom Exp(\), kde para-
meter A\ sa nazyva rate parameter. V prostredi statistického softvéru R oznacujeme
exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti skratkou exp. Tiez si dostupné funkcie
pexp, dexp a qgexp, vdaka ktorym vieme jednoducho vypocitat konkrétne hodnoty
distribu¢nej funkcie, funkcie hustoty ¢i kvantilovej funkcie exponencialneho rozdelenia
pravdepodobnosti. Pre generovanie pseudondhodnych ¢isel z exponencialneho rozdele-

nia mozeme pouzit funkciu rexp.

Gama rozdelenie pravdepodobnosti
Néhodné premenna X sa riadi gama rozdelenim pravdepodobnosti s parametrami a €
R* a g € R*, ak m4 hustotu [1], [12]:

= ﬁa
(o)

e Prral pre x>0,

()
kde I'(«) predstavuje gama funkciu definovani vztahom:

['a) = /oo e "z du.
0

Gama rozdelenie pravdepodobnosti oznacujeme symbolom Gama(a, ), pricom para-
meter « sa nazyva shape parameter a parameter [ je rate parameter. Navyse plati,
ze exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti je Specidlnym pripadom gama rozdelenia
pravdepodobnosti, ktoré dostaneme, ak shape parameter gama rozdelenia pravdepo-
dobnosti o = 1. Gama rozdelenie pravdepodobnosti reprezentuje v softvéri R skratka
gamma. Hodnoty distribuc¢nej funkcie, funkcie hustoty a kvantilovej funkcie je mozné
vypocitat pomocou funkcii pgamma, dgamma a ggamma, a tieZz je mozné generovat pse-

udondhodné realizidcie gama rozdelenia pomocou funkcie rgamma.

Weibullovo rozdelenie pravdepodobnosti
Néhodné premenna X sa riadi Weibullovym rozdelenim pravdepodobnosti s paramet-

rami kK € RT a § € R*, ak mé hustotu [12]:

flx) = /ﬁz)’:lexp {— <§)K} ,  prex > 0.
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Weibullovo rozdelenie pravdepodobnosti oznac¢ujeme symbolom Wei(k, #), pricom pa-
rameter k sa nazyva shape parameter a parameter ¢ scale parameter. Taktiez plati, ze
Weibullovo rozdelenie pravdepodobnosti so shape parametrom x = 1 zodpoveda expo-
nencidlnemu rozdeleniu pravdepodobnosti s rate parametrom 1/6. Skratka weibull
reprezentuje v softvéri R Weibullovo rozdelenie pravdepodobnosti a suvisiace funkcie

sui analogicky pweibull, dweibull, qweibull a rweibull.

2.3 Diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti

V tejto podkapitole definujeme len tie diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti,
s ktorymi sa stretneme pri tvorbe aktuarskych modelov v dalsich kapitolach tejto prace.
Opét uvadzame aj niektoré funkcie implementované v softvéri R [9], ktoré suvisia s da-

nymi rozdeleniami.

Bernoulliho rozdelenie pravdepodobnosti
Nahodna premenna N sa riadi Bernoulliho rozdelenim pravdepodobnosti s parametrom

p € (0,1), ak ma pravdepodobnostni funkciu [12]:

P(N =n)=p"(1-p)'™, pren=0,1.

Bernoulliho rozdelenie pravdepodobnosti sa nazyva aj alternativne rozdelenie pravde-
podobnosti a oznacujeme ho symbolom Alt(p), kde parameter p sa nazyva pravdepo-
dobnostny parameter. Bernoulliho rozdelenie pravdepodobnosti je Specidlnym pripa-
dom binomického rozdelenia pravdepodobnosti. Preto aj v prostredi statistického soft-
véru R Bernoulliho (alternativnemu) rozdeleniu pravdepodobnosti zodpoved4 skratka
binom rovnako, ako aj pre binomické rozdelenie pravdepodobnosti. Funkcie pbinom,
dbinom, gbinom a rbinom tak vyzadujui nastavit argument size = 1, aby sa jednalo

o Bernoulliho (alternativne) rozdelenie pravdepodobnosti.

Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti
Néhodna premenna N sa riadi Poissonovym rozdelenim pravdepodobnosti s paramet-
rom A € R* ak md pravdepodobnostni funkciu [1], [12]:

-2

P(N =n) = )\”e—', pre n € Np.
n!
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Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti oznacujeme symbolom Poisson(\), kde para-
meter A\ sa nazyva rate parameter. V prostredi statistického softvéru R sa Poissonovo
rozdelenie pravdepodobnosti oznacuje ako pois a opéat si v softvéri implementované

aj funkcie suvisiace s tymto rozdelenim: ppois, dpois, gpois a rpois.

V suvislosti s Poissonovym rozdelenim pravdepodobnosti definujme aj zlozené Po-
issonovo rozdelenie. Ak ndhodna premennd S vznikne ako sicet nezavislych, rovnako
rozdelenych ndhodnych premennych X, X5, X3,..., pricom pocet tychto s¢itancov je
nahodna premenna N, ktord sa riadi Poissonovym rozdelenim pravdepodobnosti s pa-
rametrom A € R*, tak hovorime, Ze ndhodnd premenns S m4 zloZzené Poissonovo
rozdelenie. Zlozené Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti pre nahodnt premennt
S budeme oznacovat zapisom S ~ CoPoisson(\, Fx), kde Fx zodpoveda distribuc-
nej funkcii rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnych premennych X, Xs, X3,... Za-
vedme na zaver este oznacenie pre rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej
7, ktora vznikne sicinom nahodnych premennych X a N. Predpokladajme, ze na-
hodna premenna X sa riadi napriklad exponencialnym rozdelenim pravdepodobnosti
s parametrom A € RT, zatial ¢o ndhodnd premennd N sa riadi napriklad Bernoulliho
(alternativnym) rozdelenim pravdepodobnosti s parametrom p € (0, 1). Potom pre ta-
kéto zmiesané rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej Z budeme pouzivat

oznacenie Z ~ Alt/Exp(p, \).

2.4 Testy dobrej zhody

Medzi zname Statistické metody vyuzivané pri kalibracii i validacii aktuarskych
modelov patria testy dobrej zhody, ku ktorym radime napriklad Kolmogorovov-Smirno-
vov test, Cramérov-von Misesov test a Andersonov-Darlingov test. Zaklad testov dob-
rej zhody zvycajne spociva v porovnavani empirickej distribu¢nej funkcie a teoretickej
distribu¢nej funkcie, pricom pri vsetkych zo spominanych testov sa predpoklada, ze na-
hodné premenné, ktorych empiricki a teoretickt distribu¢ni funkciu porovnavame, st
nezavislé, rovnako rozdelené a pochadzaju z nejakého spojitého rozdelenia pravdepo-
dobnosti. Nech teda F' zodpoveda teoretickej kumulativnej distribucnej funkcii a nech
F,, oznacuje empirickil kumulativnu distribu¢nt funkciu skonstruovant na zaklade do-

stupnych dat, pricom n predstavuje velkost ndhodného vyberu. Testy dobrej zhody
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potom mozeme formulovat aj pomocou nasledujicej hypotézy:
Hy: F,=F vs. H;:F,#F.

Vsetky tri vybrané testy dobrej zhody vychadzaju z rovnakého principu, ktorym je
to, ze za testovu statistiku sa povazuje urcity typ vzdialenosti medzi pozorovanymi

distribuénymi funkciami.

Kolmogorovov-Smirnovov test
Nech platia vSetky oznacenia uvedené vyssie. Jednovyberovy Kolmogorovov-Smirnovov
test, pouzivany na testovanie nulovej hypotézy Hy, ma testova statistiku zalozenu
na maximalnej odchylke medzi funkénymi hodnotami empirickej a teoretickej kumula-
tivnej distribu¢nej funkcie, comu zodpoveda zapis:

D = sup |F,(x)— F(x)|, (2.7)

zeD(F)

kde D(F') je definiény obor teoretickej kumulativnej distribucnej funkcie. Testovi hy-
potézu Hy zamietame na hladine vyznamnosti «, ak vzdialenost medzi empirickou
a teoretickou kumulativnou distribu¢nou funkciou je ,,prilis velka*“, c¢ize vtedy, ked hod-
nota testovej Statistiky D je vacsia ako tabulkova kritickd hodnota Kolmogorovovho-
Smirnovovho testu. Kolmogorovov-Smirnovov test je implementovany aj v statistickom
softvéri R napriklad v baliku goftest [4] ako funkcia ks.test, ktorej vystupom je

hodnota testovej statistiky D a tiez p-hodnota.

Cramérov-von Misesov test

Opét predpokladajme, ze platia vsetky vyssie zavedené oznacenia. Zakladom testovej
statistiky jednovyberového Cramérovho-von Misesovho testu je meranie velkosti plo-
chy, ktora vznika medzi empirickou distribu¢nou funkciou a teoretickou distribu¢nou
funkciou, a teda tvar testovej statistiky je nasledovny:

W =n / T (Fu(x) — F(2)2dF(x). (2.8)

—0o0

Testova statistika Cramérovho-von Misesovho testu sa zvykne uvadzat aj v inych tva-
roch, no myslienka merania velkosti plochy ostdva nezmenena. Nulovi hypotézu zamie-
tame na hladine vyznamnosti a vtedy, ked hodnota testovej statistiky Cramérovho-von

Misesovho testu je vacsia ako kritickd hodnota uvadzana v tabulkdch pre Cramérov-
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von Misesov test. Hodnotu testovej Statistiky w? a p-hodnotu Cramérovho-von Mise-
sovho testu je opéaf mozné jednoducho ziskat v prostredi softvéru R pomocou funkcie

cvm.test, ktord sa nachddza v baliku goftest [4].

Andersonov-Darlingov test
Nakoniec pri nezmenenych oznaceniach uvadzame aj testovu statistiku Andersonovho-
Darlingovho testu, ktora vznikla modifikaciou testovej statistiky Cramérovho-von Mi-

sesovho testu:

* (@) = F@) |

A% = n/_oo = ) F @) (2.9)

Ide tak opat o meranie velkosti plochy medzi pozorovanymi distribu¢nymi funkciami
a navyse Andersonov-Darlingov test kladie vyssiu vahu na chvosty rozdelenia ako
Kolmogorovov-Smirnovov test. Testova Statistika A% sa opif zvykne uvddzat aj v inych
tvaroch, ktoré vsak v tejto diplomovej praci neuvadzame. Aj v tomto pripade sa nulova
hypotéza zamieta na hladine vyznamnosti o prave vtedy, ked hodnota testovej statis-
tiky Andersonovho-Darlingovho testu je vacsia ako tabulkova kritickd hodnota tohto
testu. Pre vypocet hodnoty testovej statistiky a p-hodnoty Andersonovho-Darlingovho
testu je mozné vyuzit funkciu implementovaniu v prostredi softvéru R ad.test, ktori

je znova mozné néajst v baliku goftest [4].

Ako sme uz vyssie naznacili, testy dobrej zhody je mozné vyuzit pri validéacii
modelu. Na nasledné meranie kvality modelu, respektive na vzajomné porovnavanie
presnosti a vhodnosti odhadnutych modelov, mozeme vyuzit ukazovatele, ktorymi sa
Bayesovo informacné kritérium a Akaikeho informacné kritérium. Plati, Ze za najvhod-
nejsi model sa povazuje ten, ktory dosahuje najnizsiu hodnotu Bayesovho ¢i Akaikeho

informac¢ného kritéria zo vsetkych porovnavanych modelov.

Bayesovo informacné kritérium
Bayesovo informacné kritérium, ktoré je casto oznacované skratene aj ako BIC, je

definované nasledovne:
BIC = kln(n) — 2In(L), (2.10)

kde k reprezentuje pocet odhadovanych parametrov modelu, n zodpoveda velkosti na-

hodného vyberu a £ znaci funkciu vierohodnosti.
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Akaikeho informacné kritérium
Akaikeho informacné kritérium, skratene AIC, je Specidlnym pripadom Bayesovho in-

formacného kritéria, kedy In(n) = 2, a tak pre AIC piseme:
AIC = 2k — 2In(L). (2.11)

Hodnoty AIC a BIC je mozné ziskat v sStatistickom softvéri R ako vystup z réznych

funkcii. Jednou z nich je funkcia gofstat z balika fitdistrplus [2].

Testy dobrej zhody, respektive ich testové sStatistiky vyuzivame aj pri kalibracii
modelu, konkrétne pri odhadovani parametrov modelu pomocou metdédy maximélnej
dobrej zhody. Metéda maximalnej dobrej zhody je zalozend na numerickej optimali-
zacii hodnoty vybranej tcelovej funkcie, kde za tuto funkciu sa zvycajne voli testova
statistika Kolmogorovovho-Smirnovovho testu, Cramérovho-von Misesovho testu alebo
Andersonovho-Darlingovho testu [12]. Parametre zvoleného rozdelenia sa néasledne od-
haduji minimalizaciou tejto tcelovej funkcie, ¢ize cielom je nédjst také parametre, aby
dany typ vzdialenosti medzi empirickou a teoretickou distribu¢nou funkciou bol mini-
malny. Dodame, Ze pozname niekolko dalsich metod, ktoré st pouzivané pri odhadovani
parametrov daného rozdelenia pravdepodobnosti. Medzi ne patri napriklad metéda ma-
ximalnej vierohodnosti, momentova metdda, kvantilova metdéda a iné dalSie metody,

ktorymi sa vSak v tejto praci nezaoberame.
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3 Okruhy matematického modelovania v oblasti ak-

tuarstva

Aktuarske modely si uzitocné vo viacerych oblastiach poistovnictva, a preto je
dobré vediet takyto model skonstruovat. V tejto kapitole si tak predstavime postupnost
krokov, ktord sa zvycajne pouziva pri tvorbe aktuarskych modelov. Nasledne uvedieme
niektoré okruhy matematického modelovania v oblasti aktuarstva, ktorym sa budeme

konkrétnejsie venovat v jednotlivych podkapitolach tejto kapitoly.
Postupnost krokov tvorby aktuarskeho modelu

Pri tvorbe aktuarskeho modelu je predovsetkym potrebné zamyslief sa nad tym, co
vlastne chceme modelovat. Druhou otazkou, ktort si mézeme polozit, je: preco to chce-
me modelovat, pripadne ¢o je cielom nasho modelovania. Tento rozbor mozeme pova-
zovat za akysi nulty krok aktudrskeho modelovania. Po zodpovedani tychto zakladnych
otazok nasleduje dalsia otazka, ktora znie: ako to chceme modelovat? Tym pristupu-
jeme k samotnému aktuarskemu modelovaniu, ktoré pozostava z niekolkych zauziva-

nych krokov [12]:

o krok 1: ziskanie, prvotné upravy a analyza dat,

o krok 2: volba konkrétneho matematického modelu,

(@)

krok 3: kalibracia modelu — odhadovanie parametrov zvoleného modelu,

o krok 4: validacia modelu — overovanie vhodnosti modelu,

@)

krok 5: vyhodnotenie vysledkov.

Napokon podla [12] doplnime, Ze proces tvorby aktudrskych modelov je z urcitej miery
empirickou technikou, teda je potrebné mat urcité aktuarske skiisenosti, a preto pocet
i samotny obsah uvedenych krokov nemusi byt pevne stanoveny. V dalsej casti tejto
kapitoly si predstavime vybrané tematické okruhy matematického modelovania v ob-
lasti aktuarstva, pricom vzdy analyzujeme, ¢o chceme modelovat a preco to chceme
modelovat. K otazke, ako to chceme modelovat, sa viaze cela postupnost krokov tvorby
aktuarskeho modelu, a tak sa tejto otazke v nasledujucich podkapitolach nebudeme
konkrétnejsie venovat. Ide o pomerne zdlhavy postup, ktory si dopodrobna predsta-

vime vo stvrtej kapitole, konkrétne pre pripad aktuarskeho modelovania celkovej vysky
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poistnych narokov v modeli individualneho rizika, a tiez v piatej kapitole pri aktuar-
skom modelovani procesu rizika v teorii ruinovania. Medzi niekolko dalsich tematickych
okruhov aktuarskeho modelovania patri napriklad aktuarske modelovanie v demogra-
fii, finan¢no-matematické modelovanie vynosovych kriviek, modelovanie celkovej vysky
poistnych narokov v modeli kolektivneho rizika v nezivotnom poisteni ¢i modelovanie
vyvojovych trojuholnikovych schém pouzivanych pri tvorbe rezerv v nezivotnom pois-
teni. Ako prvé si priblizime aktudrske modelovanie v demografii, ktorému sa venujeme

v podkapitole 3.1, pricom vychadzame z publikacie [14].

3.1 Aktuarske modelovanie v demografii

Demografia je vedecka disciplina, ktorej predmetom zaujmu je analyza Struk-
tury, velkosti a rozlozenia populacie. Zaobera sa taktiez zmenami v populdcii, ktoré
st sposobené priméarne procesmi, akymi si porodnost, imrtnost, stahovanie a socialna
mobilita. Znalosti z demografie je mozné aplikovat aj v oblasti zivotného poistenia.
Je znadme, zZe primarnym rizikom pri uzatvarani zmlav zivotného poistenia je z hla-
diska poistovne riziko timrtia poistenych oséb, a tak jednou z hlavnych tloh poistovne
je vediet ¢o najpresnejsie opisat miery umrtnosti, ¢im sa dostdvame k aktuarskemu

modelovaniu v demografii. Zodpovedajme preto na dve zakladné otazky.
Co chceme modelovat?

Ako sme prave naznacili, poistoviia potrebuje mat k dispozicii ¢o najpresnejsi odhad
mier umrtnosti populécie. Odpoved na otazku je tak zrejmé, chceme modelovat miery

umrtnosti alebo inymi slovami imrtnostné krivky:.
Preco to chceme modelovat?

Umrtnostné krivky chceme modelovat preto, aby mala poistovia k dispozicii presnejsie
informacie o tom, ako sa lisi pravdepodobnost imrtia v jednotlivych rokoch Zivota
osoby, pripadne v jednotlivych vekovych skupinach, a tiez ako sa meni v priebehu
casu. Poistovia by potom vedela primerane ocenit svoje poistné produkty ¢i presnejsie
stanovit vysku technickych rezerv potrebnych na krytie buducich vydavkov. Skratene
tak mozeme povedaf, ze cielom modelovania imrtnostnych kriviek je spresnit odhad

finan¢nych rizik spojenych so zivotnym poistenim.
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Tomu, ako konkrétne modelovat timrtnostné krivky, sa nevenujeme, no uvedieme nie-
kolko znamych demografickych modelov pouzivanych pri modelovani imrtnostnych kri-
viek, z ktorych je mozné si v druhom kroku tvorby aktuarskeho modelu niektory zvolit.
Jednym z najznamejsich modelov je Gompertzov model imrtnosti, dalsimi znamymi
modelmi st napriklad Gompertzov-Makehamov model, Weibullov model, Beardov mo-

del a iné.

3.2 Aktuarske modelovanie vynosovych kriviek

Pod pojmom vynosova krivka rozumieme vztah medzi irokovou mierou a dobou
do splatnosti dlhopisov. Vynosova krivka je zvacsa prezentovana graficky, kde na zvis-
lej osi znazornujeme rocné vynosy dlhopisu a na vodorovnej osi doby do splatnosti
dlhopisu, a tak vynosova krivka reprezentuje akisi casovi strukturu trokovych mier
dlhopisov. Modelovanie vynosovych kriviek je v oblasti financii velmi dolezité. Vyno-
sové krivky nadm poskytujui pohlad na celkovy stav ekonomiky a na ich zaklade je
mozné predikovat budiice irokové miery. Taktiez vieme, ze dlhopisy ¢i opcie su citlivé
na zmenu urokovej miery, a tak je mozné ich na zaklade predikcii lepsie ocenif. Mode-
lovanie vynosovych kriviek ma svoj vyznam aj v oblasti poistovnictva. Po zodpovedani

dvoch zakladnych otazok zistime aky.

Co chceme modelovat?

V tomto pripade je odpoved jasnd — chceme modelovat vynosové krivky.
Preco to chceme modelovat?

Modelovanie vynosovych kriviek je v neposlednom rade dolezité aj v kontexte diskonto-
vania poistnych zaviazkov v pripade poistnych produktov zivotného poistenia. Poistovne
totiz pri diskontovani svojich poistnych zavazkov aktudlne pouzivaji vynosovu krivku
namiesto kedysi pouzivanej konStantnej technickej tirokovej miery [12]. Modelovanie
vynosovych kriviek napoméaha presnejsiemu vypoctu sicasnej hodnoty ocakavanych
budtcich poistnych vydavkov poistovne, ktorad je za predpokladu takzvaného netto
principu ekvivalencie rovna stucasnej hodnote prijmov poistovne, kde prijem poistovne
predstavuje finan¢énu ciastku, ktortt ma poistenec zaplatif tesne po uzatvoreni zmluvy

vybraného zivotného poistenia (v pripade jednorazovo plateného poistného).
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Na zaver uvadzame niektoré z modelov, ktoré sa pouzivaji pri modelovani vynosovych
kriviek. St nimi napriklad Vasickov model, Coxov-Ingersollov-Rossov model (CIR mo-

del), Nelsonov-Siegelov model ¢ Svenssonov model.

3.3 Aktuarske modelovanie v modeli kolektivneho rizika

DalSou viznamnou oblastou aktudrskeho modelovania je modelovanie celkovej
vysky poistnych narokov, pricom v tejto podkapitole sa venujeme konkrétne modelu
kolektivneho rizika. O predpokladoch tohto modelu si povieme nateraz len malo, no viac
sa o nom doc¢itame v podkapitole 5.1. V modeli kolektivneho rizika, ktory je pouzivany
najma v nezivotnom poisteni, je celkova vyska poistnych narokov stuc¢tom vsetkych
nahlasenych poistnych narokov, pricom ich pocet je vopred neznamy. Vysky nahlase-
nych poistnych narokov predstavuju nezaporné, nezavislé, rovnako rozdelené nahodné
premenné, kde vysku prvého nahlaseného poistného naroku mozeme oznacit X, dru-
hého Xs, treticho X3, ... Pocet nahlasenych poistnych narokov je taktiez nahodna
premenna, ktorti mozeme oznacit ako N. Zda sa, ze v tomto pripade je potrebné mo-

delovat viacero veci. Zamyslime sa a odpovedzme opéf na zakladné otazky.
Co chceme modelovat?

Tentokrat chceme modelovat celkovi vysku poistnych narokov, ktora je rovna suctu
vsetkych nahldasenych poistnych narokov. Avsak, pocet nahlasenych poistnych narokov
nie je pevne stanoveny. Potrebujeme preto v prvom rade vedief samostatne modelo-
vat pocet nahlasenych poistnych narokov a rovnako aj vysky nahlasenych poistnych

narokov.
Preco to chceme modelovat?

Jednym z hlavnych dévodov, preco chceme modelovat celkovi vysku poistnych naro-
kov, je spresnit odhad budtcich ocakivanych vydavkov poistovne, a s tym je spaté

aj spresnenie odhadu vysky rezerv vyhradenych na vyplacanie poistnych plneni.

Ani v tomto pripade neuvadzame odpoved na otazku, ako presne modelovat pocet po-
istnych narokov, vysku poistnych narokov ¢i celkovii vysku poistnych narokov v modeli
kolektivneho rizika. M6zeme vsak povedaf tolko, ze z aktuarskych skiisenosti je zname,

ze poc¢ty nahlasenych poistnych narokov sa zvyknu riadit nejakym diskrétnym rozdele-
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nim pravdepodobnosti, zatial ¢o vysky nahlasenych poistnych narokov zvéicsa sleduja
spojité rozdelenia pravdepodobnosti. Viac o modelovani celkovej vysky poistnych né-
rokov v modeli kolektivneho rizika sa moZeme docitat v publikdcii [12]. Nasledujica
kapitola s nazvom Aktuarske modelovanie v modeli individualneho rizika je taktiez
venovand modelovaniu celkovej vysky poistnych narokov, no pre iny model, konkrétne
model individualneho rizika, kde uvadzame cely postup tvorby aktuarskeho modelu

spolu s uvedenim ilustrativneho prikladu.

3.4 Aktuarske modelovanie vyvojovych trojuholnikov

Vyvojové trojuholnikové schémy predstavuju akusi trojuholnikovi maticu, ktora
obsahuje informéciu o vyskach vyplatenych poistnych plneni v réznych casoch. Vy-
platené poistné plnenia su rozdelené do riadkov matice zvycajne podla roku vzniku
poistnej udalosti a do stlpcov podla nasledujicich rokov vyvoja, pricom vysky poist-
nych plneni si zaznamenané kumulativne. Takéto trojuholnikové schémy sa zvyknu
pouzivat pri tvorbe rezerv v nezivotnom poisteni. Presunme sa teda k ich modelovaniu

a odpovedzme si na nasledujuice otazky.

Co chceme modelovat?

Z vyssie uvedeného textu je zrejmé, ze chceme modelovat vyvojové trojuholnikové
schémy.

Preco to chceme modelovat?

Vyvojové trojuholnikové schémy sa pouzivaji na odhad buducich vysok poistnych néaro-
kov, ktoré bude musiet poistovna vyplatit. Tento odhad je opat uzitocny pri ocenovani

poistnych zmliv a pri spominanej tvorbe rezerv potrebnych na krytie budicich poist-

nych narokov vyplyvajucich zo vzniknutych poistnych udalosti.

Okrem uvedenych oblasti aktuarskeho modelovania existuje eSte mnoho dalsich. Z toho
¢o sme uviedli, vsak mozeme pozorovat, ze zdkladnou myslienkou aktuarskeho modelo-
vania v akejkolvek vybranej oblasti je pomahat poistovniam a pribuznym organizaciam

pri posudzovani a riadeni finan¢ného rizika.
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4 Aktuarske modelovanie v modeli individualneho
rizika

Aktuarske alebo poistno-matematické modelovanie ma bezpochyby svoje miesto
v ekonomickom a finan¢nom svete. Pomocou réznych aktuarskych modelov vieme to-
tiz dostatocne presne nastavit vysky technickych rezerv, vysky poistného ¢i odhadnit
pocty poistnych narokov. Poistenie je spolahlivym néstrojom pre vyrovnévanie vysok
skod, kedze hlavnou myslienkou sektoru poistenia je prenos rizika z jednej zmluvnej
strany na druhu, ¢ize z poistnika na poskytovatela poistenia, ktory za tito sluzbu in-
kasuje poistné. Ddlezitou tlohou poistovni pri tvorbe vysky poistného je identifikdcia
poistnych rizik. Poistoviia tak potrebuje poznat pravdepodobnosti, s akymi moze dojst
k poistnej udalosti. Rovnako nutné je, aby poistoviia mala dostatocne presnt informa-
ciu o celkovej vyske poistnych narokov, ktoré bude musiet vyplatit. S cielom modelovat
celkova vysku poistnych narokov je preto pre poistoviiu nevyhnutné, aby vedela od-
hadovat vysky poistnych narokov vyplyvajiucich z jednotlivych poistnych zmliav a tiez
pocty poistnych narokov. Pri procese tvorby aktuarskych modelov sa stretdvame s roz-
nymi oblastami matematického modelovania. Jednu z nich predstavuje matematické
modelovanie celkovej vysky poistnych narokov v modeli individualneho rizika, kde mo-
delu individuédlneho rizika je venovana podkapitola 4.1, pricom vychadzame z publikacii
3], [7], [10] a [13]. V podkapitole 4.2 sa zameriame na postupnost krokov pouzivanych
pri tvorbe aktuarskych modelov, kde postupnost technickych krokov demonstrujeme

na rieseni ilustrativneho prikladu.

4.1 Model individualneho rizika

Pri tvorbe pravdepodobnostného modelu na popis celkovej vysky poistnych na-
rokov vyplyvajucich z portfélia poistnych zmliv vychddzame z modelu individudlneho
rizika. Ide o standardny model pouzivany v poistovnictve, ¢i uz v zivotnom, nezivot-
nom alebo zdravotnom poisteni, pricom my sa venujeme primarne druhému zo spo-
minanych oblasti poistenia. Model individualneho rizika je postaveny na niekolkych
predpokladoch, ktoré si postupne predstavime. Majme poistny kmen tvoreny z n € N

nezavislych poistnych zmlav a predpokladajme, Ze pocet poistnych zmliv ostava pocas
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sledovaného obdobia nezmeneny. Tieto poistné zmluvy nemusia byt podobné, a tak
mame heterogénne poistné portfolio. Na kazdej poistnej zmluve moze dojst pocas sle-
dovaného obdobia k najviac jednej poistnej udalosti. Predpokladajme tiez, ze vyska
poistného naroku vyplyvajiceho z poistnej zmluvy je rovna vyske poistného plnenia.
Vysku poistného naroku pri i-tej poistnej zmluve reprezentuje nadhodna premenna Z;,
kde v =1,2,3,...,n. Je zrejmé, Ze nie na kazdej poistnej zmluve musi nastat poistna
udalost, a teda pre niektoré i sa moze stat, ze Z; = 0. Celkova vysku poistnych narokov

Snd potom podla [3], [7] ¢ [13] definujeme nasledovne:

S =Zy+ Zo+ -+ 2y

I
N
N

(4.1)

Celkova vyska poistnych ndrokov S™¢ je sti¢tom ndhodnych premennych Z;, z ¢oho
vyplyva, Ze aj S™ je ndhodnd premenni. Na tomto mieste je vhodné uviest dalsi
z klucovych predpokladov modelu individualneho rizika, a to ten, ze nahodné premenné
Z; opisujuce vysku skody pri i-tej poistnej zmluve nemusia maf rovnaké rozdelenie

pravdepodobnosti. Mozu teda nastat dve situacie:

o ndhodné premenné Z; pre i = 1,2,3,...,n sa riadia podla rovnakého zakona
rozdelenia pravdepodobnosti, no maju iné hodnoty parametrov,
o ndhodné premenné Z; pre i = 1,2,3,...,n sa riadia podla réznych rozdeleni

pravdepodobnosti.

Ako sme uz spominali vyssie, model individualneho rizika je pouzivany v zivot-
nom, nezivotnom a aj v zdravotnom poisteni. Najprv uvedieme kratky priklad pouzitia
tohto modelu v oblasti Zivotného poistenia. V zivotnom poisteni sa model pouziva
napriklad pri docasnom poisteni na dozitie alebo pri docasnom poisteni na tmrtie,
ak poistoviia vypldca konstantné poistné plnenie vo vyske y € RT. Pri do¢asnom pois-
teni na dozitie sa poistenej osobe vyplati poistna suma vo vyske y v pripade, ze prezije
celé poistné obdobie. Ak pocas tejto doby zomrie, poistenec alebo opravnené osoby
stracaju narok na vyplatenie poistnej sumy. V pripade, Ze neuvazujeme casovi hod-
notu penazi, vysku poistného plnenia (poistnej sumy) pri i-tej poistnej zmluve potom

definujeme vzfahom:
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kde N; je ndhodna premenna, ktora reprezentuje pocet poistnych narokov vyplyvajucich
z i-tej poistnej zmluvy. V Zivotnom poisteni moze takmer vzdy dojst nanajvys k jednej
poistnej udalosti, ¢o zodpovedd aj vyssSie uvedenému predpokladu, a preto ndhodna
premenna N; s urc¢itou pravdepodobnostou nadobtda hodnoty 0 alebo 1. Ak N; = 0,
poistnd udalost nenastala (v nasom priklade doc¢asného poistenia na dozitie poisteny
zomrel pocas poistnej doby a zanikol mu narok na vyplatenie poistnej sumy) a na-
opak, ak NV; = 1, tak doslo k poistnej udalosti (poistenec prezil celd dobu poistenia
a na jej konci mu bude vyplatend poistnd suma). Nahodna premenna N; sa teda riadi

Bernoulliho (alternativinym) rozdelenim pravdepodobnosti [10], [13]:

0, s pravdepodobnostou 1 — p;,

1, s pravdepodobnostou p;,
kde parameter p; € (0, 1) urcuje pravdepodobnost, s akou nastéva poistna udalost na i-
tej poistnej zmluve, pret = 1,2, 3, ..., n. Parameter p; nazyvame aj pravdepodobnostny
parameter. V nasom priklade docasného poistenia na dozitie by vyska poistnej sumy

pri i-tej poistnej zmluve nadobudala hodnoty:

0, s pravdepodobnostou 1 — p;,
Z; = (4.4)

y, s pravdepodobnostou p;.
Zlozitejsia situacia nastava, ak vysky poistnych narokov nadobudaju akékolvek
hodnoty. V tomto pripade je podla [10] ¢i [13] vhodné ndhodni premenni Z; modelovat

ako sic¢in dvoch ndhodnych premennych N; a Y;:

Z,=N; x Y, (4.5)

Nahodna premenna N; opéf reprezentuje pocet poistnych narokov vyplyvajucich z i-tej
poistnej zmluvy. Vdaka predpokladu, ze na kazdej poistnej zmluve moze pocas sledova-
ného obdobia d6jst najviac k jednej poistnej udalosti, sa aj teraz ndhodna premenna N;
riadi Bernoulliho (alternativnym) rozdelenim pravdepodobnosti, ¢ize plati vztah (4.3)
a mozeme pisat N; ~ Alt(p;). Ndhodna premennd Y; predstavuje vysku nenulového
poistného naroku plyntceho z i-tej poistnej zmluvy. K nenulovému poistnému naroku
moze dojst len za predpokladu, ze poistna udalost nastala, c¢ize vtedy, ked N; = 1.
Nahodné premennd Y; je teda podmienena ndhodna premennd, ktort znac¢ime aj zapi-

som (Y;|V; = 1). Stredni hodnotu ndhodnej premennej Z; vieme vyjadrit tak, ako aj
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v publikdciach [3] a [6], zo vztahu, ktorého zakladom je obdoba vety o tplnej strednej

hodnote a je tiez znamy pod nazvom law of total expectation alebo tower rule:

E(Z;) = E(E(Z|N:)). (4.6)

Pomocou vztahu (4.6) vieme vyjadrit aj disperziu ndhodnej premennej Z;:

D(Z;) = E(D(Z;|N;)) + D(E(Zi|N;)). (4.7)

Nagim cielom je vSak ¢o najpresnejsie modelovat celkovii vysku poistnych narokov S
Chceme odvodit charakteristiky a pravdepodobnostné rozdelenie tejto nahodnej pre-
mennej. Kedze celkova vyska poistnych narokov je suctom vysok poistnych narokov
vyplyvajicich z jednotlivych zmlav, pre stredntt hodnotu celkovej vysky poistnych né-

rokov potom plati:
n=1

V modeli individudlneho rizika predpokladame, Ze poistné zmluvy st navzajom neza-
vislé, a teda aj vysky poistnych narokov vyplyvajice z jednotlivych zmlav st vzajomne
nezavislé. Vo vseobecnosti plati, Ze stredn& hodnota stuctu nezavislych ndhodnych pre-
mennych sa rovnd suctu ich strednych hodnét a ocakavana celkova vyska poistnych

narokov je potom:
E(s™) =E (zn: Z,-) = Zn: E(Z) =E(Z) +E(Z) + -+ E(Z,).  (4.9)

Rovnako aj pri odvodeni vztahu pre disperziu celkovej vysky poistnych narokov vyuzi-
jeme predpoklad o nezavislosti ndhodnych premennych Z;. Z teérie pravdepodobnosti
vieme, ze kovariancia dvoch nezavislych nahodnych premennych je nulova, a teda plati,
ze disperzia siuctu nezavislych ndhodnych premennych je stucet ich disperzii. Disperziu

celkovej vysky poistnych narokov pocitame:
n=1 n=1

Kedze vo vztahoch (4.9) a (4.10) vystupuju stredné hodnoty resp. disperzie vysok po-

istnych narokov vyplyvajucich z jednotlivych poistnych zmliv, je vhodné ich pomocou
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vztahov (4.6) resp. (4.7) dopocitat a spatne dosadit. Za¢nime strednou hodnotou:
E(Zi) = E(E(Zi|N;)) =

Oznaéme E(Y;|N; = 1) = p; a dosadme do vztahu (4.11):

E(Zi) = wip:. (4.12)

Podobne dopocitame aj disperziu vysok poistnych narokov prislichajucich k i-tej po-
istnej zmluve:
D(Z;) = E(D(Zi|N;)) + D(E(Zi|N;)) =

Ozna¢me D(Y;|N; = 1) = ¢ a dosadme do vztahu (4.13):

D(Z;) = olp; + D(E(Z|N)). (4.14)
Vo vztahu (4.14) ostal eSte neznamy vyraz D(E(Z;|N;)). Zamerajme sa najskor na ¢len
vo vnutri, a to E(Z;|N;). Z vyssie uvedeného predpokladu vieme, Ze ndhodnd premennd
N; nadobtda len hodnoty 0 a 1. Takze sa dostavame k dvom pripadom: E(Z;|N; = 0) =

0 alebo E(Z;|N; = 1) = E(Y;|N; = 1) = p;. Vysledok E(Z;|N;) teda zavisi od hodnoty

nahodnej premennej N;, ¢o mbézeme zapisat nasledovne:

Pri vypocte disperzie ndhodnej premennej Z; pouzijeme rovnost (4.15) a nasledne vy-
uzijeme znalost, ze ndhodnd premenna N; ~ Alt(p;) a jej disperzia D(N;) je rovna
pi(1—pi):

D(Z;) = o7pi + D(wilN;) = o7p; + i x D(N;) =

= opi + p;pi(l = pi). (4.16)
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Zo vztahov (4.12) a (4.16) uz pozname, ¢omu je rovna strednd hodnota resp. disperzia
vysky poistnych narokov pre i-ti poistnd zmluvu, a tak tieto vztahy mézeme dosadit
do rovnic (4.9) a (4.10). Ziskame tym vzfah pre vypocet strednej hodnoty celkovej

vysky poistnych narokov:

E (Sind) = i E(Z;) = z”: HiDPi (4.17)

n=1

a rovnako aj vztah pre vypocet disperzie celkovej vysky poistnych narokov:
D(s™) =3 D(Z) = (o?pi + uipi(1 — i) - (4.18)
n=1 n=1

V nasledujtcej podkapitole si na rieseni ilustrativneho prikladu ukazeme kroky tvorby
aktuarskeho modelu, pricom sa pokusime ziskat distribu¢nti funkciu celkovej vysky
poistnych nérokov, pomocou ktorej sme schopni ur¢it napriklad vysku kapitalu po-
trebného na krytie tychto narokov, pri ktorej s 99,5-percentnou istotou celkova vyska

poistnych narokov neprekroci tito sumu.

4.2 Tvorba aktuarskeho modelu v modeli individualneho ri-

zika

Pre kazdu poistoviiu resp. zaistoviiu je okrem iného nesmierne doélezité spolahlivo
a presne odhadovat celkovi vysku poistnych narokov vyplyvajicu z uzavretych zmlav.
Pre efektivny a spravny chod poistovne si nemdzeme dovolit vyhraditf na vyplacanie
poistnych narokov prilis velkt rezervu, no na druhej strane nemoézeme vysku vyhradenej
rezervy ani podhodnotit, pretoze méze dojst k situacii, v ktorej poistoviia nebude mat
z ¢oho kryt poistné naroky. Nasim cielom je preto zostrojif aktuarsky model, na zédklade
ktorého ¢o najpresnejsie odhadneme celkovi vysku poistnych narokov. Jednotlivé kroky
postupu tvorby aktuarskeho modelu v nezivotnom poisteni si predstavime na rieseni

nasledujiiceho ilustrativneho prikladu, pricom vychddzame z poznamok [12].

Priklad 4.1. (aktudrske modelovanie celkovej vysky poistnych narokov v modeli indi-

vidudlneho rizika v nezivotnom poisteni)

Uvazujme poistoviu, ktoré ponika svojim klientom poistenie elektronickych zariadeni,
¢im kryje rizika stvisiace so znic¢enim, kradezou ¢i stratou elektroniky. Poistovia uzav-

rela n = 1000 heterogénnych poistnych zmlav o poisteni elektronickych zariadeni, ktoré
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nasledne zatriedila do styroch homogénnejsich skupin, v ramci ktorych st pravdepo-
dobnosti nahlasenia poistného naroku rovnaké. V prvej skupine sa nachadza ny; = 190
poistnych zmliav, v druhej skupine ich je ny = 280, v tretej ng = 290 a do posled-
nej skupiny je zaradenych ny, = 240 poistnych zmlav. Predpokladame, Ze pri kazdej
poistnej zmluve méze dojst maximélne k jednej poistnej udalosti — elektronické zaria-
denie mdze byt znicené, odcudzené ¢ stratené nanajvys jedenkrat (v pripade kréadeze
a straty neuvazujeme moznost, ze by sa elektronické zariadenie naslo a mohlo by byt
tak znovu odcudzené ¢i stratené). Ukazku o vyskach poistnych narokov vyplyvajucich
z jednotlivych poistnych zmliv moézeme vidiet v Tabulke 1. Vysky poistnych narokov
si nahldsené a zaznamenané v eurdch. Cely datovy subor je k dispozicii na adrese:
http://www.iam.fmph.uniba.sk/ospm/data/04_data.txt. Poisfoviia pracuje s mo-
delom individualneho rizika a jej cielom je ¢o najpresnejsie odhadovat celkovi vysku

poistnych narokov.

Tabulka 1: Ukazka datového stboru o vyskach poistnych narokov
vyplyvajicich z jednotlivych poistnych zmliv zaradenych do styroch

roznych skupin.

poradové ¢islo poistnej zmluvy || 1. skupina | 2. skupina | 3. skupina | 4. skupina
1 0,00 0,00 0,00 0,00

2 0,00 0,00 0,00 516,97

3 0,00 568,80 0,00 0,00

4 0,00 458,90 0,00 0,00

5 1054,90 212,67 401,02 576,29

288 NA NA 0,00 NA

289 NA NA 608,75 NA

290 NA NA 866,06 NA

(zdroj: vlastné spracovanie)
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Riesenie.

Predtym, nez zac¢neme s tvorbou konkrétneho aktuarskeho modelu, je dobré zamysliet
sa nad tym, ¢o chceme modelovat a preco to chceme modelovat. V nasom pripade je
odpoved nasledovna: chceme modelovat celkovii vysku poistnych narokov vyplyvajicich
z uzavretych zmlav, a to z dovodu, aby poistovia vedela ¢o najpresnejsie nastavif vysku
kapitalu potrebného na krytie tychto narokov. Celkovi vysku poistnych narokov vieme
odhadnuf na zdklade nahlasenych poistnych narokov z minulych obdobi. Tie mame

k dispozicii, a teda tvorbu aktuarskeho modelu zacneme analyzou dat.
Krok 1: ziskanie, nac¢itanie a analyza dat

V Tabulke 1 pozorujeme nahlasené vysky poistnych narokov za minulé obdobie,
no v dolnej ¢asti tabulky sa nachadzaji chybajice hodnoty. Nie je to vsak taky prob-
lém, ako by sa mohlo zdaf, dévod chybajticich hodndt je ten, ze v kazdej zo Styroch
skupin je uzatvoreny rozdielny poéet zmliv. Cize v skuto¢nosti nejde o chybajice hod-
noty v zmysle nezaevidovanych poistnych narokov, ale len o mensi pocet uzavretych
poistnych zmliv v danej skupine. Vidime tiez viaceré nulové vysky poistnych naro-
kov, ¢o je typické pre model individualneho rizika, kedze v tomto modeli sa pozerame
na kazdu zmluvu zvlast. Nulové hodnoty v datovom stibore ale skresluju opisné charak-
teristiky: stredni hodnotu, koeficient sikmosti, koeficient Spicatosti ¢i iné. Zda sa teda,
ze by bolo vhodné tieto hodnoty oddelit a venovat sa nenulovym vyskam poistnych

narokov. Prvky z Tabulky 1 mo6zZeme zapisat podla rovnice (4.5) v tvare:

Zk,j = de' X Yk,ja (419)

kde index k£ € N urcuje do ktorej skupiny patri zmluva, v nasom pripade k = 1,2, 3, 4.
Podobne index 7 € N zodpoveda poradovému cislu poistnej zmluvy v danej skupine

(1 =1,2,...,ng). Zaroven modzeme oznacit:
Zy =21+ Zra+ -+ Ziny,-
Jednotlivé hodnoty z Tabulky 1 patriace napriklad do 4. skupiny by sme tak mohli

zapisat a interpretovat nasledovne:

o Z41 = vyska poistného naroku vyplyvajica z poistnej zmluvy s poradovym c¢islom
1 zaradend do stvrtej skupiny; vyska tohto poistného naroku je nulova (Z4; = 0),

¢o znaci, ze nenastala ziadna poistna udalost (Ny; = 0),
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o Zy9 = vyska poistného naroku vyplyvajica z poistnej zmluvy s poradovym ¢islom
2 zaradend do Stvrtej skupiny; vyska tohto poistného naroku je nenulova (Z2 =
516,97), ¢o znadi, ze doslo k poistnej udalosti, a teda plati, ze Nyo =1 a Zyo =

}/;L,Qa

Nenulové vysky poistnych narokov tak zodpovedaji ndhodnym premennym Y ;. S cie-
Tom modelovat celkovii vysku poistnych narokov S™¢, musime teda najskor ¢o najlepsie

modelovat ndhodné premenné Zj ;, a to pomocou premennych Ny ; a Yy ;.
Modelovanie poctu poistnych narokov vyplyvajucich z j-tej zmluvy N ;

Pravdepodobnostné rozdelenie poc¢tu poistnych narokov v danych skupinach uz po-
zname. Je to Bernoulliho (alternativne) rozdelenie pravdepodobnosti s jednym para-
metrom p € (0,1), ktory nazyvame aj pravdepodobnostny parameter. Parameter py
reprezentuje pravdepodobnost, s akou dbéjde k poistnej udalosti v k-tej pozorovanej
skupine, pripadne ho mozeme interpretovat aj inymi slovami ako pravdepodobnost
nahlasenia poistného naroku v k-tej pozorovanej skupine. Zamerajme sa na odhad
hodnoty parametra nahodnej premennej Ny, ;, ktord v tomto znaceni reprezentuje po-
¢et poistnych narokov vztahujicich sa na j-ti zmluvu v k-tej pozorovanej skupine.

Hodnotu parametra pi je mozné odhadnit z danych dat prostrednictvom vztahu:

YiilNgi =1
k

kde symbol #(Y} ;| Nk ; = 1) oznacuje pocet nenulovych vysok poistnych narokov v k-
tej skupine a ny, reprezentuje pocet uzavretych poistnych zmlav v k-tej skupine. Za-
¢nime odhadom pravdepodobnostného parametra v pripade prvej pozorovanej skupiny.
Hodnota odhadnutého pravdepodobnostného parametra p; nahodnej premennej Ny ;,

pre 7 =1,2,3,...,190 je:

YNy =1
P = #1151 M ):0,1579.
n

Analogicky by sme odhadli aj pravdepodobnostné parametre ps, p3 a ps. Pre ndhodnu
premenni Ny, tak plati: N;,; ~ Alt(0,1579). Rozdelenie poctu poistnych narokov
aj s jeho odhadnutym parametrom v pripade prvej poistnej skupiny uz mame k dispo-

zicii. MozZeme tak prejst k modelovaniu nahodnej premennej Y}, ;.
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Modelovanie nenulovych vysSok poistnych narokov Y} ;

Rozdelenie pravdepodobnosti nenulovych vysok poistnych narokov je narozdiel od roz-
delenia pravdepodobnosti poc¢tu poistnych narokov nezname. Pristipme preto k dalsej

casti tvorby aktuarskeho modelu.
Krok 2: volba konkrétneho matematického modelu

Pri modelovani nenulovej vysky poistnych narokov mame na vyber z dvoch pri-
stupov, ktorymi st parametricky a neparametricky pristup. Ako sme uz spomenuli
vyssie, pozndme pravdepodobnostné rozdelenie nahodnej premennej NV ;, ¢iZe v nasom
pripade je vhodné modelovat aj nenulové vysky poistnych narokov Y} ; parametricky.
Hladame teda vhodné rozdelenie pravdepodobnosti, ktorym ¢o najlepsie opiseme spra-
vanie nenulovych vysok poistnych narokov. Opéat zaéneme analyzou nenulovych vysok
poistnych narokov vyplyvajucich zo zmliv zaradenych do prvej skupiny. V Tabulke 2

mozeme vidiet zakladné charakteristiky nahodnej premennej Y ;.

Tabulka 2: Zakladné opisné statistiky nenulovych vysSok poistnych narokov

vyplyvajicich z poistnych zmliav zaradenych do 1. skupiny.

minimalna | maximalna | strednéd smerodajna | koeficient | koeficient
hodnota hodnota hodnota odchylka sikmosti excesu
498,75 1354,65 905,06 185,73 0,32 0,11

(zdroj: vlastné spracovanie)

Zistili sme, ze stredna vyska jedného poistného naroku v prvej skupine je 905,06 eura.
K dispozicii mame aj informéaciu o maximalnej vyske poistného naroku, z ¢oho mo-
zeme usudit, Ze medzi vySkami poistnych narokov sa nevyskytuje ziadna extrémne
vysoka hodnota. Rozdelenie pravdepodobnosti, pomocou ktorého budeme modelovat
nenulové vysky poistnych narokov, by preto malo mat lahky pravy chvost (chvost zhora
ohranic¢eny exponencialnym rozdelenim pravdepodobnosti). Dalsiu znalost o vhodnom
rozdeleni pravdepodobnosti nam poskytuje koeficient Sikmosti. Jeho hodnota je kladn4,
¢o naznacuje, ze by sme mali pouzit pozitivne zosikmené rozdelenie pravdepodobnosti.
Taktiez si treba uvedomit, ze vysky poistnych narokov nadobidaju len kladné hodnoty

(pripadne nulové, ak neddjde k ziadnej poistnej udalosti). Preto je na modelovanie vy-
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sok poistnych narokov vhodné pouzif spojité rozdelenia pravdepodobnosti definované
na mnozine nezapornych redlnych ¢isel. Skisme vsak aj napriek tomu zvolit na mo-
delovanie vysok poistnych narokov normalne rozdelenie pravdepodobnosti. Je zrejmé,
ze vysledok nebude postacujici, no mézeme ho pouzit na porovnanie. V dalsej casti

aktuarskeho modelovania budeme model kalibrovat.
Krok 3: odhadovanie parametrov zvoleného modelu

Na zéklade predchadzajiceho kroku, ktorym je volba konkrétneho matematického

modelu, pre nenulové vysky poistnych narokov volime:

o normalne rozdelenie pravdepodobnosti.

Predpokladdme teda, ze Y1 ; ~ N (u1,0%), kde py € R a 07 € RT. Parametre normél-
neho rozdelenia pravdepodobnosti odhadneme v prostredi Statistického softvéru R [9)]
pomocou funkcie fitdist z balika fitdistrplus [2], kde hlavicka tejto funkcie mé

tvar:

fitdist(data, distr, method = c("mle", "mme", "qme", "mge", "mse"),

discrete, ...).

Do prvého argumentu s nazvom data zadame vektor nahldsenych nenulovych vysok po-
istnych narokov v 1. skupine. V argumente distr uvadzame zvolené rozdelenie prav-
depodobnosti. Kedze sme sa rozhodli pozif normalne rozdelenie do funkcie fitdist
uvedieme v tomto pripade distr="norm". Pomocou argumentu method zvolime, aka
metoda ma byt pouzita: metéda maximalnej vierohodnosti, momentova metoda, kvan-
tilova metoda, metdda maximalnej dobrej zhody a podobne. V nasom pripade odhado-
vania parametrov volime met6du maximélnej dobrej zhody zalozeni na Cramérovej-von
Misesovej vzdialenosti. Ak teda zvolime method="mge", je potrebné uviest aj argument
gof, v ktorom uréime, aka statistika ma byt pouzita. Argument discrete mé binarny
charakter. Ak je jeho hodnota FALSE, predpokladd sa, ze data pochadzaju zo spo-
jitého rozdelenia pravdepodobnosti. V opacnom pripade sa predpoklada, ze data su
z diskrétneho rozdelenia. Hlavicka funkcie fitdist ma v pripade odhadu parametrov
normalneho rozdelenia pravdepodobnosti pomocou metédy maximéalnej dobrej zhody

pre nenulové vysky poistnych narokov v prvej skupine tvar:

fitdist(Y1l, distr="norm", method="mge", discrete=FALSE, gof="CvM").
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Hodnoty odhadnutych parametrov st p; = 898,2836 a o1 = 175,3678. Model zalozeny
na normalnom rozdeleni ale ur¢ite nebude ten najvhodnejsi, kedze ako sme spominali
vyssie, rozumné je pouzit spojité rozdelenia pravdepodobnosti definované na mnozine
nezapornych realnych cisel. Taktiez vieme, zZe normalne rozdelenie je symetrické, comu
vsak protireci hodnota koeficientu sikmosti z Tabulky 2. O vhodnosti resp. nevhodnosti
modelu sa presvedéime v dalsom kroku aktuarskeho modelovania, v ktorom sa venujeme

aj meraniu kvality modelu.
Krok 4: validacia a overovanie vhodnosti modelu

Na overovanie vhodnosti aktuarskeho modelu pouzivame testy dobrej zhody,
napriklad Kolmogorovov-Smirnovov test, Cramérov-von Misesov test a Andersonov-
Darlingov test. V prostredi statistického softvéru R je v baliku fitdistrplus dostupné
aj funkcia s ndazvom gofstat, ktorej vysledkom si hodnoty spominanych troch testo-
vych statistik [2]. Taktiez nds zaujimaju p-hodnoty tychto testovych Statistik, pretoze
aj na ich zaklade vieme v konecnom dosledku urcit vhodnost modelu. Tie vieme vy-
pocitat opat v softvéri R pomocou baliku goftest. Konkrétne st na to uréené funkcie
ks.test, cvm.test respektive ad.test. Viac informécii o tomto baliku vieme néjst
v programe R pomocou funkcie help [9]. V pripade normélneho rozdelenia vysli p-
hodnoty vsSetkych troch testovych Statistik vysoko nad 5 %, z ¢oho sa zd4, Ze model
zalozeny na normélnom rozdeleni je dostatocne presny a vhodny. Funkcia gofstat po-
skytuje okrem hodnot testovych statistik aj hodnoty Akaikeho informac¢ného kritéria
(AIC), pripadne Bayesovho informacného kritéria (BIC), na zdklade ktorych vieme
porovnat kvalitu viacerych modelov. Dostali sme AIC = 401,7233 a BIC = 404,5256.
Momentéalne vsak nemame k dispozicii ziadne iné modely a neméme tieto hodnoty s ¢im
porovnat, preto by mohlo byt vhodné skusit pouzit aj iné rozdelenia pravdepodobnosti,

ktoré by rozumne opisali spravanie vysok nenulovych poistnych narokov.

Model zalozeny na norméalnom rozdeleni opisuje vysky poistnych narokov dosta-
to¢ne, no napriek tomu vieme, ze tento model nie je najvhodnejsi, kedze je definovany

na mnozine vsetkych redlnych ¢isel. Vratme sa preto spat ku kroku 2 a sktisme zvolit:

o log-normalne rozdelenie pravdepodobnosti.

Log-normalne rozdelenie je definované len na mnozine nezapornych redlnych ¢isel a ma

dva parametre 1 € Rao; € Rt ktoré aj v tomto pripade odhadneme pomocou funkcie
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fitdist a metédy maximéalnej dobrej zhody s tcelovou funkciou Cramérovho-von Mi-
sesovho testu. Nenulové vysky poistnych narokov by sa mohli riadit log-normalnym roz-
delenim s hodnotami odhadnutych parametrov pu, = 6,7940 a o4 = 0,1967. Opat je ale
potrebné overif vhodnost a kvalitu modelu. Na zaklade Kolmogorovovho-Smirnovovho
testu, Cramérovho-von Misesovho testu a Andersonovho-Darlingovho testu vhodnost
modelu nezamietame. P-hodnoty tychto testov su uvedené v Tabulke 3. Pozrime sa
este na hodnotu AIC pripadne BIC. Hodnota AIC je na trovni 401,8827, ¢o je o nieco
viac nez pri normalnom rozdeleni. Zda sa teda, ze normélne rozdelenie je vhodnejsie
nez log-normalne rozdelenie. Problém log-normélneho rozdelenia moze byt ten, ze ide
o rozdelenie s fazkym pravym chvostom, zatial ¢o v pripade nasich dat je vhodné pou-
zit rozdelenie pravdepodobnosti s lahkym chvostom. Zvolme tentokrat rozdelenie, ktoré
je definované na mnozine nezapornych redlnych cisel a ktoré ma Iahky pravy chvost.

Takym je napriklad:
o gama rozdelenie pravdepodobnosti.

Uvazujme pripad, kedy Y;; ~ Gama(ay, 1), potom parameter tvaru (shape para-
meter) «; € RT a rate parameter ; € RT odhadneme pomocou funkcie fitdist,
a to opéf rovnakou metodou ako v predchadzajicich pripadoch. Vysledkom st hodnoty:
a1 = 26,1587 a B = 0,0289. Co sa tyka vhodnosti modelu, testy dobrej zhody potvr-
dia jeho vhodnost, tak ako aj v ostatnych pripadoch. Viac nam preto napovie hodnota
AIC, ktora je rovna 401,2886, ¢o je zatial najmenej v porovnani z predchadzajucimi
hodnotami AIC. Nasli sme rozdelenie pravdepodobnosti, ktoré zatial najpresnejsie opi-
suje spravanie vysSok poistnych narokov. Vyskusajme vsSak zvolit este jedno rozdelenie

pravdepodobnosti, ktoré ma podobné vlastnosti ako gama rozdelenie, a to:

o Weibullovo rozdelenie pravdepodobnosti.

Predpokladajme, ze Y; ; ~ Wei(ky1, 6, ), pricom shape parameter x; € Rt a scale para-
meter §; € R*. Hodnoty parametrov odhadneme rovnakym sposobom ako v predoslych
pripadoch: k; = 5,8607 a 6, = 961,3036. Na zaklade testov dobrej zhody mozeme urcit
tento model ako dostato¢ne vhodny a hodnota AIC = 405,6330, ¢o je viac nez hod-
nota AIC pre model zalozeny na gama rozdeleni pravdepodobnosti. Vhodnost modelu
by sme mohli posudif aj na zaklade grafickych technik, akymi st napriklad porovnanie

empirickej a teoretickej distribucnej funkcie ¢i hustoty, Q-Q graf, pripadne P-P graf
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a podobne. Mohli by sme este vyskusat mnoho dalsich pravdepodobnostnych rozdeleni
s cielom najst to najlepsie, alebo sa uspokojime s dostatocne presnym a kvalitnym mo-
delom. Postupne sme sa tak dostali k poslednému kroku tvorby aktuarskych modelov,

ktory v tejto praci uvazime.
Krok 5: vyhodnotenie vysledkov

Ak sa ndm model nezda dostatocne presny a kvalitny, ako to bolo napriklad
po modelovani normélnym rozdelenim, tak sa vratime k druhému kroku, ktorym je
volba konkrétneho matematického modelu a postup zopakujme, az kym model nie je
dostatocne vhodny. Krok po kroku tak prichadzame k zaveru, ze pocet poistnych na-
rokov vyplyvajici z j-tej poistnej zmluvy (j = 1,2,3,...,190) zaradenej do 1. poistnej
skupiny sa riadi Bernoulliho (alternativnym) rozdelenim pravdepodobnosti s paramet-
rom p; = 0,1579, zatial ¢o pre nenulové vysky poistnych narokov, ktoré vyplyvaji z j-tej
poistnej zmluvy, pre j = 1,2,3,...,190, sa na zaklade hodnoty AIC javi byt najvhod-
nejsie gama rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami a; = 26,1587 a 5; = 0,0289.
Celkové zhrnutie hodnot odhadnutych parametrov pre jednotlivé rozdelenia pravdepo-
dobnosti, hodnot AIC a p-hodnot testov dobrej zhody pre zmluvy zaradené do 1. sku-
piny moézeme pozorovat v Tabulke 3, kde hrubym pismom je zvyraznené rozdelenie,
ktoré sa javi byt zo vSetkych nami zvolenych rozdeleni najvhodnejsie na modelovanie

nenulovej vysky poistnych narokov v danej skupine.

Tabulka 3: Zhrnutie odhadnutych parametrov pre nenulové vysky
poistnych narokov v 1. skupine, hodnot AIC a p-hodnét testov dobrej
zhody vybranych rozdeleni pravdepodobnosti.

rozdelenie Y ; odhad parametrov AIC K-S test | C-vM test | A-D test
N (1, 02) 808,2836 | 175,36782 | 401,7233 | 0,8821 0,9243 | 0,9005
LN (1, 01) 6,7940 0,19672 | 401,8827 0,8732 0,9239 0,9238
Gama(ai, 81) | 26,1587 | 0,0289 | 401,2886 | 0,8765 | 0,9294 | 0,9365
Wei(kq,61) 95,8607 | 961,3036 | 405,6330 0,8960 0,8965 0,6802

(zdroj: vlastné spracovanie)
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Rovnakym spdsobom by sme postupovali aj v pripade 2. poistnej skupiny. Pri volbe
konkrétneho matematického modelu opat zvolime rovnaké styri rozdelenia pravdepo-
dobnosti (mohli by sme vSak zvolit aj iné), a nasledne odhadneme parametre poctu
poistnych narokov a nenulovych vysok poistnych narokov. Pravdepodobnostny para-
meter ps odhadneme pomocou vztahu (4.19), pricom odhad je nasledovny: p, = 0,3250.
Pri konstrukcii a validacii modelu pre nenulové vysky poistnych néarokov Y ;, pre
Jj = 1,2,3,...,280, sme zistili, Ze Y3, sa riadi Weibullovym rozdelenim pravdepo-
dobnosti s parametrami ko = 3,1943 a 0, = 479,4815. V Tabulke 4 mo6zeme pozorovat

vysledky aj pre ostatné zvolené rozdelenia.

Tabulka 4: Zhrnutie odhadnutych parametrov pre nenulové vysky
poistnych narokov v 2. skupine, hodnot AIC a p-hodnét testov dobrej
zhody vybranych rozdeleni pravdepodobnosti.

rozdelenie Y5 ; | odhad parametrov AIC K-S test | C-vM test | A-D test
N (pa, 03) 4279021 | 152,7424% | 1176,1426 0,9800 0,9740 0,9528
LN(p2,03) 6,0376 0,3663% | 1188,0993 0,5570 0,4745 0,1811
Gama(ag, B2) 7,6905 0,0175 | 1178,6928 0,8083 0,6804 0,5001
Wei(ka,02) | 3,1943 | 479,4815 | 1174,6822 | 0,9749 | 0,9670 | 0,9391

(zdroj: vlastné spracovanie)

Aj v pripade tretej a Stvrtej poistnej skupiny zvolime na zaklade predoslych skuse-
nosti rovnaké styri rozdelenia pravdepodobnosti a prejdeme ku kalibréacii a naslednej
validacii modelov. Dostdavame odhad pravdepodobnostnych parametrov ps = 0,1621
a py = 0,2417. Hodnoty odhadnutych parametrov zvolenych rozdeleni pravdepodob-
nosti pre ndhodné premenné Ys ;, pre j = 1,2,3,...,290,a Yy ;, pre j = 1,2,3, ..., 240,
k nim prislichajice hodnoty AIC a p-hodnoty testov dobrej zhody st spisané v Ta-
bulke 5 a v Tabulke 6. Hrubym pismom je v tabulkich opéf zvyraznené rozdelenie
pravdepodobnosti, ktoré povazujeme za najvhodnejsie zo vSetkych zvolenych rozdeleni.
V 3. skupine sa nenulové vysky poistnych narokov riadia gama rozdelenim pravdepo-
dobnosti a v poslednej 4. skupine mozeme na zaklade hodnoty AIC zvolif za najvhod-

nejsie log-normélne rozdelenie pravdepodobnosti.
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Tabulka 5: Zhrnutie odhadnutych parametrov pre nenulové vysky

poistnych narokov v 3. skupine, hodn6t AIC a p-hodnét testov dobrej

zhody vybranych rozdeleni pravdepodobnosti.

rozdelenie Y ; odhad parametrov AIC K-S test | C-vM test | A-D test
N (s, 03) 546,4882 | 171,6197% | 624,8076 0,8535 0,8762 0,7705
LN(p3,0%3) 6,2871 0,3265% | 622,8396 0,7501 0,8858 0,9132
Gama(as, 83) | 9,7395 | 0,0174 | 621,8032 | 0,7939 | 0,9099 | 0,9595
Wei(kg, 03) 3,6082 | 605,5593 | 625,6689 0,8764 0,8608 0,6795
(zdroj: vlastné spracovanie)
Tabulka 6: Zhrnutie odhadnutych parametrov pre nenulové vysky
poistnych narokov v 4. skupine, hodn6t AIC a p-hodnét testov dobrej
zhody vybranych rozdeleni pravdepodobnosti.
rozdelenie Y, ; | odhad parametrov AIC K-S test | C-vM test | A-D test
N (s, 03) 784,8372 | 155,9955% | 759,3783 0,9432 0,9598 0,9128
LN (14, 0'2) 6,6590 | 0,20272 | 754,7825 | 0,9527 | 0,9648 | 0,9940
Gama(ay, By) 24,7969 0,0313 | 755,4198 0,9477 0,9737 0,9933
Wei(ky, 04) 5,7830 | 839,8933 | 772,3948 0,9179 0,8672 0,4942

(zdroj: vlastné spracovanie)

V tejto chvili uz pozname pravdepodobnostné rozdelenia nenulovych vysok po-

istnych narokov v jednotlivych skupinach a tiez mame k dispozicii odhady paramet-

rov tychto rozdeleni. Rovnako pozname odhady pravdepodobnostného parametra py

pre k = 1,2,3,4. Z rovnice (4.5) resp. (4.19) vieme, ze vysky poistnych narokov Z;

modelujeme ako sic¢in ndhodnych premennych N; a Y;, a preto rozdelenie nédhod-

nej premennej Z; bude zmiesané z rozdeleni tychto dvoch ndhodnych premennych.

Napriklad pre prvi skupinu by sme tak podla zavedeného oznacenia mohli pisat:

Zy ~ Alt/Gama(py, aq, £1). Strednt hodnotu ndhodnej premennej Z;, pre jednotlivé
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skupiny mozeme jednoducho vypocitat pomocou vztahu (4.6), ktory vychadza z ob-
doby vety o uplnej strednej hodnote, a néasledne aj jej disperziu, a to zo vztahu (4.7).
Ciselné hodnoty tu vsak neuvidzame, pretoze viac ako charakteristiky nahodnej pre-
mennej Z; nas zaujimaju charakteristiky ndhodnej premennej S™¢, kedZe nasim cie-
fom je ¢o najpresnejsie modelovat celkovi vysku poistnych narokov. Teoretickt strednti
hodnotu respektive disperziu ndhodnej premennej S™¢ mézeme vypocitat zo vztahov
(4.17) a (4.18). Dostavame: E (Sind) = 138721,93 a D (Sind) = 77698158, pripadne
aj hodnotu smerodajnej odchylky o (Sind) — 8814,66. Nahodné premenna S™9 sa riadi
nejakym netrividlnym rozdelenim, ktoré vznika spojenim Bernoulliho (alternativneho)
rozdelenia s gama rozdelenim, pripadne Weibullovym rozdelenim ¢i log-normalnym
rozdelenim, a nasledného sictu tychto zmiesanych rozdeleni. Rozdelenie celkovej vysky
poistnych narokov S sa preto pokisime aproximovat pomocou normalneho rozde-
lenia pravdepodobnosti. To je vsak mozné len za platnosti Ljapunovovej centrélnej
limitnej vety, ktora uvazuje ndhodné premenné, ktoré nemusia pochadzat z rovnakého

rozdelenia pravdepodobnosti.

Veta 4.1. [10], [11] (Ljapunovova centralna limitna veta)
Nech 7y, Z,, ..., Z, je postupnost nezavislych nahodnych premennych, nie nutne rov-
nako rozdelenych so strednymi hodnotami E(Z;) = y;, disperziami D(Z;) = o2 a nech

existuje treti centralny moment:

kde

tak plati centralna limitna veta a ndhodni premennt S™¢ moézeme aproximovat nor-
malnym rozdelenim pravdepodobnosti:
Sind —E (Sind)
D (Sind)

< N(0,1).
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Dékaz. Dokaz je mozné néajst v publikdcii [11]. O

Aproximéaciu celkovej vysky poistnych narokov norméalnym rozdelenim moézeme jedno-

ducho vykonat v prostredi statistického softvéru R s vyuzitim platnosti vztahu:
Sind -~ N (E (Sind> ,D (Sind)> ’

kde stredna hodnota a disperzia celkovej vysky poistnych narokov st uz zname. Iny
sposob, ktorym je mozné odhadnut rozdelenie celkovej vysky poistnych narokov, pred-
stavuje pouzitie réznych simula¢nych metéd, napriklad metédy Monte Carlo. Simulaciu
rozdelenia celkovej vysky poistnych narokov je opiat mozné realizovat v prostredi statis-
tického softvéru R, pricom pocet simula¢nych behov pre jednu Monte Carlo simulaciu
sme nastavili na 15000. Vysledok jednej tejto simulacie spolu s vysledkom normaélnej

aproximacie sme sa rozhodli znazornit graficky, konkrétne pomocou funkcie hustoty.

— - simulovana funkcia hustoty > N
normalna aproximacia / \

— ® 99,5%-né kvantily /

fs(s)
0.00002 0.00003 0.00004
-~
P

| | | B |
100000 120000 140000 160000 180000

0.00000 0.00001
\
/

S

Obr. 1: Grafické porovnanie simulovanej funkcie hustoty a normélnej
aproximdcie hustoty celkovej vysky poistnych nérokov (zdroj: viastné

spracovanie v softvéri R [9])
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7 grafického porovnania hustét na Obr. 1 moézeme na prvy pohlad usudif, Zze medzi
simulovanou funkciou hustoty a norméalnou aproximaciou hustoty st len mierne roz-
dielnosti, a tak sa zd4, Zze normalne rozdelenie pravdepodobnosti celkom dobre opisuje
dané zlozené rozdelenie pravdepodobnosti celkovej vysky poistnych narokov. Na za-
klade hodndt koeficientov sikmosti a excesu mozeme taktiez vyvodit isté zavery. Je
zname, ze koeficient Sikmosti norméalneho rozdelenia je nulovy, zatial ¢o koeficient Sik-
mosti vypocitany z Monte Carlo simuldcie ma hodnotu 0,05, ¢o znaci, ze rozdelenie
je len mierne pozitivne zosikmené. Nulovii hodnotu rovnako nadobida aj koeficient
excesu normalneho rozdelenia. Simulovany koeficient excesu je rovny hodnote —0,02,
¢o naznacuje, ze simulované rozdelenie pravdepodobnosti ma len o nieco nizsiu mieru
Spicatosti nez normalne rozdelenie. Tieto hodnoty sa lisia od nuly len mierne a nepo-
vazujeme ich ziadnym sposobom za vyrazné. Dalsie opisné charakteristiky normélnej
aproximacie a jednej konkrétnej Monte Carlo simulécie rozdelenia celkovej vysky po-

istnych narokov si uvedené v Tabulke 7.

Tabulka 7: Opisné charakteristiky a 99,5-percentny kvantil normélne;j
aproximacie a Monte Carlo simulacie rozdelenia pravdepodobnosti celkovej

vysky poistnych narokov.

Normalna aproximacia | Monte Carlo simulacia
Stredna hodnota 138721,93 138622,90
Smerodajna odchylka 8814,66 8869,36
Koeficient sikmosti 0,00 0,05
Koeficient excesu 0,00 —0,02
99,5-percentny kvantil 161426,98 161828,03

(zdroj: vlastné spracovanie)

V Tabulke 7 uvadzame aj hodnotu 99,5-percentného kvantilu, pretoze tato hodnota
moze zodpovedat vyske rezervy, ktori by si mala poistoviia vyhradit, aby s 99,5-
percentnou pravdepodobnosfou pokryla vzniknuté poistné naroky. Tieto hodnoty su
vyznacené aj na Obr. 1, a to ¢iernymi bodmi a k nim prislichajicimi zvislymi ¢iarami,

kde cervena prerusovana c¢iara zodpoveda kvantilu normalnej aproximécie a ¢ierna pre-
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rusovana Ciara zase simulovanému kvantilu. Na zaklade tychto kvantilov by sme mohli
konstatovat, ze ak by poistovna aproximovala celkovi vysku poistnych narokov nor-
malnym rozdelenim, pravdepodobne by podhodnotila vysku rezervy, ktord by bolo
potrebné vyhradif. Nie je vSak vhodné a postacujice, vyvodzovat zaver na zaklade po-
rovnania jednej konkrétnej Monte Carlo simuldcie s normélnou aproximaciou. V pro-
stredi softvéru R sme preto realizovali dalsie Monte Carlo simulacie. Celkovo sme sa
rozhodli spustit 50 nezavislych simulédcii. Ukazuje sa, ze simulované stredné hodnoty
a smerodajné odchylky sa pohybuji okolo hodnot ziskanych z normalnej aproxima-
cie. Takisto aj koeficient excesu nadobtida hodnoty okolo nuly. Co sa tyka koeficientu
sikmosti, ten je takmer vo vsetkych pripadoch kladny, avsak len mierne vyssi od nu-
lovej hodnoty. Zamerali sme sa aj na hodnoty simulovaného 99,5-percentného kvantilu
a jeho porovnanie s 99,5-percentnym kvantilom normalnej aproximacie. Kvantil nor-
malnej aproximacie je rovny 161426,98 eura a hodnota simulovaného kvantilu bola az
v 43 pripadoch simulécii vyssia ako tato hodnota. Zda sa teda, ze normalna aproximacia
ma skutocne tendenciu podhodnocovat 99,5-percentny kvantil. To by mohlo naznaco-
vat, ze pravdepodobnostné rozdelenie celkovej vysky poistnych narokov ma o nieco
tazsie chvosty nez normalne rozdelenie pravdepodobnosti. AvSsak maximalna odchylka
medzi pozorovanymi kvantilmi je rovna 1578,78 eura, ¢o pri hodnote 161426,98 eura
nepredstavuje az taky vyrazny rozdiel. Mézeme teda povedat, ze alternativne a gama
rozdelenie tvoria obstojni kombindciu a z nich ziskané netrividlne rozdelenie celko-
vej vysky poistnych narokov relativne spolahlivo konverguje v zmysle Ljapunovovej

centralnej limitnej vety k normalnemu rozdeleniu pravdepodobnosti.
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5 Aktuarske modelovanie v tedrii ruinovania

Pri tvorbe aktuarskych modelov sa stretavame s dalsou oblastou matematického
modelovania, a tou je matematické modelovanie procesu rizika v tedrii ruinovania.
Teéria ruinovania sa spaja so studiom nahodnych procesov a zaobera sa Casovym vy-
vojom hodnoty prebytku poistovne. Zakladom klasického modelu teoérie ruinovania je
zovseobecnenie modelu kolektivneho rizika, ktory si predstavime v podkapitole 5.1,
pricom vychadzame z publikacii [3], [6] ¢i [12]. V podkapitole 5.2, vychadzajic z [3],
[5], 6], [8] a [13], nasledne prezentujeme klasicky model tedrie ruinovania a nakoniec

demonstrujeme postup tvorby aktuarskych modelov aj na ilustrativnom priklade.

5.1 Model kolektivneho rizika

Je zndmych niekolko modelov, ktoré sa pouzivaji na modelovanie celkovej vysky
poistnych narokov. Jednym z nich je model individuadlneho rizika, prezentovany v pod-
kapitole 4.1, ktory sa zvacsa pouziva v zivotnom poisteni. Inym modelom je model
kolektivneho rizika pouzivany vo vécsine pripadov v nezivotnom poisteni. V modeli in-
dividualneho rizika sme sa zaoberali kazdou zmluvou zvlast, no v modeli kolektivneho
rizika sa pozerame iba na tie zmluvy, pri ktorych doslo k nahlédseniu poistného naroku
a vyplateniu poistného plnenia. Tieto dva modely si si v niecom podobné, no maja
aj isté odlisnosti. PribliZme si teda model kolektivneho rizika. Uvazujme poistny kmen
tvoreny z dostatocne velkého mnozstva homogénnych nezavislych poistnych zmlav.
Predpokladajme opét idealnu situaciu, kde vyska poistného naroku je rovna vyske po-
istného plnenia. Nech nezdpornd nahodna premennad N predstavuje v pripade modelu
kolektivneho rizika pocet poistnych narokov nahlasenych za jedno c¢asové obdobie, napr.
za jeden rok a nech vysku i-teho poistného naroku reprezentuje nahodnda premenna X;,
pre i = 1,2, ..., N. Celkova vysku poistnych narokov nahlasenych za urcité obdobie
tak mézeme vyjadrif ako stucet jednotlivych poistnych narokov:

N
Sl = X1+ Xo+ -+ Xn =YX, (5.1)
i=1

pricom musia byt splnené nasledujice predpoklady:

o vysky poistnych narokov X;, pre i = 1,2,... si navzajom nezavislé, rovnako

rozdelené, nezaporné nahodné premenné,

45



o vysky poistnych narokov X;, pre¢ = 1,2,... a pocty poistnych narokov N si na-
vzajom nezavislé,
o ak nenastane ziadna poistna udalost, ¢ize N = 0, tak aj celkova vyska poistnych

narokov S*°! = 0.

Néhodna premennéd S*° je stiétom nezavislych, rovnako rozdelenych ndhodnych pre-
mennych, pricom pocet sc¢itancov je nahodny. V takomto pripade hovorime, ze cel-
kova vyska poistnych narokov S*! mé zlozené rozdelenie pravdepodobnosti. Navyse,
za predpokladu existencie prvého a druhého pociato¢ného konecného momentu nahod-
nych premennych X; = X a N; = N: E(X), E(X?), E(N) a E(N?), vieme vypocitat
zakladné charakteristiky celkovej vysky poistnych narokov, a to konkrétne strednti hod-

notu a disperziu nahodnej premennej S*! pomocou Waldovych identit [12]:

E (S*') = E(N)E(X), (5.2)
D (§*!) = E(N)D(X) + D(N)E*(X). (5.3)

Rozdelenie pravdepodobnosti celkovej vysky poistnych narokov S*! je mozné opét ap-
roximovat normalnym rozdelenim pravdepodobnosti, pripadne ho moézeme odhadnit
pomocou Monte Carlo simulacii, ¢i vyuzif iné pouzivané metédy odhadovania rozdele-

nia pravdepodobnosti.

5.2 Teéria ruinovania

V predchadzajicej podkapitole sme sa oboznamili s modelom kolektivneho rizika,
v ktorom pracujeme s poistnymi narokmi nahlasenymi za jedno ¢asové obdobie, najcas-
tejsie jeden mesiac alebo jeden rok, a preto tento model mdézeme nazyvat aj ,,modelom
na kratke obdobie®“. Jeho zovSeobecnenim sa priblizime k podstate modelov teorie ru-
inovania, ktorych cielom je skimat hodnotu prebytku poistovne v dlhsom c¢asovom in-
tervale (napriklad niekolkych rokov). Modely teérie ruinovania sa zaoberaji ndhodnym
vyvojom hodnoty prebytku poistovne v case, pricom sa sleduje ¢i d6jde k zruinovaniu
poistovne, pripadne s akou pravdepodobnost sa to stane, a tak opisuju aj stabilitu po-
istovne. Ide o ndhodny proces, v ktorom zacinajtic s urcitou pociato¢nou nezapornou
hodnotou prebytku, sa hodnota prebytku poistovne linearne zvysuje v doésledku prija-

tého poistného, no zaroven skokovo klesa v case, ked nastane poistna udalost a dojde
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k vyplateniu poistného naroku. Vyvoj hodnoty prebytku poistovne U(t) je mozné sle-
dovat v diskrétnom i spojitom case ¢, pricom my sa v tejto praci venujeme len modelu
so spojitym ¢asom, ktory sa nazyva aj klasicky model tedrie ruinovania a je definovany

nasledovne:

Ut) = u+ct — S(t), (5.4)

kde:

o

U(t) — hodnota prebytku poistovne v Case t,

o

u = U(0) — nezdporné pociatond hodnota prebytku,

@)

¢ —nezaporna konstantna vyska prijimaného poistného za jednu ¢asovi jednotku,

o S(t) = S*!(t) — celkova vyska poistnych narokov nahlasenych do ¢asu t.

Néhodny proces prebytku poistovne {U(t);t > 0} je modelovany pomocou troch roz-
nych premennych, no ndhodny charakter ma len hodnota celkovej vysky poistnych né-
rokov nahlasenych do c¢asu t. Celkovi vysku poistnych narokov nahlasenych za jedno
¢asové obdobie sme schopni modelovat pomocou modelu kolektivneho rizika (5.1). Jeho
zovseobecnenim vsak ziskame model pre odhad celkovej vysky poistnych narokov na-

hlasenych do c¢asu t definovany predpisom:

N(t)
St)=X1+ X+ + Xy = > X (5.5)

i=1
Ide o nahodny proces celkovej vysky poistnych narokov nahldsenych do ¢asu ¢, ktory
modelujeme pomocou postupnosti nezavislych, rovnako rozdelenych, nezapornych né-
hodnych premennych X;, pre i = 1,2, ..., ktoré zodpovedaji vyske i-teho nahlaseného
poistného naroku. K i-tej vyske poistného naroku X; navyse definujeme aj ¢as nahla-
senia tohto poistného naroku 7;, pre ¢ = 1,2,..., pricom c¢as nahlasenia poistného
naroku 7; a k nemu priradend vyska nahlaseného poistného naroku X; st navzajom
nezavislé. Predpokladajme, ze pre postupnost casovych bodov T; plati, ze T, = 0
a0 < T, <Ty, < ... Pocet nahldsenych poistnych narokov do casu t je reprezento-
vany siborom nédhodnych premennych {N(t);¢ > 0}, ktoré nadobidaji len nezadporné
celoc¢iselné hodnoty. Ide teda o nahodny proces poc¢tu nahlasenych poistnych narokov

do ¢asu t, ktory nazyvame aj nacitacim procesom a je mozné ho definovat zapisom [8]:

Nit)=#{ieN:T; <t}, pret>0. (5.6)
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Specidlnym pripadom naditacieho procesu je Poissonov proces, ktorym je aj ndhodny

proces poctu nahlasenych poistnych narokov {N(t);t > 0}.

Definicia 5.1. [6], [13] (Poissonov proces)
Nadcitaci proces {N(t);t > 0} sa nazyva Poissonov proces s rate parametrom \ € R,

ak sa splnené nasledujice vlastnosti:

1. N(0) =0,

2. prirastky si nezavislé: pre disjunktné intervaly (¢;,¢; + h;) st prirastky procesu
N(t; + h;) — N(t;) nezavislé pre vsetky hodnoty h; > 0,7 =1,2,...,

3. prirastky su staciondrne: N(t+h)— N(t) ~ Poisson(Ah) pre vSetky hodnoty ¢ > 0
ah>0.

Navyse plati, Ze ak je nacitaci proces poc¢tu poistnych narokov { N(¢);t > 0} Poissonov
proces, tak jednotlivé zlozky nahodného procesu, reprezentujtice pocet poistnych naro-
kov nahlasenych do fixného casu ¢, sa riadia Poissonovym rozdelenim pravdepodobnosti
s parametrom At. Stredna hodnota a disperzia Poissonovho rozdelenia pravdepodob-
nosti su rovnaké, a tak plati, ze E(N(t)) = D(N(t)) = At, zatial ¢o kumulativnu

distribu¢nui funkciu poc¢tu poistnych narokov mézeme vyjadrit nasledovne:

——, pren >0, (5.7)

kde n € N znad¢i poc¢et nahldsenych poistnych nérokov. Vztah (5.7) mdzeme inter-
pretovat aj ako pravdepodobnosf nahlasenia nanajvys n poistnych narokov do casu t.
Poissonov proces je mozné podla [5] ¢i [13] definovat aj inym sposobom, a to pomocou
urcenia rozdelenia pravdepodobnosti doby uplynutej medzi nahldsenim dvoch po sebe

nasledujucich poistnych narokov W;, pre ktoru plati:

Wi=T,—T,-1 1esp. Ti=Wi+Wy+---+W;, prei=>1 (5.8)

Potom, ak st doby uplynuté medzi nahlasenim po sebe nasledujicich poistnych naro-
kov W;, pre i = 1,2,... nezaporné, nezavislé, rovnako rozdelené nahodné premenné
riadiace sa exponencidlnym rozdelenim pravdepodobnosti s rate parametrom A € R*,
tak ndhodny proces poc¢tu poistnych narokov {N(t);¢ > 0} sa nazyva Poissonov pro-

ces s parametrom A, kde tento parameter nazyvame aj intenzita nahlasenia poistnych

48



narokov. Pre doby uplynuté medzi nahlasenim po sebe nasledujicich poistnych naro-
kov tiez plati, zZe st nezavislé od minulého vyvoja procesu. Totiz jednou z vlastnosti
exponencialneho rozdelenia je, ze ide o rozdelenie bez paméti, a tym sa Poissonov pro-
ces zaroven odlisuje od inych nacitacich procesov. Okrem toho je zname, ze vysledkom
suctu n nezavislych, rovnako rozdelenych ndhodnych premennych, ktoré sa riadia expo-
nencidlnym rozdelenim s parametrom A € R*, je ndhodn4 premennd, ktord ma gama

rozdelenie s parametrami n € N a A € R*. Cize pre W; ~ Exp(\) plati:

> W; =T, ~ Gama(n, \). (5.9)
i=1

Popritom, ak parameter n je kladné celé ¢islo, tak hovorime o Specidlnom pripade
gama rozdelenia, ktoré sa nazyva Erlangovo rozdelenie pravdepodobnosti, dosledkom
¢oho mézeme pouzit aj zapis: T, ~ Erlang(n, ). Medzi poctom nahlasenych poistnych
narokov N (t) a dobami uplynutymi medzi nahldsenim dvoch po sebe iducich poistnych

narokov W; plati nasledujuci vztah:

n+1
Ne>n+1 = Y W, <t (5.10)
i=1

ktory hovori, Ze pocet nahlasenych poistnych narokov N; za fixny cas t > 0 je vacsi
ako n prave vtedy, ked sucet n + 1 prirastkov W; je mensi nanajvys rovny ¢asu t [5],

[13]. Spolu s vyuzitim platnosti vztahu (5.9) mozeme, tak ako aj v [5] a [13], pisat:

n+1

P(N,>n+1)=P <Z W; < t) =P(Th1 <t) = Fr,,,(1). (5.11)

Vyssie uvedeny vztah (5.7) opisuje distribu¢éni funkciu Poissonovho rozdelenia prav-
depodobnosti, ktorého pouzitim dostavame distribuéni funkciu nahodnej premenne;j

T, .11, ktora sa riadi gama rozdelenim pravdepodobnosti:

" e M)
FTn+1(t) :P(Nt 2n+1) = 1_P(Nt Sn) = 1_27‘

: 5.12
2 (5.12)

Prichadzame tak k zaveru, ze vysledky ziskané prostrednictvom gama rozdelenia v pri-
pade casovych bodov T}, a Poissonovho rozdelenia v pripade poc¢tu poistnych narokov
N; by mali byt totozné, a zaroven aj k tomu, Ze na urcenie rozdelenia pravdepodobnosti
poc¢tu nahlasenych poistnych narokov N, staci urcit rozdelenie nadhodnej premennej 7;,
[5]. Priblizme si eSte ndhodny proces celkovej vysky nahldsenych poistnych narokov,
pre ktory plati, ze ak {N(t);t > 0} je Poissonov proces, tak {S(t);t > 0} je zlozeny

Poissonov proces.
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Definicia 5.2. [13] (ZloZeny Poissonov proces)
Néhodny proces {S(t);t > 0} definovany predpisom

N(t)
Sit) = X,
i=1
sa nazyva zloZzeny Poissonov proces s parametrom A a distribu¢nou funkciou F(+),
ak plati, ze:
1. {N(t);t > 0} je Poissonov proces s parametrom A,
2. {X;;i > 1} je postupnost nezavislych, rovnako rozdelenych ndhodnych premen-
nych s distribu¢nou funkciou F'(-),

3. {Xi;i>1} a {N(t);t > 0} st navzdjom nezavislé.

Zaroven plati, ze ak {S(t);t > 0} je zloZzeny Poissonov proces, tak pre konkrétne
hodnoty ¢ > 0 mé celkovad vyska poistnych narokov zlozené Poissonovo rozdelenie,

ktoré oznacujeme zapisom:

Sy ~ CoPoisson(At, Fx), (5.13)

kde Fx reprezentuje distribu¢nt funkciu rozdelenia pravdepodobnosti, podla ktorého
sa riadia vysky nahlasenych poistnych narokov X;, pre: = 1,2,... Navyse vdaka vzta-
hom nazyvanym ako Waldove identity pre zloZzené procesy, je mozné vyjadrit aj strednt
hodnotu a disperziu ndhodného procesu S(t) v lubovolnom fixnom ¢ase ¢. Predpokla-
dajme existenciu koneénych momentov pre ndhodné premenné X; = X a ndhodny
proces {N(t);t > 0} nezavisly od X; pre i = 1,2,... Potom platia nasledujice vztahy
[13]:

E(S(t)) = E(X)E(N(t)), (5.14)

S
W
=
I
54

X)E(N(t)) + E*(X)D(N(t)). (5.15)

V pripade, Ze ndhodny proces { N (t);t > 0} je Poissonov proces s parametrom A € R,
¢ize rozdelenie pravdepodobnosti jednotlivych zloziek nahodného procesu je Poissonovo
s parametrom At, tak pre strednt hodnotu a disperziu plati: E(N(t)) = D(N(t)) = At.

Waldove identity pre zloZené procesy maju tak v tomto konkrétnom pripade tvar [13]:

E(S(t)) = E(X)Xt, (5.16)
D(S(t)) = D(X)Xt + E*(X)At = (D(X) + EX(X)) At = B (X?) At. (5.17)
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Dodatocne sa este konkrétnejsie pozrime na vysku celkového poistného ¢ > 0. Existuje
niekolko principov vypoctu poistného, kde najjednoduchsim z nich je princip ¢istého
poistného (net premium principle), ktory je rovny strednej hodnote celkovej vysky
poistnych narokov. V tedrii ruinovania sa vsak zvykne pouzivat poistny princip ocaka-
vanej hodnoty (expected value premium principle), ktory je pre akékolvek 6 > 0, zndme
ako bezpecnostny koeficient ¢i rizikova prirazka, suctom c¢istého poistného a rizikove;j

prirazky z ¢istého poistného, t. j.:

c=E(S)) + 0E(S)) = (1 + 0E(S) = (1 + 0)E(N))E(X),
¢ = (1+0)AE(X). (5.18)

Ako sme uz vyssie viackrat naznacili, podstatou teérie ruinovania je stidium nahod-
ného procesu prebytku poistovne {U(t);¢ > 0}. Tento proces je matematicky popisany
modelom so spojitym c¢asom, ktorého predpis je definovany rovnicou (5.4) a tiez je

graficky znazorneny na Obr. 2.

u(t)

Obr. 2: Grafické znazornenie realizacie nahodného procesu prebytku

poistovne (zdroj: vlastné spracovanie v softvéri R [9])
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Primarnym cielom teorie ruinovania je vsak aproximacia pravdepodobnosti zruinovania
poistovne, kde k zruinovaniu poistovne dochadza v okamihu, ked je hodnota prebytku

poistovne prvykrat zaporna, teda vtedy, ak plati:

U(u,t) <0, pre nejakét > 0. (5.19)

Zruinovanie poistovne mozeme sledovat v konecnom alebo nekonecnom c¢asovom hori-
zonte. V nasom pripade budeme uvazovat nekone¢ny ¢asovy horizont, teda ¢t € (0, c0).
Pravdepodobnost zruinovania poistovne v zavislosti od pociato¢nej hodnoty prebytku

potom definujeme zapisom:

U(u) =P (U(u,t) <0, pre vsetky ¢ > 0). (5.20)

Na Obr. 2 pozorujeme graf znazornujtci vyvoj prebytku poistovne, kde zacinajic s po-
¢iato¢nou hodnotou prebytku poistovne u sa tato hodnota linedrne zvysuje v dosledku
prijatého poistného, a to az do ¢asového bodu T, kedy dochadza k vyplateniu pr-
vého poistného naroku vo vyske X;. Nasledne sa hodnota prebytku poistovne opat
zvysuje vdaka prijatému poistnému, no len do casového bodu T, kedy dbjde k dal-
siemu vyplateniu poistného naroku vo vyske X,. Zlomovym je ¢asovy bod T}, v ktorom
sa hodnota prebytku dostane prvykrat pod nulovi hodnotu, ¢ize déjde k zruinovaniu
poistovne a cas, v ktorom sa to stane, nazyvame ako c¢as zruinovania poistovne, ktory

je definovany ako:

T(u) = rtn>igl{t :U(u,t) < 0}. (5.21)

Pravdepodobnost zruinovania je mozné vyjadrit aj prostrednictvom casu zruinovania
poistovne T'(u), pretoze k zruinovaniu poistovne v nekoneénom ¢asovom horizonte dojde

jedine vtedy, ked ¢as zruinovania poistovne bude mat kone¢ni hodnotu [13]:

U(u) =P (T(u) < 00). (5.22)
Vyznamnym koeficientom pouzivanym pri aproximacii pravdepodobnosti ruinovania je
vyrovnavaci koeficient R, nazyvany niekedy aj adjustacny koeficient, ktory reprezen-

tuje mieru rizika v procese prebytku poistovne. V klasickom modeli teérie ruinovania,

za predpokladu, ze celkovd vyska poistného je urcend rovnicou (5.18), je vyrovnavaci
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koeficient jediné kladné riesenie rovnice:

Mx(R) =1+ R(1 + 0)E(X), (5.23)

kde Mx(-) je momentova vytvarajica funkcia ndhodnej premennej X. Vzhladom na to,
ze rovnica (5.23) je zadand v implicitnom tvare, tak vypocet korenov rovnice nemusi
byt priamociary, a preto sa rieSenie ¢asto zvykne len ohranicit. Jednou z najznamejsich

hornych ohranic¢eni pravdepodobnosti zruinovania poistovne je Lundbergova nerovnost.

Veta 5.1. [8] (Lundbergova nerovnost)
Uvazujme klasicky model teérie ruinovania, v ktorom nech platia vsetky zavedené pred-
poklady. Nech vyska poistného prijatého za strednti dobu ¢akania je vyssia ako stredna

hodnota vysky poistnych narokov, t. j. nech
CE(Wl) > E(Xl)

Zaroven nech existuje vyrovnavaci koeficient R. Potom pre pravdepodobnost zruinova-

nia poistovne v nekoneénom casovom horizonte v pripade, ze u > 0 plati:

T(u) < e fv, (5.24)

Dékaz. Dokaz je mozné najst v publikacii [8]. O

V pripade, Ze sa v zloZenom Poissonovom procese {S(t);t > 0} riadia vysky nahlé-
senych poistnych narokov exponencidlnym rozdelenim pravdepodobnosti, tak vieme

vyrovnéavaci koeficient z rovnice (5.23) vypodéitat aj explicitne. Nech X ~ Exp (i)
a stredna hodnota vysky poistnych narokov je u. Momentova vytvarajica funkcia expo-

nencialneho rozdelenia je potom podla (2.6):

1 00
—/ L
wJo

1

Mx(R) = E (") = =1 R

pricom plati, Ze vyrovndvaci koeficient R < 1/u (konecnost integralu). Po dosadeni

momentovej vytvarajicej funkcie do rovnice (5.23) dostdvame novi rovnicu:

1
1—uR

=1+ R(1+0)p, (5.25)

ktorej rieSenim ziskame dva korene: prvym trivialnym riesenim je R = 0 a druhym
riesenim je jediny kladny koren rovny:

R = o 4—09);[ (5.26)
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Veta 5.2. [6] (Pravdepodobnost ruinovania pre exponencialny model)

Uvazujme klasicky model tedrie ruinovania, v ktorom nech platia vsetky zavedené pred-
poklady. Nech sa vysky nahlasenych poistnych narokov riadia exponencialnym rozdele-
nim pravdepodobnosti s parametrom 1/ a nech vyske celkového poistného zodpoveda
¢ = (14 6)Au, pricom 6 > 0. Potom pravdepodobnost zruinovania poistovne vzhladom
na pociatocny kapital u je:

1
W — —Ru

kde R je vyrovnavaci koeficient vyjadreny vztahom (5.26).

Dékaz. Dokaz je mozné néajst v publikdcii [6]. O

5.3 Tvorba aktuarskeho modelu v tedrii ruinovania

V predchéadzajucich podkapitolach sme si predstavili model kolektivneho rizika
a zaklady tedrie ruinovania. Tie teraz vyuzijeme pri tvorbe aktuarskeho modelu, kde
si opét predvedieme jednotlivé kroky postupu na ilustrativnom priklade. Cielom pois-
tovni je nastavit vysku pociatoc¢ného prebytku ¢i vysku poistného tak, aby zabranila jej
zruinovaniu. Poistovnia v zavislosti od nastavenych parametrov a dostupnych dat o vys-
kach poistnych narokov dokaze odhadnit pravdepodobnost jej zruinovania. Priblizme

si teda cely postup na nasledujicom priklade.

Priklad 5.1. (aktudrske modelovanie procesu rizika v tedrii ruinovania)

Uvazujme poistovnu, ktord poskytuje svojim klientom poistenie majetku, a kryje tak
riziké suvisiace napriklad s poziarom, vytopenim, kradezou, vandalizmom a podobne.
Portf6lio poistnych zmliv je homogénne (zmluvy st podobné) a jeho velkost sa vy-
razne nemeni. Poistoviia ma k dispozicii zoznam vysok n = 600 poistnych narokov
nahlasenych za posledné 3 mesiace spolu s ¢asom, kedy boli poistné naroky nahlasené.
Predpokladdme pritom, ze tok poistnych narokov je mozné modelovat pomocou Pois-
sonovho procesu. Cast zoznamu o ¢asoch a vyskach nahlasenych poistnych narokov je
zobrazeny v Tabulke 8. Vysky nahlasenych poistnych narokov st evidované v eurach
a cely datovy subor je opat k dispozicii na adrese: http://www.iam.fmph.uniba.sk/

ospm/data/05_data.txt. Tiez uvazujeme, Ze jedna casova jednotka zodpovedd jednej
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hodine. Na vypocet celkového poistného poistoviia pouziva poistny princip ocakavanej
hodnoty s bezpec¢nostnym koeficientom # = 0,20. Hodnotu pociato¢ného prebytku pois-
toviia nastavila za pomoci Lundbergovej nerovnosti na iroven 10000 eur. Taktiez vieme,
ze poistovia pouziva klasicky model tedrie ruinovania. Cielom poistovne je pomocou
ziskanych dat modelovat hodnotu prebytku poistovne a aproximovat pravdepodobnost

j€j zruinovania.

Tabulka 8: Ukézka datového stiboru o vyskach poistnych narokov

nahlasenych za posledné 3 mesiace spolu s ¢asom ich nahlasenia.

poradové ¢islo ¢ || ¢as nahlasenia T; | vyska poistného naroku X;
1 1,45 1467,96

2 3,49 231227

3 4,18 1027,50

4 6,58 818,64

> 7,92 1344,80

598 2286,52 1385,77

599 2295,71 1820,87

600 229731 1463,16

(zdroj: vlastné spracovanie)

Riesenie.

Na zaciatok je opat dobré polozit si otdzku, ¢o chceme modelovat a preco to chceme
modelovat. Odpoved je jasna. Na zdklade ziskanych dat chceme modelovat hodnotu
prebytku poistovne a pravdepodobnost jej zruinovania, a to napriklad kvoli tomu, aby
poistovia vedela v budiicnosti lepsie nastavit poc¢iato¢nit hodnotu prebytku u, pripadne
vysku poistného ¢, aby tak minimalizovala pravdepodobnost zruinovania poistovne.
Pozrime sa najskor na data, ktoré mame k dispozicii a nasledujme postupnost krokov

tvorby aktuarskeho modelu, podobne ako v Priklade 4.1.
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Krok 1: ziskanie, nac¢itanie a analyza dat 4+ vyuzitie aktuarskych znalosti

Po nacitani dat v softvéri R sme zistili, ze dostupné data su zoradené vzostupne
podla casu T}, v ktorom doslo k nahlédseniu poistného naroku. Vysky nahlasenych po-
istnych narokov X; st vsetky nenulové a v datach sa nenachadza ziadna chybajica
hodnota. Ako sme uz uviedli vyssie, chceme modelovat hodnotu prebytku poistovne,
ktord je definovand vztahom (5.4). Aby sme tak vedeli urobit, musime byt schopni
modelovat aj celkovit vysku poistnych narokov S(t) definovani vztahom (5.5), z ¢oho
vyplyva, ze musime vediet modelovat aj vysky nahlasenych poistnych narokov X; a tok
poistnych narokov N(t). Zo zadania prikladu vsak vieme, Ze tok poistnych narokov je
mozné modelovat Poissonovym procesom, ¢ize na zdklade definicie Poissonovho pro-
cesu vieme povedat, ze doby uplynuté medzi nahlasenim dvoch po sebe nasledujtcich
poistnych narokov W; by sa mali riadit exponencidlnym rozdelenim pravdepodobnosti
s parametrom A. Parameter A nazyvame aj intenzita prichodov poistnych narokov,
a ak by sme poznali jeho hodnotu, vedeli by sme povedat, ako ¢asto dochadza k nahlé-
seniu poistného naroku. Bolo by teda vhodné odhadniit hodnotu parametra A, a zaroven
tak overime, ¢i sa ndhodné premenné W, skutocne riadia exponencidlnym rozdelenim
pravdepodobnosti. Dostali sme sa teda k tomu, Ze hodnotu prebytku poistovne U (t) bu-
deme v tomto pripade schopni modelovat vtedy, ak budeme vediet modelovat nahodné

premenné W; a X;.

Modelovanie doby uplynutej medzi nahlasenim dvoch po sebe nasledujicich

poistnych narokov W;

Data z Tabulky 8 nam poskytuji informacie o vyskach nahlasenych poistnych
narokov spolu s ¢asom kedy boli naroky nahldsené. Doby uplynuté medzi nahlasenim
dvoch po sebe iducich poistnych narokov priamo nepozname, no vieme ich vdaka plat-
nosti vztahu (5.8) a predpokladu, ze W, = T; jednoducho dopocitat. Ked uz mame
postupnost nahodnych premennych W; k dispozicii, tak moézeme pokracovat dalsim

krokom tvorby aktuarskeho modelu.
Krok 2: volba konkrétneho matematického modelu

Definicia Poissonovho procesu hovori, Ze ak sa doby uplynuté medzi nahlasenim
po sebe nasledujicich poistnych narokov W; riadia exponencialnym rozdelenim prav-

depodobnosti s rate parametrom A € RT, tak ndhodny proces poc¢tu poistnych narokov
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je Poissonov proces s parametrom A. V zadani nasho prikladu sa predpoklada, ze tok
poistnych narokov je mozné modelovat Poissonovym procesom, z ¢oho vyplyva, zZe né-
hodné premenné W; by sa mali riadif exponencidlnym rozdelenim pravdepodobnosti.
K modelovaniu ndhodnej premennej W; tak budeme pristupovat parametricky a ove-
rime, ¢i sa doby uplynuté medzi nahlasenim dvoch po sebe idtucich poistnych narokov
W; naozaj riadia exponencialnym rozdelenim. Volba matematického modelu je teda

zrejma, zvolime exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti.
Krok 3: odhadovanie parametrov zvoleného modelu

Predpokladdme teda, ze W; ~ Exp()\), kde A\ € R je rate parameter. Para-
meter A odhadujeme rovnako ako v Priklade 4.1 v prostredi statistického softvéru R
pomocou funkcie fitdist z balika fitdistrplus [2], pricom opéaf volime metédu ma-
ximalnej dobrej zhody zalozenti na Cramérovej-von Misesovej vzdialenosti. Hlavicka

funkcie fitdist ma v tomto konkrétnom pripade tvar:
fitdist(W, distr="exp", method="mge", discrete=FALSE, gof="CvM").

Odhadom rate parametra A je hodnota 0,2598. Pre nahodné premenné W, tak mdzeme

pisat: W; ~ Exp(0,2598).
Krok 4: validacia a overovanie vhodnosti modelu

V predchadzajicom kroku sme odhadli hodnotu parametra exponencialneho roz-
delenia pravdepodobnosti. Je vsak potrebné overit, ¢i je exponencidlne rozdelenie dosta-
tocne vhodné a presné. Pozrieme sa preto na p-hodnoty Kolmogorovovho-Smirnovovho
testu, Cramérovho-von Misesovho testu a Andersonovho-Darlingovho testu. Taktiez
sa pozrieme na hodnotu Akaikeho informac¢ného kritéria, pripadne by sme sa mohli
pozriet na P-P graf ¢i Q-Q graf. Na zdklade p-hodnot, ktoré si uvedené v Tabulke 9,
je mozné konstatovat, ze nahodné premenné W; by sa mohli riadif exponencidlnym

rozdelenim pravdepodobnosti.
Krok 5: vyhodnotenie vysledkov

Rozumné by bolo zvolit aj iné rozdelenia pravdepodobnosti, aby sme mali vy-
sledky s ¢im porovnat. Rozhodli sme sa pre porovnanie zvolit niektoré z rozdeleni,
ktoré st rovnako ako exponencialne rozdelenie spojité a definované na mnozine neza-

pornych redlnych ¢isel. Takymi st napriklad log-normalne rozdelenie, gama rozdelenie
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¢i Weibullovo rozdelenie. Vratime sa tak ku kroku 2 a postup zopakujeme s kazdym
rozdelenim pravdepodobnosti zvlast. Hodnoty odhadnutych parametrov vsetkych zvo-
lenych rozdeleni, hodnoty AIC a p-hodnoty testov dobrej zhody mézeme pozorovat
v Tabulke 9, pricom sa nam na zaklade p-hodnét testov dobrej zhody a hodnoty AIC
potvrdilo, Ze najvhodnejsim rozdelenim pre modelovanie déb uplynutych medzi nahla-
senim dvoch po sebe idicich poistnych narokov je exponencialne rozdelenie pravdepo-

dobnosti s parametrom A = 0,2598.

Tabulka 9: Zhrnutie odhadnutych parametrov pre doby uplynuté medzi
nahlasenim dvoch po sebe nasledujicich poistnych narokov, hodnot AIC

a p-hodnot testov dobrej zhody vybranych rozdeleni pravdepodobnosti.

rozdelenie W; | odhad parametrov AIC K-S test | C-vM test | A-D test
Exp(A) 0,2598 - | 2813,0944 | 0,9643 | 0,8726 | 0,8855
LN(u,0?) 0,9048 | 1,1865% | 2920,5055 0,0211 0,0324 0,0004

Gama(a, f3) 0,9631 0,2474 | 2815,6388 0,9787 0,9326 0,8954

Wei(k, 0) 0,9790 3,8615 | 2815,5019 0,9758 0,9198 0,8867

(zdroj: vlastné spracovanie)

Odhadnuty parameter exponencialneho rozdelenia A\ = 0,2598 ~ i, nazyvany aj inten-
zita prichodov poistnych narokov, mozeme interpretovat tak, Ze v priemere sa jeden

poistny narok nahlési priblizne raz za 4 hodiny.
Modelovanie vysky nahlasenych poistnych narokov X;

Za sledované obdobie bolo nahlasenych 600 poistnych narokov, ktorych vysky sa
zname. V prvom kroku tvorby aktuarskeho modelu sme sa pozreli na data konkrétnejsie
a zistili sme, ze vSetky vysky st nenulové. S modelovanim vysky nenulovych poistnych
narokov uz mame skusenost z Prikladu 4.1, a preto budeme v tomto priklade strucnejsi.

Postupujme opat podla zavedenych krokov tvorby aktuarskeho modelu.
Krok 2: volba konkrétneho matematického modelu

K modelovaniu vysky nahlasenych poistnych narokov budeme opéf pristupo-

vat parametricky. Zvolime parametrické rozdelenie pravdepodobnosti, ktoré by mohlo
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¢o najpresnejsie opisovat spravanie vysSok poistnych narokov. Z minulych sktsenosti
uz vieme, ze na modelovanie nenulovych vysok poistnych narokov si vhodné spo-
jité rozdelenia pravdepodobnosti definované na mnozine nezapornych realnych cisel.
Pozrime sa este na zakladné opisné charakteristiky pre vysky nahlasenych poistnych

narokov, ktoré su uvedené v Tabulke 10.

Tabulka 10: Zakladné opisné charakteristiky vysok nahlasenych poistnych

narokov.
minimalna | maximalna | stredna smerodajna | koeficient koeficient
hodnota hodnota hodnota odchylka sikmosti excesu
451,06 3005,59 1493,52 430,02 0,26 —0,16

(zdroj: vlastné spracovanie)

Na zaklade koeficientu sikmosti, ktory je v tomto pripade rovny 0,26, vieme povedat,
ze vhodnymi rozdeleniami st pozitivne zoSikmené rozdelenia, ¢ize napriklad: expo-
nencialne, gama, log-normalne, Weibullovo ¢i Burrovo rozdelenie pravdepodobnosti.
Skusme na modelovanie vysky poistnych narokov ako prvé zvolit log-normélne rozde-

lenie pravdepodobnosti.
Krok 3: odhadovanie parametrov zvoleného modelu

Uvazujme, 7e X; ~ LN(u,0?), potom log-scale parameter u € R a log-shape
parameter ¢ € R™ odhadneme v prostredi Statistického softvéru R pomocou funkcie
fitdist, pricom aj v tomto pripade zvolime metédu maximalnej dobrej zhody s uce-
lovou funkciou Cramérovho-von Misesovho testu. Vysledkom st hodnoty parametrov:

p="7,2863 a o = 0,2932.
Krok 4: validacia a overovanie vhodnosti modelu

Parametre log-norméalneho rozdelenia sa nam podarilo odhadniit. Teraz musime
vsak znova overit, ¢i log-normélne rozdelenie pravdepodobnosti dostato¢ne presne opi-
suje vysky poistnych narokov. Rovnako ako v predchédzajicich pripadoch validacie,
tak aj teraz vyuzijeme funkciu gofstat z baliku fitdistrplus [2], ktorej vystupom

st hodnoty statistik Kolmogorovovho-Smirnovovho testu, Cramérovho-von Misesovho
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testu a Andersonovho-Darlingovho testu, a tiez hodnota Akaikeho informac¢ného krité-
ria. P-hodnoty tychto testovych statistik ziskame z vystupu funkcii ks . test, cvm.test
a ad.test, ktoré ndjdeme v baliku goftest [4]. P-hodnota Kolmogorovovho-Smirno-
vovho testu a Cramérovho-von Misesovho testu nadobtiidaji hodnoty nad hladinou vy-
znamnosti 5 %. Konkrétne vysky p-hodndt st uvedené v Tabulke 11 a pre ich replikciu
je mozné pouzit programovy kod, ktory je uvedeny v pasivnej prilohe tejto diplomovej
prace. V Tabulke 11 vidime aj p-hodnotu Andersonovho-Darlingovho testu, ktorej hod-
nota je menej ako 5 %. Na zdklade p-hodnot testov dobrej zhody tak mozeme tvrdit,
ze log-normélne rozdelenie nie je vhodné na modelovanie vysok nahlasenych poistnych
narokov. Jednym z dovodov preco sa log-normalne rozdelenie pravdepodobnosti ne-
javi byt vhodnym rozdelenim moze byt aj to, Ze toto rozdelenie patri k rozdeleniam
s tazkym chvostom. Avsak z Tabulky 10 mozeme pozorovat, ze sa v datach nenaché-
dza ziadna extrémne vysoka hodnota, a tak by bolo pri modelovani vysky nahldsenych
poistnych narokov rozumnejsie pouzit rozdelenia s lahkym pravym chvostom. Je tak

potrebné vratit sa ku kroku 2 a vybrat iné rozdelenie pravdepodobnosti.
Krok 5: vyhodnotenie vysledkov

Ako dalsie modely sme zvolili gama rozdelenie pravdepodobnosti a Weibullovo
rozdelenie pravdepodobnosti. Neuvadzame vsSak znova cely postup kalibracie a vali-
dacie modelov. Hodnoty odhadnutych parametrov vsetkych troch zvolenych rozdeleni,
hodnoty Akaikeho informac¢ného kritéria a p-hodnoty testov dobrej zhody st zazname-

nané v Tabulke 11.

Tabulka 11: Zhrnutie odhadnutych parametrov pre vysky poistnych
narokov, hodnot AIC a p-hodndét testov dobrej zhody vybranych rozdeleni

pravdepodobnosti.
rozdelenie X; | odhad parametrov AIC K-S test | C-vM test | A-D test
LN(u, 0?) 7,2863 0,29322 | 9013,1251 0,1910 0,3458 0,0378

Gama(a, 8) | 11,8160 | 0,0078 | 8982,5070 | 0,6050 | 0,7486 | 0,4012

Wei(k, 0) 3,8920 | 1630,0109 | 8989,9342 0,6763 0,5707 0,2439

(zdroj: vlastné spracovanie)
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Najvhodnejsie rozdelenie pre modelovanie vysky poistnych narokov sa na zaklade hod-
noty AIC a p-hodnoét testov dobrej zhody javi byt gama rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrami: o = 11,8160 a g = 0,0078.

Kedze predpokladame, Ze tok poistnych narokov sa da modelovat Poissonovym
procesom s odhadnutym parametrom \ = 0,2598 ~ 1 a vy&ky nahldsenych poistnych
narokov sa riadia gama rozdelenim pravdepodobnosti, pricom tok poistnych narokov
a vysky poistnych narokov st nezavislé, tak mozeme na zdklade Definicie 5.2 tvrdit,
ze nahodny proces {S(t);t > 0} je zloZzeny Poissonov proces s parametrom A a distribuc-
nou funkciou gama rozdelenia pravdepodobnosti. Po ziskani vSetkych tychto znalosti
sme schopni modelovat hodnotu prebytku poistovne, a to v nasom pripade pomocou
Monte Carlo simuléacie. Ukazka simuldcie hodnoty prebytku poistovne je zobrazena
na Obr. 3. Pre prehladnost a zrozumitelnost grafu sme zvolili len pat simulac¢nych be-

hov, pricom pociatocna hodnota prebytku je dana v zadani prikladu a jej hodnota je

10000 eur.
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Obr. 3: Vyvoj hodnoty prebytku poistovne v ¢ase (zdroj: viastné

spracovanie v softvéri R [9])
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Na Obr. 3 tak mdzeme pozorovat vyvoj piatich réznych procesov hodnoty prebytku
poistovne, kde sStyri z nich st znazornené ¢iernou farbou a jeden proces je od urcitého
bodu znazorneny cervenou farbou. Tento proces znazornuje pripad, kedy doslo k zru-
inovaniu poistovne a poistoviia uz nie je schopna plnif svoje zavizky voci poistenym
klientom. Vyznaceny bod zodpoveda c¢asu, v ktorom hodnota prebytku poistovne prvy-
krat klesla pod nulovi hodnotu. Po prvom takomto poklese uz vyvoj hodnoty prebytku
poistovne nesledujeme, a to aj v pripade, Zze by hodnota prebytku poistovne bola vzdy

uz len kladna.

7 Obr. 3 mozeme tiez pozorovat, ze ak by sme zvysili pociato¢ni hodnotu prebytku,
mohli by sme zabranif zruinovaniu poistovne. Pripadne by sme zruinovaniu mohli pre-
dist aj tym, ze zvysSime poistenym klientom poistné. AvSak tym riskujeme, ze o klientov
uplne prideme. Zamerajme sa teda na to, ako bez akejkolvek numerickej optimaliza-
cie urc¢it primerant hodnotu pociatocného prebytku poistovne u. Je zrejmé, ze ¢im
je vyssia hodnota pociatoéného prebytku, tym je nizsia pravdepodobnost zruinovania
poistovne. Lenze poistovina si nemdze dovolit vyhradit prilis vysokd hodnotu pocia-
to¢ného prebytku. Rovnako ani pravdepodobnost zruinovania nebude nikdy nulova.
Prichadzame preto k usudku, ze ak si uré¢ime zmysluplnt horni hranicu pravdepodob-
nosti zruinovania, tak na zédklade Lundbergovej nerovnosti definovanej vztahom (5.24)
budeme schopni dopocitat, ako urc¢it hodnotu pociatoéného prebytku. Najprv vsak
potrebujeme poznat hodnotu vyrovnavacieho koeficientu, ktorou je jediné kladné rie-
Senie rovnice (5.23), pricom Mx(+) je v nasom pripade momentova vytvarajica funkcia
gama rozdelenia pravdepodobnosti. Riesenie rovnice (5.23) zadanej v implicitnom tvare
ziskame vypoc¢tom v prostredi Statistického softvéru R. Vysledkom je hodnota vyrov-
navacieho koeficientu R = 0,00021439. Ak chceme teda zistif, akd ma byt hodnota
pociatoéného prebytku pri hornej hranici zruinovania napriklad 5 %, tak pouzijeme

Lundbergovu nerovnost a ziskame vysledok:

e v < 0,05,
S _ln 0,05

= 13973,28 eura.

V zadani prikladu je hodnota pociatocéného prebytku poistovne rovna 10000 eur, a tak
sa zda, ze pravdepodobnost zruinovania v nekone¢nom ¢asovom horizonte bude vyssia

ako 5 %.

62



Pozrime sa na distribu¢ni funkciu hodnoty prebytku poistovne, ktora je zobrazena
na Obr. 4, a to v roznych casoch t. Ide o vysledok jednej konkrétnej Monte Carlo simu-
lacie, pricom pocet simula¢nych behov je 10000. Doplnime, ze ak déjde k zruinovaniu
poistovne, tak hodnotu prebytku poistovne povazujeme za nulovu a jej dalsi vyvoj uz
neuvazujeme. Rovnako neberieme do tvahy ani ziadnu formu penalizdcie v pripade
zruinovania poistovne. Z Obr. 4 mozeme tiez pozorovaf, ze s rasticim casom rastie
aj hodnota prebytku poistovne, comu nasvedcuju aj ¢ierne postupne rastice krivky
z Obr. 3. Nakoniec skiisme objasnit vyznam funkc¢nej hodnoty pre rozne distribucné
funkcie. Funkéna hodnota distribu¢nej funkcie hodnoty prebytku poistovne vyjadruje
pravdepodobnost, s akou hodnota prebytku poistovne bude nanajvys napriklad 40000
eur. A tak je zrejmé, ze v dlhsom cCasovom intervale je pravdepodobnost dosiahnutia

maximalne tejto hranice nizsia, kedze poistoviia moze zarabat dlhsie.
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Obr. 4: Distribu¢na funkcia hodnoty prebytku poistovne vo vybranych
¢asoch, ktort je mozné ziskat pomocou simuldcie (zdroj: vlastné

spracovanie v softvéri R [9])
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K vyssie uvedenej simulovanej distribu¢nej funkcii je na Obr. 5 znazornena aj prislia-

chajtca simulovana funkcia hustoty hodnoty prebytku poistovne.

S
S | t=20
8 === t=100
S — =200
_ — - =330
-— =560
<
o
o
S |
o
S

fue(u(t))

0.00002

0.00000

0 20000 40000 60000 80000 100000
u(t)

Obr. 5: Simulovana funkcia hustoty hodnoty prebytku poistovne vo

vybranych ¢asoch (zdroj: viastné spracovanie v softvéri R [9])

Na zaver sa vratme k uz mnohokrat spominanej pravdepodobnosti zruinovania pois-
tovne. Nacrtli sme, ze pravdepodobnost zruinovania poistovne, ktorej pociatocény kapi-
tal je 10000 eur, vysky poistnych narokov sa riadia gama rozdelenim pravdepodobnosti
s parametrami a = 11,8160 a S = 0,0078, a jeden poistny narok sa nahlasi v priemere
pribliZzne raz za Styri ¢asové jednotky, by mala byt vyssia ako 5 %. Priemernu pravde-
podobnost zruinovania poistovne sme odhadli v softvéri R pomocou 1000 Monte Carlo
simulacii, kde kazda z nich bola nastavena na 1000 simula¢nych behov. Zistili sme, ze
ocakavand pravdepodobnost zruinovania poistovne je na trovni 10,32 %. Zaroven sme
sa pozreli aj na priemerny c¢as zruinovania poistovne, ktorého hodnota je 126,83 hodin.
Rovnako by nas mohlo zaujimat napriklad to, po ktorom naroku priemerne dojde k zru-
inovaniu poistovne. Odpovedou je, ze sa tak stane po priblizne 45. poistnom naroku,

pricom vsetkych nahlasenych poistnych narokov je 600. Upresnime este, ze v kazdom
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simulacnom behu bolo vygenerovanych vzdy 600 nenulovych vysSok poistnych narokov
tak, aby simulacia zodpovedala poc¢tu nahlasenych poistnych narokov v Priklade 5.1.
Konecny cas tak nie je pevne stanoveny, a preto sa moze v kazdom simula¢nom behu
trochu 1i8it od konecného ¢asu uvedeného v Priklade 5.1. Aj napriek tomu vSak mozeme
konstatovat, ze ak dojde k zruinovaniu poistovne, tak to bude v pomerne kratkom caso-
vom intervale. Doplnime este, Ze v pasivnej prilohe tejto diplomovej prace sa nachadza
programovy kéd k prezentovanému prikladu, a teda je mozné pozrief sa na modelova-
nie hodnoty prebytku poistovne a pravdepodobnosti jej zruinovania aj pre iné hodnoty

parametrov.
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Zaver

Matematické modelovanie je jednou z hlavnych oblasti zaujmu aktuarskej vedy,
kde na zéklade technik z tedrie pravdepodobnosti, matematickej statistiky, financ¢nej
matematiky ¢i demografickej Statistiky je mozné skonstruovat efektivne a dostatocne
presné aktuarske modely vyuzivané v mnohych okruhoch matematického modelovania.
Cielom tejto diplomovej prace bolo preto prehladne a zrozumitelne predstavit jednotlivé
kroky postupu tvorby aktuarskych modelov a uviest vybrané okruhy matematického

modelovania do kontextu tvorby aktuarskych modelov.

Prva kapitola diplomovej prace predstavuje vSeobecny tvod, v ktorom sme ob-
jasnili, co je aktuarska veda a aktuarske modelovanie, a nasledne sme uviedli priklady
vyuzitia matematického modelovania v poistovnictve, a to v zivotnom, nezivotnom
i zdravotnom poisteni. V zavere uvodnej kapitoly sme sa zamerali na prehlad existu-

jucej odbornej literatiry, z ktorej sme pri pisani diplomovej prace vychadzali.

V druhej kapitole sme sa zamerali na niektoré poznatky z tedrie pravdepodobnosti
a na Statistické metody vyuzivané v oblasti aktuarstva. Zacali sme podkapitolou 2.1,
kde sme sa venovali zakladnym pojmom a definiciam z tedrie pravdepodobnosti a mate-
matickej Statistiky. V podkapitolach 2.2 a 2.3 sme definovali vybrané spojité a diskrétne
rozdelenia pravdepodobnosti, ku ktorym sme tiez zaviedli potrebné matematické ozna-
¢enia a skratky, ktoré sme v dalsich kapitolach diplomovej prace ¢asto vyuzivali. Nako-
niec sme sa v podkapitole 2.4 venovali vybranym statistickym metodam, ktoré sa pou-
zivaju pri konstruovani a validacii aktuarskych modelov. Medzi tieto statistické metody
radime niektoré zname testy dobrej zhody, a to konkrétne Kolmogorovov-Smirnovov

test, Cramérov-von Misesov test a Andersonov-Darlingov test.

Néasledne sme v tretej kapitole predstavili postupnost krokov pouzivanych pri
tvorbe aktuarskeho modelu a oboznamili sme sa s niektorymi tematickymi okruhmi
matematického modelovania v oblasti aktuarstva. V prvej podkapitole 3.1 sme sa veno-
vali aktuarskemu modelovaniu v demografii, a to konkrétne modelovaniu tmrtnostnych
kriviek. V nasledujicich podkapitolach sme sa zaoberali aj aktudrskym modelovanim
vynosovych kriviek, aktuarskym modelovanim celkovej vysky poistnych narokov v mo-
deli kolektivneho rizika a nakoniec sme si priblizili aktuarske modelovanie vyvojovych

trojuholnikovych schém. Pri kazdej oblasti modelovania sme sa zamysleli a odpovedali
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na otazku, ¢o chceme modelovat a preco to chceme modelovat. Nezaoberali sme sa vsak
tym, ako by to bolo vhodné modelovat. Pozornost sme tejto otédzke venovali pri mo-
delovani celkovej vysky poistnych narokov v modeli individualneho rizika vo Stvrtej

kapitole a pri modelovani procesu rizika v tedrii ruinovania v piatej kapitole.

Najskor sme v podkapitole 4.1 opisali model individudlneho rizika, ktory je de-
finovany vztahom (4.1), spolu s jeho predpokladmi a zdkladnymi charakteristikami.
Nésledne sme pokracovali tvorbou aktuarskeho modelu. V tomto pripade sme sa za-
merali najmé na otazku, ako to chceme modelovat. K tejto otazke sa viaze cela po-
stupnost krokov tvorby aktuarskeho modelu, ktort sme prehladne ilustrovali na rieseni
Prikladu 4.1. Cielom bolo zostrojit aktuarsky model, na zédklade ktorého by bolo mozné
¢o najpresnejsie odhadovat celkovi vysku poistnych narokov. Vysledkom modelovania
je Obr. 1, ktory znazornuje porovnanie normalnej aproximéacie hustoty a simulovanej
funkcie hustoty celkovej vysky poistnych narokov a viaze sa k nemu aj slovné vyhod-

notenie ziskanych vysledkov.

V poslednej kapitole tejto diplomovej prace sme sa zaoberali aktuarskym mo-
delovanim procesu rizika v teorii ruinovania. V prvom rade sme sa v podkapitole 5.1
venovali predstaveniu modelu kolektivneho rizika definovaného vztahom (5.1), kedze
zovseobecnenie tohto modelu tvori zaklad tedrie ruinovania. Klasicky model teérie ru-
inovania je nasledne definovany vztahom (5.4) a cely je opisany v podkapitole 5.2.
Posledné podkapitola tejto diplomovej prace je venovana druhému ilustrativnemu Pri-
kladu 5.1, na ktorom sme demonstrovali postup tvorby aktudrskeho modelu v tedrii
ruinovania, kde sme opét priniesli aj grafické vystupy. Cielom bolo pomocou ziska-
nych dat modelovat hodnotu prebytku poistovne a aproximovat pravdepodobnost jej

zruinovania.

Hlavnym prinosom tejto diplomovej préace je prehladné spracovanie postupu tvor-
by aktuarskeho modelu v modeli individudlneho rizika a v teérii ruinovania. Vysledky
prikladov je mozné replikovat, kedze v pasivnej prilohe diplomovej prace k nim uva-
dzame programové kédy vytvorené v prostredi statistického softvéru R. Mozné rozsi-
renie diplomovej prace by mohlo predstavovat pridanie nadstavbovych krokov tvorby
aktuarskeho modelu, ako napriklad iprava modelu na budice obdobia, pripadne spra-
covanie procesu tvorby aktuarskeho modelu aj v dalsich okruhoch matematického mo-

delovania.
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Prilohy

Priloha A.

Programovy kéd k Prikladu 4.1 vytvoreny v prostredi statistického softvéru R.

# K spusteniu tohto programového kédu je potrebné mat funkéné
# pripojenie k internetu.

# inStaldcia potrebnych balikov
install.packages(c("fitdistrplus", "goftest", "el071"))

# nacitanie balikov
require(fitdistrplus)
require(goftest)
require(el071)

# naCitanie dat

dataZ <- read.table("http://www.iam.fmph.uniba.sk/ospm/data/04_data.txt",
header = TRUE)

options(digits=10, scipen=999)

head(dataZ)

Z1 <- datazZ$z1
72 <- dataZ$z2
Z3 <- dataZ$z3
Z4 <- dataZ$z4

# polty uzavretych poistnych zmlav v jednotlivjch skupinach
nl <- length(Z1[!is.na(Z1)])
n2 <- length(Z2[!is.na(Z2)])
n3 <- length(Z3[!is.na(Z3)])
n4 <- length(Z4[!is.na(Z4)])

# nenulové vysSky poistnjch narokov pre jednotlivé skupiny
Y1 <- Z1[!'is.na(Z1) & Z1!=0]
Y2 <- Z2[!'is.na(Z2) & Z2!=0]
Y3 <- Z3[!is.na(Z3) & Z3!=0]
Y4 <- Z4['is.na(Z4) & Z4!'=0]

# MODELOVANIE POCTU POISTNYCH NAROKOV VYPLYVAJUCICH Z JEDNEJ POISTNEJ
# ZMLUVY

# odhadovanie parametrov Bernoulliho (alternativneho) rozdelenia
# pravdepodobnosti

pl <- length(Y1)/n1

p2 <- length(Y2)/n2

p3 <- length(Y3)/n3

p4 <- length(Y4)/n4



MODELOVANIE NENULOVEJ VYSKY POISTNYCH NAROKOV

+H+

V tomto programovom kéde uvadzame postup tvorby aktudrskeho modelu
len pre jednu volbu rozdelenia, pricom volime tie rozdelenia
pravdepodobnosti, ktoré v danjch skupindch najpresnejSie opisuja
spravanie sa nenulovych viSok poistnjch narokov. Postup pri volbe
iného rozdelenia pravdepodobnosti je totiZ analogicky.

H OH HF H

+H*

1. poistna skupina

# zadkladné opisné charakteristiky nenulovej vysSky poistnych narokov
mean (Y1)

var (Y1)

sd (Y1)

skewness (Y1)

kurtosis (Y1)

summary (Y1)

# volba konkrétneho modelu - GAMA ROZDELENIE PRAVDEPODOBNOSTI

# kalibracia modelu
fit.gamma.Y1l <- fitdist(Y1l, distr="gamma",

method="mge", discrete=FALSE, gof="CvM")
summary (fit.gamma.Y1)

# validacia modelu
plot(fit.gamma.Y1)
gofstat(fit.gamma.Y1)

ks.test (Y1, "pgamma",
shape=fit.gamma.Y1$estimate[1],
rate=fit.gamma.Y1$estimate[2])
cvm.test (Y1, "pgamma",
shape=fit.gamma.Y1$estimate[1],
rate=fit.gamma.Y1$estimate[2])
ad.test(Yl, "pgamma",
shape=fit.gamma.Y1$estimate[1],
rate=fit.gamma.Y1$estimate[2])

# 2. poistnéd skupina
# volba konkrétneho modelu - WEIBULLOVO ROZDELENIE PRAVDEPODOBNOSTI

# kalibracia modelu
fit.weibull.Y2 <- fitdist(Y2, distr="weibull",

method="mge", discrete=FALSE, gof="CvM")
summary (fit.weibull.Y2)

# validacia modelu
plot(fit.weibull.Y2)
gofstat(fit.weibull.Y2)



#
ks.test (Y2, "pweibull",
shape=fit.weibull.Y2$estimate[1],
scale=fit.weibull.Y2$estimate[2])
cvm.test (Y2, "pweibull",
shape=fit.weibull.Y2$estimate[1],
scale=fit.weibull.Y2$estimate[2])
ad.test(Y2, "pweibull",
shape=fit.weibull.Y2$estimate[1],
scale=fit.weibull.Y2$estimate[2])

# 3. poistnad skupina
# volba konkrétneho modelu - GAMA ROZDELENIE PRAVDEPODOBNOSTI

# kalibracia modelu
fit.gamma.Y3 <- fitdist(Y3, distr="gamma",

method="mge", discrete=FALSE, gof="CvM")
summary (fit.gamma.Y3)

# validacia modelu
plot(fit.gamma.Y3)
gofstat(fit.gamma.Y3)

ks.test (Y3, "pgamma",
shape=fit.gamma.Y3$estimate[1],
rate=fit.gamma.Y3$estimate[2])
cvm.test (Y3, "pgamma",
shape=fit.gamma.Y3$estimate[1],
rate=fit.gamma.Y3$estimate[2])
ad.test(Y3, "pgamma",
shape=fit.gamma.Y3$estimate[1],
rate=fit.gamma.Y3$estimate[2])

# 4. poistnad skupina
# volba konkrétneho modelu - LOG-NORMALNE ROZDELENIE PRAVDEPODOBNQOSTI

# kalibracia modelu
fit.lnorm.Y4 <- fitdist(Y4, distr="lnorm",

method="mge", discrete=FALSE, gof="CvM")
summary (fit.lnorm.Y4)

# validacia modelu
plot(fit.lnorm.Y4)
gofstat(fit.lnorm.Y4)

ks.test (Y4, "plnorm",
meanlog=fit.lnorm.Y4$estimate[1],
sdlog=fit.lnorm.Y4$estimate[2])
cvm.test (Y4, "plnorm",
meanlog=fit.lnorm.Y4$estimate[1],
sdlog=fit.lnorm.Y4$estimate[2])



#

ad.test (Y4, "plnorm",
meanlog=fit.lnorm.Y4$estimate[1],
sdlog=fit.lnorm.Y4$estimate[2])

# MONTE CARLO SIMULACIA
# nastavenie parametrov
M <- 15000

S.sim <- numeric(M)

set.seed(20221124)
for(t in 1:M) {
N1.sim <- rbinom(n=nl, size=1, prob=pl)
Y1.sim <- rgamma(n=nl, shape=fit.gamma.Y1$estimate[1],
rate=fit.gamma.Y1$estimate[2])
Z1.sim <- Nl1l.sim*Y1l.sim
N2.sim <- rbinom(n=n2, size=1, prob=p2)
Y2.sim <- rweibull(n=n2, shape=fit.weibull.Y2$estimatel[1],
scale=fit.weibull.Y2$estimate[2])
Z2.sim <- N2.sim*Y2.sim
N3.sim <- rbinom(n=n3, size=1, prob=p3)
Y3.sim <- rgamma(n=n3, shape=fit.gamma.Y3$estimate[1],
rate=fit.gamma.Y3$estimate [2])
Z3.sim <- N3.sim*Y3.sim
N4.sim <- rbinom(n=n4, size=1, prob=p4)
Y4.sim <- rlnorm(n=n4, meanlog=fit.lnorm.Y4$estimate[1],
sdlog=fit.lnorm.Y4$estimate[2])
Z4.sim <- N4.sim*Y4.sim
S.sim[t] <- sum(Z1l.sim) + sum(Z2.sim) + sum(Z3.sim) + sum(Z4.sim)

# zadkladné opisné charakteristiky simulovanej celkovej vySky poistnych
# narokov

mean (S.sim)

var(S.sim)

sd(S.sim)

skewness(S.sim)

kurtosis(S.sim)

# simulovand empirickd kumulativna distribucné& funkcia
F_S <- ecdf(S.sim)

# NORMALNA APROXIMACIA

# hodnoty mu a sigma predstavuji stredni hodnotu a disperziu celkove]j
# vysSky poistnych narokov, ktoré sme vypocitali pomocou odvodenych

# vztahov (4.12), (4.16), (4.17) a (4.18), pricom kéd k vypoltu

# v prilohe neuvadzame

mu <- 138721.9328

sigma <- 8814.6559



# GRAFICKE POROVNANIE

# porovnanie simulovanej funkcie hustoty a normadlnej aproximédcie funkcie

# hustoty (bez znizornenia kvantilov)

curve(dnorm(x, mean=mu, sd=sigma), from=(mu-5*sigma), to=(mu+5*sigma),
xlab=expression(italic(s)), ylab=expression(italic(£f[S](s))),
col="indianredl1", lwd=2, cex.lab=0.8, cex.axis=0.8)

lines(density(S.sim), type="1", col="darkslategrey", lwd=2, lty="longdash")

legend("topleft", c("simulovanad funkcia hustoty", "normadlna aproximacia"),
col=c("darkslategrey", "indianredl"), lty=c("longdash", "solid"),
lwd=c(2,2), bty="n", cex=0.8)

# 99,5-percentny simulovany kvantil
q.s <- quantile(F_S, probs=0.995)

# 99,5-percentny kvantil normédlnej aproximicie
g.n <- gnorm(0.995, mean=mu, sd=sigma)



Priloha B.

Programovy kéd k Prikladu 5.1 vytvoreny v prostredi statistického softvéru R.

# K spusteniu tohto programového kédu je potrebné mat funkéné
# pripojenie k internetu.

# inStaldcia potrebnjch balikov
install.packages(c("fitdistrplus", "goftest", "el071"))

# nacitanie balikov
require(fitdistrplus)
require(goftest)
require(el1071)

# nacitanie dat

data <- read.table("http://www.iam.fmph.uniba.sk/ospm/data/05_data.txt",
header = TRUE)

options(digits = 10, scipen = 999)

head(data)

# vytvorenie nédhodnej premennej W, reprezentujicej dobu uplynutd
# medzi nahlasenim dvoch po sebe nasledujucich poistnjch narokov
T <- data$Ti

W <- rep(0, 600)

wl1] <- T[1]

for (i in 2:600){
Wil <- T[i] - T[i-1]
}

# MODELOVANIE DOBY UPLYNUTEJ MEDZI NAHLASENIM DVOCH PO SEBE
# NASLEDUJUCICH POISTNYCH NAROKOV

# kalibracia modelu
fit.exp.W <- fitdist(W, distr="exp",

method="mge", discrete=FALSE, gof="CvM")
summary (fit.exp.W)

# validacia modelu
plot(fit.exp.W)
gofstat(fit.exp.W)

ks.test(W, "pexp", rate=fit.exp.W$estimate)
cvm.test (W, "pexp", rate=fit.exp.W$estimate)
ad.test(W, "pexp", rate=fit.exp.W$estimate)

# Analogicky postup kalibracie a validacie ostatnjch rozdeleni
# pravdepodobnosti, ktorjch vhodnost nebola po porovnani

# s exponenciadlnym rozdelenim dostatolnad, v tomto programovom
# kéde neuvadzame.



# MODELOVANIE VYSKY NAHLASENYCH POISTNYCH NAROKQOV
X <- data$Xi

# zadkladné opisné charakteristiky vySky nahlasenych poistnych narokov
mean (X)

var (X)

sd(X)

skewness (X)

kurtosis(X)

summary (X)

# kalibracia modelu
fit.gamma.X <- fitdist(X, distr="gamma",

method="mge", discrete=FALSE, gof="CvM")
summary (fit.gamma.X)

# validacia modelu
plot (fit.gamma.X)
gofstat(fit.gamma.X)

ks.test(X, "pgamma",
shape=fit.gamma.X$estimate[1],
rate=fit.gamma.X$estimate[2])
cvm.test (X, "pgamma",
shape=fit.gamma.X$estimate[1],
rate=fit.gamma.X$estimate[2])
ad.test(X, "pgamma",
shape=fit.gamma.X$estimate[1],
rate=fit.gamma.X$estimate[2])

# Analogicky postup kalibracie a validécie rozdeleni pravdepodobnosti,
# ktoré sa javili byt menej vhodné v tomto programovom kédde opat
# neuvadzame.

# MODELOVANIE HODNOTY PREBYTKU POISTOVNE A PRAVDEPODOBNOSTI
# ZRUINOVANIA POISTOVNE

# nastavenie odhadnutjch parametrov
lambda <- fit.exp.W$estimate

shape <- fit.gamma.X$estimate[1]
rate <- fit.gamma.X$estimate[2]

EX <- shape/rate

# parametre dané v zadani Prikladu 5.1
n <- 600

u <- 10000

theta <- 0.20

c <- (1 + theta)*lambda*EX

# poCet simuléacii
sim.N <- b5 # 1000
sim.P <- 1 # 1000



#
P.ruin <- numeric(sim.P)+Inf

# nastavenie vykreslovacieho pola pre vjyvoj hodnoty prebytku poistovne
plot (0,0, type="1", xlim=c(0, 2000), ylim=c(-50000, 200000),
xlab = expression(italic(t)), ylab = expression(italic(U(t))),
col="white", cex.lab=0.8, cex.axis=0.8)
abline(h=0, 1lty=2, col="black")

# simuldcia ndhodného procesu hodnoty prebytku poistovne
set.seed(2)
for (j in 1:sim.P){
N.ruin <- numeric(sim.N)+Inf
T.ruin <- numeric(sim.N)+Inf
for (k in 1:sim.N){
<- rexp(n, lambda)
<- cumsum(W)
<- rgamma(n, shape, rate)
cumsum (X)
<-u+ cxT - 8§
<- c(u, U[l:end(U)[1]-11)
ruin <- !'all(U>=0)
if (ruin) {
N.ruin[k] <- min(which(U<0))
T.ruin[k] <- T[min(which(U<0))]
}
# grafické zobrazenie hodnoty prebytku poistovne
T.dup <- c(0, rep(T, each=2))
prijmy <- u + c*T.dup
vydavky <- rep(c(0, S), each=2)
spolu <- prijmy - vydavky[l:length(T.dup)]
if (ruin){
spolu.pred.ruin <- spolull:(N.ruin[k]*2-1)]
T.dup.pred.ruin <- T.dup[1:(N.ruin[k]*2-1)]
spolu.po.ruin <- spolul(N.ruin[k]*2-1):end(spolu) [1]]
T.dup.po.ruin <- T.dup[(N.ruin[k]*2-1):end(spolu) [1]]
lines(T.dup.pred.ruin, spolu.pred.ruin, type="1", col="black")

S QWA=
0

lines(T.dup.po.ruin, spolu.po.ruin, type="1", col="indianred3")
points(T.dup[N.ruin[k]*2-1], 0, col="indianred3", pch=19)
}
elseq
lines(T.dup, spolu, type="1", xlim=c(0, max(T)),
ylim=c(-50000, 200000), xlab=expression(italic(t)),
ylab=expression(italic(U(t))), cex.lab=0.8, col="black")
}
}
N.ruin <- N.ruin[N.ruin<Inf]
T.ruin <- T.ruin[T.ruin<Inf]
P.ruin[j] <- length(N.ruin)/sim.N



# Cislo naroku, po ktorom priemerne ddéjde k zruinovaniu poistovne
mean(N.ruin)

# priemernyj Cas zruinovania poistovne
mean(T.ruin)

# priemernad pravdepodobnost zruinovania poistovne
mean(P.ruin)

Vistupom simulédcie je graf, ktorj zobrazuje ndhodny proces hodnoty
prebytku poistovne. OdportGlame nastavit parameter sim.N = 5

a sim.P = 1 z dévodu prehTadnosti grafu a nizkemu vypoctovému
zataZeniu. Pre numerickyj vystup hodnoty ¢isla naroku, po ktorom
priemerne déjde k zruinovaniu poistovne, priemerného casu
zruinovania poistovne a priemernej pravdepodobnosti zruinovania
poistovne odportifame pre replikaciu visledkov Prikladu 5.1 zvolit
nastavenie parametrov sim.N = 1000 a sim.P = 1000.

H OH HF OH OH OH H H
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