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Uvod

V désledku nestability na financénych trhoch v priebehu 70-tych a 80-tych
rokov, reprezentovanej zvySenou volatilitou trokovych sadzieb, kurzu cen-
nych papierov, menovych kurzov, atd., sa zvysili rizikd pre vSetkych ucast-
nikov posobiacich na finan¢nom trhu.

Vysledkom hladania moznosti, ktoré by umoznili predist spominanym
rizikdm, bol vznik finan¢nych derivatov. Oznacenie derivdty sa pouziva preto,
ze su odvodené (derivované) a ich cena zavisi od podkladajucich aktiv, t.j.
akcii, meny, akciovych indexov, komodit, drahych kovov. Oznacenie financné
derivaty vyjadruje, ze ich podkladajicimi aktivami st prevazne akcie, mena,
akciové indexy. St to nastroje, s ktorymi sa obchoduje na finanénych trhoch.

Cielom tejto prace je aplikicia metédy konecnych objemov na matemat-
icky model popisujtci oceniovanie opcii a implementacia ziskanej numerickej
schémy v programe Mathematica (verzia 3.0).

Prva kapitola obsahuje zdkladné pojmy pouzivané v opcnej teérii, ako su
opcia, kritéria delenia opcii, op¢na prémia, vnutorna hodnota opcie, hedging.

Druhé kapitola je vyznamovo rozdelend na Styri oblasti. Obsahuje zak-
lady zo stochastického poc¢tu, ktoré su v dalSom vyuzivané pri odvodzo-
vani matematického modelu, popisuje dva spdsoby odvodenia matematick-
ého modelu, a to Mertonov vychadzajuci z teérie samofinancujiceho port-
félia a Black-Scholesov vychadzajici z teérie A-hedgingu, pricom pri Black-
Scholesovom spdsobe zahrnieme do modelu transakéné naklady v zmysle Le-
landovho pristupu. Stanovime zaciato¢ni a okrajové podmienky pre par-
cialne diferencialne rovnice, ktoré st vysledkom tychto pristupov. Nakoniec
jednoduchou transforméciou prevedieme parcidlnu diferencialnu rovnicu na
rovnicu vedenia tepla.

V tretej kapitole aplikujeme metédu koneénych objemov na rovnicu vede-
nia tepla. V obidvoch pripadoch, bez aj s transakénymi nadkladmi, odvodime
numericki schému a ukdzeme odhad chyby numerického riesenia v Special-
nych pripadoch.
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Stvrtd kapitola obsahuje popis projektovaného SOR algoritmu a jeho
vyuzitie pri ocenovani americkych opcii aj so zahrnutim transakénych nak-
ladov.

V piatej kapitole popiseme najznamejsie op¢né stratégie, stanovime zaci-
atocni a okrajové podmienky a ur¢ime ich hodnotu pre zadané parametre.

Tretia, Stvrtd a piata kapitola obsahuju tabulky a grafy prezentujice

vysledky implementacie odvodenej numerickej schémy v programe Mathe-
matica.



Chapter 1
Zakladné pojmy

V poslednych dvoch desatroc¢iach doslo k obrovskému rozvoju obchodu s
finanénymi derivatmi po celom svete, a to nielen v zmysle narastu objemu
obchodovania, ale aj narastu poc¢tu variant tychto nastrojov. Vyuzivaju ich
tzv. zaistovatelia (hedgers), ktori fixovanim ceny kryju svoje pozicie proti
moznému nevyhodnému vyvoju cien. Naproti tomu Spekulanti (speculators)
vyuzivaju finan¢né derivaty preto, ze naklady na ich nadkup alebo predaj
tvoria len niekolko percent hodnoty podkladajticeho aktiva, ¢o umoznuje pri
pomerne malych investicidch obchodovat s velkym objemom aktiv. Vytvara
sa tak priestor pre velké percentudlne zisky, ale tiez straty.

Najbeznejsie finanéné derivaty st futurity (futures) a opcie (options).

Forwardovy kontrakt (nazyvany futurita, ak je obchodovany na burze)
je dohoda medzi dvoma stranami o kipe alebo predaji aktiva v presne
stanovenom case v budicnosti za dopredu urc¢ent cenu. Podobne ako pri op-
ciach maji obe strany zaujem dohodnit sa, urcit ”fair” cenu F, ktord im bude
vyhovovat. Nech v ¢ase t = ¢y je hodnota akcie na trhu S(to). Ak by cena for-
wardu F < S(to)e’(T=) 1 potom strana, ktora vlastni akcie, moze uzavriet
forwardovy kontrakt, t.j. dohodu, Ze v Case expiracie T kiapi rovnaky druh
akcii za cenu F. Nésledne moze svoje akcie predat za aktudlnu cenu S(t),
vlozit hotovost do banky, a ziskat v ¢ase T obnos S(ty)e" %) 7 ktorého cast
by pouzila na splnenie podmienok forwardu. Rozdiel medzi obnosom v ¢ase T’
a cenou forwardu je tzv. bezrizikovy zisk. V pripade F' > S(ty)e" T—*) moze
druhd strana, ktord ma povinnost predat akcie v ¢ase T za cenu F', v Case t,
pozi¢at sumu S(ty) a kipit akcie. Potom ziskani hotovost z forwardu v ¢ase
T pouzit na splatenie pozicky. V oboch pripadoch vznikd moznost arbitraze

Ler(T—to) je Girocitel, kde r je bezrizikovd tirokovd miera a T — t, > 0 je ¢as ostavajtci
do expiracie.
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2 Takze fair” hodnota forwardového kontraktu je dana vztahom

F= S(tU)GT(TitO).

Na rozdiel od forwardu dava opcia drzitelovi pravo, nie vSak povinnost,
kapit alebo predat aktivum vo vopred stanovenom ¢ase za vopred dohodnut
cenu.

1.1 Druhy opcii

Spolo¢énym znakom opcii je moznost volby jednej zo stran opcéného obchodu.
Rozlisujeme call (kipne) a put (predajné) opcie. Call opcia dava drzitelovi
opcie pravo, nie v8ak povinnost od vypisovatela opcie kupit v stanovenom
Case (Case expiracie) za vopred dohodnutt (expiracni alebo strike) cenu
urc¢ity druh a pocet aktiv. Analogicky mézeme definovat put opciu. Jed-
iny rozdiel oproti call opcii je, ze dava drzitelovi pravo, nie povinnost, predat
vypisovatelovi v ¢ase expiracie za vopred dohodnuti cenu urcity druh a pocet
aktiv.

Inym kritériom, na zaklade ktorého rozoznavame opcie, je cas, kedy si
mozeme dani opciu uplatnit. Zakladnymi typmi st eurdpska a americka
opcia, spolo¢ne nazyvané vanilla opcie *. Eurépska opcia je charakteristicka
tym, ze si ju mdzeme uplatnit len v Case expiracie. Naproti tomu, americka
opcia poskytuje moznost uplatnenia v Tubovolnom ¢ase od nadobudnutia
opcie do jej expiracie.

V op¢énom kontrakte vystupuji dve strany: drzitel (holder) a vypisovatel
(writer) opcie. Hovorime, ze drzitel opcie je v long pozicii a vypisovatel
v short pozicii opéného kontraktu. Na rozdiel od drzitela, vypisovatel ma
povinnost, v zavislosti od druhu opcie, predat alebo kipit akcie, ak sa drzitel
opcie rozhodol uplatnit svoje op¢né prava. Z teodrie hier je znamy pojem hra
s nulovgm sictom, t.j. vysledny sacet ziskov (resp. strat) vSetkych hracov
partie je vZdy nulovy. Podobne je to aj pri opcidch. Drzitel ziskava zo straty
vypisovatela a naopak.

1.2 Vnatorna hodnota opcie

Pre drzitela opcie je dolezité si uvedomit, kedy je vyhodné uplatnit svoje
opcné prava. Uvazujme eurdpsku call opciu. Nech X je dohodnuté expiracna

2Podrobnejsie v casti 1.5.
3pozri [5] str2
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cena a St je cena akcie v den expiracie T. V pripade, ze ST > X, drzitel
opcie si bude chciet uplatnit svoje op¢né pravo, pretoze za cenu X moze ziskat
akciu v hodnote Sr. Potom zisk pre drzitela opcie bude St — X . Naopak, ak

CENA OPCIE
40|

30}
20}

10}

30 40 50 60 70 80 90 1OOCENAAKCIE

Figure 1.1: Payoff diagram long call opcie s expira¢nou cenou X = 60 .

cena akcie Sy v Case expiracie bude nizsia, resp. rovna expiracnej cene X |,
t.J. Sy < X, potom drzitel opcie si svoje pravo neuplatni, pretoze si moze za
naklady nizSie, resp. rovné dohodnutej expira¢nej cene X zaobstarat ten isty
druh opcii na trhu.

Z uvedeného vyplyva, ze vnutorna hodnota call opcie v Case expiracie je

dand vyrazom
max(Sy — X, 0).

Funkcia, ktord definuje vnitorni hodnotu opcie v ¢ase expiracie, sa tiez
nazyva payoff diagram.

Analogicky mézeme odvodit payoff diagram pre long poziciu eurdpskej
put opcie. Staci si len uvedomit, Ze put opcia znamena pravo predat, ktoré
drzitel opcie uplatni, ak S < X, t.j. cena opcie na trhu je nizSia ako ex-
piracna cena. V opa¢nom pripade, ak Sy > X, k uplatneniu opcie nedojde,
pretoze drzitel opcie nemé dovod predavat akcie pod trhovia cenu. Potom
vnutorna hodnota put opcie je dand vyrazom

max(X — Sy, 0).

Pri oboch druhoch opcii nadobtida payoff diagram nezaporné hodnoty. Vo
vSeobecnosti mozeme povedat, Ze drzitel opcie si uplatni svoje opéné prava
v pripade, ak hodnoty payoff diagramu su kladné (obr. 1.1 a 1.2).
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Figure 1.2: Payoff diagram long put opcie s expira¢nou cenou X = 60 .

1.3 Opcna prémia

Vzhladom na to, ze vypisovatel opcie ma v budicnosti urcité potencialne
zévizky, musi byt tato nevyhoda kompenzovand doprednou platbou (opcnou
prémiou), ktort musi drzitel opcie zaplatit pri vstupe do op¢ného kontraktu.
Inak povedané, drzitel opcie za to, ze ziska prava spojené s vlastnictvom op-

ZISK
30}

20}

10¢

90 1OOCENA AKCIE

-10

Figure 1.3: Ziskovy diagram call opcie v long pozicii s X = 60 v ¢ase expiracie.
Vyska opc¢nej prémie je ¢ = 10.

cie, musi vypisovatelovi poukazat uréita platbu, ktora sa v literatire uvadza
ako op¢na prémia, resp. cena opcie alebo hodnota opcie. Zakladom pre obe
strany op¢ného kontraktu sa tak stava otazka, akd by mala byt optimalna
cena opcie, aby ani jedna zo stran nebola dopredu zvyhodnena.
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Je potrebné si uvedomit, 7ze vyska ceny opcie priamo ovplyviuje vysku
zisku alebo straty drzitela z opéného obchodu. Oznac¢me ¢ hodnotu eurépskej
call opcie (t.j. hodnotu, ktort musi drzitel opcie zaplatit pri uzavreti opéného
kontraktu). Z predchadzajicej ¢asti vyplyva, ze vy§ka prijmov v ¢ase expira-
cie T je max(X — Sp,0). Celkovy zisk alebo strata drzitela opcie v case
expiracie (obr. 1.3) je

—c +max(X — S7,0).

Analogicky mozeme vycislit vySku zisku alebo straty drzitela eurépske]j
put opcie (obr. 1.4)
—p+ max(Sy — X,0),

kde p je vyska opcnej prémie.

ZISK
30

20}
10

30 40 SN 60 70 80 90 100°ENAAKCIE

-10 ¢

Figure 1.4: Ziskovy diagram put opcie v long pozicii s X = 60 v ¢ase expiracie.
Vyska opc¢nej prémie je p = 10.

V dalSom budeme cenu opcie oznacovat ako funkciu nezavislych premen-
nych v zavislosti od druhu opcie, t.j.

e ¢(S,X,0,r,t.) hodnota eurépskej call opcie,

p(S,X,0,r,t.) hodnota eurépskej put opcie,

C(S,X, o,r,t,) hodnota americkej call opcie,
e P(S,X,0,r,t,) hodnota americkej put opcie,
pricom

e S - aktualna trhova cena akcie,
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e X - expiracna cena,
e o - volatilita ceny akcie,
e 1 - bezrizikova urokova miera,

e t, - Cas ostavajici do expiracie opcie, t.j. t, =T — t.

1.4 Stratégia samofinancovania

Predpokladajme, Ze investor vlastni portfélio obsahujice cenné papiere, ako
st akcie, opcie a dlhopisy. Vzhladom na to, Ze s ¢asom sa meni hodnota jed-
notlivych cennych papierov, meni sa aj hodnota portfélia. Obchodné straté-
gia investora tiez ovplyviuje hodnotu portfélia, napriklad, zmenou podielu
cennych papierov v portfdliu, resp. dodatoénymi vkladmi alebo vybermi
prostriedkov z portfélia.

Hovorime,Ze stratégia spravy portfolia je samofinancujica, ak okrem poci-
ato¢nej investicie ziadne prostriedky nie su vkladané ani vyberané z portfolia.
To znamenad, ze ndklady spojené s nakupom jedného cenného papiera v port-
féliu st kompletne financované predajom iného cenného papiera v ramci toho
istého portfdlia.

1.5 Princip arbitraze

Predstavme si situaciu, ze s jednym druhom cennych papierov, povedzme
akciami tejistej spoloc¢noti, sa obchoduje na dvoch burzach cennych papierov
A a B. Cena akcie na burze A je S4 a na burze B je Sp. Nech S4 < SB.
Ak zanedbame transakéné naklady, moze obchodnik, ktory si tito situaciu
vSimne, kapit akcie na burze A za cenu S, a nasledne ich predat na burze B
za cenu Sg. Dosiahne tak bezrizikovy zisk rovnajtci sa rozdielu medzi cenami
na burzach Sg — S4. Takejto situécii hovorime arbitraz.

V pripade, ze finan¢ny trh pracuje spravne, pravdepodobnost vzniku ar-
bitraznej prilezitosti je velmi mald a je ¢asovo obmedzend, pretoze obchodnici
sledujtici vyvoj na finanénom trhu pri detekovani moznosti arbitraze sa ju
snazia vyuzit a konaju v stlade s predchadzajicim prikladom. Nakupuja lac-
nejsie ako predavaji. Zvyseny dopyt (ponuka) na burze A (B) spdsobi narast
(pokles) ceny S, (Sp) a bezrizikova arbitréz ¢asom zanika.

Vo v8eobecnosti mozeme povedat, Ze princip arbitrdze (arbitrdz argu-
ment) hovori, ze bezrizikovy zisk je mozny len vo vynimoénych pripadoch a
v kratkom case. Je to vlastne obchodné stratégia samofinancovania s nulovou
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pravdepodobnostou nadobudnutia zapornej hodnoty v ¢ase expiracie, ktorej
payoff diagram je kladny.

1.6 Hedging

Hedging je stratégia, v ktorej sa tvorca portfdlia snazi eliminovat riziko tym,
ze uzavrie opacné prikazy na dvojicu aktiv, ktorych korelécia je negativna.
Napriklad, ak vypisovatel call opcie suc¢asne nevlastni podkladajice aktivum,
tak nie je chréneny voci rastu ceny podkladajiceho aktiva. Hovorime, ze
je v odkrytej pozicii (naked position). Z tohto dévodu je dobré, ak vyp-
isovatel call opcie vlastni aj podkladajuce aktivum, pretoze straty z call
opcie v short pozicii st kompenzované ziskom z long pozicie podkladaju-
cich aktiv. V situécii perfektného hedgingu sa zaistovatel (hedger) kombino-
vanim rizikovych opcii s rizikovymi podkladjacimi aktivami snazi vytvorit
bezrizikové portfélio, ktorého navratnost by bola totozna s nadvratnostou dl-
hopisov, ktoré s troc¢ené bezrizikovou trokovou mierou 7.



Chapter 2

Black-Scholesov model

V roku 1973 Black a Scholes publikovali svoj model na ocenovanie opcii,
zalozeny na hedgingu a bezrizikovej Girokovej miere. V tom istom cCase uvere-
jnil svoju pracu aj Merton, ktorého model vychadzal z tedrie samofinancu-
juceho portfélia. Napriek rozdielnym vychodiskam sa ich vysledky porov-
natelné, t.j. model ocenovania opcii je opisany tou istou parcidlnou diferen-
cialnou rovnicou. V tejto praci pre porovnanie odvodime model obidvoma
sposobmi. V pripade Black-Scholesovho modelu vezmeme do tivahy aj exis-
tenciu transakcénych nakladov.

2.1 Stochasticky pocet a Itoova lema

Skor ako za¢neme, musime poznat uréité zaklady zo stochastického poctu,
vzhladom na to, Ze vyvoj ceny akcie a opcie sa da vyjadritf pomocou stocha-
stickych diferencidlnych rovnic

dS = pSdt+ oSdWw,
dV = pyVdt + oy VdW, (2.2)

kde

e S - cena akcie

V' (S, t) - cena opcie v Case t, ak hodnota akcie je S,
e S - zmena ceny akcie za Casovy interval dt,

e dV -zmena ceny opcie za Casovy interval dt,

i - o¢akavana navratnost akcie,

14
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e Ly - ocakdvand navratnost opcie,
e o - volatilita ceny akcie,
e oy - volatilita ceny opcie,

o dW - standardny Wienerov proces.

Definicia 2.1!
Brownov pohyb s driftom 2 je stochasticky proces {X(t); ¢ > 0} s nasledu-
jacimi vlastnostami :

i. kazdy prirastok X (¢ + s) — X(s) je ndhodna premennd s normalnym

rozdelenim pravdepodobnosti so strednou hodnotou pt a rozptylom ot
kde i1 a 0 st dané parametre,

ii. pre kazdé t; < ty < --- <t,, prirastky X(tQ)—X(tl), SN X(tn)—X(tn_l)
st nezavislé ndhodné premenné s rozdelenim z (i),

iii. X(0) =0 a vzorky ciest X (¢) st spojité.

Brownov pohyb sa nazyva Standardny Brownov pohyb alebo Standardny
Wienerov proces ak =0 a o2 = 1.

Nech W (t) je standardny Brownov pohyb bez driftu a nech AW je priras-
tok W (t) za ¢as At. Z vlastnosti (i) vyplyva

AW (1) =W (t+ At) — W(t) = &/At, (2.3)

kde z ~ N(0,1). Pre At — 0 mozeme predchddzajicu rovnost pisat v difer-
encialnom tvare

AW (t) = #Vdt. (2.4)

Vsimnime si, ze E(dW) = 0 a var(dW) = dt. Okrem toho néas bude
zaujimat aj spravanie (dWW)?% a dtdW. Strednd hodnota a rozptyl (AWW)? a
At A W st dané nasledovne

E(AW)?) = var(AW) + [E(AL]? = At, (2.5)
var((AW)?) = B(W(t+ At) = W] = [E(AW)?)P = o At)2.6)

Ipozri [5] str27
2Drift je deterministickd Cast
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kde Timpo 220 — 0 a

EMtAW) = E(AW(t+ At) —W(t)]) =0, (2.7)
E(AGW(t+ At)— W (t)]?
var (At AW) = { _[(E(A[t(v(vm A)t) - v(v)(i)) 2= oy (28
Korespondujuci diferencialny tvar je
E((dW)?) =dt , wvar((dW)?)= o(dt), (2.9)
E(dtdW) =0 , wvar(dtdW) = o(dt). (2.10)

Predpokladajme, Ze o(dt) mozeme zanedbat. Potom vidime, ze (dW)?

dtdW nie st stochastické, teda ich rozptyl musi byt nulovy. Naviac, (dW)* =
dt a dtdW = 0.

Vo vSeobecnosti Wienerov proces mdzeme pisat v stochastickom diferen-
cialnom tvare

dX (t) = pdt + odW (t), (2.11)

kde 4 je drift a o disperzia ®. Vyuzitim predchddzajtcich vysledkov (dW)?* =
dt a dtdW = 0, mozeme vidiet, ze

(dX (1)) = odt (2.12)
nie je nahodnéd premenné , hoci d.X je.

ITOOVA LEMA.
Nech u(X,t) je spojitd, nendhodna funkcia so spojitymi parcidlnymi de-
rivaciami podla premennych X, ¢, pricom

dX(t) = a(X,t)dt + b(X, t)dW (1) (2.13)

je stochasticky proces (Itoov proces), kde dW (t) je $tandardny Wienerov

proces definovany v (2.4). Potom prvy diferenciél stochastického procesu
Y (t) = u(X(t),t) je dany vztahom

4 (1) = @; a(X, t)aaX 1b(X )2 g);) dt + b(X, t)aa;(dW(t). (2.14)

3Vseobecne p a o modzu byt spojité funkcie tvaru u(z,t) , o(z,t).
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Dokaz *
Pomocou Taylorovho rozvoja si vyjadrime prirastok AY nasledovne
ou ou 0*u 9 0*u Pu
AY = 8—XAX Eﬂt = <8X2 AX +28X8t AXAt-JrWAt

(2.15)

Z (2.3) vyplyva, 7e AX? = b(X,t)?%? At+ vysSie rady At, to znamena,
ze ¢leny obsahujice AX? nemdzeme zanedbat, pretoze st radu At. Z (2.5),
(2.6) dostavame, 7e strednd hodnota &2 A t je At a rozptyl o(At). Vzhladom
na to, ze

AXAt=(a(X, ) At+ X, ) AW(E)) At =a(X,t) A +b(X,0)FAt?

mozeme pre At — 0 a AX — 0 vyrazy At? a AX A t zanedbat. Potom z
(2.15) dostavame totalny diferencidl

ou ou 0%
dY (t) = Edt—k 8_XdX + b(X t) 8X2dt (2.16)

odkial po dosadeni za dX z (2.13) dostavame tvrdenie lemy (2.14).

2.2 Samofinancujica dynamicka obchodna
stratégia

Majme portfélio obsahujtice akcie, opcie a bezrizikové dlhopisy. Samofinan-
cujtice portfolio (Cast 1.4) je zalozené bez Cistych podiatocénych investicii a
nevyzaduje ziadne dalSie vklady a vybery pocas svojej existencie, to zna-
mend, ze kazda dalSia jednotka cenného papiera je kompletne financovana
predajom iného cenného papiera v ramci toho istého portfélia. Dynamické
portfélio znamend, ze jeho Struktra sa v zavislosti od casu meni.

Oznac¢me si

e 1/ (S, t) hodnotu call alebo put opcie v Case t, ak cena akcie je S,
e (Js(t) pocet akcii v portfdliu,
e Qv (t) pocet opcii v portfdliu,
e Mg (t) penazna hodnota akcii v portféliu,

e My (t) penaznd hodnota opcii v portféliu,

4pozri [5] str. 29, a [4] str. 101
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Potom podmienku nulovych investicii v ¢ase ¢ m6zme vyjadrit nasledovne
M(t) = Ms(t) + My (t) + B(t) = Qs(t)S+ Qu(t)V + B(t) =0,  (2.17)

kde M (t) je hodnota portfdlia a B(t) hodnota bezrizikovych dlhopisov v
case t. Z predchadzajuceho vieme, ze stochasticky pohyb cien akcii a opcii je
reprezentovany rovnicami

as

d
& = pdt +odW VV = pydt + oy dW.

Z Itoovej lemy (Cast 2.1) vyplyva

dV = a—vdtJr 8—Vd5+ L 2528 Vd
ot S 2 052

Zo vztahu (2.1) dosadime za dS

_ oV oV 1 2020%V
v = dt+ Je(uSdt+oSdW) + L0529 Lat

_ (oV oV 0%V aV

Porovnanim so vztahom (2.2) dostavame pre py, oy

oV LA 12282V
5 T 1S5 + S

py = - e (2.18)
oS
oy = % (2.19)

Zmena hodnoty portflia dM(t) je odvodend od zmeny ceny, trokového
rastu ako aj od zmeny mnozstva akcii, opcii a dlhopisov.

M(t) = [Qs (t)dS +Qv(t)dV + rB(t)dt] + [SdQs(t) + VdQv(t) + dB(t)],

(2.20)

kde dB(t) reprezentuje zmenu v mnozstve drzanych dlhopisov vzhladom na

Cisty zisk alebo stratu z predaja akcii a opcii v porféliu. KedZe portfélio je

samofinancujice, suma poslednych troch ¢lenov v rovnici (2.20) je nulova.
Teda

M(t) = Qs(t)dS + Qv (t)dV +rB(t)dt. (2.21)
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Vyjadrenim B(t) z rovnice (2.17) a dosadenim do (2.21) dostavame

dM(t) = Qs(t)S(udt + odW) + Qv(t)V(uvdt + ovdW)
+r(—=Qs(t)S — Qv (t)V)dt,

dM(t) = [(p—1)SQs(t) + (uy —r)VQy(t)]dt + [0SQs(t) + UVVQ(V(t)])dW
2.22

Ak zostavujeme portfélio, snazime sa, aby riziko spojené s vyvojom cien
akcil a opcii bolo ¢o najmensie, pripadne nulové. Nahodnost je v rovnici
(2.22) reprezentovand Standardnym Wienerovym procesom dW . Staci teda,
aby koeficient pri dW bol nulovy, ¢o dosiahneme vhodnou volbou podielu
akcii a opcii v portféliu.

av

0S%s
O'SQs(t) V@S VQ\/( )

Odtial vyplyva, ze pocet akcii a opcii v samofinancujicom portféliu musi
byt v nasledujicom pomere

Qs(t) oV
oo = 55 (2.23)

Takto zostavené portfélio je potrebné spojite prisposobovat v zavislosti od
casu. Nagli sme dynamick stratégiu spravovania portfélia, ktora je bezrizikova
a nevyzaduje ziadne ¢isté investicie. Teda navratnost portfélia dM(t), ocis-
tend od stochastickej ¢asti, musi byt nulova. Potom rovnica (2.22) bude mat
tvar

(14— 1)SQs(1) + (v — 1)V Q1) = 0. (2.24)
Elementarnymi tpravami a dosadenim (2.18), (2.19) dostavame

o _ v OV 1,0V
(=855 =37 ThS55 T30 55—V,

odkial jednoduchou tpravou dostavame parcidlnu diferencidlnu rovnicu

av 1 2 O°V ov B
at S 552 rSaS—rV—O, (2.25)

ktord modeluje cenu opcie v zavislosti od ceny podkladajicej akcie.
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2.3 Okrajové a expiracna podmienka

2.3.1 Eurdpska call opcia

Expiracna podmienka pre eurépsku call opciu je dana jej payoff diagramom
(obr.1.1). Teda hodnota opcie ¢ v ¢ase expiracie, t.j. t = T, je urfend nasle-
dovne
c(S,T) = max (S — X, 0), (2.26)

¢o je aj expira¢na podmienka Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice.

Okrajové podmienky budeme aplikovat v bode S = 0, a pre S — oo. V
pripade, ze hodnota akcie S je nulova, potom aj d.S je nulova, to znamena, ze
S sa nezmeni. Je to jediny deterministicky pripad stochastickej diferencidlne;
rovnice (2.1). Z payoff diagramu vyplyva, ze hodnota opcie v Case expiracie
pre S = 0 je nulovd. Zrejme aj v pripade dlhsieho ¢asového obdobia do
expiracie je call opcia bezcenna pre S = 0.Teda

c(0,2) = 0. (2.27)

V pripade, ze hodnota akcie rastie, da sa predpokladat, ze dojde k jej
uplatneniu. Ak zoberieme do tvahy ¢asovii hodnotu penazi, potom z payoff
diagramu vyplyva, ze druhé okrajova podmienka méa tvar

o(S,t) = S — Xe "0, (2.28)

Naviac, ak cena akcie rastie bez obmedzenia, S — 0o, mdzeme podmienku
(2.28) pisat v tvare
c(S,t) ~ S pre S — 0. (2.29)

Pretoze v numerickom pristupe riesime tlohu na konec¢nom intervale, je pod-
mienka (2.29) pre numerické vypocty hrubd, t.j. vysledky st zatazené viiéSou
chybou. Preto budeme pouzivat podmienku (2.28).

Dostali sme tak Glohu tvaru

oV 1 , 0%V v
— + -0 5" —— S— —1rV =0 2.30
or T20 " a5z T Mas T T (2:30)
c(5,7) = max(S—X,0),
c(0,t) = 0,
c(S,t) = S—Xe T pre S — oo,

pre ktora existuje prave jedno explicitné rieenie (obr. 2.1)

¢(S,t) = SN(d) — Xe "T"IN(dy), (2.31)
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100

Figure 2.1: Explicitné riesenie ulohy ohodnotenia eurépskej call opcie s expi-
racnou cenou X = 60 .

kde

2.3.2 Eurépska put opcia

Podobne ako pri call opcii, aj pri urceni expiracnej podmienky put opcie
vychddzame z payoff diagramu (obr.1.2), teda ma tvar

p(S,T) = max(X — S,0). (2.32)

V pripade, Ze cena akcie S = 0, je pravdepodobné, ze drzitel uplatni
opciu. Akcie, ktoré maju nulovi hodnotu, tak preda za expira¢niu cenu X.
To znamend, Ze ak cena akcie je velmi nizka, hodnota put opcie sa rovna
sucasnej hodnote expiracnej ceny X vyplatenej v c¢ase T'. Predpokladajme,
ze rokova miera je konstantnd. Potom okrajova podmienka v .S = 0 ma tvar

p(0,1) = Xe T, (2.33)
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Podobne ako pri call opcii, na numerické vypocty je vyhodnejsie pouzit
podmienku, ktora lepsie vystihuje spravanie ceny opcie v okoli bodu 0, a to

p(S,t) = Xe7T=H_ 6 pre S —0. (2.34)

Ak cena akcie S rastie bez obmedzenia, t.j. S — oo, pravdepodobnost
uplatnenia opcie je nulova, pretoze drzitel opcie radSej preda svoje akcie na
trhu a ziska tak vacsi obnos, akoby si mal uplatnit svoje opéné pravo. V
tomto pripade je pre neho opcia bezcenna. Teda druha okrajova podmienka
ma tvar

p(S,t)=0 pre S — oc. (2.35)

Pre takto definovani tlohu (2.25), (2.32), (2.34) a (2.35) existuje explic-
itné rieSenie

p(S,t) = Xe "TIN(—dy) — SN (—d,). (2.36)

2.4 Opcie na akcie vyplacajuce dividendy

Dividendy vyplacané z titulu vlastnictva mézu mat stochasticky alebo deter-
ministicky charakter. V pripade modelovania stochastickych dividend musime
uvazovat o dividende ako o dalSej ndhodnej premennej nezavislej na cene
akcie. Je to dost komplikovany model, preto sa budeme zaoberat len divi-
dendami urcenymi deterministicky, co v skutoc¢nosti nie je az tak nerealne.
Zakladnym pravidlom pri ocenovani opcii na akcie vyplacajice dividendy, vy-
plyvajucim z principu arbitraze, je, ze cena akcie klesne o hodnotu dividendy
5

Ozna¢me si D konstantny spojity dividendovy vynos. Potom celkova div-
idenda ma hodnotu DSdt za ¢as dt. Vzhladom na to, Ze cena akcie pri vy-
placani dividendy klesne o jej vysku, stochasticka diferencidlna rovnica (2.1)
bude mat tvar

dS = (u— D)Sdt+ oSdW. (2.37)

Néslednym odvodzovani matematického modelu (pozri ¢ast 2.2), dostaneme
pre py vztah

v v 1 a*v

®Nech cena akcie klesne menej ako je hodnota dividendy D. Tym sa vytvori priestor
na arbitrdz, pretoze investor si moze kapit akcie za S, nechat si vyplatif dividendu D a
predat ich za Sp, ¢o je hodnota akcie po vyplateni dividendy. Dosiahne tak bezrizikovy
zisk =S + D+ Sp > 0. V pripade, Ze by cena akcie klesla viac ako o D, stac¢ilo by predat

akcie za S pred vyplatou dividendy a nésledne kipit za Sp. Vyska bezrizikového zisku by
bola S — Sp — D > 0, pricom S — Sp > D.
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¢im sa nam (2.25) zmeni na parcidlnu diferencialnu rovnicu tvaru

oo o1, 0V oV
o 52522 L pys2L v —o. 9.39
5 T30 e T DS (2:39)

Dividendy nemaju vplyvna vniutorni hodnotu opcie, to znamena, ze expi-
ratna podmienka ostane nezmenend. Ovplyviuji vSak okrajové podmienky,
a to nasledovne. Pri eurépskych call opcidch sa podmienka (2.27) nezment,
ale (2.28) bude mat tvar

¢(S,t) = SemPI=D _ xemrT=D), (2.40)

40
30t
20 ¢

10+

3040 50 60 70 80 90 100°

Figure 2.2: Hodnota eurdpskej call opcie s expiracnou cenou X = 60 na akcie
vyplacajice spojité dividendy (modra ¢iara) a na akcie bez dividend (¢ierna
Ciara).

Podobne je to aj v pripade eurépskej put opcie. Zmeni sa len okrajova
podmienka (2.34) na

p(S,t) = Xe "I — S PI=D e § 0. (2.41)

Z obrazku (2.2) mozeme vidiet, Ze hodnota opcie na akcie vyplacajice
spojité dividendy (modré ¢iara) je nizsia ako hodnota opcie na akcie bez
dividend (¢ierna ¢iara), dokonca jej hodnota moze byt nizsia ako jej vnaitorna
hodnota v case expiracie.
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2.5 Put - call parita

Put-call parita nAm vyjadruje vztah medzi eurdskou call a put opciou. Zna-
mena to, ze hodnotu put opcie mozeme vypocitat z hodnoty call opcie.
Uvazujme portfélio P pozostavajice z jednej akcie, jednej put opcie v long
pozicii a jednej call opcie v short pozicii, s rovnakym ¢asom expiracie. Potom
hodnota portfélia v ¢ase expiracie bude dana vztahom

P(T)=S(T) + max(X — S(T"), 0) —max(S(T') — X,0), (2.42)
a) P(T) = S(TY+X-5ST) = X pre S(T) <X,
by P(T) = S(T)—(S(T)—X) = X pre S(T) > X.

Vidime, ze v oboch pripadoch je hodnota portfélia X. Dostavame tak
rovnicu, ktord ndm definuje vztah medzi call a put opciou v Case expiracie T’

X = S(T)+p(S(T).T) - e(S(T), T),

odkial, ak vezmeme do tivahy ¢asovii hodnotu penazi a dividendu vyplacani
na akciu, dostdvame po elementarnych tpravach vztah

p(S(), 1) = e(S(t),1) + Xe " T~ _ §(4)e DT, (2.43)

ktory nazyvame put-call parita.

2.6 Americké opcie

2.6.1 Zakladna podmienka

Drzitel americkej opcie (put alebo call) méa oproti drzitelovi eurépskej opcie
rozsirené prava o moznost uplatnit svoju opciu v lTubovolnom c¢ase do expira-
cie opcie, witane. Da sa teda predpokladat, Zze hodnota americkej opcie je
vyssia ako eurdopskej.

Zoberme si eurépsku put opciu. Z obrazku (2.3) je zrejmé, ze v lubovolnom
case pred expiraciou je hodnota eurdpskej put opcie v okoli bodu S = 0
nizsia ako jej payoff diagram. Vyplyva to z okrajovej podmienky pre S =0,
p(0,t) = Xe7T=0,

Predpokladajme, ze hodnota americkej put opcie P je rovna jej eurépskemu
ekvivalentu. Ozna¢me S* cenu akcie taka, ze pre vSetky S < S* plati,
P(S,t) < max(X —S5,0). Na rozdiel od eurépskej opcie, americkt mozeme up-
latnit v lubovolnom ¢ase do expirdcie. Vznika tak moznost arbitraze, t.j. staci
kapit opciu P, uplatnit ju za expira¢nt cenu X, a opit nakupit akcie na trhu
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30 40 50 60 70 80 90 100>

Figure 2.3: Hodnota eurdpskej put opcie s expira¢nou cenou X = 60 a payoff
diagram eurdpskej put opcie.

za cenu S. Dosiahli by sme tak bezrizikovy zisk v hodnote (X — P —5) > 0.
Argument arbitrdze hovori (pozri ¢ast 1.5), Ze takito situdcia nemdze na
trhu dlho vydrzat. Dopyt po opciach vytla¢i hodnotu americkej put opcie
pre S < S* na uroven payoff diagramu. Dostavame tak prvii podmienku pre
americkd put opciu

P(S,t) > max(X — 5,0). (2.44)

To znamend, ze hodnoty americkej a eurépskej put opcie s rdzne.

Je zrejmé, ze rovnaka situacia plati pre americké a eurépske put opcie na
akcie vyplacajice spojitu dividendu.

V pripade eurdpskej call opcie bez dividendy je hodnota opcie nad payoff
diagramom, VS : ¢(S, t) > ¢(S5,T) = max(S — X,0). Teda mozeme povedat,
ze hodnoty eurdpskej call opcie a americkej call opcie na akcie nevyplacajace
dividendy sa rovnaju

c(S,t) =C(S, 1),

pretoze hodnota opcie, ak ju uplatnime, je dana payoff diagramom. Nem4a
teda zmysel uplatnit opciu pred expiraciou, ale vyhodnejsie je ju predat za
C(S,t).

Inak je to v pripade call opcie na akcie vyplacajice spojité dividendy. Z
okrajovej podmienky (2.40) dostdvame, Ze pre S — oo je hodnota eurdpskej
call opcie priblizne Se PT . To znamena, 7e pre D > 0 a dostato¢ne velké
S je hodnota eurépskej call opcie mensia ako payoff diagram. Podobne ako v
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pripade americkej put opcie, ak uvazujeme americkt call opciu na akcie vy-
placajuce dividendy, vznikd moznost arbitraze, t.j. kapit americka call opciu
C, uplatnit ju pred expiraciou X, predat akcie na trhu S, ¢im sa da ziskat
bezrizikovy zisk (—C'— X+ S) > 0. Z argumentu arbitraze vyplyva, ze takato
situdcia moze nastat len na kratky c¢as, pretoze dopyt po opciadch zapricini
narast ceny opcie na uroven payoff diagramu. Dostavame tak podmienku pre
americk call opciu

C(S,t) > max(X — S,0). (2.45)

Na zaklade diskusie, ktord nas doviedla k podmienkam (2.44), (2.45)
mozeme usudit, ze pre americkl put opciu existuje cena podkladajicej akcie
Sy (t) taka, ze pre fubovolnd cenu akcie S(t) < Sf(t) je vyhodné opciu uplat-
nit. Rovnako v pripade americkej call opcie na akcie vyplacajice dividendy
existuje cena akcie Sf(t) takd, Ze je vyhodné opciu uplatnit pre Tubovolni
cenu akcie S(t) > S;(2).

S(t) sa nazyva optimélna expira¢nd hranica (optimal exercise boundary)
a je zavisla od casu t, to znamena ze jej hodnota sa s casom meni a teda nie je
dopredu znama. Vytvara volna hranicu, podla ktorej sa problém ocenovania
americkych opcii nazyva problém s volnou hranicou.

2.6.2 Problém prekazky

Majme elasticki strunu upevnent na dvoch koncoch, A a B, a nejaky hladky
objekt (prekdzku) medzi tymito dvoma koncami. Nagou tilohou je ndjst body,
v ktorych sa prekazka a struna buda dotykat. Vieme, Zze struna bud lez
na objekte, ¢im je vlastne jej pozicia urcend, alebo je nad prekdzkou a v
naSom pripade mé linedrny priebeh (obr.2.4). Z prechadzajiceho vyplyva,
ze zakrivenie struny je bud zdporné alebo nulové. Prva derivicia funkcie
popisujucej strunu musi byt spojitd. Ak to zhrnieme, tak dostavame, ze

e struna musi byt na alebo nad prekazkou,

e struna ma zaporné alebo nulové zakrivenie,

e struna je spojita,

e struna nie je zlomend, ale hladko obopina prekazku.

D4 sa ukazat, ze za takto urc¢enych podmienok je riesenie problému prekazky
jednoznacné.

Ozna¢me f(x) vysku prekdzky v bode = a u(x) vys8ku struny. Nech konce
struny su upevnené v bodoch A, B. Predpokladajme, ze f(z) > 0, pre z €
(A, B), takze oblast dotyku struny s prekazkou existuje. Pre jednoduchost
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Figure 2.4: Problém prekézky. Prekdzka (hrubd ¢iara) a hladand funkcia
(tenkd Ciara).

budeme predpokladat, ze f'(z) < 0, z ¢oho vyplyva, Ze existuje iba jedna
oblast kontaktu. Potom volnt hranicu tvoria body, a a S, kde sa struna
stretne s prekazkou.

Je zrejmé, 7e v oblasti dotyku plati u = f, to znamend v" = f'. V
miestach, kde sa struna nedotyka prekazky, je jej priebeh popisany linearnou
funkciou, teda ' = 0. Vo veobecnosti na tplné popisanie linedrnej funkcie
potrebujeme dva body. V nasom pripade st to u(A) = 0 a u(a) = f(«) zlava,
rovnako aj na druhej strane u(f3) = f(5) a u(B) = 0. Pretoze nepozname
body «, § musime na popisanie problému zadat dalSie okrajové podmienky
na urc¢enie tychto bodov. Fyzikilne hladisko zaloZené na rovnovéhe sil hovori,
7e v bodoch «,  musia byt funkcie u, u' spojité. Potom modzeme problém
volnej hranice formulovat ako problém najdenia funkcie v a bodov «a, § tak,
ze

u(A) = 0

u'(x) = 0 A<zr<a

u(e) = [f(a) u'(a)=["(o)

ulx) = f(x) Sa<z< 5} (2.46)
wWB) = f(B) w(B)=[(5)

u'(x) = 0 f<z<B

uw(B) = 0
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Ak funkcia f(z) splia predpoklady, potom u(z), a a 3 st jednoznaéne
urcené.
Pripomenme si, Ze struna sa moéze nachadzat v dvoch polohdach. Bud lezi

nad prekdzkou, t.j. u > f, priom u je linearna (u" = 0), alebo obopina
prekazku, tj. v = f a plati " = f < 0. Potom problém mozeme pisat v
tvare linedrnej komplementarity
u'(u—f) = 0,
—u' > 0, (2.47)
(u=f) >0,

spliiajicej podmienky

u(A) =u(B) =0, u, u si spojité. (2.48)

2.6.3 Americka opcia ako tloha s volnou hranicou

Rovnako ako pri probléme prekazky mozeme postupovat pri ohodnocovani
americkej opcie definovanim nasledujucich podmienok.

i. Hodnota opcie, ozna¢ime ju V' (S,t), musi byt nad, resp. na payoff dia-
grame.

ii. Parcidlna diferencidlna rovnica (2.38) je nahradend nerovnicou.

iii. Hodnota opcie V/(S,t) ako funkcia premennej S, t musi byt spojita podla
S.

iv. %/—(S, t) musi byt spojita funkcia.
Z Casti (2.6.1) vyplyva, Ze v pripade americkych opcii je hladanou funkciou
hodnota opcie a bod dotyku S(t). Prekdzkou je payoff diagram. Teda hod-
nota opcie musi byt nad, pripadne na payoff diagrame (i).

Druha podmienka vyplyva priamo z vlastnosti americkych opcii. Neskor
uvidime, ze pri konstrukcii Black-Scholesovho modelu vychadzame z toho, ze
navratnost nasho portfélia polozime rovni navratnosti bezrizikového vkladu
v banke. To plati pri eurépskom type opcii, ked je ¢as moznosti uplatnenia
opcie dopredu znamy. V pripade americkych opcii to tak nie je. V nevyhode
je hlavne vy pisovatel opcie, ktory (akokolvek je to pre neho nevyhodné) musi
dodrzat op¢éné podmienky. To znamend, ze navratnost jeho portfélia nemusi
byt vzdy takd ako navratnost vkladu v banke. Z argumentu arbitraze vy-
plyva, Ze navratnost nemoze byt ani vysSia. Dostavame tak nerovnicu

ov 1 0%V oV

202
R — - — - ‘/ < R
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ktord zodpoveda podmienke (ii).

Tretia podmienka, ze hodnota opcie je spojita, je zalozena na argumente
arbitraze. To znamend, ze ak by existovala nespojitost hodnoty opcie ako
funkcie ceny akcie a pretrvavala by dlhSie nez nekonec¢ne maly ¢as, potom
by portfélio opcii mohlo dosiahnut bezrizikovy zisk pri naraste ceny akcie na
hodnotu, kde nespojitost vznikla.

Uvazujme americka put opciu P(S,t). Potom podmienka (iv) je zrejma
pre S € (0,5¢(t)) U (Sf(t),00), pretoze pre S € (0,5 (t)) hodnota opcie lezi
na payoff diagrame a pre S € (S;(t),00) spliia rovnicu (2.39). Ostava ndm
zistit hodnotu prvej parcidlnej deriviacie P v bode S = Sy(t). Existuji tri
moznosti:

o%—]§<—1,
o(g—]§>—1,
0%1537:—1.

Ak 8L < 1 pre 5 = Sy(t), potom pre S > Sy(t) bude platit P(S,1) <
max(X —.5,0), ¢oje spor s podmienkou (2.44) a vznikd moznost arbitraze.

V pripade g—g > —1 v bode S = Sy(t) musime zobrat do tvahy, ze
drzitel opcie sa snazi maximalizovat hodnotu opcie. T4 je pre S > S¢(t)
ur¢end rovnicou (2.39) a okrajovymi podmienkami P(S,t) = 0 pre S — oo

a P(Sy(t),t) =X — Sy(t). Teda ak budeme zmengovat hranicu Sy(¢), potom
oP

hodnota opcie sa bude zvySovat a 99 —1. Takymto spdsobom najdeme
bod, v ktorom bude hodnota opcie maximalna a sicastne nebude existovat

moznost arbitraze. Teda %—g = —1 v bode S = S¢(t).

Analogicky sa da ukézat, ze % =1 v bode S = Sy(t) pre americku call
opciu.

Na zaklade predchadzajuceho mozeme zapisat ulohu najdenia hodnoty
americkej put opcie na akcie vyplacajice spojité dividendy ako tlohu volnej
hranice nasledovne:

oP | 1 0P opP
1. 5 +50252W +(r—D)SGHg —rP =0 pre S > Si(t),
,T) =max(X — S,0) pre S € (0,00),
=X -8 pre S <5(t), (2.50)

S Ol N
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Analogicky moézeme napisat tlohu pre americka call opciu na akcie vy-
placajuce spojité dividendy:

2
1. %% + %02522—307 +(r— D)S%% —rC'=0 pre S < Sy(t),

C(S,T) =max(S — X,0) pre S € (0,00),
S,t) =5 —X pre S > Si(t), (2.51)

S St
QQQ
I~ N N

<
N
I

Vyuzitim tedrie parabolickych varianénych nerovnic sa da ukazat, ze
tilohy (2.50) a (2.51) maju jediné, tzv. slabé riesenie ©.

2.7 Transakéné naklady

Black a Scholes sformulovali nasledovné predpoklady na odvodenie modelu
na ocenovanie opcii:

1. Cena akcie méa charakter popisany stochastickou rovnicou (2.1).

2. Bezrizikové irokova miera r a volatilita akcie o st zndme funkcie r = r(t)
a o = o (t) pocas zivota opcie .

3. Neexistuju ziadne transakéné ndklady spojené s hedgingom.
4. Akcie nevyplacaju ziadne dividendy pocas zivota opcie.

5. Nie je moznost arbitrdze 8.

6. Obchodovanie s podkladajticim aktivom je neustéle.

7. Trh je likvidny.

Na zéklade tychto predpokladov bola odvodend Black-Scholesova rovnica,
totoznd s parcidlnou diferencidlnou rovnicou (2.25).

Sucastou obchodovania na burze st transakéné naklady, ako aj dividendy.
Neexistuje jednotna cena opcie pre vSetkych investorov, pretoze transakcéné

b pozri [1]
"Funkcie r = (t) a 0 = o(t) budeme uvazovat ako konStanty.
87.j., kazdé bezrizikové portfélio musi mat rovnaka navratnost.
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naklady st odvodené od objemu obchodu, to znamend, ze ¢im vacsi je obchod
¢o do objemu, tym mensie percento tvoria.

Leland (1985) urobil jednoduchét modifikiciu Black-Scholesovho modelu
pre vanilla opie, do ktorého zahrnul transakéné naklady a diskrétne udrzia-
vanie portfélia ?. Mozeme formulovat nasledujice predpoklady:

1. ZloZenie portfdlia sa moze menit kazdych 0%, kde dt je konecny fixny ¢asovy
krok.

2. Zmena ceny akcie v diskrétnom case 4t je dana vztahom
85 = (u — D)Sbt+ 0 Sp\V6t, (2.52)

kde ¢ je ndhodnd premennd s normalnym rozdelenim pravdepodobnosti
N[0, 1].

3. Transakéné naklady st odvodené od objemu transakcie. Nech v je pocet
akcii kapenych (¥ > 0), resp. predanych (v < 0) za cenu S. Potom
transakéné ndklady mozme vyjadrit ako sacin fy |v| S, kde fy je kons-
tanta, ktora zavisi od investora.

4. Ocakavana navratnost bezrizikového portfélia sa rovna navratnosti vkladu
v banke.

Uvazujme portfélio pozostéavajice z A akcii a z 1 opcie v long pozicii, V (S, t)
10 Potom hodnota portfélia II je dand vztahom

=V +AS. (2.53)

Hodnota opcie V = V(S,t) ako funkcia ceny akcie S a ¢asu ¢ spliia pred pok-
lady Itoovej lemy (pozri ¢ast 2.1), odkial vyplyva, Ze zmena hodnoty opcie
dV sa da pisat v tvare

oV OV 1,00
dv = 8555+<8t S e )&.

Dosadenim stochastickej rovnice (2.52) za 6S dostavame

2V
zr _2 2
or = DSHe+ 5078 57

9Predpokladom Black-Scholesovej analyzy je spojity hedging.
107/(S,t) je hodnota eurdpskej call alebo put opcie.

dV = <8V AL > ot + 6S—¢>\/_ (2.54)
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Zmena hodnoty portfélia 611 je danid zmenou hodnoty opcie, zmenou ceny
akcii, vyskou dividendy ako aj transakcénych nakladov. Teda

0TI = 6V + ASS + DASSt — fnS ] . (2.55)

Dosadenim (2.52), (2.54) dostaneme

oI = (%_‘; +(u- D)5 + 3o 25225%2) 5t + 659 o5t

+A (1 — D)SSt + 0S¢\/6t) + DASSE — fnS |y,

o = (37 +(u- D)5 T + Au - D)5+ DAS+ bo?5204r 62 ot

+5s(%‘/ + A) SVaE— NS vl

Rovnako ako v ¢asti (2.2) sa snazime zostavit portfélio, ktorého vyvoj
vieme dopredu urcit, teda sa snazime eliminovat vplyv stochastickej zlozky.
Polozme

ov
A=——. 2.56
95 (2.56)
Potom mo6zme zmenu hodnoty portfélia vyjadrit nasledovne:
oIl = o DSaV L 82V ot S 2.57
=\ PS5+ 30 S e ) ot - InSll (25T)

Pripomenime si, ze A(t) zna¢i pocet akcii v ¢ase t a A(t+ dt) pocet akcii v
Case t + dt. Potom pocet predanych, resp. kipenych akcii ¥ mo6zme vyjadrit:

v = A(t+0t)— A(l)

(2.58)
~OV(5,1) + G2 (S + 65, 1 +bt).
7 Taylorovho rozvoja
VS 0S5,t+ 0t) = VSt aZVSt(SS o S,t)ot

a zo zmeny ceny akcie §S = 0S¢\/6t+0 (6t), kde dominanty ¢len je 0So/6t,
mozeme odvodit vztah na vypocitanie v:

02V al
vr S (S008 xS

75 oS\ ot. (2.59)
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Teda ocakévané transakéné naklady v rdmci jedného casového kroku su

dané
fNS|Z/| \/7fNOS2

Potom strednéd hodnota zmeny hodnoty portfélia

2
E[sTI) = (8—V—Dsa—v ! 25262—V—\ﬁfws
™

0%V

95 Vot (2.60)

oV
L

oy 7 75 N ) 5t. (2.61)

Z argumentu arbitraze vyplyva, ze navratnost nasho portfdlia, dana zme-
nou jeho hodnoty, neméze byt vicsia ako je ndvratnost bezrizikového vkladu
v banke. Ak by sme vlozili obnos rovnajici sa ndsmu teoretickému portféliu
I1() v ¢ase t bud do banky alebo bezrizikovych dlhopisov, potom za ¢as
d(t) dosiahneme hodnotu r(V — Sg—‘g)&t. Porovnanim so vztahom (2.61) a
elementdrnymi upravami dostaneme parcidlnu diferencidlnu rovnicu

G\% 1 252 \[ fyoS2 |0
ot T 852 NeT

ktord je rozSirenim pdvodného Black-Scholesovho modelu.

Na rozdiel od rovnice (2.39) je tato rovnica nelinedrna, ale tiez pouzitelna
na ohodnotenie portfélia. V dosledku nelinearity nemozeme uréit hodnotu
portfélia ako mnoziny pozostavajicej z roznych opcii s¢itanim hodn6t opcii.
Povedzme, ze nase portfélio obsahuje velké mnozZstvo opcii a nevSimneme si,
ze v om mame dve opcie, ktoré sa navzajom rusia. Napriklad call opciu v
long pozicii a call opciu v short pozicii na to isté podkladajice aktivum, s
rovnakou expirac¢nou cenou a casom do expiracie. Potom na kazda z nich
aplikujeme A-hedging, ale v dosledku transakénych nakladov bude v case
expirdcie nasa bilancia zaporna. Payoff diagramy opcii sa vynuluja, ale ndk-
lady nam ostant. V pripade, Zze sme schopni detekovat opac¢né pozicie opcii,
nebudeme na kazda z nich uplatiovat A-hedging. Potom v Case expiracie sa
payoff diagramy opéat vynuluji, ale bilancia bude nulova, pretoze sme nemali
ziadne transakcéné naklady.

Vplyv transakénych nakladov na rieSenie rovnice (2.62) je vyjadreny ¢lenom

+ (r - )Sg—g —rV =0, (2.62)

85 2

2 ZNO'SQ 82‘/ ’ , . o 82‘/ . 4
\/; ot 5%/ kde vyraz v absolitnej hodnote I' = 057 meria stupen

mishedgingu spravovaného portfélia. V pripade portfélia druhd parcidlna de-
rivacia hodnoty opcie podla ceny akcie meni svoje znamienko.

ME[F()) = o= [ F(e)e 17 do
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2 fno
— 2\/;ﬁ (2.63)

V pripade jednej vanilla opcie v long pozicii plati

Oznaéme

o’V

052
Potom dosadenim (2.63) do vztahu (2.62) dostaneme hodnotu opcie V' (S, X, 52, , t,)
s upravenou volatilitou, vyjadrent Black-Scholesovou diferencidlnou rovnicou

(2.39). Tazodpoveda rieSeniu rovnice (2.62) ak uvazujeme jednu vanilla opciu
v long pozicii a berieme do tvahy transakéné naklady.

> 0.

2.8 Transformacia B-S rovnice na rovnicu ve-
denia tepla

V predchadzajucej ¢astisme si odvodili model na ocenovanie opcii, reprezen-
tovany nelinedrnou parcialnou diferencialnou rovnicou

OV 1 500 \[ fnoS? |
- 5 zZ
ot " Vot

Skor ako ju za¢neme aproximovat, je vyhodné ju transformovat na jednoduchsi
tvar. Nech

+ (r — )Sg—g—ﬂf—o

852

_ X — s
S = Xe = T = lnX,
t=T-1 = 7 = ST 1), (2.64)

V(S,t) = Xo(z,7).

Potom na zaklade substiticie (2.64) mozeme vyjadrit jednotlivé ¢leny
rovnice (2.62) nasledovne:

v 8v( Ly
ot or 2
v _ X
R

OV _ XPv X
05?2  S20z2  S%?0x’
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Dosadenim do rovnice (2.62)

X b B - 40 - VFhoR|Lo Ko
+(T—D)S%(rg%—er = 0,
odkial elementdrnymi Gpravami dostaneme

Oznaéme

r (r — D) 2 fN
=5 , C= , C3= 2\/ . 2.66

Vyuzitim oznaCenia (2.66) bude mat rovnica (2.65) tvar

ov % v n ov v v (2.67)
— = — — 4+ ——cv—C3|— — —|. )
or 0z oxr  ox - Tlo? ox
Nech
v(x,7) = e Pz, 1)  kde o, 3 € R.
Potom jednotlivé ¢leny rovnice (2.65) mozeme vyjadrit nasledovne:
0 0
a_: 66a1:+,37u+ eaa:Jr,B’ra:’f,
ov ou
% _ aeam+ﬁru+ eam+6T %7
Pv ou Pu
2 20Ty, 4 e TP % + eoTtB el
Dosadenim do rovnice a eliminovanim ¢lena e®*1#7 dostaneme
ou oa 0
Pu+g- = ozu+20za —1—8—%—1—( 1)(au+a—g)
(2.68)

—cu — c3 |0?u+ 20

S5
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Porovnanim koeficientov pri derivaciach funkcie u ziskame vyjadrenia pre

«, [.
a = ——(cp—1), (2.69)

B = —(eg—1)*—cy. (2.70)

P NI

Potom rovnica (2.68) bude mat tvar

ou  0%u 1( 2_ 1) ou N 0%u
— == —al-(g—1u—c—+ /.
or o2 (12 20 | Qa2
Oznacme ¢4 = 21[(03 — 1). Potom vysledny tvar transformdcie rovnice
(2.62) bude
ou Pu ou ul |,
8_7' = @ — C3 |C4U — CQ% + @ , (271)

pricom vztah povodnej funkcie V(S,t) a funkcie u(xz,t) je dany
V(S,1) = Xe 2@ Dol selry (g 7y (2.72)

kde z € (—o0,00) a T € (0,%02(T— t)).

Podobne ako sme transformovali rovnicu, musime transformovat aj ex-
piracni a okrajové podmienky. Uvazujme eurépsku call opciu ako rieSenie
tlohy (2.31). Potom expira¢nd podmienka, s vyuzitim (2.64) a (2.72), bude
maft tvar

u(r,0) = VST,
= % ez(@-1z max(S — X, 0),
= 3% max(e® — 1, 0).
Teda
w(z,0) = max(e3 )T — gzle2=1 @), (2.73)

Z (2.64) a (2.72) dostaneme, ze okrajovd podmienka (2.27) pre S — 0

bude mat tvar
lim wu(z,7) =0 (2.74)

T—>— 00

12 Ak neuvazujeme transakéné niklady dostaneme rovnicu vedenia tepla.
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a podmienka (2.40)

lim u(z, 7) = ez Dot ile )T _ gg(e=Dotg(ea-1)’r (2.75)
T —0o0
Z (2.71), (2.73), (2.74) a (2.75) dostavame transformovant ulohu pre eu-
répsku call opciu.
Analogicky mé7me transformovat podmienky (2.32), (2.33) a (2.35) pre
eurépsku put opciu. Zaciatocna podmienka je

u(x,0) = max(e%(@_l)m — e3letlz 0) (2.76)

a okrajové podmienky

T——00
lim w(z,7) = 0 (2.78)

Vzhladom na to, ze uloha je rieSena na konec¢nom intervale, bude mat
podmienka (2.77) tvar

im_u(z,7) = ezl Dat (=11 _  3(e+)otilea+1)’r (2.79)

Uvazujme americkl put opciu. Potom nerovnicu (2.49), rozsirent o transakéné
naklady a upraveni transformdciou (2.64) a (2.72) mozeme napisat nasle-
dovne:

ou - 0%u ou 0%u

— — — (3 |cqu — Cg— — .

or = o2 | ‘o 0x?
Problém ocenovania opcii je velmi podobny problému prekizky, ale s tym
rozdielom, ze prekdzka je casovo zavisla, v nasom pripade sa jedna o trans-
formovanu payoff funkciu definovant ako

(2.80)

g(I, 7_) _ e(i(c2’1)2+01)7 maX(e%(czfl)x _ 6%(C2+1)I7 0)7 (2.81)

Teda podmienka (2.44) je
u(x,m) > g(z,7). (2.82)
Odtial dostavame transformovant expiraéni podmienku pre nerovnicu (2.80)

u(z, 0) = g(z,0). (2.83)
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Rovnako ako pri eur6pskej put opcii, aj hodnota americkej put opcie je nulova
pre S — oo. Potom okrajovd podmienka ma tvar

Jim u(z, 7) = 0. (2.84)
Podmienky spojitosti (iii) a (iv) z ¢asti (2.6.3) sa transformaciou zmenia na

u, % si spojité. (2.85)

Aplikdciou numerickej metddy zizime tlohu ohodnotenia americkej opcie
na kone¢ny interval. To znamend, Ze problém (2.80)-(2.85) budeme uvazovat
len pre z € (2!, 27), kdez! € RaxP € Ra|2!| a 27| st dostatocne velké, aby
sme mohli zaviest okrajové podmienky pre americku put opciu nasledovne:

u(z?, ) = 0, uw(zl,7) = g2, 7). (2.86)

Potom mozeme (2.80)-(2.86) pisat v tvare linedrnej komplementarity

ou 0%u ou 0%u
(E  Ox2 + c3 |cgu — CQ% + BI%) )(U($,7) —g(z,7)) =0,
2
<—gg — —gl’gj + c¢3 |cqgu — ng—g + % ) Z 07

(2.87)
(u(z,7) —g(x,7)) > 0,

so zaciato¢nou a okrajovymi podmienkami (2.83) a (2.86), a s podmienkami
spojitosti (2.85).

Rovnako sa da v tvare linearnej komplementarity napisat tloha pre am-
ericku call opciu, kde

(%(02—1)2-1-01)7' max(e%(CQ"'l)w — 6%(62_1)“%7 0) . (288)

glz,7) =€

Potom zaciato¢nu a okrajové podmienky moézeme napisat v tvare

(2.89)

Podmienky spojitosti (2.85) ostavaji nezmenené.



Chapter 3

Metoda konecénych objemov

Metéda konec¢nych objemov je diskretizaéna metdéda. Skor ako za¢neme vytvarat
numerick schému rovnice (2.62), vieme zadefinovat siet S oblasti 2 € R?, na
ktorej hladdme rieSenie tak, ze {2 = Uk g K, kde K je diskretizacnd bunka
alebo kontrolny objem.

Definicia 3.1

Nech S = (K;;)ic—m+1,m—1; j—1...n j& Dripustnd siet ! oblasti Q =
(z', 2”) x (0, 30*(T — 1)), ktora splita nasledujtice predpoklady.

Nechme Nane N, h_py1, - hype1 >0, ki, -+, ky, > 0 také, ze

m n 1
Z h,z = (l’p —ZL’l) s ZkZ: 50'2(T—t),
i=—m =1
a nech h_,, =0, h,, =0.
Nech z_p, 1 = gl aw; 1 =x;_1 +hprei=-m+1 -, m-—1,takze
Ly 1 = P anech o = 0a71; =7,y + kjpre j =1,---,n, takze 7, =
50°(T — t) a kontrolny objem

K= [%'7%,95”%] X [1j-1,7]-
Nech (#;)i=—m,...m je postupnost bodov taka, ze

Tl <@ < x L opre i=—-m+1,---m-—1, 2y, = x, xm=2a".

Z predchddzajiceho h; = z; 1 — x;_1 a oznacme
2 2

hH% =Ty —x; pret=—m+1,---,m—1.

'pozri [2] - definicia pripustnej siete

39
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Nech
h = sup{h;,i=—m,---, m},
k= sup{kj,j=1,---,n}
Nech z! = —aP. V predchadzajicej kapitole sme odvodili za¢iato¢ni pod-

mienku a okrajové podmienky pre rézne typy opcii. Aby sme ich nemuseli
uvazovat jednotlivo, ozna¢me §(x,t) za¢iatoénit podmienku a okrajové pod-
mienky. Potom plati

u(zx,0) = [(z,0) pre z € (—aP,xP),
u(=a?,7) = B(=a",7) pre T €(0,50°(T —1)), (3.1)
uw(z?,7) = [P, 1)  pre 7€ (0,50*(T —1)).

Pre jednoduchost budeme predpokladat, ze delenie oblasti €2 je rovnomerné

a bod ; je stred intervalu (z;_1, z;,1). Nech
h = hi prei=—-m+4+1,---,m—1, (3.2)
k = k; prej=1,---,n. (3.3)

3.1 Numericka schéma
pre rovnicu bez transakénych nakladov

Numerick schému ziskant metddou konecnych objemov najdeme integrovanim
rovnice (2.71), ak neuvazujeme transakéné naklady nad kazdym kontrolnym

objemom K ;,
/ /”% Lpp _/ /”1 azudach (3.4)
Tj—1 7T Tj—17T

Odtial dostaneme

Lxlt% (u(x7 T]) N U(I,Tj—l)) dx = /T]Til (%(l’“—%; 7-) - %(Ii_%77—)> dT.
(3.5)

=3
Vzhladom na to, 7e u(z, 7) je hladana funkcia, nemozeme parcialnu derivéciu
u podla z vyjadrit explicitne. Z Taylorovho rozvoja funkcie v v bode (z;11, 7;)
a (x;,7;) vieme, Ze

ou h 10%u h 1 Pu h
0

3 4
_x( 1T 5 +2’8x2( )? +§%(§) +O(h%),

(3.6)

W(Ti, 7)) = U($i+%’7j)+
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ou h 13u, h 1 9%u h
@y ) = (@0, 7) = - (015 + 5152(5) — 555 (5) T OB,

(3.7)
. ., , . O(h) i .
pricom O(h) je vyraz, pre ktory plati lzm,HOT < C, kde C je konstanta
2. Odpocitanim (3.7) od (3.6) dostaneme

Ju
(i, ) = w(wi, 75) = S 1,mi)h + O(R), (3.8)
odkial jednoduchou tipravou a zanedbanim ¢lena O (h*) dostaneme aproximé-
ciu prvej parcialnej derivacie funkcie u podla x pomocou centralnej diferencie,

ou w(xiq1,7;) — ul(xg, 75)
o (i1, ) = ! (3.9)

s chybou rddu O(h?). Na vyjadrenie prvej parcidlnej derivicie na j-tej ¢asovej
vrstve sme pouzili hodnoty z tej istej vrsty, teda vysledna schéma bude im-
plicitna®. Dosadenim (3.9) za u, mozeme (3.5) pisaf v tvare

/$i+% (u(x,’fj) — u(:l?,’fj—l))dx

T, 1
L)

_ /Tj w(igy, ;) — (i, 7)) B w(w;, ;) — w(@iy, ;)
h h
(3.10)

Hodnotu integralov na oboch stranach rovnice aproximujeme pomocou
lichobeznikového vzorca, t.j.

b—a

[ 1) ~ 2 (@) + F0

kde f(z) je Tubovolné funkcia definovand na (a,b). Potom z (3.10) dostaneme

w(xip1, ) —ulx;, 7 u(x;, 7)) — w(x;_1,7;

h (s, ) = (e 751)) :k< i) — (@) wlon ) — ule, )
‘ (3.11)
Oznaéme si u] hodnotu diskrétnej premennej ako aproximaciu u v kon-
trolnom objeme K;j, priom u] mozme povaZovat za aproximdciu strednej
hodnoty u nad Kj;, alebo hodnoty u(z;, 7;), pripadne inej hodnoty u v kon-

trolnom objeme K ;.

*pozri [4] str.119
3Ak by sme pouzli 7 na ¢asovej vistve j — 1, dostali by sme explicitna schému s
podmienkou stability % < 3.

dr.
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Aproximaciou u(zi, ;) & u} a elementdrnymi tpravami dostaneme num-
erickl schému metédy konefnych objemov rovnice (2.71) pre fy = 0:

k. k k -k i
_ﬁ“gﬂ + <1 tost ﬁ) ul — ﬁu{_l =l (3.12)
Ozna¢me « podiel ¢asového kroku a druhej mocniny priestorového kroku,
k
Potom numericki schéma (3.12) bude mat tvar
—aul | + (14 2a) ul — aufﬂ =l (3.14)
Vidime, Ze na vyjadrenie jednej hodnoty w(w;, 7,_1) z Casovej vrstvy j — 1
potrebujeme tri hodnoty z ¢asovej vrstvy j. To znamena, ze pre 1 = —m +
1,--+-,m — 1 dostavaneme systém 2m — 1 linedrnych algebraickych rovnic o
2m + 1 neznamych. Diskretizaciou okrajovych podmienok,
u{m = ﬁfm = B(=af,7;) prej=0,---,n, (3.15)
ufn = ﬁgl = B2, 1;), prej=0,---,n (3.16)

a dosadenim do numerickej schémy (3.14) dostaneme systém 2m — 1 rovnic
o 2m — 1 neznamych:

1 +2a)! 0~ = W) +af,,
—au{mﬂ +(1+ 2a)uj_m+2 — ozuj_m+3 = uﬁ,}m,
: (3.17)
—Ozu{'n_s +(1+ 2“)“%1—2 - aufﬁ—l = U%—lza
—aul 5+ (14 2a)uin,1 = o7+ afl
pre 7 =1,---,n. Teda hodnoty na j-tej vrstve vypocitame z hodnot na j— 1

vrstve, pricom hodnoty na 0O-tej vistve ziskame diskretizaciou zaciatocnej
podmienky,

u) = B(x;,0) prei= —m,---,m. (3.18)
OznaCme si
1+2 —a o - 0 0
—a 1420 -« 0 0
m=| co e , (3.19)
0 0 Ce. —a 1 —+ 2cv —Q

0 0 0 — 14+ 2«
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J j—1 J
U—_ 41 U=m1 + afnm
j i
U 19 (i 0
j_ : j—1 _ :
uw = ; V= 1 ) 3.20
ud ’ i + 0 (3:20)
j j—1 :
,u’mfl umfl + Oéfggn

Potom maticovy zapis systému linearnych rovnic (3.17) je

Mu? = b1, (3.21)

Definicia 3.2
Nech A = (a;;) je Stvorcova matica s redlnymi prvkami typu n x n. Potom

1. A je symetrickd, ak plati AT = A, t.j. a;; = a;i,
2. A je pozitivne definitnd, ak je symetrickd a 27 Ax > 0, Vo € R", z # 0,
3. A je trojdiagonélna, ak plati a;; = 0 pre |i — j| > 1.

4. A je diagonalne dominantna, ak plati

j=1,ii

5. A je ostro diagonédlne dominantné, ak plati

n

Ayl > Y |Ay] prei=1,--+,n. (3.23)
j=1i#i

Definicia 3.3
Triedou Z, (n > 1) budeme rozumief mnozZinu vSetkych Stvorcovych redl-
nych matic n-tého radu, ktorych vsetky mimodiagonalne prvky st nekladné,
teda
Zy = {A=(a;;) typu (n,n); a;; <0, ¢ #j}. (3.24)

Definicia 3.4

Nech A € Z,. Hovorime, 7ze A je M — matica ak splia nasledujicu vlast-
nost. Existuje diagondlna matica D s kladnymi diagonalnymi prvkami taka,
ze matica AD = (w;;) je ostro diagondlne dominantna.
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Poznamka

Existuje 18 vlastnosti, ktoré uréuja M — matice* a ktoré st navzajom
ekvivalentné. Napriklad pre M — maticu A plati, ze je regularna matica a
AL >0.

Veta 3.1
Matica M definovana v (3.19) je M — matica.

Dokaz

Matica M € Z,,,_1. Prvky na diagondle matice M maji hodnotu 1+ 2.
Nediagonalne prvky maju hodnotu bud 0 alebo —a. Matica M je trojdi-
agonalna matica, teda siucet absolutnych hodnot nediagondlnych prvkov je
2|a|. Z (3.13) az k >0, h > 0 vyplyva, Ze a > 0. Potom plati

1+2a|=1+2]a] > 2]a].

Teda M je ostro diagondlne dominantna.
Nech D je jednotkova matica typu (2m — 1,2m — 1). Potom M D = M.
Z definicie (3.4) vyplyva tvrdenie vety, Ze matica (3.19) je M —matica, ¢btd.

Veta 3.2
RieSenie ststavy (3.17) existuje a je jediné.
Dokaz

Z vety (3.1) vyplyva, Ze matica M je M — matica, teda je reguldrna.
Potom existuje prave jedno rieSenie ststavy rovnic (3.17), ¢btd.

Definicia 3.5

Nech a,b € Raplatia < u) <bprei=—m,---,maa < g, <b,
a<pi < b, pre j = 1,---,n. Numerickd schéma sa nazyva L, stabilnd, ak
plati ¢ <wu! <b pre vietky j =1,---,n apre véetky i = —m, -- -, m.

Veta 3.3
Numerickd schéma (3.14) je L, stabilna.
Dokaz

4pozri [3] str.107



CHAPTER 3. METODA KONECNYCH OBJEMOV 45

Jednoduchou tpravou z (3.14) dostaneme

]+ ofu] =l )+ olu] —ulyy) =l (3.25)

kde > 0, prei=—-m+1,---,m—1,5=1,---,n. Nech

J— J
Ur = i:—mrga,?-(-,mq(u’)

na j-tej casovej vrstve. Potom

(ui_uifl) >0 , (uﬂ—uiﬂ) >0

a teda . .
ul <l <ult< max  (u] "), (3.26)

~ i=—m+1l,-m—1

pre vSetky i = —-m+1,---,m—1aj=1,---,n.

Analogicky odvodime vztah pre minimum. Nech

J_ : J
U = i:fmrfll,r}gmfl (ul)

na j-tej casovej vrstve. Potom
(uj —up_y) <0, (u] —ujyy) <O

a plati ‘ ' ‘ '
w>ul>u > min (47, (3.27)
Z:_m+17...’m_1
pre vsetky 1= -m+1,----m—1laj=1,---,n.
Nech a, b stt Tubovolné reélne ¢isla také, ze a < u) < bprei = —m, ---,m.
Potom z (3.26) a (3.27) dostaneme

a< min (&) <ul < max (ud) < b, (3.28)

T=—MM, ,m T=—m, - ,m

pre vSetky : = —m,---,maj=1,---,n, ¢btd.

Definicia 3.6

Nech € = u(zi, ;) —ul, kde u(z4,7;) je hodnota presného riesenia rovnice
(2.71) a u! je hodnota ziskand numerickou schémou (3.21). Hovorime, Ze €]
je maximova chyba na j-tej casovej vrstve ak

e = max |€. (3.29)

T _
i=—m,m

Veta 3.4
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Nech Q= (z!,27) x (0, 30°(T — t)), S je siet v zmysle definicie 1. Potom
existuje konstanta C' > 0 taka, ze

el < e+ Ok + k), (3.30)
prej =1,---,n.

Dokaz

Vyuzitim vztahu (3.8) na vypodet prvej parcidlnej derivacie a (3.45) na
vypocet druhej parcidlnej derivicie mozeme rovnicu (2.71) ak neuvaZujeme
transakcéné naklady pisat v tvare

U([L’Z‘+1,Tj) - 2“(:132'7177—]') +u($i717 TJ)

h2

u(w;, ;) — (@i, Tj1)

k

+Cik— ( ~ C2h2> =0,

(3.31)
kde C} a (5 st rozne konstanty. Jednoduchou tpravou dostaneme

(i, ) — w(Ti-1,7;5)

p i 75) = wl@i, 7o) u(@it, Tj)h— u(i, 1) |
= Cghg - C]_kh
(3.32)
Vieme, ze numerickd schéma (3.12) sa da napisat v tvare
wl =l — o wl—
h————  ——— 4 ——— =0. 3.33
ki no T (3:33)

Potom odpocitanim (3.33) od (3.32) a vyuzitim oznacenia pre chybu nami
ziskaného rieSenia a skutocnosti, ze |a—b| < |a|+|b|, kde a,b € R, dostaneme

gl g R
e — e _€i+1_€g+€z’_€z’—

h k h h

L < O(W +kh). (3.34)
Odtial

. . koo . o
(el —el) + —(el —el ) <el™ +C ki + k). (3.35)

e + e

k
h?

Nech e{; je maximova chyba na j-tej Casovej vrstve podla definicie (3.6).
Potom plati
el <™+ O(kh? + k?), (3.36)

pre j =1, -+, n, odkial vyplyva tvrdenie vety.
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Désledok 3.4.1
Pre maximovi chybu na n-tej casovej vrstve plati

el < Cy(h* +k). (3.37)

Dokaz

Z vety (3.4) pre j =n dostaneme rekurzivne
el <el+nC(kh*+ k). (3.38)

Vzhladom na to, Ze hodnoty na 0-tej ¢asovej vrstve ziskame zo zafiatocnej
podmienky, plati €) = 0 pre i = —m, - -+, m. Vieme, 7e n je pocet deliacich

LT —t
intervalov na intervale (0, %O‘Z(T — 1)), tedan = %_)

(3.38) dostaneme

. Dosadenim do

Lo2(T — 1)

e <O p (kh* + k*) < Cy(h* + k), (3.39)

cbtd.

Uvazujme eurdopsku call a put opciu s expira¢nou cenou X = 60, volatil-
itou o = 0.29 a casom do expiracie t. = 0.3. Nech bezrizikova tirokova miera
je r =0.4. Vtabulke (3.1) je porovnanie priblizného riesenia ziskaného meto-
dou konec¢nych objemov a explicitného riesenia pre eurépsku call a put opciu.
V nasledujicich tabulkdch mézeme vidiet, ako sa meni maximova chyba, ak:

a) poCet deliacich intervalov vypoctovej oblasti (—z?, 2?) rastie (tab.3.2),
b) pocet diskrétnych ¢asovych krokov rastie (tab.3.3),

¢) rastie pocet deliacich intervalov vypoctovej oblasti (—aP,zP) aj pocet
diskrétnych krokov sicasne (tab. 3.4).

V tabulke v prilohe (B) mozeme vidiet ako sa meni maximova chyba funkcie
u, ak menime pocet deliacich intervalov a pocet diskrétnych ¢asovych krokov.
V poslednom stlpci tabulky st vypoéitané hodnoty konstanty C', pre ktoré
plati rovnost vo vztahu (3.37). Hodnoty st z intervalu (0.34, 0.6). Potom
C ~ 0.6.
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Cena Euro. call opcia Euro. put opcia
akcie | payoff | explic. | pribl. | payoff | explic. | pribl.
41.59 0. 0.0351 | 0.0367 | 18.4113 | 17.7307 | 17.7323
43.54 0. 0.0794 | 0.0816 | 16.4616 | 15.8253 | 15.8275
45.58 0. 0.1679 | 0.1703 | 14.4205 | 13.8728 | 13.8751
47.72 0. 0.3325 | 0.3346 | 12.2838 | 11.9006 | 11.9026
49.95 0. 0.6179 | 0.6188 | 10.0468 | 9.9490 | 9.9499
92.30 0. 1.0805 | 1.0794 | 7.7050 | 8.0698 | 8.0685
04.75 0. 1.7833 | 1.7800 | 5.2534 | 6.3210 | 6.3177
57.31 0. 2.7879 | 2.7827 | 2.6869 | 4.7591 | 4.7538
60. 0. 4.1440 | 4.1379 0. 3.4283 | 3.4222
62.81 | 2.8128 | 5.8813 | 5.8756 0. 2.3528 | 2.3471
65.76 | 5.7575 | 8.0053 | 8.0012 0. 1.5321 | 1.5280
68.84 | 8.8402 | 10.4991 | 10.4972 0. 0.9432 | 0.9412
72.07 | 12.0675 | 13.3303 | 13.3304 0. 0.5472 | 0.5471
75.45 | 15.446 16.46 | 16.4613 0. 0.2983 | 0.2996
78.98 | 18.9829 | 19.851 | 19.8529 0. 0.1524 | 0.1542
82.69 | 22.6857 | 23.4742 | 23.476 0. 0.0728 | 0.0746

48

Table 3.1: Porovnanie priblizného riesenia eurépskej call a put opcie s X = 60,
o =029, r = 0.04 a casom do expiracie t, = 0.3 s explicitnym rieSenim,
m = 100 a n = 100.

[m n| e |
20 | 10 | 0.0863671
21 |10 | 0.0824772
30 | 10 | 0.0633563
50 | 10 | 0.0517769
80 | 10 | 0.0479556
100 | 10 | 0.0470884

Table 3.2: Vyvoj maximovej chyby, ak zjemnujeme priestorovy krok.
Volatilita opcie ¢ = 0.29, expiracna cena X = 60, ¢as do expiracie t, = 0.3 .

3.2 Numericka schéma

pre rovnicu s transakénymi nakladmi

Rovnako ako v pripade rovnice bez transakénych nakladov, budeme obe
strany rovnice (2.71) integrovat nad kazdym kontrolnym objemom:

/Tj /IPF% a
Tj—1 z‘i 1

U
dzdr =
-

u

[ (e
Ti—1 /%, 1 a'f
2

7 — G

cau(z,T)

ou
-+ =

ox

2u

Ox?

) dadr.
(3.40)
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m[n [e |
20 | 10 | 0.0863671
20 | 11 | 0.0821072
20 | 20 | 0.0628988
20 | 30 | 0.055055
20 | 50 | 0.0487726
20 | 80 | 0.0452359
20 | 100 | 0.0440565

Table 3.3: Vyvoj maximovej chyby, ak zjemnujeme casovy krok. Volatilita
opcie 0 = 0.29, expiracnd cena X = 60, c¢as do expiracie t, = 0.3 .

[m | n |g |
20 | 10 | 0.0863671
30 | 20 | 0.0404042
50 | 30 | 0.021461

80 | 50 | 0.0115778
100 | 80 | 0.00727563
100 | 100 | 0.00613107

Table 3.4: Vyvoj maximovej chyby, ak zjemnujeme priestorovy aj casovy
krok. Volatilita opcie ¢ = 0.29, expiracna cena X = 60, ¢as do expiracie
t.=0.3.

Porovnanim s (3.4) zistime, Ze sa ndm zmenila prava strana rovnice. Z aditivnej
vlastnosti integralu vyplyva, ze nam stac¢i najst aproximaciu ¢lena

’T]' Il+%
C3

Tj-17T,_ 1

J -5

a doplnit ho do numerickej schémy (3.12).

ou  0%u
—cg— + —|dxd 3.41
cau(z,T) Can—i— 52 xar (3.41)

Podobne ako v ¢asti (3.1), vieme napisat Taylorov rozvoj pre u(zit1, 7j-1)
a u(w;,Tj_1):

ou 1 9 103
(i, 1) = ulx;, 7j-1) + a—x(xi,Tj,l)h +o Sz, 220

3 4
g taiget TO0Y),

(3.42)
ou 1 0%u 1 0%u
U(ilfz;l,’/'jfl) = U(l’i,’fjfl) — 8—I($Z’,Tj,1)h + E@iﬂ - ?@h?) +O(h4)
(3.43)



CHAPTER 3. METODA KONECNYCH OBJEMOV 50

Odpoéitanim (3.43) od (3.42) a zanedbanim ¢lena O (h?) dostaneme aprox-
imaciu prvej parcidlnej derivacie u podla z,

ou ~ U($z‘+17 ijl) —U(%flﬂ'jq)

%(Z'i,’rj_l) ~ 2h 5 (344)

s chybou O(h?), pri¢om berieme hodnoty funkcie u z predchddzajtcej ¢asovej
vrstvy, ktoré st zname a pomocou ktorych vieme vyjadrit hodnotu vyrazu v
absoltitnej hodnote.

Séitanim (3.42) a (3.43) a zanedbanim O(h?) dostaneme aproximéciu
druhej parcidlnej derivicie funkcie u podla premennej z,

0%u Wi 1, 7j-1) — 2u(wi, Tj-1) + ulTio, T-1)

a 2($Za Tj— 1) ~ h2 (345)

s chybou O (h?). Dosadenim parcidlnych derivacii, diskretizdciou a vyuzitim
lichobeznikového vzorca mozeme napisat (3.41) ako

J-1 Jj—1 j—1 Jj—1
Wip1 — Ui " Uz+1 —2u; U

cskh 2h E

04uz — 2

(3.46)

Zaradenim vyrazu (3.46) do numerickej schémy (3.12) dostaneme numericki
schému metédy konecénych objemov aplikovani na rovnicu (2.71),

_%Ugﬂ + <1+2;§2) _%“g—l

) . Jj—1 _ 7=l -1 5 -1 Jj—1
— 'U/‘Z_l — Cgk 047,[/?_1 — ¢y U’Z+12huzfl + ul+ 2?;7/2 +ul 1
(3.47)
Ozna¢me
J J J J J
; ; U; . — U; Uy, — 2u; + u
Al = ek |egul — ey 57 il g ol h; =1 (3.48)

Potom numerické schéma (3.47) vyuzitim oznacenia (3.13) a (3.48) bude mat
tvar '
—aul |+ (1+20)u —aul,, =u ' — A" (3.49)

)

Pre + = —m +1,---,m — 1 dostaneme systém 2m — 1 rovnic. Oznac¢me bgc
vektor zlozeny z hodndt pravej strany systému rovnic na j-tej casovej vrstve.
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Ak zoberieme do tvahy okrajové podmienky, tak vektor b‘jt bude maft tvar

. . -
e — Al

b = ul — A : (3.50)
U‘Z:n_g — Az:n—Q

J J j
Up—1 — Am—l + aﬁﬂr;rl

Vyuzitim oznacenia (3.19), (3.50) z predchadzajicej ¢asti mozeme systém
rovnic napisat v maticovom tvare

Mul =b; ", (3.51)

Matica M je M —matica, teda systém rovnic ma prave jedno riesenie. V pri-
pade jednej euréskej put alebo call opcie mézme jej hodnotu ziskantt metédou
kone¢nych objemov porovnat s explicitnym rieSenim.®

Uvazujme eurépsku call opciu v long pozicii, s expiracnou cenou X = 60,
volatilitou o = 0.29 , ¢asom do expiracie t, = 0.3 6 a transakénymi nékladmi
fn = 0.02. Obrazok (3.1) porovnava explicitné rieSenie (hruba ¢iara) s nu-
merickym (body). Tabulka (3.5) zaznamenava vyvoj maximovej chyby e, ak
zjemnujeme priestorovy aj casovy krok. Vidime, ze vyvoj je identicky ako pri
opcii bez transakénych nédkladov (tab.3.4).

Zaujimavé je pozorovat vyvoj maximovej chyby v pripade, ak menime
vysku transakénych nékladov. Z tabulky (3.6) mdézme usudzovat, Ze medzi
velkostou maximovej chyby e a vyskou transakénych nakladov existuje priama

umernost. To znamend, ze zvySovanim transakénych ndkladov narasta vplyv
nelinearneho ¢lena v rovnici (2.71), ¢im sa zvySuje aj maximova chyba.

Veta 3.5
Nech v/ je rieSenie systému rovnic (3.17) a u/ rieSenie systému (3.51) na
j-tej casovej vrstve. Potom plati

v] > ul (3.52)

pret=—m,--+,m,)=0-,n.
Dokaz

®Pozri ¢ast (2.7) - Transakéné néaklady.
Cas do expiracie eurépskej call opcie na obrazku (3.1) jete = 0.6.
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1. Ak j = 0, potom plati v} = u) pre i = —m,---,m.

2. Nech tvrdenie (3.52) plati pre j = s — 1. Chceme ukazat, ze plati aj
pre j = s. Kazd rovnicu systému (3.17) pre j = s vieme napisat v tvare

vl 4 alvf — vl ) Falv — vl ) = v (3.53)
Podobne rovnicu systému (3.51) ako
uf +aluf —ufyy) Falu —uiy) =uiT - A (3.54)

Oznacme

al =v! —u! prei=-m,---;m, j=0,--,n.

7 predpokladu vyplyva a;’t > 0. Naviac z k > 0, c3 > 0 (<= fy > 0)
dostaneme A7 > 0 prei = -m+1,---,m—1, j = 0,---,n. Potom odpoci-
tanim (3.54) od (3.53) a vyuzitim oznacenia z predchadzajtcej diskusie vy-
plyva

a; + olai —aj, ) +ala; —aj ) >0. (3.55)
Nech

S ___ : S
6, =,  min_ (aj).

Potom (3.55) implikuje
a; >a, >0 prei=-—m,---,m,

odkial vyplyva tvrdenie vety pre j = s, kde s € {1,---,n}, ¢btd.

Z ekonomického hladiska, ak neuvazujeme transakcéné naklady, tak opcna,
prémia je jedinym nakladom, ktory nam vznika pri op¢nom obchode. V pri-
pade, ze za kazdy obchod s opciami a akciami bude investor nuteny zaplatit
urcité percento z obchodu ako transakcéné naklady, celkové naklady sa zvicsia.
v modeli bez transakénych nakladov. To znamenad, ze atraktivnost samotnych
opc¢nych obchodov bude nizsia, teda klesne dopyt po opciach. Nastane situa-
cia, ked ponuka prevysi dopyt, ¢o spdsobi pokles ceny opcii. Vysledna cena
opcii, ak berieme do tvahy transakéné naklady, bude nizsia ako v modeli bez
transakcénych nakladov.

V tabulke (3.7) je porovnanie ceny eurépskej call opcie s (¢;) a bez (c¢)
transakénych nékladov pre réznu cenu S podkladajtceho aktiva . Volatilita
opcie 0 = 0.29, expirac¢na cena opcie X = 60, cas do expiracie t, = 0.3
a bezrizikova urokovd miera r = 0.04. Uvazované transakcéné naklady st
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| m | n | e |
20 | 10 0.227695
30 | 20 | 0.0989654
50 | 30 | 0.0543297
80 | 50 | 0.0298159
100 | 80 | 0.0185522
100 | 100 | 0.0153285

150 | 150 | 0.00960596

Table 3.5 Vyvoj maximovej chyby e, ak pocet deliacich intervalov vypoc-
tovej oblasti (27, 27)) aj pocet diskrétny ch ¢asovych krokov rastie . Volatilita
europskej call opcie ¢ = 0.29, expiracnd cena X = 60, ¢as do expiracie
t. = 0.3 a transak¢né naklady fy = 0.02.

60 |
50}
40|
30}
20}

10}

20 **"%0 80 100 120°

Figure 3.1: Graf eurépskej call opcie s expiracnou cenou X = 60, volatilitou
o = 0.29, casom do expiracie t, = 0.6, ak uvazujeme transakcéné ndaklady
fn = 0.02. RieSenie vypocitané metédou koneénych objemov (body) a ex-
plicitné rieSenie (hruba ¢iara). Payoff diagram eurdpskej call opcie (tenka
Ciara).
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Transak¢né e,
naklady
0. 0.00727563
0.005 0.00895986
0.01 0.0111167

0.015 0.0140568
0.025 0.0273179
0.03 0.0740006

Table 3.6: Vyvoj maximovej chyby e, ak narastaji transakéné naklady fy
(m = 100, n = 80). Volatilita uvazovanej eurépskej call opcie o = 0.29,

expiracna cena X = 60 a ¢as do expiracie t, = 0.3.

(S0 ¢ | a |
50 | 0.625331 | 0.0791362
55 | 1.86997 | 0.678928
60 | 414402 | 26569
65 | 7.43217 | 6.25005
70 | 114945 | 10.82

Table 3.7: Porovnanie ceny eurdpskej call opcie s transakénymi nakladmi
¢; a bez transakénych nakladov ¢ pre réznu cenu S podkladajiceho aktiva.
Volatilita opcie o = 0.29, expiracna cena X = 60, cas do expirécie t, = 0.3 a
transakcné naklady fv = 0.02.
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PSOR algoritmus

Problém ohodnotenia americkych opcii v pripade zahrnutia transakénych
nékladov mozeme pisat v tvare linedrnej komplementarity, !

ou Pu
<E ~ oz T A) (u(z, 7) — g(x, 7)) = 0,
ou Pu
2= — a5 + A > 0
(87 ox ) (4.1)
(’LL(Z‘, T)—g(l',T)) Z 07
kde P
A =c3lequ(z,T) — C2p + 8—;26 . (4.2)

Z Casti (2.8) vieme, 7e funkcia g(x,7) popisujuca transformovany payoff di-
agram ma pre put opciu tvar

g(z, 1) = elilea=1*+enry 4y (e%(”_l)"’ — eale e 0) ; (4.3)
a pre call opciu

g(z, 7) = elilee=D* e gy (e%(cﬁl)x — eale-Ne, 0) ; (4.4)

a zaciatocna podmienka, okrajové podmienky a podmienky volnej hranice

maju tvar
u(z, 0) = g(z,0),
avl—}I:Eoou(:E7 T) - xl—}r:iloo g(ZL’, T) (45)

L pozri ¢ast 2.8

95
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a funkcie w(z,7), g(z, 1), %(I,T), g%(xﬂ') s spojité.

Vyhodou prevedenia ilohy ohodnotenia americkych opcii do tvaru linearnej
komplementarity je, Ze v dalSom sa explicitne nespomina volna hranica. To
znamena, ze mozeme riesSit problém linedrnej komplementarity a potom najst
volna hranicu definovan podmienkami

w(zp(r),7) = g(2s(7), 7), ale u(x,7) > g(@,7) pre > ay(r)  (4.6)
pre put opciu a

w(xy (1), 7) = g(xp (1), 7), ale u(x,7) > glx,7) pre x < zf(7) (4.7)

pre call opciu?.
Aplikovanim metddy koneénych objemov sa hladanie rieSenia tlohy (4.1)
zZi na interval (—a”,27) | kde 2P € R" je dostato¢ne velké ¢islo. Oznaéme

g =g(ih,jk),  ul ~u(ih,jk). (4.8)
Potom podmienka u(zx,7) > g(x,7) bude mat tvar
ul > gl pre j>1 (4.9)
a zaciatona podmienka a okrajové podmienky budt
Wy =Gy ul =gl ud =40 (4.10)

Vyuzitim numerickej schémy (3.14) a oznacenia (4.8), (4.10) ma aprox-
imacia podmienky linedrnej komplementarity (4.1) tvar

(—auf_l + (1 + 2a)ug — ozufﬂ — bf_l) (uf — gf) =0 (4.11)

pTei:—m+1,...,m_1, j:l,...,n,

kde ' ' ‘
b= ul — Al (4.12)
a Al je definované v (3.48). Z okrajovych podmienok pozndme hodnoty ul,
uf;z, teda b!, pre i = —m + 1,m — 1 bude maf tvar
b’;mﬂ = u{mﬂ — A{mﬂ +ag ™t (4.13)
by = U — Ay gy (4.14)

2porri [4] str.324.
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Nech u’ je vektor aproximovanych hodnét funkcie u(z,t;) a g’ vektor
reprezentujuci prekazku na j-tej casovej vistve,

‘ uj—m-i-l ‘ gim-‘rl
u] = , gj = " (415)

\ uzn,l } \ anfl }
a nech vektor &/ je dany, ,
_ b]—m—l—l

\ Vs )/

Potom maticovy zapis problému linedrnej komplementarity je
(Muj — bj_l) (uj — gj) =0, Muw >0 o > ¢, (4.17)

kde M je matica definovand v Casti (3.1).

Na rieSenie problému (4.17) pouZzijeme projektovany SOR (Successive
Over Relaxation) algoritmus. Z predchadzajicej kapitoly vieme, ze matica
M je M — matica. Potom existuje prave jedno riesenie «/ problému (4.17)
na j-tej ¢asovej vrstve 3.

Postup riesenia tlohy (4.17) pouzitim projektovaného SOR algoritmu®
pri prechode z 7 — 1 casovej vrstvy na j-tu je nasledovny:

1. Predpokladajme, ze hodnoty w/ ' st dané. Vyuzitim (4.12), (4.13),
(4.14), (4.16) vytvorime vektor b~! a z (4.8), (4.15) vypocitame vektor
prekazky ¢’ na j-tej vrstve.

2. Nech V) = (V,(‘;)IH, ,Véle) je vektor s-tej iterdcie. Startovacia
hodnota je V© a aplikovanim projektovaného SOR algoritmu generu-
jeme V&t 4 V() Teda V) — w/ pre s — oo. Startovacia hodnota
VO = max(¢/,u't). V pripade, 7e V® < ¢’ algoritmus nemusi kon-
vergovat.

3. Vytvorime pomocni premennt y; ,

1

B j—1 (s+1) (s)

%= 190 (bi +aViiy o+ avi—i—l) ; (4.18)
odkial vy po¢itame Vi(sH) z

Vzv'(sﬂ) = maX(gz'ja Vz'(s) +w(y; — Vi(s)))v (4.19)

*pozri [EO]
4pozri [8] str.330
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pre t = —m+1,---,m — 1. KonStanta w je relaxacny parameter. Da
sa ukazat, ze konvergencia algoritmu bude optimalna ak hodnota w €
(1,2). VSimnime si, Ze na vypofet pomocnej premennej y; pouzijeme

VZ-(_Sfrl) namiesto V;f)l.

4. Testujeme, Ci ‘V(SH) — V| < g, kde € je dopredu zvolend tolerancia

pokial budeme algoritmus opakovat. MéZeme pouzit aj kritérium

pOrD @) < 2 4.20
; ; (4.20)

Ak je podmienka splnend, mdzeme ist na krok 5. V opa¢nom pripade

je potrebné opakovat krok 3 s VD,

5. Polozime ! = VD,
6. Nakoniec cely proces opakujeme pokial j < n.

Implementécia projektovaného SOR algoritmu v programe Mathematica (verzia
3.0), pomocou ktorého pocitame hodnoty americkej opcie, je v prilohe (A).
Pri hladani rieSenia americkej call opcie je potrebné si uvedomit, ze okrajova
podmienka v bode 2 nema vzdy hodnotu transformovaného payoff diagramu,
ale

u(@?, 7) = max(g(a?, 7), eIt _er(em et bl 1) (4 91)

kde g(a?,7) je definované vztahom (4.4). Druhd ¢ast maxima je okrajova
podmienka v bode x? pre eurdpsku call opciu. Takato formulacia okrajovej
podmienky pre americka call opciu vyplyva z faktu, ze hodnota americkej
call opcie na akcie nevyplacajuce dividendy je vicsia ako hodnota payoff
diagramu, a preto nemozeme a priori stanovit jej hodnotu rovni transfor-
movanému payoff diagramu.

7 Casti (2.6.1) vieme, 7ze hodnota americkej opcie je vy&sia ako hodnota
europskej opcie. Jedine v pripade call opcie na akcie nevyplacajice divi-
dendy je hodnota americkej a eurdpskej opcie rovnaka, C' = ¢. V tabulke
(4.1) mdzeme vidief porovnanie americkej a eurépskej call opcie na akcie
nevyplacajice dividendy. Vzhladom na to, ze hodnotu eurdpskej call opcie
mozeme vypocitat explicitne, sa jej hodnota nerovna americkej call opcii.
Rozdiel medzi tymito dvoma hodnotami je dany chybou numerickej metddy
a zvolenej tolerancie PSOR algoritmu, ak cena akcie je S a ¢as do expiracie
te =0.6.

Porovnanim hodnoty americkej call opcie, ak uvazujeme transakéné nak-
lady, s hodnotou americkej call opcie, ak neuvazujeme transakcéné naklady,
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Cena | Payoff | Bez trans.ndkladov | S trans. nakladmi

akcie | hodnota | Euro. | Amer. Euro. | Amer.
24. 0. 0.00001 0. 0. 0.
28.83 0. 0.0020 0.0027 0. 0.
34.63 0. 0.0327 0.0365 0.0001 0.0005
41.59 0. 0.3056 0.3127 0.0124 | 0.0205
45.58 0. 0.7671 0.7713 0.0881 0.1062
49.95 0. 1.7038 1.7007 0.4333 | 0.4486
54.75 0. 3.3787 3.3669 1.5209 1.5026
60. 0. 6.0436 6.0270 3.9672 | 3.9243

65.76 | 5.7575 | 9.8663 9.8522 8.1007 | 8.0816
72.07 | 12.0675 | 14.8908 | 14.8843 | 13.7322 | 13.7404
78.98 | 18.9829 | 21.0546 | 21.0557 | 20.4503 | 20.4609
94.87 | 34.8683 | 36.3859 | 36.3912 | 36.2917 | 36.2929
113.95 | 53.9487 | 55.3795 | 55.3817 | 55.3715 | 55.3718
124.88 | 64.883 | 66.3077 | 66.3089 | 66.3058 | 66.3061
136.87 | 76.8665 | 78.2898 | 78.2904 | 78.28%4 | 78.2896

150. 90. 91.4229 | 91.4229 | 91.4229 | 91.4229

Table 4.1: Porovnanie americkej a eurdépskej call opcie na akcie nevyplacajace
dividendy, ak neuvazujeme, resp. uvazujeme transakcéné naklady vo vyske
fn=0.02s X =60, 0=0.29, r =0.04 a ¢casom do expiracie t, = 0.6.

zistime, ze plati rovnaké tvrdenie ako v pripade eurépskej opcie (veta 3.5).
Teda hodnota americkej call opcie, ak uvazujeme transakcéné naklady, je
nizsia.

Podobni tabulku mo6zme vytvorit aj pre call opcie na akcie vyplacajice
dividendy. (4.2). Z tabulky je zrejmé, Ze rozdiel medzi hodnotou americkej
call opcie na akcie vyplacajice dividendy a hodnotou zodpovedajtceho eu-
répskeho protajsku pre S — oo rastie. Je to dosledok uplatnenia podmienky

C(S,t) > max(X — 5,0), (4.22)

t.j. hodnota americkej opcie musi byt vicsia alebo rovna hodnote payoff dia-
gramu. Obrazok (4.1) znazornuje hodnotu americkej call opcie (modra ¢iara)
a hodnotu eurdpskej call opcie (zelend ¢iara). Obidve opcie st na akcie vypléa-
cajuce dividendy, D = 0.1. Expirac¢nd cena X = 60, volatilita o = 0.29 a cas
do expiracie te = 0.6. Z tabulky (4.2) a z obrazka (4.1) vidime, Ze hodnoty
americkej call opcie spliiaji podmienku (4.22).

Pri porovnavani hodnoty americkej a eurépskej put opcie nemusime ro-
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Figure 4.1: Payoff diagram call opcie (¢ierna ¢iara), hodnota americkej call

opcie (modra ¢iara) a hodnota eurépskej call opcie (zelend ¢iara) na akcie
vyplacajuce dividendy s X = 60, 0 =0.29, r = 0.04, D = 0.1 a t, = 0.6.

zlisovat medzi opciou na akcie vyplacajice dividendy a opciou na akcie bez
dividend, pretoze hodnota eurépskej put opcie v lubovolnom ¢ase do expira-
cie je nizSia ako hodnota payoff diagramu v case expiracie pre S — 0. Potom
sta¢i v bode —a? uvazovat okrajovih podmienku dant transformovanym pay-
off diagramom (4.3).

V tabulke (4.3) st hodnoty eurdpskej a americkej put opcie s X = 60,
o= 0.29,r=0.04 a casom do expiracie t, = 0.6. Vidime, 7e hodnota am-
erickej put opcie je vyssia ako hodnota eurépskej put opcie, pricom nezéalezi
na predpoklade ¢ uvazujeme transakéné naklady fy = 0.02 alebo nie. Z
tabulky (4.3) a z obrazka (4.2) tiez vyplyva, ze hodnota americkej put op-
cie s transakénymi ndkladmi je nizSia ako hodnota americkej put opcie bez
transakcénych nakladov.
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Cena | Payoff | Bez trans.ndkladov | S trans. nakladmi
akcie | hodnota | Euro. | Amer. Euro. | Amer.
24. 0. 0. 0. 0. 0.
28.83 0. 0.0007 0.0010 0. 0.
34.62 0. 0.0139 0.0157 0. 0.0001
41.59 0. 0.1560 0.1624 0.0028 | 0.0051
45.58 0. 0.4259 0.4389 0.0254 | 0.0330
49.95 0. 1.0240 1.0564 0.1589 | 0.1742
54.75 0. 2.1848 2.2731 0.6931 | 0.7319
60. 0. 4.1758 4.4028 2.1845 | 2.3839
65.76 | 5.7575 | 7.2273 7.7511 5.2031 | 6.0314
72.07 | 12.0675 | 11.4663 | 12.5564 | 9.8962 | 12.0675
78.98 | 18.9829 | 16.8949 | 18.9829 | 15.9468 | 18.9829
94.87 | 34.8683 | 30.9551 | 34.8683 | 30.769 | 34.8683
113.95 | 53.9487 | 48.7548 | 53.9487 | 48.7357 | 53.9487
124.88 | 64.883 | 59.0381 | 64.883 | 59.0332 | 64.883
136.87 | 76.8665 | 70.32 76.8665 | 70.3189 | 76.8665
150. 90. 82.6877 90. 82.6875 90.

61

Table 4.2: Porovnanie americkej a eurépskej call opcie na akcie vyplacajice
di-videndy (D=0.1), ak neuvazujeme, resp. uvazujeme transakéné naklady vo
vyske fn =0.02 s X =60, 0 =0.29, r =0.04 a casom do expiracie t. = 0.6.
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100 120

Figure 4.2: Payoff diagram put opcie (¢ierna ¢iara), hodnota americkej put
opcie s transakénymi ndkladmi fy = 0.02 (modra ¢iara) a hodnota americkej
put opcie bez transakénych vydavkov (Cervend ¢iara) ak X = 60, o = 0.29,
r=0.04,D=01at,=0.6.
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Cena | Payoff | Bez trans.ndkladov | S trans. ndkladmi
akcie | hodnota | Euro. ] Amer. Euro. ‘ Amer.
24. 36. 34.5772 36. 34.5771 36.
26.3 33.697 | 32.2745 | 33.697 | 32.2741 | 33.697
28.83 | 31.173 |29.7522 | 31.173 | 29.7502 | 31.173
31.59 | 28.4068 | 26.9927 | 28.4068 | 26.984 | 28.4068
34.62 | 25.3752 | 23.985 | 25.3752 | 23.9524 | 25.3752
37.95 | 22.0527 | 20.7368 | 22.0527 | 20.631 | 22.0527
41.59 | 18.4113 | 17.2941 | 18.4113 | 17.0008 | 18.4113
45.58 | 14.4205 | 13.7647 | 14.5003 | 13.0857 | 14.4205
49.95 | 10.0468 | 10.3278 | 10.7612 | 9.0573 | 10.0468
54.75 | 5.2534 | 7.2093 7.4398 5.3514 | 5.7268
60. 0. 4.6207 4.7281 2.5443 | 2.6285
65.76 0. 2.6860 2.7297 0.9204 | 0.9341
72.07 0. 1.4005 1.4183 0.2418 | 0.2567
78.98 0. 0.6488 0.6589 0.0446 | 0.0559
86.56 0. 0.2649 0.2727 0.0056 | 0.0100
94.87 0. 0.0947 0.1004 0.0005 | 0.0015
103.97 0. 0.0295 0.0329 0. 0.0002
124.88 0. 0.0019 0.0025 0. 0.
150. 0. 0.0001 0. 0. 0.

63

Table 4.3: Porovnanie americkej a eurépskej put opcie, ak neuvazujeme, resp.
uvazujeme transakéné naklady vo vyske fy = 0.02 s X = 60, o0 = 0.29,
r = 0.04 a casom do expiracie t, = 0.6.



Chapter 5
Vybrané opcné stratégie

Obyc¢ajne investor nevlastni iba jednu opciu, ale z niekolkych opcii vytvara
stratégiu, ktorej ciefom je ochrana pred rizikom z moznej straty. Ta vyplyva
zo zaujatej pozicie konkrétneho finan¢ného aktiva. Ochrana je potom za-
loZena na zaujati pozicie na finanénom trhu vzhladom na to isté aktivum
tak, aby mozné straty z jednej pozicie boli kompenzované ziskom z druhej
pozicie!.

Zakladné opcné stratégie su:

e Krytie prislusného aktiva emisiou call opcie na to isté aktivum.
e Krytie prislusného aktiva kuipou put opcie na to isté aktivum.

Okrem tychto stratégii rozliSujeme tzv. komplexné stratégie, ktoré vzniknia
kombinaciou zakladnych stratégii. Typy komplexnych stratégii:

1. Spreads
2. Straddles
3. Butterfly
4. Condor
5. Strangle

Predtym ako zacneme s opisom jednotlivych komplexnych stratégii a prezen-
taciou numerickych vysledkov, pripomenme, Ze vo vSeobecnosti pre portfélio
opcii prva parcidlna derivicia hodnoty portfdlia V' podla ceny podklada-
juceho aktiva S nemd vzdy rovnaké znamienko. To znamend, Ze nemdame

Ypozri [7] str.103.
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moznost odstranit absolitnu hodnotu zrovnice (2.62). Vzhladom na to musime
tento nelinedrny problém riesit numericky, s vynimkou $pecialnych pripadov
akym je napriklad jedna vanilla opcia?, pre ktoré pozname explicitné riesenie.

V dalsom uvazované opcie budi eurépskeho typu a aplikovana bude nu-
merickd schéma odvodena v kapitole 3. Pociatocna podmienka a okrajové
podmienky budi prispésobené jednotlivym opénym stratégiam.

V pripade prvej opcnej stratégie okrem grafickych vystupov prezentujeme
aj porovnanie numerického rieSenia s explicitnym rieSenim Black-Scholesovej
rovnice3. Toto porovnanie je korektné, ak neuvazujeme transakéné niklady.

SPREADS!
Delia sa na tri typy:

a) Vertikilny spread - tvoria opcie toho istého typu, vypisané na to isté
podkladajice aktivum, s roznymi expiracnymi cenami.

b) Horizontélny spread - tvoria opcie toho istého typu, vypisané na to isté
podkladajice aktivum, s roznymi dobami splatnosti.

¢) Diagondlny spread - tvoria opcie toho istého typu, vypisané na to isté
podkladajice aktivum, s roznymi expiracnymi cenami a roznymi dobami
splatnosti.

Vo vetkych pripadoch rozlisujeme spreads na vzostup® a spreads na pokles®.

Najznamejsia stratégia spread na vzostup je vertikalny bullish spread
(obr. 5.1). Ide o kombinéciu kiipy call opcie s nizkou expiraénou cenou X a
predaja call opcie, s tou istou dobou splatnosti, ale s vy$sou expira¢nou cenou
Xo. Lahko uréime hodnotu takto vytvoreného portfdlia V' v ¢ase exiracie,
ktord je dand suctom payoff diagramov opcit,

V(S,T) = max(S — X1,0) — max(S — Xo, 0) (5.1)

a tvori expiranii podmienku rovnice (2.62).

Potom okrajové podmienky maju tvar

V(0,t) = 0 pre S=0,
V(S,t) = (Xo—X)e "D pre § — .

Zpozri cast 2.7

3Porovnanie s explicitnym rieSenim pre ostatné stratégie je v prilohe.
“pozri [7] str.105

*Investor predpokladé, ze trh bude mat vzostupni tendenciu.
SInvestor predpokladé, ze trh bude mat klesajicu tendenciu.
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Figure 5.1: Payoff diagram vertikdlneho bullish spreadu, jeho hodnota s
(modré ¢iara) a bez (zelend ¢iara) transakénych nakladov.

Vywzitim transformécie (2.64) a (2.72), kde X je aritmeticky priemer ex-

pira¢nych cien opcii v portféliu, X = X—242—A, bude uloha pre vertikalny
bullish spread vyzerat nasledovne
2 2
% = %—03 c4u—(02—1)%+% ,
w(z,0) = ex@D2(max(e® — 21,0) — max(e® — 32,0)),
(5.4)
lim, ,_u(z,7) = 0,
limy o0 u(w,7) = Siileslcamtetileamtyy,

Aplikdciou metédy konecénych objemov na tilohu (5.4) ziskame numerické
rieSenie, ktoré je zafazené urcitou chybou (¢ast 3.1). V pripade portfélia,
ak neuvazujeme transak¢éné naklady, mozeme tieto vysledky porovnat s ex-
plicitnym riesenim Black-Scholesovej rovnice. Dostaneme tak chybu, akou su
zatazené nase vysledky. V tabulke (5.1), (5.2) a (5.3) mdzeme pozorovaft,
ako sa sprava maximova chyba, ak zjemnujeme najprv len priestorovy krok
(nepriamo umerny poc¢tu deliacich intervalov 2m — 1), potom len ¢asovy
krok (nepriamo timerny poctu deliacich bodov n) a nakoniec ak zjemiujeme
priestorovy aj ¢asovy krok stcasne. Vo vSetkych troch pripadoch vidime, ze
ak pocet deliacich intervalov rastie, maximova chyba klesa.
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] m ] n ] maximova chyba riesenia ‘

10 |5 0.299177
11 |5 0.261202
12 |5 0.239688
20 |5 0.142078
30 |5 0.116351
20 |5 0.103549
100 | 5 0.102279

Table 5.1: Klesanie maximovej chyby numerického rieSenia vertikdlneho
bullish spreadu, ak zjemnujeme priestorovy krok.

| m | n | maximova chyba rieSenia |

10| 6 0.280625
10 7 0.267171
10 | 10 0.242534
10 | 20 0.213126
10| 30 0.203170
10| 50 0.195152
10 | 100 0.189109

Table 5.2: Klesanie maximovej chyby numerického rieSenia vertikdlneho
bullish spreadu, ak zjemnujeme casovy krok.

| m | n | maximova chyba rieSenia

20 | 10 0.0917558
30 | 20 0.0419609
50 | 30 0.0211949
80 | 50 0.0133995
100 | 80 0.00713209
100 | 100 0.00582701

Table 5.3: Klesanie maximovej chyby numerického rieSenia vertikdlneho
bullish spreadu, ak zjemnujeme priestorovy aj casovy krok.

Obrazok (5.1) znazoriiuje vyvoj hodnoty vertikalneho bullish spreadu s a
bez transakénych nakladov v zavislosti od ceny akcie. Expiracna cena kipenej
opcie je X1 = 45 a predanej X2 = 55. Volatilita akcie ¢ = 0.29, irokova miera
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r = 0.04, ¢as ostavajuci do expiracie t. = 0.3. Vidime, ze hodnota portfdlia,
ktoré zahrna transakéné ndklady fy = 0.02, je mensia ako hodnota portéflia,
kde ich neuvazujeme, ¢o je v zhode s tvrdenim (3.5).

V dalsom budeme pouzivat tie isté hodnoty pre o, r, 7, fx a dt.

Podobne mézeme vytvorit stratégiu vertikalneho bullish spreadu, zalozenu
na kupe put opcie s nizkou expira¢nou cenou X; a predaji put opcie s vysSou
expiracnou cenou Xj.

Zo stratégii spread na pokles je znamy vertikdlny bearish spread
(obr.5.2), tvoreny kombindciou dvoch call opcii. Spoéiva v kipe call opcie
s vysokou expiracnou cenou X, a predaji call opcie s nizSou expiracnou ce-
nou X;. Z payoff diagramu tejto stratégie vyplyva, ze moznost zisku ako aj
straty je obmedzend”. KedZe je to stratégia na pokles, dasa v pripade poklesu
ceny akcie dosiahnut urcity zisk.

\Y

Figure 5.2: Payoff diagram vertikdlneho bearish spreadu, jeho hodnota s
(modra ¢iara) a bez (zelend ¢iara) transakénych nakladov.

Expira¢na a okrajové podmienky budi mat tvar

V(S,T) = —max(S— X;,0) + max(S— X5,0),
V(0,t) = 0 preS =0,
V(S,t) = (X5 —Xo)e '@ pre § — oo.

7Obrézky v tejto kapitole nezobrazuji ziskova funkciu, ale len hodnotu stratégie v case
t.
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Transformaciou (2.64), (2.72), mézeme ulohu néjdenia hodnoty vertikalneho
bearish spreadu formulovat ako hladanie rieSenia rovnice (2.71), ak zacia-
tocna a okrajové podmienky maja tvar

u(z,0) = exeDr(max(e* — X2,0) — max(e” — 31,0)),
lim, , u(z,7) = 0, (5.5)
llmx—>oo U(l‘, 7_) = —(Xl)_(XQ) 6%(02_1)x+%(62_1)27—.

Obrazok (5.2) zobrazuje hodnotu vertikalneho bearish spreadu, ak expiracna
cena kupenej opcie X, = 65 a predanej opcie X; = 55. Potom rovnako
ako v predchadzajicom pripade, mdzeme porovnat hodnotu portfdlia s a bez
transakcénych nakladov.

STRADDLES?

Najnamejsie straddles stratégie si:

a) sold straddle,

b) bought straddle.

Sold straddle (obr.5.3) je kombinéciou predaja jednej call opcie a jednej put
opcie na rovnaké podkladajice aktivum, s rovnakymi expira¢nymi cenami
X a s rovnakou dobou splatnosti. Z payoff diagramu dostavame expirac¢nt a
okrajové podmienky

V(S,T) = —max(S—X,0) — max(X —S,0),
V(S,t) = Se T _ xXe T pre S0,
V(S,t) = Xe "D _Ge PT=D pre S o0,

ktoré po transformaécii (2.64), (2.72) budi mat tvar

u(z,0) = e%(cz_l)‘”(— max(e* — 1,0) —max(1 —e%,0)),
lim,_, sou(z,7) = esletDerile+’r _ ogle-atilea1’r (5.6)
lim, oo u(z,7) = esle-Drtile-1r _ pyleatlotgletl)’s

Riegenie tlohy (2.71), (5.6) je graficky vyjadrené na obrazku (5.3), ktory
porovnava hodnotu sold straddle stratégie s a bez transakénych néakladov, ak
expiracna cena opcii je X = 60.

8pozri 7] str.113
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Figure 5.3: Payoff diagram stratégie sold straddle, jej hodnota s (modré ¢iara)
a bez (zelend ¢iara) transakénych nakladov.

Bought straddle stratégia spociva v kupe jednej call opcie a jednej
put opcie vypisanych na to isté podkladajice aktivum, s rovnakymi ex-
piracnymi cenami a dobou splatnosti. Je to stratégia, pomocou ktorej sa
limituja straty, ak cena akcie je v blizkom okoli expirac¢nej ceny, na vysku
zaplatenych op¢nych prémii. V opa¢nom pripade je moznost zisku vysoka.

Expira¢na podmienka a okrajové podmienky vyplyvaju z payoff diagramu:

V(S,T) = —max(S—X,0) — max(X — S,0),

V(S,t) = Xe ™ T D _GePI=Y yre 50,

V(S,t) = Se PTD _ XeTD pre S — oo,
odkial pomocou (2.64), (2.72) dostaneme transformované podmienky

u(z,0) = e (max(e — 1,0) + max (1 — €2,0)),

lim, , U(l’, 7_) — e%(cz_l)x""%(CZ—l)zT _ 6%(02 +1)x+%(02+1)27’ (57)
limgoou(r, 7) = e3(CtDotileat’n _ pi(a-Dotile-17r

Potom hodnota bought straddle stratégie je dand rieSenim (2.71), (5.7). V
nasom konkrétnom pripade je zvolena expira¢na cena X = 60.
BUTTERFLY”’
9pozri [7] str.116
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Figure 5.4: Payoff diagram stratégie bought straddle, jej hodnota s (modra
Ciara) a bez (zelend ¢iara) transakénych nékladov.

Butterfly je kombinovana stratégia, ktord v nasom pripade pozostava z
kupy dvoch call opcii, jednej s nizkou X; a jednej s vysokou X, expira¢nou
cenou a predaja dvoch call opcii s expirac¢nymi cenami X2, X3 pricom Xz =
X3 a X; < X3 < X,. Pripominame, ze vsetky opcie st vypisané na to isté
podkladajice aktivum a maji rovnaka dobu splatnosti.

Z payoff diagramu vyplyva, zZe je to stratégia zalozend na predpoklade
stability ceny akcie, pretoze hodnota stratégie je len v ”blizkom” okoli expi-
racnej ceny X, kladna. Payoff diagram nam definuje aj expirac¢ni podmienku
a okrajové podmienky,

V(S,T) = max(S— X1,0) — max(S — X2,0)

— max(S — X3,0) + max(S — Xy,0),
V(0,t) = 0,
V(S,t) = 0 pre S — oo,

odkial transformdaciou (2.64), (2.72), kde X je aritmeticky priemer expi-
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Figure 5.5: Payoff diagram stratégie butterfly, jej hodnota s (modra ¢iara) a
bez (zelend ¢iara) transakénych nakladov.

racnych cien opcii, X = X+ Xo Z Xp + X4, dostaneme

1

u(z,0) = ex(@ V7 (max(e” — 3+,0) — max(e” — 32,0)

—max(e® — 32, 0) + max(e® — i1, 0)),

(5.8)

lim, , u(z,7) = 0,

lim, , u(z,7) = 0.

Pre X; = 45, Xy = 55, X3 = 55, X, = 65 je rieSenie tlohy (2.71), (5.8)
zobrazené na obrazku(5.4).

CONDOR"

Condor je stratégia velmi podobna butterflay, s tym rozdielom, Ze ex-
pira¢né ceny predanych call opcii sa nerovnaji, X1 # X». Nech plati X; <
X, < X3 < X,. Potom je zrejmé, ze interval, v ktorom je stratégia ziskova,
je sprava otvoreny. Vyska zisku pre S — oo je limitovand suc¢tom payoff dia-
gramov opcii a suctom opc¢nych prémii zaplatenych alebo ziskanych pri kupe
a predaji call opcii.

0pozri [7] str. 118



CHAPTER 5. VYBRANE OPCNE STRATEGIE 73

\
12 ¢

10

100 120

Figure 5.6: Payoff diagram stratégie condor, jej hodnota s (modra ¢iara) a
bez (zelend ¢iara) transakénych nakladov.

Potom expiracna a okrajové podmienky st
V(S,T) = max(S — X,0) — max(S— X»,0)
— max(S — X3,0) + max(S — Xy,0),
V(0,t) = 0,
V(S,t) = (X1 + X+ X5 — X)e "D pre S — oo,

odkial rovnako ako v predchéadzajicich pripadoch transformaciou (2.64), (2.72)
dostaneme

u(z,0) = ex(e-1 (max(e® — X1 0) — max(e® — 32,0)

(5.9)

lim, , u(z,7) = 0,

. X1+ X24X3-X4) L(er 1)zt L(cs1)2
llrncrﬁoou(x,T) _ (= X1+ ;;r 3 4)62(62 D+ (c2—-1) 77

kde X je aritmeticky priemer expira¢nych cien. RieSenie tlohy (2.71), (5.9)
je zobrazené na obrazku (5.6) pre X1 = 45, X = 55, X3 = 60 a X4 = 65.
STRANGLES"
Hpozri [7] str.120
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Podobne ako pri stratégii typu straddle rozlisujeme
a) sold strangle,
b) bought strangle.

Na rozdiel od straddle stratégie st expiracné ceny opcii, ktoré vytvaraju
strangle, rozne.

Sold strangle je kombindciou predaja jednej call a jednej put opcie,
pricom predand call opcie je vypisana na vysoku expiracni cenu X; a put
opcia na nizku expiracni cenu Xo. Maximalny zisk s touto kombinéaciou dosi-
ahneme ak cena podkladajiuceho aktiva bude 7 intervalu S € (X, X;). Pred-
pokladom na zaujatie takejto pozicie na trhu je jeho stabilita.

\Y

Figure 5.7: Payoff diagram stratégie sold strangle, jej hodnotas (modré ¢iara)
a bez (zelena ¢iara) transakénych nakladov.

Payoff diagram, ktory je expira¢nou podmienkou, je dany sic¢tom payoff
diagramov opcii tvoriacich stratégiu. Teda expiracna a z nej plyntce okrajové
podmienky maji tvar

V(S,T) = —max(S — X;,0) — max(X,—S,0),

V(S,t) = Se=PT=) _ Xe (T pre § 0,
V(S,t) = X,e7T T _ =PI pre § oo,
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odkial vyuzitim transformacie (2.64), (2.72), kde X je aritmeticky priemer

expiratnych cien opcif, X = X14%2 dostaneme
1 _
u(z,0) = ex " Vr(—max(e” — &, 0) —max(£2 — e*,0)),
li _ L(cot+Daz+3(c+1) %7 Xo L(e-Da+i(ca—1)7
img s sou(z,7) = €2 — 5ge? ,
. 1 _ 1 _1)\° 1 1 ¢
hmm%oo u(x,r) — %65(62 Da+3(ca—1)27 _ 65(02+1)I+Z(62+1)27.

(5.10)

RieSenie tlohy je znazornené na obrazku (5.7), pre X; =65 a X, = 50.
Bought strangle je stratégia, pri ktorej investor predpokladé, ze trh sa
bude vyrazne menit. Spociva v kombindcii kiipy jednej call a jednej put opcie
s rovnakou dobou splatnosti, pricom expiracna cena call opcie X; je vysSia
ako expirana cena put opcie X,. Z obrazkov (5.7) a (5.8) mozeme vidiet

\
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Figure 5.8: Payoff diagram stratégie bought strangle, jej hodnota s (modra
Ciara) a bez (zelend ¢iara) transakénych nékladov.

vztah medzi sold a bought strangle,t.j
sold strangle = —bought strangle,

za predpokladu, ze jednotlivé expiracné ceny zodpovedajtcich si opcii sa
rovnaju. Potom expiracna a okrajové podmienky sa daja pisat nasledovne:

V(S,T) = max(S— X;,0) + max(X,— S,0),
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V(S,t) = Xoe " T=D _ §e=P(T=D)  pre § 5 0,
V(S t) = Se™PT) _ X eI pre § — 0.

Aplikéciou transformécii (2.64), (2.72) budd mat podmienky tvar

u(z,0) = e%("fl)“’(max(em — 2£,0) 4+ max(32 — e7,0)),

59

: Lioo— lios—1)2 1 1 2
11m:v—>—oo U(l‘,T) — 62(02 Da4g(c2—1)°1 _ 62(02—‘,—1):10—1—4(02—1—1) T

hm, e u(z,7) = edl@tetiltD)’n _ X p5(a-atgle1)"r

b

(5.11)
kde X je definované v predchadzajicej stratégii. RieSenie tilohy (2.71), (5.11)
je zobrazené na obrazku (5.8) pre X1 = 65 a X2 = 50.

Poznamka o americkych opciach

Podobne ako s opciamieurdpskeho typu mozeme vytvarat rovnaké stratégie
aj s americkymi opciami. Vieme, ze americké opcie maji moznost uplatnenia
v lubovolnom case do expiracie. Potom z argumentu arbitraze vyplyva , ze
hodnota stratégie pozostavajicej z americkych opcii musi byt vicsia alebo
rovna ako hodnota payoff diagramu zlozeného z payoff diagramov opcii tvo-
riacich stratégiu.

Uvazujme vertikdlny bullish spread vytvoreny kombindciou kipy amer-
ickej call opcie s nizkou expirac¢nou cenou X; a predaja americkej call opcie
s vySSou expiracnou cenou X, a tou istou dobou splatnosti. Rovnako ako
pri jednej opcii, metédou koneénych objemov a vyuzitim PSOR algoritmu
mozeme vypocitat hodnoty stratégie pre rozne ceny akcie a v lubovolnom case
do expiracie. Na obrazku (5.9) je graf znazorhujici hodnotu bullish spreadu
s transakénymi nakladmi (modré body) a bez transakénych nakladov (cer-
vené body). Expiracné ceny opcii si X; = 45 a Xy = 55 ,volatilita opcie
je 0 = 0.29, bezrizikova trokova miera r = 0.4, c¢as do expiracie t. = 0.6
a vyska transakénych nakladov fy = 0.02. Podobne ako v pripade stratégie
tvorenej eurépskymi opciami je hodnota bullish spreadu nizsia, ak uvazujeme
transakcéné naklady.
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Figure 5.9: Payoff diagram stratégie bullish spread. Hodnota stratégie
vytvorenej americkou call v long pozicii s X; =45 a americkou call v short
poziciis Xy = 55 s transakénymi ndkladmi (modré body) a bez transakénych
nakladov (Gervené body).



Z.aver

Nérast vyznamu finanénych derivatov (napr. opcii), ako prostriedkov na za-
bezpecenie pozicii investora pred moznou stratou, vytvara priestor pre vznik
roznych novych matematickych modelov na ich ocenovanie. Medzi najzname-
jsie, ktoré boli prezentované aj v tejto praci patria Mertonov, Black-Scholesov
a Lelandov model. Tieto pristupy vedd k parcidlnym diferencidlnym rovni-
ciam, ktoré sme numericky riesili metédou konec¢nych objemov. Implemen-
taciou v programe Mathematica sme ziskali hodnoty opcii a ich portfolii
v roznych situdciach (eurépske opcie, americké opcie, opcie s transakénymi
nakladmi).

Ak sa neuvazuju transakcné naklady, tak rieSime linearnu parabolicka
parcialnu diferenciadlnu rovnicu. Potom chyba priblizného riesenia, ktorej sme
sa dopustili vyuZitim numerickej schémy, je radu O(h® + k). Vzhladom na
to, ze ceny na burzach si vyjadrené maximalne na dve desatinné miesta, st
dosiahnuté vysledky postacujtce.

Analyzy chyby numerickej schémy pre nelinedrnu Lelandovu rovnicu a
konvergencia k jej presnému rieSeniu v pripade portfélii, je zatial otvorenou
otazkou, ktorou sa ma zmysel zaoberat v budtcnosti.
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Priloha A

Priloha v prvej casti obsahuje zoznam stborov, ktoré obsahuji programy,
pouZité na vypocet hodnot opcii (opénych stratégii) uvedenych v tabulkéch,
pripadne zobrazenych graficky v tejto praci. Druhu cast tvori implementéa-
cia numerickej schémy, odvodenej metédou konecnych objemov, v programe
Mathematica, na najdenie hodnoty eurépskej call opcie a projektovany SOR
algoritmus na najdenie hodnoty americkej call opcie.

Zoznam suborov

e Buro call DT

e Buro put DT

e US call DT

e US put DT

e Bullish Spread D2T
e Bearish Spread D2T
e Bought Straddle D2T
e Sold Straddle D2T

e Bought Strangle D2T
e Sold Strangle D2T

e Butterfly D2T

e Condor D2T

e US Bull

e pom
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PRILOHA A

Program ¢.1
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EuroCall[X_,sigma_,r ,D _,t . m_,n_,trans_,time ]:=
Module[
{doldiag,diag,hordiag},

xright=Log[Slarge/X];
¢1=N[r/(0.5*sigma”2)];
¢2=N][(r-D)/(0.5*sigma”2)];
c3=N[2*Sqrt[2/Pi]*trans/(sigma*Sqrt[time])];
c4=N[0.25*(c2"2-1)];

h=N[xright/m];
k=N[0.5*sigma”2*t/n];

TransfCallPayoff[x_]:=N[Max[Exp[0.5*(c2+1)*x]-Exp[0.5*(c2-1)*x],0]];
Dol[u[i,0]=TransfCallPayoff{i*h],{i,-m,m}];

a=N[-k/h"2];
b=N[1.+2*k/h"2];
c=N[-k/h"2];

Do
[
Do[
derl=(u[i+1,j-1]-u[i-1,j-1])/(2*h);
der2=(u[i+1,j-1]-2*u[i,j-1]+u[i-1,j-1])/h"2;
ClenAbs][i]=Abs[N[c4*u[i,j-1]-c2*derl+der2]],{i,-m+1,m-1}];

0p1=0;
op2=Exp[0.5*(c2+1)*xright+0.25%(c2+1)"2*k*|]-
Exp[0.5%(c2-1)*xright+0.25*(c2-1)"2*k*]];

ps = Join[{u[-m+1,j-1]-c3*k*ClenAbs[-m+1]-a*opl},
Table[u[i,j-1]-c3*k*ClenAbs][i],{i,-m+2,m-2}],
{u[m-1,j-1] -c3*k*ClenAbs[m-1] -c*op2}];

hordiag=Table[c,{i,-m+1,m-2}];
diag=Table[b {i,-m+1,m-1}];
doldiag=Table[a,{i,-m+2,m-1}];

riesenie=TridiagonalSolve[N[doldiag],N[diag],N[hordiag],N[ps]];

u[-m,jl=op1;
Do[uli,j]=riesenie[[i+m]].{i,-m+1,m-1}];
u[m,]  =op2;

xs=Table[X*Exp[i*h],{i,-m,m}];
ys=Table[X*Exp[-0.5*(c2-1)*i*h-(0.25*(c2-1)"2+c1)**k]*uli,j],{i,-m,m}];
grffjl=Table[{xs[i]].ys[[iI]}{i,2m+1}],

{i.1.n}]

]
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V prvom programe definujeme procediru EuroCall. Po jej spusteni dostaneme
hodnotu eurépskej call opcie pre réznu cenu podkladajtcej akcie. Vstupna

premennd trans znaci transakéné naklady a time je cas 0t. Zmenou zaci-

ato¢nej podmienky, ktord je dand funkciou TransfCall Payof f[x] a okra-

jovych podmienok opl, op2, moézeme tento algoritmus pouzit pre Iubovolni

op¢nu stratégiu tvorent opciami eurépskeho typu.

Program ¢.2

Module[{error},
error=1;
While
[error>eps*eps,
error=0.0;
V[-m]=g[-m];
V[m]=g[m];

Forfi=-m+1,i<m,i++,
y=(ps[i]-a*V[i-1]-c*V[i+1])/b;
y="Max[g[i],V[i[+omega*(y-Vi])];
error  += (y - V[])"2
VIil= yil;

I
]

Program ¢.2 '? je projektovany SOR algoritmus. Vykonava iterdcie pokial
nie je splnené kritérium (4.20).

V programe ¢.3 definujeme funkciu, ktorad vrati hodnotu americkej call op-
cie pre rozne hodnoty podkladajiceho aktiva. Na rozdiel od programu ¢.1,
vyuziva na néjdenie rieSenia numerickej schémy projektovany SOR.

12pozri [8] str.329
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Program ¢.3
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AmericanCall[X_,sigma_,r ,D_t ,m_,n_trans_time_,eps ]:=
Module[{},

xright=Log[Slarge/X];
c1=N[r/(0.5*sigma”2)];
¢2=N[(r-D)/(0.5*sigma’2)];
¢3=N[2*Sqrt[2/Pi]*trans/(sigma*Sqrt[time])];
c4=N[0.25*(c1"2-1)];

h=N[xright/m];
k=N[0.5*sigma’"2*t/n];

TransfPutPayoffx_,tau_]:=N[Exp[(0.25*(c2-1)"2+c1)*tau]*Max[0,Exp[0.5*(c2+1)*x]-
Exp[0.5%(c2-1)*X]]I;

Do[u[i,0]=TransfPutPayoff[i*h,0] {i,-m,m}];

a=N[-k/h"2];
b=N[1.+2*k/h"2];
c=N[-k/h"2];

Do

[

Do[ g[i]=TransfPutPayoff[i*h,j*k];
derl=(u[i+1,j-1]-ufi-1,j-1])/(2*h);
der2=(u[i+1,j-1]-2*u[i,j-1]+u[i-1,}-1])/h"2;

ps[i]=N[uli,j-1]-c3*k*Abs[c4*uli,j-1]-c2*der1+der2]] {i,-m+1,m-1}];

obml =0;

gim]  =Max[TransfPutPayoffim*h,j*k],
Exp[0.5*(c2+1)*xright+0.25*(c2+1)"2*k*j]-
Exp[0.5%(c2-1)*xright+0.25%(c2-1)"2*k]]];

Do[V[i]=Max[g[i],u[i,j-1]].{i,-m+1,m-1}];
PSOR[V,ps,g,a,b,c,m,eps,omega];
DO[U[i,j]:V[i],{i,'m,m}];

xs=Table[X*Exp[i*h],{i,-m,m}];
ys=Table[X*Exp[-0.5*(c2-1)*i*h-(0.25*(c2-1)"2+c1)**k]*u[i,j] {i,-
m,mjj;

graf=Table[{xs[{ill ys[[ill}.{i.2m+1}],

{.L.n}]

]



Priloha B

|m | n | RK+k | e, | konst.C |
10 | 10 | 0.00965739 | 0.00376794 | 0.390161
20 | 10 | 0.00336047 | 0.00145684 | 0.433522
30 | 10 | 0.00219438 | 0.00106869 | 0.487015
50 | 10 | 0.00159734 | 0.000873373 | 0.546769
80 | 10 | 0.00139269 | 0.00080869 | 0.580669
100 | 10 | 0.00134546 | 0.000794109 | 0.590215
150 | 10 | 0.00129882 | 0.00077911 | 0.599862
10 | 20 | 0.00902664 | 0.00330083 | 0.365677
10 | 30 | 0.00881639 | 0.00314521 | 0.356746
10 | 50 | 0.00864819 | 0.00302085 | 0.349305
10 | 80 | 0.00855357 | 0.00295097 | 0.344998
10 | 100 | 0.00852204 | 0.00292769 | 0.343543
10 | 150 | 0.00847999 | 0.00289665 | 0.341587
20 | 10 | 0.00336047 | 0.00145684 | 0.433522
30 | 20 | 0.00156363 | 0.000681538 | 0.43587
50 | 30 | 0.000756335 | 0.000362005 | 0.47863
80 | 50 | 0.000383486 | 0.000195239 | 0.509117
100 | 80 | 0.000241646 | 0.000122698 | 0.507758
100 | 100 | 0.000210109 | 0.000103396 | 0.492106
120 | 120 | 0.00016343 | 0.0000825275 | 0.504972
140 | 120 | 0.000147961 | 0.000077693 | 0.525091
150 | 130 | 0.000134354 | 0.0000710167 | 0.528581
150 | 150 | 0.000121415 | 0.0000630997 | 0.519702
120 | 120 | 0.00016343 | 0.0000825275 | 0.504972
140 | 120 | 0.000147961 | 0.000077693 | 0.525091
150 | 130 | 0.000134354 | 0.0000710167 | 0.528581
150 | 150 | 0.000121415 | 0.0000630997 | 0.519702

Tabulka obsahuje vyvoj maximovej chyby e funkcie u, definovanej vzta-
hom (2.72), ak rastie pocet deliacich intervalov (2m — 1) vypoctovej oblasti

85



PRILOHA A 86

(—aP, 2P) a pocet diskrétnych casovych krokov n. Posledny stlpec obsahuje
vypocet konstanty C' definovanej vztahom (3.37). Vidime, Ze hodnota C' ~
0.6. Teda existuje konstanta C, pre ktora plati dosledok (3.4.1).



Priloha C

maximova chyba opcnej stratégie:

m | n | bearish sold bought | butterfly | condor sold bought

spread | straddle | straddle strangle | strangle
10 5 10.25002 | 0.5582 0.5582 | 0.64923 | 0.27947 | 0.08130 | 0.08130
11 5 | 0.21817 | 0.48681 | 0.48681 | 0.56039 | 0.27616 | 0.07235 | 0.07235
12 5 10.19864 | 0.43387 | 0.43387 | 0.46556 | 0.24941 | 0.06285 | 0.06285
20 5 10.13570 | 0.26702 | 0.26702 | 0.29665 | 0.16351 | 0.06780 | 0.06780
30 5 |0.12181 | 0.21857 | 0.21857 | 0.23138 | 0.18978 | 0.07832 | 0.07832
50 5 10.11220 | 0.19431 | 0.19431 | 0.21378 | 0.17254 | 0.07005 | 0.07005
100 | 5 |0.11154 | 0.18475 | 0.18475 | 0.20233 0.07113 | 0.07113
10 6 |0.22967 | 0.52153 | 0.52153 | 0.60874 | 0.25263 | 0.07321 | 0.07321
10 7 10.21502 | 0.49522 | 0.49522 | 0.57953 | 0.23319 | 0.06888 | 0.06882
10 | 10 | 0.18843 | 0.44767 | 0.44767 | 0.52639 | 0.19767 | 0.06074 | 0.06074
10 | 20 | 0.15717 | 0.39207 | 0.39207 | 0.46365 | 0.15538 | 0.05308 | 0.05308
10 | 30 | 0.14671 | 0.37355 | 0.37355 | 0.44260 | 0.14109 | 0.05098 | 0.05098
10 | 50 | 0.13834 | 0.35874 | 0.35874 | 0.42572 | 0.12960 | 0.04925 | 0.04925
10 | 100 | 0.13206 | 0.34765 | 0.34765 | 0.41305 0.04798 | 0.04798
20 | 10 | 0.08362 | 0.17329 | 0.17329 | 0.19225 | 0.08516 | 0.03232 | 0.03232
30 | 20 | 0.03999 | 0.08108 | 0.08108 | 0.07864 | 0.06513 | 0.02387 | 0.02387
50 | 30 | 0.02142 | 0.04309 | 0.04309 | 0.04714 | 0.03434 | 0.01083 | 0.01083
80 | 50 | 0.01421 | 0.02325 | 0.02325 | 0.02529 0.00728 | 0.00728
100 | 80 | 0.00775 | 0.01461 | 0.01461 | 0.01593 0.00460 | 0.00460
100 | 100 | 0.00633 | 0.01231 | 0.01231 | 0.01344 0.00374 | 0.00373

V pripade, ked neuvazujeme transakéné néklady (fy = 0), moZeme hod-
noty ziskané metédou konec¢nych objemov porovnat s explicitnym riesenim.
V tabulke mozeme pozorovat zmenu maximovej chyby opénych stratégii z
kapitoly (5), ak rastie pocet deliacich intervalov (2m — 1) vypoctovej oblasti
(—aP, aP) a pocet diskrétnych ¢asovych krokov (n). Volatilita akcii, na ktoré
su opcie vypisané, je o = 0.29, irokova miera r = 0.04 a c¢as ostavajuci do
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expiracie te = 0.3. Expiracné ceny opcii, ktoré vytvaraju jednotlivé opcné
stratégie, si rovnaké ako v kapitole (5).
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