OTAZKY STATNEJ ZAVERECNEJ SKUSKY
Studijného odboru Ekonomicko-finanéna matematika a modelovanie

Predmet $ZS: Matematické a finanéné modelovanie

Optimalne riadenie

1. Definujte hodnotovu funkciu pre diskrétnu ulohu optimalneho riadenia s pevnym
¢asom a napiste prislusnu rovnicu dynamického programovania. Popiste mozné
metody rieSenia rovnice.

2. Pre linearno-kvadraticku ulohu diskrétneho optimalneho riadenia napiste rovnicu
dynamického programovania a uvedte myslienku odvodenia Riccatiho maticovej
rovnice. V akom tvare dostaneme hodnotovu funkciu a optimalnu spatnu vazbu?
Ako metdéda odvodenia Riccatiho rovnice suvisi s metddou neurcitych koeficientov
pouzivanou pri rieSeni rovnice dynamického programovania?

3. Sformulujte stochasticku ulohu diskrétneho optimalneho riadenia, definujte pojem
stratégie, vysvetlite rozdiel oproti programoveému riadeniu. Napiste prislusnu rovnicu
dynamického programovania.

4. Sformulujte vSeobecnu schému diskrétnych a spojitych uloh optimalneho riadenia.
Definujte pojem riadenia, pripustného riadenia a optimalneho riadenia. Preco pri
spojitych ulohach nevystacime so spojitymi riadeniami?

5. Pre S$tandardnu ulohu optimalneho riadenia (autonémnu s volnym ¢asom)
sformulujte Pontrjaginov princip maxima (PPM) ako nutni podmienku optimality. Ako
sa zmeni znenie PPM ak zmenime volny €as za pevny, resp. autonémna uloha sa
zmeni na neautondmnu?

6. Ekonomicky interpretujte formulaciu ulohy optimalneho riadenia. Definujte hodnotovu
funkciu a pomocou nej uvedte vztah, ktory umozniuje ekonomicky interpretovat
adjungovanu premennu ako tienovu cenu. Pomocou tejto interpretacie vysvetlite
podmienku maxima.

7. Sformulujte zakladnu ulohu variaéného poctu a napiste pre fiu Eulerovu rovnicu.
Charakterizujte ju. Ako suvisia ulohy variaéného poctu s tlohami optimalneho
riadenia? Stretli ste sa v ekonomickej tedrii s ulohami, ktoré sa dali formulovat ako
ulohy variaCného poctu?

8. Pre spojitu ulohu optimalneho riadenia s pevhym ¢asom uvedte dodatocnu
podmienku, pre ktoru je Pontrjaginov princip maxima nielen nutnou, ale aj
postacujucou podmienkou optimality a sformulujte vo forme (Arrowovej) vety. Uvedte
dosledky tejto vety.

Dostupna literatura v kniznici FMFI UK:

[11 M. Halicka, P. Brunovsky, P. Jur€a: Optimalne riadenie: Viacetapové rozhodovacie
procesy v ekonomii a financiach /. Bratislava: EPOS, 2009

[2] M. Halicka, P. Jur¢a: Optimalne riadenie Il. Spojité ulohy s aplikaciami do ekonémie a
financii, u€ebny text pristupny pre Studentov na
http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/halicka/teach/optimalne riadenie 2.pdf



http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/halicka/teach/optimalne_riadenie_2.pdf

Stochasticky kalkulus a aplikacie

Meratelné mnoziny, miera, meratefné funkcie. Definicia Lebesgueovho integralu pre
jednoduché a vSeobecné meratelné funkcie. Limitné vety: Lebesgueova veta
0 monotonnej konvergencii a Lebesgueova veta o majorante.

Radon-Nikodymova veta. Definicia a vlastnosti podmienenej strednej hodnoty.

Brownov pohyb. Itdva lema. Stochasticka diferencialna rovnica pre vyvoj ceny akcie
a jej riedenie.
. Zakladné vychodiska Black-Scholesovej tedrie ocenovania opcii na akcie.

Nahradenie derivatu samofinancovanou stratégiou. Ocenovanie derivatov pomocou
rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miery. Black-Scholesove vzorce.

Dostupna literatura v kniznici FMFI UK:

[1] I. Melichergik, L. Olsarova, V. Uradni¢ek: Kapitoly z finanénej matematiky. EPOS, 2005
[2] D. Sevéovig, B. Stehlikova, K. Mikula: Analytické a numerické metédy ocefiovania
finanénych derivatov. Bratislava : Slovenska technicka univerzita, 2009

[3] W. Rudin: Analyza v realném a komlexnim oboru. Academia, 2003

Aplikacie parcialnych diferencialnych rovnic

Linearne a kvazilinearne rovnice prvého radu. Metdéda charakteristik pre linearnu
homogénnu rovnicu 1. radu a jej geometricka interpretacia.

Rovnica vedenia tepla na neohranicenom intervale a jej odvodenie. Tvar explicitného
rieSenia zaCiato¢nej ulohy pomocou Greenovej funkcie.

Metdda odvodenia explicitného rieSenia parabolickej rovnice vedenia tepla na
neohrani¢enom intervale pomocou Greenovej funkcie. Princip porovnavania a
zhladzovania rieSeni.

Fourierova metdda separacie premennych pre parabolickd rovnicu na ohrani¢enom
intervale so zadanymi okrajovymi podmienkami.

Harmonické funkcie. Tvar fundamentalnej harmonickej funkcie. VyuZitie a aplikacie
harmonickych funkcii a vety o troch potencialoch napr. v komplexnej analyze resp.
dbkaze zakladnej vety algebry.

Dostupna literatura v kniznici FMFI UK:
[1] D. Sevcovic: Parcialne diferencialne rovnice a ich aplikacie / Bratislava : Iris, 2008/2016



Numerické metody

1. Numerické metddy na rieSenie ODR s pociatoénou podmienkou: Eulerova explicitna
schéma. Eulerova implicitna schéma. Crankova--Nicolsonova schéma. Metéda
koneénych diferencii pre okrajové ulohy druhého radu. Chyba diskretizacie metody
koneénych diferencii.

2. Numerické metddy na rieSenie PDR: Metdda sieti, konecno-diferenéné aproximacie
parcialnych derivacii. Explicitné a implicitné schémy na rieSenie parabolickej PDR.
Crankova--Nicolsonova schéma. Stabilita numerickych schém metédy konecnych
diferencii.

Dostupna literatura v kniznici FMFI UK:
[1] J. BabuSikova, M. Slodi¢ka, J. Weisz : Numerické metddy. Bratislava UK, 2000
[2] E. Vitasek: Numerické metody . Praha : Statni nakladatelstvi technické literatury, 1987



Blok Matematické modelovanie

Viacrozmerné Statistické analyzy

1. Odhadovanie parametrov vo viacrozmernom linearnom modeli: funkcia vierohodnosti,
metdda maximalnej vierohodnosti, Cramerova-Raova nerovnost.

2. Testovanie hypotéz vo viacrozmernom linearnom modeli: test pomerom
vierohodnosti, testovanie hypotéz o strednej hodnote a kovarianénej matici
viacrozmerného normalneho rozdelenia.

3. Analyza rozptylu: model analyzy rozptylu, jedno- a dvojfaktorova analyza rozptylu,
profilova analyza, viacrozmerna analyza rozptylu.

Dostupna literatura v kniznici FMFI UK:

[1] W. K. Hardle, L. Simar: "Applied Multivariate Statistical Analysis", Springer 2012

[2] F. Lamos, R. Potocky: "Pravdepodobnost a matematicka Statistika: Statistické analyzy",
Bratislava Univerzita Komenského 1998

Konvexna optimalizacia

1. Tedria konvexného programovania pre ulohy v standardnom tvare (minimalizacia
konvexnej funkcie s ohrani¢eniami vyjadrenymi pomocou konvexnych a afinnych
funkcii) —prehlad: formulacia ulohy, kritéria konvexnosti funkcii, operacie
zachovavajuce konvexnost funkcii, Lagrangeova dualna uloha, Slaterova podmienka
a Slaterova veta, geometricka interpretacia, Kuhn-Tuckerove podmienky optimality a
Kuhn-Tuckerova veta.

2. Formulacia ulohy kénického linearneho programovania, pojem konvexného a
vlastného kuzela, priklady vlastnych kuzefov, formulacie typickych tried uloh: LP,
SOCP, SDP a zddvodnenie vztahu medzi nimi, vnorenie konvexnej mnoziny do
konvexného kuzela a reformulacia ulohy konvexného programovania v Standardnom
tvare do tvaru ulohy kénického linearneho programovania.

3. Dualita v kénickom linearnom programovani: pojem dudalneho kuzela a
samodualneho kuzela, priklady dvojic dualnych kuZelov, odvodenie dualnej ulohy
konického linearneho programovania pomocou Lagrangeovej funkcie, dualna SDP,
SOCP uloha, Znenie slabej a silnej vety o dualite a podmienky optimality pre ulohy
konického linearneho programovania.

Dostupna literatura v kniznici FMFI UK:
[1] Boyd, Vandenberghe - Convex Optimization

[2] M. Trnovska: Kbnické linearne programovanie, text dostupny na internete



Spracovanie digitalnych signalov

1. Definicia digitalneho signalu, vzorkovacia peridda a frekvencia, Nyquistova veta,
aliasing. Zakladné diskrétne signaly a zakladné operacie s nimi.

2. Diskrétna Fourierova transformacia (DFT) - bazové vektory, definicia DFT a inverznej
DFT, vlastnosti DFT, interpretacia vybranych ¢lenov DFT. Priklad vyuzitia DFT v
praktickej aplikacii. Z-transformacia: definicia, regién konvergencie. Pdly a nuly
polynédmu z-transformacie. Vlastnosti a vyuZitie z-transformacie.

3. Spracovanie digitalnych signalov. LTI filtre: definicia a vlastnosti, priklad LTI filtra.
Impulzna odozva, frekvencna odozva, prenosova funkcia - ich definicie
a interpretacie resp. vyuzitie. Impulzna odozva pre FIR, IIR filtre, frekvenéna odozva
pre lowpass, highpass, band pass filtre.

Dostupna literatura v kniznici FMFI UK:
[1] L. Tan, J. Jiang. Digital signal processing Fundamentals and applications. Waltham:
Academic Press, 2013.



Blok Ekonomické a finanéné modelovanie
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Casové rady

1. Biely Sum. Testovanie bieleho Sumu. Stacionarita a ergodocita ¢asového radu.
Waldova reprezentacia. Korelacie medzi hodnotami procesu, autokorelaéna funkcia a
ukazka jej vypoctu pre zvoleny AR proces (Yule-Wolkerove rovnice, diferenéna
rovnica).

2. Autoregresné modely (AR), modely kizavych priemerov (MA - moving average).
Definicia ACF a PACF, ich charakteristicky priebeh pre AR a MA procesy. ARMA
modely. Podmienky stacionarity a invertovatelnosti a ich odvodenie. Diferencovanie
Casového radu, ADF test jednotkového korena, ARIMA modely.

Dostupna literatura v kniznici FMFI UK:
[1] G. Kirchgassner, J. Wolters: Introduction to modern time series analysis. Springer, 2008

Finanéné derivaty

1. Black-Scholesov a Mertonov model - odvodenie PDR pre cenu eurépskeho derivatu.
Postup rieSenia PDR pre cenu derivatu transformaciou na RVT. Citlivost ceny na
parametre.

2. Americké derivaty a ich ocefiovanie - uloha s volnou hranicou, uloha linearnej
komplementarity, numerické rieSenie PSOR metédou.

3. Short rate modely urokovych mier - stochasticka diferencidlna rovnica pre okamzitu
urokovu mieru, odvodenie PDR pre cenu dlhopisu, zakladné modely.

Dostupna literatura v kniznici FMFI UK:
D. Sevcovi€, B. Stehlikova, K. Mikula: Analytické a numerické metddy ocefiovania
finanénych derivatov. Nakladatel'stvo STU, Bratislava 2009.



Stochastické metéddy operacnej analyzy

1. Definicia Markovovho retazca (MR) s diskrétnym a spojitym ¢asom. Matica prechodu
a prislusné diferenéné resp. diferencialne rovnice. Kolmogorovove a Chapman-
Kolmogorovove rovnice. VypoCet rovhovazneho rozdelenia pre diskrétny a spojity
MR. Initenzity MR, definicia a vlastnosti.

2. Teoria hromadnej obsluhy: Systém M/M/1 - formulacia ulohy, predpoklady, myslienka
odvodenia rovnic pre pravdepodobnosti stavov, priklad vypoc&tu niektorych
charakteristik systému. Rozdiely v tedrii systémov M/M/n a M/D/1 oproti M/M/1.

3. Teodria zasob. Zakladna deterministicka uloha tedrie zasob bez deficitu a s deficitom —
formulacia uloh, predpoklady, rozlicné moznosti strat z deficitu. Pripad viacerych
tovarov od jedného dodavatela pre ulohu bez deficitu.

4. Tedria zasob. Stochasticka uloha so signalizaciou, uloha s periodickou kontrolou.
Myslienka jednorazovej ulohy tedrie zasob (predavaca novin).

Dostupna literatira v kniznici FMFI UK:
[1] K. Jankova, S. Kilianova, P. Brunovsky a P. Bokes: Markovove retazce a ich aplikacie.
Epos, Bratislava 2014



