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The topic of the dissertation thesis is the optimal design of block
experiments. We are looking for such design, that maximize amount
of information for unknown parameters of interest of linear regression
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There are two kinds of results. Firstly, we show some theoretically
derived classes of Schur-optimal augmentation of designs, which are
found by applying results from graph theory. Secondly, we present
three novel stochastic algorithms for finding optimal exact designs. In
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Predhovor

Vyber témy dizertacnej prace bol jednoduchy. Uz v diplomovej praci sme sa venovali
navrhovaniu blokovych experimentov s velkostou bloku dva, pre konkrétnu aplikaciu
z praxe. Zistili sme, ze tato téma je dostatocne Siroka a zaujimavé, aby sa dala rozsirit
na dizertacnu pracu. V nej samotnej sa venujeme vSeobecnému navrhovaniu blokovych
experimentov s velkostou bloku dva.

Navrhovanie experimentov sltzi na optimalizaciu mnozstva informacie ziskanej z ex-
perimentu, pri danych vstupnych podmienkach a ohranic¢eniach. Potreba optimaliza-
cie mnozstva ziskanej informécie vznikla kvoli financnej a Casovej narocnosti niek-
torych experimentov. Priekopnikom v oblasti navrhovania experimentov je R. A. Fisher
(vid. [18]). Tuto oblast statistiky skimal pocas prace v jednom z najstarsich polno-
hospodéarskych vyskumnych centier, takze pévodna myslienka navrhovania experimen-
tov vznikla na zaklade riesenia problémov z praxe.

My sa zameriame na blokové névrhy a ich prepojenie s tedriou grafov. Hlavnym
odrazovym mostikom st prace R. A. Baileyovej a P. J. Camerona [5], [7]. Okrem nich
sa prepojenim navrhovania experimentov a tedrie grafov zaoberal aj napriklad T. Tjur
v praci [50]. V spominanych pracach najdeme viacero pristupov k reprezentovaniu na-
vrhov experimentov pomocou grafov. V teorii grafov sa tloham, ktoré sa daju previest
a vyuzit pre problémy navrhovania experimentov, venovali napr. Kelmans [33], [34],
Constantine [9] a ini. Z ich prac sme vychéadzali pri dokazovani novych teoretickych
vysledkov, ktoré sa nachéddzaji v nasej praci.

Okrem teoretickych vysledkov nas zaujimali aj algoritmy, pomocou ktorych by sme
vedeli hladat optiméalne navrhy. Takychto algoritmov je pomerne vela a niektoré st
podrobnejsie popisané v praci. Ziaden zo znamych algoritmov vSak nevedel pracovat
s vacsim mnozstvom réznych ohraniceni na experiment. Ttto medzeru sa nam podarilo
zaplnit novym algoritmom, ktory aj spolu s numerickymi vysledkami prezentujeme na

konci préce.

Chcela by som sa podakovat moéjmu Skolitelovi Radoslavovi Harmanovi za trpe-
zlivost, ochotu, cenné rady a napady. Vdaka patri aj mojej rodine za podporu a pomoc

pocas celého studia.
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Uvod

Hlavnym cielom dizertacnej prace je vypracovat teoretické a algoritmické metody opti-
mélneho navrhovania blokovych experimentov, so zameranim na efektivnu augmenta-
ciu vopred realizovanych pokusov. Vdaka praci s blokovymi experimentami s vel kostou
bloku dva existuje prepojenie medzi teériou navrhovania experimentov a teériou gra-
fov. Toto prepojenie je vyzera byt velmi prinosné a zaujimavé. Na jednu stranu prinasa
teoretické vysledky z prebddanejsej oblasti tedrie grafov, na druhu stranu z teérie na-

vrhovania experimentov prichadzaju do teérie grafov tlohy z praxe.

V prvej casti prvej kapitoly zavedieme klasicky linearny regresny model, na zédklade
ktorého vieme dobre popisat rozne druhy experimentov a hladat pre ne optimalne
navrhy:. balej zavedieme Co znamenéa exaktny optimélny navrh experimentu. Pre navrhy
experimentov zavedieme informa¢né matice a kritéria optimality, vdaka ktorym vieme
jednotlivé navrhy porovnavat. Okrem toho definujeme mnozinu pripustnych navrhov
na zéklade Specidlnych ohranic¢eni na zdroje. VSetky definované pojmy ukadzeme na
jednoduchom priklade.

V druhej casti prvej kapitoly predstavime konkrétnu triedu blokovych navrhov ex-
perimentov s velkostou bloku dva, s ktorymi budeme pracovat vo zvysku préace. Tieto
navrhy vieme reprezentovat pomocou parovacich grafov a jednotlivé pojmy z prvej casti
previest do pojmov a uloh z teérie grafov. Na zaver ukdZzeme aplikiaciu z praxe pri mi-

kroc¢ipovych experimentoch.

Druha kapitola obsahuje nami najdené a dokézané teoretické tvrdenia o optimalne;j
augmentacii blokovych navrhov s velkostou bloku dva. Augmentécia experimentu zna-
mené dodatocné dorobenie dalsich pokusov do uz vykonaného experimentu, pricom sa
opat snazime dostat optimélny navrh. Najskor ukazeme dva zname postupy na pracu
s vlastnymi ¢islami Laplacianov grafov. Potom tieto postupy rozsirime a aplikujeme
na naSe problémy. Kapitola obsahuje nové vysledky pre augmentaciu navrhov, ktorych
parovacie grafy su regularne a skoro-regularne kompletné multipartitné grafy, hviezdi-

cové grafy a kompletné grafy. Cel& kapitola je pisand v pojmoch z tedrie grafov.

V prvej casti tretej kapitoly predstavime nami vytvorené tri stochastické algoritmy
urc¢ené na hl'adanie optimalnych grafov. Prvy pracuje na principe simulovaného Zihania.

Dalsie dva prehladévaja réznymi sposobmi mnozinu vSetkych pripustnych navrhov.
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V druhej casti tretej kapitoly prezentujeme vysledky néjdené pomocou tretiecho
a v jednom pripade druhého algoritmu. Vdaka tymto vysledkom sa nam podarilo
vyvratit jednu lemu a niekolko liem potvrdit na konkrétnych mnozinach. Tak isto
sme vyslovili niekol’ko novych liem, ktoré na zaklade numerickych vysledkov vyzeraja

byt zaujimavé a vhodné na dalsie skiimanie.

Pomocné vety, definicie a oznacenia
Pozitivne definitné matice a Loewnerovo usporiadanie:

V praci budeme pracovat s pozitivne semidefinitnymi a pozitivne definitnymi maticami.

Ukazeme niekol'ko zékladnych vlastnosti takychto matic a vztahy medzi nimi.

Definicia 1. Nech A je symetrickd matica rozmeru k X k. Nazveme ju pozitivne semi-
definitnou, ak plati
aT Az >0, vz € R¥,

a pozitivne definitnou, ak plati

T Az > 0, Vr e R* z #0.

Mnozinu vSetkych pozitivne semidefinitnyich matic (pozitivne definitnijch matic) rozmeru

k x k budeme oznacovat S¥ (S, ).

Lema 0.1. Nech A je symetrickd matica rozmeru k X k. Potom vSetky vlastné ¢isla A

su redlne. Nech \pin(A) je nagmensie vlastné c¢islo matice A. Potom plati
A e S_]ﬁ S A\nin(A) >0

A eS8, & N(A)>0.

Definicia 2. Nech Ayxi, Birxr st symetrické matice. Potom usporiadanie matic >

definované ako
A-B & A-B*>0 & A-BesSt

budeme nazyvat Loewnerovo usporiadanie.
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Lema 0.2. Viastnosti Loewnerovho usporiadania

0A > 0 Vo > 0,VA >0
A+B > 0 VA,B >0
A--BaB>A = A=B VA, B symetrické
A > A VA symetrické
A-BaB>C = A>X-C VA, B symetrické

Posledné tri vlastnosti st postupne antisymetrickost, reflexivita a tranzitivnost,
takze Loewnerovo usporiadanie je ciastocné usporiadanie. Ddkazy uvedenych liem su

v praci [45].

Pojmy z teérie grafov:

Graf G = G(n,e) definujeme ako mnozinu vrcholov V(G) (kde |V(G)| = n), mnozinu
hran E(G) (kde |E(G)| = e) a relaciu incidencie medzi. Okrem oznacenia G' = G(n, e)
budeme pouzivat znaéenie G¢, resp. len G,, alebo G*.

V praci budeme pouzivat koneéné neorientované grafy. Predpokladéame, ze grafy
st bez sluciek (hran spajajucich vrchol sam so sebou) a véacsinou budeme pracovat s
takzvanymi jednoduchymi grafmi, ktoré okrem sluc¢iek neobsahuju ani nasobné hrany
(viac hran medzi rovnakou dvojicou vrcholov).

Potrebné zakladné pojmy z teorie grafov (strom, kostra, komplementarny graf,
izomorfny graf, susedné hrany, stupen vrchola, komponenta stuvislosti a dalsie) sa daju

najst v praci [40]. Definujeme niektoré menej bezné pojmy, ktoré st v praci dolezité.

Definicia 3 (Kompletny graf). Kompletny graf K, na n vrcholoch je jednoduchy graf

(bez sluciek a ndsobnijch hrdn), v ktorom si kaZdé dva rozne vrcholy spojené hranou.

Definicia 4 (Bipartitny a multipartitny graf). Bipartitng (multipartitng) graf K, ,
(Ko nsy....n ) Je graf ktorého vrcholy vieme rozdelit do dvoch (k) particii, pricom hrany

sa nachddzaji iba medzi vrcholmi z roznych particii.

Definicia 5 (Regularny graf). Graf nazgvame reguldrny ak si stupne vietkych jeho

vrcholov rovnaké.

Definicia 6 (Skoro-regularny graf). Graf nazgvame skoro-requldrny ak sa stupne lu-

bovolngjch dvoch jeho vrcholov liSia maximdlne o jedna.
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1 Zakladny model

Prva kapitola pozostava z dvoch casti. V prvej zavedieme potrebné pojmy z teérie navr-
hovania experimentov. V druhej ukazeme prepojenie blokovych experimentov a tedrie

grafov.

1.1 Navrhovanie experimentov

Cielom prace je hladat exaktné optimalne navrhy experimentov, pomocou ktorych
vieme najlepsie odhadnit nezname parametre vystupujice v modeli. Aby sme mohli
hladat optimélny navrh pre konkrétny experiment, potrebujeme zaviest niekol’ko poj-
mov. Ako prvé potrebujeme vediet s akym modelom experimentu budeme pracovat.
Dalsia otazka je, ¢i chceme odhadovat vSetky neznédme parametre modelu, alebo len
nejaky linearny subsystém vyznamnych parametrov. V oboch pripadoch potrebujeme
zaviest informa¢né matice pre navrhy experimentov.

Dalej definujeme kritéria optimality, pomocou ktorych budeme vediet porovnavat
rozne informac¢né matice. Nakoniec uvedieme ¢o znamené optiméalny navrh experimentu
a mnozinu pripustnych navrhov. Ukazeme ako moézu mnozinu pripustnych navrhov
ovplyviiovat rdozne materidlne a technické ohranic¢enia na experiment. Nakoniec vSetky

zavedené pojmy demonstrujeme na jednoduchom priklade.

1.1.1 Linearny regresny model

V celej praci budeme pracovat s klasickym linearnym regresnym modelom. V niektorych
Castiach (najmé o algoritmoch) je mozné pouzit aj komplikovanejsie modely, ale tymi
sa nebudeme zaoberat.

Majme experiment pozostavajici z N pokusov (merani, pozorovani), definovany

pomocou linedrneho regresného modelu
Y; =f0(#)0+¢, i=1,...,N. (1.1)

Jednotlivé body navrhu experimentu 1, ..., Zy st prvky z mnoziny X, ktora reprezen-
tuje vSetky mozné body navrhu experimentu. Ozna¢me pocet prvkov tejto mnoziny
|X| = n. V kazdom bode navrhu moézeme vykonat viacero pokusov, teda niektoré
body navrhu sa mézu opakovat. Vsetky mozné body névrhu experimentu usporiada-
jme a oc¢islujme 1, . .., z,. Potom mnozina v8etkych bodov navrhu je X = {z1, ..., z,}.

Teda x; € X je v poradi i—ty pokus experimentu, i =1,..., N
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Dalej hodnoty Yi,..., Yy st pozorovania v jednotlivych bodoch x4, ..., Zy. Funk-
cia f : X — R™ je funkcia priradujica regresor f(z;) bodu z; € X, 0 € R™ je vek-
tor nezndmych parametrov modelu a €1, ..., ey st nezavislé, rovnako rozdelené chyby
s nulovou strednou hodnotou a koneénou nenulovou varianciou o2.

Maticovy zapis zakladného modelu je nasledovny

Y =F0 +¢, (1.2)

kde Y = (Y1,...,Yn)T je vektor pozorovani, F = (f(Z;),...,f(Zx))T je matica planu
typu N xm, § € R™ je stlpcovy vektor neznamych parametrov modelua e = (e1,...,enx)7
je vektor chyb so E(¢) = Oy a D(¢) = ¢%Iy. Pre model plati E(Y) = Ff a D(Y) =

0'2IN.

1.1.2 Informac¢na matica pre subsystém parametrov P74

V nasledujicej ¢asti ¢erpame z knihy [45]. V experimentoch pouzivame dva druhy pa-
rametrov. Prvé, ktorych efekty nas pri odhadovani zaujimajt, nazyvame wvijznamné
parametre (z ang. parameters of interest, oznac¢ime ich 7). Druhé, ktoré nechceme
odhadovat, nazyvame pomocné parametre (z ang. nuisance parameters, ozna¢ime ich ().
Pomocné parametre si dolezité na definovanie Statistického modelu, aby ¢o najvernej-
Sie popisoval skuto¢nost. Pri hladani optimélneho néavrhu experimentu pre dany model
potrebujeme maximalizovat informéaciu o vyznamngch parametroch, pripadne o nejakej
ich linearnej kombinacii.

Linearny podsystém vijznamnich parametrov definujeme pomocou P70, kde P je
matica koeficientov typu m x s, m > s, ktord méa plnta hodnost, a s je pocet linearnych
kombinéacii parametrov ktoré odhadujeme. Ked chceme odhadovat vSetky nezname
parametre modelu, tak volime P = I,, (s = m). Ked chceme odhadovat len jeden
konkrétny parameter 6;, tak volime P = e; (s = 1). Cielom préace je najst navrh ex-
perimentu, ktory vedie k najlepSiemu linearnemu nevychylenému odhadu linearneho

subsystému parametrov P76.

Pouzijeme klasicky model v tvare maticového zapisu (1.2). Hladdme najlepsi nevy-
chyleny linearny odhad pre PT6. Subsystém P70 nazyvame odhadnutelngj, prave vtedy

ked existuje aspon jedna matica U typu N x m, pre ktoru plati

E(UTY) =PT0, pre V6.
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Upravou dostaneme UTF0 = P79, pre Vo,
F'U=P.

TakZe, aby bol subsystém P76 odhadnutelny, potrebujeme aby .#(P) C . (FT).
Okrem toho vieme, 7e .#(FT) = .#(F'F), kde FIF = M je momentovd matica

experimentu. TakZe podmienku odhadnutelnosti budeme pouzivat v tvare
A (P) C . (M). (1.3)

Ak je splnend podmienka odhadnutelnosti (1.3), tak najlepsi linedrny nevychyleny
odhad subsystému P70 je
0p = PTM FTY, (1.4)

~

ktory navyse nezéavisi od vol'by pseudoinverzie matice M a kovarian¢na matica D(fp) =
o?PTM™P je regularna [45].

Definicia 7. Nech matica koeficientov P je typu m x s (m > s), md plni hodnost
s a nech M je momentovd matica experimentu (teda je pozitivne semidefinitnd) typu
m x m. Potom informaénd matica pre subsystém PT0 je

Cp(M)=  min LMLT. (1.5)
LeRsxm:LP=Ig

Minimalizécia je vzhladom na Loewnerovo usporiadanie matic. Toto usporiadanie
je iba CiastoCné usporiadanie, ale napriek tomu existuje minimum uvedené v definicii.
Jeho existenciu zarucuje Gauss-Markovova veta ([45], sekcia 1.21), ktoré navyse ponika

reprezentaciu informacnej matice v tvare
Cp(M) = LMLT - LMRT(RMR")"RMLT, (1.6)

kde L je lubovolna Iavé inverzia matice P a R je projektor R = I,,, — PL. Tento zapis
vyuZzijeme neskor. Okrem toho vdaka Gauss-Markovovej vete plati, Ze ked je splnené

podmienka odhadnutelnosti (1.3)), tak je informa¢na matica regularna a ma tvar
Cp(M) = (P™ P) .. (1.7)

Informaénou maticou Cp(M) modzeme reprezentovat mnozstvo informéacie, ktort
poskytuje experiment o lineArnom subsystéme parametrov PT@. Matica Cp(M) je
typu s X s a Cp(M) € S%.
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Subsystém vyznamnych parametrov:

Ukéazali sme tvar informacnej matice pre 'ubovolny vhodny subsystém parametrov
PT0. Pozrime sa teraz na tvar matice v pripade, Ze chceme pracovat len s viiznamnijmi
parametrami. Rozdelme vektor parametrov 6 = (6y,...,60,,) na v vyznamngch para-
metrov T, ...,T, a b pomocniyjch parametrov By, ..., By, teda m = v + b. Chceme najst
informacni maticu pre vyznamné parametre. Zvolime maticu koeficientov P subsys-
tému parametrov PT6 nasledovne P = (I, 0)7. Vyjadrime informacni maticu Cp(M)
pomocou tvaru . Na to potrebujeme zlava inverzni maticu L k matici P a na

zaklade nej vyjadrit projektor R = I,,, — PL. Zvolme

I, 0 0 0
L=(,00 a R=I,— = .
00 0 I,

Oznacme podmatice matice M nasledovne
M;; M
M — 11 12 ’
My, My,

pricom My je typu v X v, M5 a Mle st typu v X b a My, je typu b x b.

Potom informacnd matica je

Cp(M) = My; — (0, M,,) 00 ") My, - MMM (1.8)
P 11 ; 12 0 M22 M21 11 12 22 21- .

Matica My; — M3M5, My, sa vola Schurov doplnok podmatice My matice M a je
pozitivne semidefinitnd prave vtedy ak je M pozitivne semidefinitna, Mgy je pozi-
tivne semidefinitnd a .#(My;) C 4 (Mayy). Dokaz je v knihe [45], kapitola 3. Takto
vyjadreni informacni maticu budeme pouzivat vo zvysku préace. Pripomenieme, Ze
vdaka v8eobecnym tvrdeniam pre informa¢nii maticu subsystému parametrov vieme,

ze CP(M) S Si

1.1.3 Kritéria optimality

Ked su definované informa¢né matice, tak potrebujeme pridat mieru na ich porovnéa-
vanie a urcovanie mnozstva informécie z nich ziskanej. Na to slizia kritéria optimality
definované ako ¢ : S{ — [0,00), kde v je rozmer informacnej matice a SY je mnozina

pozitivne semidefinitnych matic. Casto pouzivana trieda kritérii su ortogonélne invari-
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antné kritéria optimality (vid. [22] [45]).

Definicia 8. Nech S| je mnoZina vsetkijch pozitivne semidefinitnyjch matic rozmeru
v X v. Potom kritérium ¢ : S — [0,00) spliiajice nasledovné vlastnosti nazgvame

ortogondlne invariantné informacné kritérium.

1. Loewnerovskd izotonnost - pre kazdé C,Cy € SY plati
Cl =< CQ = (I)(Cl> < (I)(Cl),

kde symbol <X reprezentuje Loewnerovské usporiadanie matic.

2. Konkdvnost - pre kaZdé Cy,Cy € SV a konstantu o € (0, 1) plati
O(aCq+ (1 —a)Cy) > a®(Cq) + (1 — a)®(Cy).

3. Pozitivna homogenita - pre kazdi maticu C € S a konstantu o > 0 plat?

d(aC) = ad(C).
4. Polospojitost zhora - mnoziny {C € S; ®(C) > b} si uzavreté pre kazdé b € R.

5. Ortogondlna invariancia - existuje funkcia ® : R — R takd, Ze pre kaZdi maticu
C € S? plati ®(C) = ®(A(C)), kde A(C) = (Ai(C), ..., \,(C)) je usporiadany

nerastici vektor vlastnych hodndt matice C.

Prikladom ortogonéalne invariantnych kritérii optimality su kritéria D, A a E. Nas
zaujimaju odhady subsystému parametrov P76, takZe nis zaujimaji ich parcidlne
verzie Dp, Ap a Ep. V definiciach predpokladame, ze M je momentova matica rozmeru
m x m a Cp(M) je informa¢na matica pre subsystém vyznamnych parametrov P76

rozmeru v X v.

Definicia 9. Kritérium Dp-optimality ®p, (). Kritérium ®p, : ST — (0,00) je

zobrazenie definované
®pp (M) = (det(Cp(M)))"* = (det(PTMP))~1/*,
pre momentové matice M € ST splitajiice podm. odhadnutelnosti .4 (P) C .#(M).

Pre ostatné momentové matice bude ®p, (M) = 0.

Definicia 10. Kritérium Ap-optimality ®,(-). Kritérium @4, : ST — (0,00) je
zobrazenie definované
—1

-1
1 e 1 O —
Dy, (M) = (— trace CP(M)_l) = <; tracePTM_P) = (W ZVar(PTQ)Z) ,
i=1

v
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pre momentové matice M € ST splitajiice podm. odhadnutelnosti .4 (P) C .#(M).

Pre ostatné momentové matice bude ® 4, (M) = 0.

Definicia 11. Kritérium Ep-optimality P, (). Oznacme i (Cp(M)) najmensie
vlastné cislo informacnej matice. Kritérium ®g, : ST — (0,00) je zobrazenie defino-
vané

(I)Ep (M) = )‘min(CP(M)) = )‘min((PTM_P)_l)a

pre momentové matice M € ST splriagiice podm. odhadnutelnosti .4 (P) C .4 (M).

Pre ostatné momentové matice bude ® g, (M) = 0.

1.1.4 Optimalny navrh experimentu

Za ezxaktny ndvrh experimentu budeme povazovat vektor & = (&1, ...,&,)’, pricom jed-
notlivé komponenty &; € {0, 1,2, ...} predstavuju pocty pokusov vykonanych v bodoch
navrhu experimentu x1,...,x,. Obcas, kvoli zrozumitelnosti, budeme pouzivat zapis
& = &(wi).

Rovnako mézeme definovat aproximativny navrh & € [0,00)", s tym rozdielom, ze
nepracujeme s celymi ¢islami, ale & mozu byt Tubovolné nezaporné realne ¢isla. V praci
sa budeme zaoberat exaktnymi ndvrhmi.

Momentovd matica nezavisi na poradi jednotlivych pokusov vykonévanych v bo-
doch navrhu experimentu. Preto ju pre konkrétny navrh experimentu moézeme defino-
vat pomocou usporiadanej mnoziny bodov néavrhu X = {z1,...,x,} a ich nasobnosti,

namiesto vSetkych pouzitych bodov navrhu z4,...,Zy.

Definicia 12. Momentovd matica prislichajica ndvrhu experimentu & je matica

typu m X m

M(¢§) = Zfif(fi)fT(xi)- (1.9)

Da sa Tahko nahliadnut, ze momentovd matica je informacnd matica pre cely systém
parametrov 6. Staci za maticu koeficientov zvolit P = 1,,.

Ak M(¢) spliia podmienku odhadnutelnosti , tak je subsystém PT0 odhad-
nutelny pre navrh experimentu £. V praci budeme pracovat len s navrhmi, pre ktoré je

subsystém P10 odhadnutelny.

Definicia 13 (Optiméalny néavrh). Hovorime, Ze ndvrh experimentu £* je optimdlny

vzhladom na kritérium ®, ak je ndvrh £ pripustny a kritérium ® nadobida pre tento
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ndvrh mazimum spomedzi vsetkyjch pripustniych ndvrhov £ € =
§" = argmax=P(M(§)). (1.10)

Co rozumieme pod mnozinou pripustnych navrhov experimentu Specifikujeme v nasle-

dovnej casti [I.1.5

Definicia 14 (Schurovsky optimalny navrh). Ndvrh, ktory je optimdlny vzhladom na
mmnozinu vsetkyjch ortogondlne invariantnijch kritérii optimality, nazyjvame Schurovsky

optimdlny ndvrh.

Ked méame definovany navrh experimentu, tak vyslovime este jednu podmienku pre
kritéria optimality ® - podmienku monoténnosti. Mohli by sme ju vyslovit skor, ale

teraz mame k dispozicii lepsi slovnik.

(M) Rozsirenie experimentu o dalsie pokusy nemdze znizit mnozstvo informécie o pa-
rametroch. Teda ak pre dva navrhy & a (¢ plati & < ( po zlozkidch, potom
P(M(€)) < d(M(())-

Téato podmienka je intuitivna (ak pribudne pokus, tak sa nemoze znizit ziskané infor-
mécia) a plati skoro pre akékolvek rozumné kritéria. Ortogonélne invariantné kritéria

ju splhaju vdaka vlastnosti Loewnerovskej izoténnosti.

1.1.5 Ohranicenia na zdroje

Pri hladani optiméalneho navrhu experimentu potrebujeme poznat mnoZinu vSetkych
pripustnych navrhov = s ktorymi pracujeme. Aby sme ju mohli definovat musime
poznat vstupné obmedzenia experimentu. Ak by neboli Ziadne obmedzenia, tak ne-
musime optimalizovat. Urobime neobmedzene vel'a pokusov vo v8etkych bodoch néavrhu
a najdeme dostatocne dobry odhad. V praxi vSak pracujeme s ¢asovo, finan¢ne alebo
inak naroénymi experimentmi, ktorych mozeme urobit len obmedzeny pocet (napriklad
ked je zadany celkovy rozpocet, ktory nemézeme presiahnut).

Najbeznejsie ohrani¢enie na mnozinu pripustnych navrhov = je obmedzenie na

celkovy pocet rovnocennych pokusov
S+ ...+& <N. (1.11)

BeZnejsie sa toto ohranicenie pouziva v tvare rovnosti. Ak vSak predpokladame monoton-

nost kritérii optimality, tak existuje optimalny névrh, v ktorom sa dosahuje rovnost. Na
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rieSenie ulohy so standardnym ohrani¢enim |1.11{existuje viacero algoritmov a heuristik
(budt ukazané neskor). V skuto¢nosti sa vSak casto vyskytuju komplikovanejsie ohranice-
nia na zdroje (materialne, Tudské, financné, ¢asové), alebo viacero ohraniceni sucasne,

s ktorymi klasické algoritmy nevedia pracovat.

Skoro vSetky bezné podmienky vyskytujtce sa v praxi vieme zapisat v tvare k ohra-

niceni na zdroje zapisatelnych ako
Zam& < b, pre vietky r € {1,...,k}; (1.12)
i=1

kde a,; predstavuje mnozstvo ¢erpania z r—tého zdroja pri vykonani jedného pokusu
v i—tom bode névrhu a b, predstavuje limit na r—ty zdroj. Budeme pouzivat aj
skrateny maticovy zapis A¢ < b. K takto definovanym ohrani¢eniam ((1.12)) pridame

eSte tri prirodzené podmienky
(P1) limity na zdroje st kone¢né kladné ¢&isla, tj. by, ..., b € (0,00),

(P2) rozsirenie navrhu nemoéZe znizit mnozstvo ¢erpania pre Ziaden zdroj, tj. a,; > 0

pre vetky r € {1,...,k}aie {l,... ,n},

(P3) Ziaden pokus nie je uplne zadarmo a jeho opakovanie musi viest k poruSeniu
niektorého ohranicenia, tj. pre vSetky i € {1,...,n} existuje zdroj r € {1,... k}
taky, ze a,; > 0.

Ukézeme aké podmienky z praxe vieme zapisat v tvare ohraniceni na zdroje (|1.12))

a ako pre ne volime jednotlivé parametre.

e Standardné ohranicenie (vid. ) na celkovy pocet pokusov N pri predpoklade

jednotkovej ceny za pokus v hociktorom bode navrhu zq,...,x,

ay; = 1,\V/i6 {1,,n}, b1 = N.

e Ohranicenia na poc¢ty pokusov Ni,...,N, vykonanych v jednotlivych bodoch

navrhu xq,...,x,
a=1prei=7r, a;=0prej#r; b=N,; r=1,...,n.

Tieto ohrani¢enia sa nazyvaju priame (z ang. direct constraints) a pouZivaju sa
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napriklad v ¢lankoch [I6], [53]. Casto byvaji rovné maximalne jednému pokusu
v kazdom bode ndvrhu Ny =...= N, = 1.

e Ohranicenie na celkovy rozpocet experimentu, pricom ceny pokusov v jednotlivych

bodoch navrhu cq, ..., ¢, mozu byt rézne

11 = C1,...,01, = Cp; by = rozpocet.

e Marginalne ohrani¢enia na pokusy v urcitych disjunktnych skupinach bodov
navrhov X1, ..., X;. Pricom névrhy z jednotlivych skupin mihaja rézne zdroje,

ktorych mnozstva sa zy, ..., 2

Zf(f)ﬁzr; r=1,...,k.

JJGXT

PouZitie marginalnych ohrani¢eni sa da najst v ¢lankoch [13], [39]) alebo vSeobec-

nejsie v ([24]).

e Mnohé dalsie typy. Napriklad ak nemoéZzeme vykonat dva pokusy vo velmi podob-
nych bodoch navrhu. Potom po vykonani jedného pokusu, musime zakazat vyko-

nanie dalsich pokusov v podobnych bodoch navrhu.

Ohranicenia na zdroje definované nerovnostami tvaru a podmienkami (P1),
(P2) a (P3), nepokryvaju vSetky mozné pouzivané ohrani¢enia pri navrhovani experi-
mentov (napriklad [49]), ale zahfhaju vac¢Sinu v praxi pouzivanych ohranic¢eni. Navyse
vytvaraju pekni mnozinu pripustnych rieSeni s ktorou vieme dobre pracovat v al-
goritmoch. Vdaka tvaru ohrani¢eni vieme prejst z Tubovolného pripustného néavrhu
do Tubovolného iného pripustného navrhu, len po pripustnych navrhoch vznikajucich

z predoslych len pridanim alebo odobranim jedného pokusu.

1.1.6 Mnozina pripustnych navrhov

Okrem ohraniceni na zdroje (1.12) majme exaktny navrh €@ predstavujici pripadné
vopred vykonané pokusy (ku ktorym chceme dorobit dalsie pozorovania). Ak robime
normélny experiment, bez Ziadnych vopred vykonanych pokusov, tak ¢© = 0, je
nulovy poéiatoény navrh. Samozrejme predpokladame, ze £(0) spliia vietky ohranicenia

na zdroje.
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Potom na zaklade navrhu £©) a ohraniceni na zdroje (1.12) definujeme mnozinu

vSetkych pripustnych exaktnych ndvrhov = ako
2 ={£€{0,1,2,..}": €0 < ¢, AE < b}, (1.13)
a mnozinu vSetkych pripustnych aproximativnych navrhov =*" ako
=P = {€ e [0,00)": €0 < ¢, AE < Db} (1.14)

V tychto mnozinach hladame optimalne navrhy experimentov. Potom moéZeme opti-

malny navrh z definicie ((1.10]) prepisat na tvar
§" = argmaxgcze ®(M(E)). (1.15)
Toto je zékladna teoretické tloha, ktori budeme riesit v celej préci.

1.1.7 TIlustra¢ny priklad - natery

V tejto casti predvedieme zavedené pojmy na konkrétnom priklade. Priklad je in-

Spirovany ulohou z knihy [4], str.41, priklad 2.2.

Priklad 1. Chceme testovat vplyv poctu ndterov laku na koroziu siuciastok. K dispozicii
mame 24 suciastok a 24 ddvok ndteru, pricom na jednu suciastku mozZeme aplikovat
jednu alebo dve ddavky ndteru. Po aplikdcii ndterov suciastky nechame mesiac v morskej
vode a potom zmeriame stav kordzie. Na kolko siuciastok mdme aplikovat jednu a na

kolko dve davky ndteru, ked chceme sledovat rozdiel medzi nimi?

Pouzijeme model
Y, =fY(#)0 +e;, i=1,...,N, N<24.

Mozné body navrhu experimentu su dva X = {z1,x2}, kde 1 predstavuje aplikaciu
jednej davky nateru a xo aplikdciu dvoch davok nateru na jednu suciastku. K nim
prislichajtice regresory st f(z;) = (1 0)T a f(xs) = (0 1)T. Sledujeme u&inky oboch
typov néaterov, takZe potrebujeme dva parametre 0 = (6;,60:), kde 6; sleduje efekt
jednej davky nateru a 0, sleduje efekt dvoch dévok nateru. Zaujima nas odhad 91/—\02.
Pri jednotlivych pokusoch predpokladame nezavislé, rovnako rozdelené chyby s nulovou

strednou hodnotou a kone¢nou disperziou 0 < o2.
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Nech & je pocet suciastok, na ktoré bola pouzité jedna davka néateru a & je pocet
suciastok, na ktoré boli pouzité dve davky nateru. Potom ohranicenia na zdroje na

celkovy pocet davok a na celkovy pocet suciastok vieme zapisat ako
§1+25 <24 a §+&6E <24
Druhé ohrani¢enie vyplyva z prvého (§5 > 0,& > 0), takZe staci pracovat s ohranic¢enim
§1 426 <24 (1.16)

Na obrazku zobrazime mnozinu Z¢ vetkych exaktnych navrhov splhajicich
ohranicenie (|1.16)) a kandidatov na optimalny navrh.

§+5,<24 @ Maximalne navrhy
/i boe 620 O Nemaximalne navrhy
POOO@® £:20 @ ¢=(5.,5,)=(10,7)

leNoNoNoNoNoNoy
O00000000@

POOOOOOOOO00
6000000000000 @
oNeNeNeNeNoNoNeNeoNoNoNoNoNo)
oNeNeNeNeNeNoNeNeNoNoNoNoNoNoNo)
3 00000000000 ®@
000000
000000

0 6 12 18 2éy &,

Obrazok 1—1: Mnozina = exaktnych pripustnych navrhov (vyznacend bodmi).
Mnozina =% aproximativnych pripustnych navrhov (vyznacené sivou plochou). Ma-
ximélne navrhy (¢ervené body), nemaximélne navrhy (bez farby) a optimalny navrh
€* = (10,7) (modry bod).

Pre nas dolezité si navrhy oznacené ¢ervenou farbou, ktoré nazveme maximdine.

Definicia 15 (Maximalny navrh). Mazimdlny ndvrh je taky ndvrh, do ktorého nemo-
zZeme pridat Ziaden dal$i pokus v Ziadnom bode experimentu, bez porusenia niektorého

2 ohranicéeni na zdroje.

Nemaximdlne navrhy st navrhy splhajice ohranicenia na zdroje, ktoré nie st ma-
ximdlne. Niektory z maximdlnych navrhov je uréite optimalny, vdaka monotonnosti
kritérii optimality. Pretoze z memazimdlneho néavrhu vieme vyrobit informativnejsi

(alebo rovnako informativny) navrh pridanim pokusu do niektorého z bodov navrhu
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experimentu, ktorym neporusime ohranicenia ([1.12]) (takyto bod navrhu uréite existuje
vdaka nemazimdlnosti navrhu). KedZze kritérium optimality nie je ostro monoténne,

tak mozu byt optimélne aj nemazimdlne ndvrhy.

Za kritérium optimality zvolime c-optimalitu, lebo sledujeme rozdiel medzi efektmi
poc¢tu naterov, teda rozdiel medzi parametrami ¢, a 5. TakZze nas zaujima odhad sub-
systému parametrov 01/—\6’2, ktory vieme zapisat pomocou matice koeficientov ako P =
(1 —1)T, teda matica koeficientov je len vektor ¢ a hociktoré z kritérii Dp, Ap, a Ep sa
zZi na kritérium c-optimality. Toto kritérium vyzera nasledovne ®.(M) = (cTM~¢c) ™!,
ak je splnena podmienka odhadnutelnosti ¢ € .#(M). Tato podmienka je splnena ak
st ny a ng nenulové (ak by bolo jedno z nich nulové, tak nemé zmysel odhadovat rozdiel

medzi efektmi poc¢tu naterov), pretoze vieme ur¢it momentovi maticu M a vyjadrit

vektor ¢ ako linearnu kombinaciu stlpcov momentovej matice.

& 0 1 1

M= " c=01 —1)T==( 00T+ =0 &) e.#4(M).
0 52 51 52

Potom kritérium optimality nadobtda hodnotu ®,(M) = &,& /(&1 +&.). Ked vyriesime

tuto optimaliza¢nu tlohu, alebo overime vSetky mazimdlne navrhy, najdeme optimalny

navrh & = (£,&) = (10,7). Teda desat suciastok natrieme jednou davkou nateru

a sedem suciastok dvomi davkami. Odhad subsystému parametrov #; — 65 bude

£ &1+¢
00, — Zjlzl Yj Zjlzﬁlil Yj
1— V= — .
& 3

Tento priklad bol pomerne Tahky a optimélny navrh sa dal najst aj bez pouzitia
Specialnych algoritmov. Stacilo vyriesit Tahky optimaliza¢ny problém, alebo zratat hod-
notu kritéria pre jedenast maximdlnych navrhov. Problém nastane, ak mame viacero
bodov navrhu a viacero ohraniceni na zdroje. Potom moze byt mnozina mazimdlnych
navrhov velmi zlozitd a tym padom je tazsie najst optimélny névrh. Viac o optimal-
izatnych metédach uréenych na hladanie optimalnych navrhov experimentov ukazeme
v kapitole [3]
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1.2 Blokové navrhy s velkostou bloku dva

V celej praci sa zameriame na blokové experimenty s velkostou bloku dva. Ukazeme
ako stvisia so v8eobecne definovanym modelom v predoslej casti. balej ako tento typ
experimentov vieme reprezentovat pomocou grafov. Potom pouzijeme zname vysledky
z tedrie grafov na problémy z navrhovania experimentov a naopak. Toto prepojenie
vyuZiva, ze teoria grafov je starSia oblast a tym padom je v nej vela teoretickych
vysledkov, ktoré nam pomoédzu. Na druhu stranu navrhovanie experimentov pontuka
mnoho novych problémov a tloh, ktoré moézu byt motivaciou pre nové tvahy v teorii
grafov. Mozné vyuzitie blokovych experimentov s velkostou bloku dva ukézeme na

makrocipovyjch experimentoch v genetike.

1.2.1 Blokové navrhy s vel'kostou bloku dva a ich reprezentacia grafmi
V celej casti vychadzame z ¢lanku [7].

Definicia 16. Blokovy ndvrh (v,b, B) definujeme ako dve mnoZiny, mnoZinu ose-
treni (velkosti v) a mnoZinu blokov (velkosti b), a bindrnu reldciu incidencie medzi
tymito mnozZinami. Bindrna reldcia incidencie urcuje, ktoré osetrenia sa nachddzaju v

spolocnyjch blokoch, pricom v kaZdom bloku sa nachddza prave B osetrend.

V celej praci sa zaoberame blokovymi néavrhmi s velkostou bloku dva (v,b,2).
Velkost bloku dva hovori, ze v kazdom bloku sa nachédzaji dve oSetrenia. NavySe

budeme pracovat s bindrnymi ndvrhmia.

Definicia 17 (Binarny navrh). Blokovy ndvrh voldme bindrny, ok sa Ziadne oSetrenie

nenachddza v Ziadnom bloku viac nez raz.

Predpoklad bindrnosti navrhov je prirodzeny, pretoze nas zaujimaju rozdiely medzi
efektmi jednotlivych oSetreni a nie samotné efekty oSetreni. Teda ak by sme pouzili
v jednom bloku dvakréat to isté oSetrenie, tak neziskame ziadnu informéciu o rozdiele

medzi efektmi tychto oSetreni.

Bindrne blokové experimenty s velkostou bloku dva vieme reprezentovat pomocou
grafov. Jedna pouzivana reprezentacia je pomocou Leviho grafu. Pouzivali ju napr.
v praci [50] a jej vyhodou je, Ze vie pracovat s Tubovolnymi velkostami bloku. My sa
Specializujeme na velkost bloku dva, preto bude pre nas vhodnejsia druhé reprezen-

tacia. T4 je pomocou pdrovacieho grafu (z ang. concurrence graph). OSetrenia v nej
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predstavuju v vrcholov grafu a bloky predstavuju b hran grafu. Ak sa dve oSetre-
nia nachadzaju v spolo¢nom bloku, tak si vrcholy reprezentujice prislusné osSetrenie
spojené hranou reprezentujiucou prislusny blok (vid. obr. . Vdaka pouzivaniu
bindrnych ndvrhov vzniknuty graf neobsahuje slucky. Nasobné hrany predstavuji vi-
acnasobné pouzitie tych istych dvoch oSetreni v réznych blokoch. Graf prisluchajuci k

navrhu & budeme oznacovat G(§).

Y11 =T1+B1 +£11
Y21 =T2+B1 +£21
Y22=T2+B2+£22
Y32=T3+BZ+£32

Obrazok 1—2: Graf a model pre tri oSetrenia 7y, 7, 73 a dva bloky 31, 62

1.2.2 Model a informac¢ni matica pre subsystém vyznamnych parametrov

Pre blokové experimenty, moézeme definovat nasledovny model analyzy rozptylu
}/ij :Ti+6j+€ij- (]_]_7)

Clen Y;; predstavuje pozorovanie pre oSetrenie 4, kde i € {1,...,v}, a v bloku j, kde
g € {1,...,b}. Predpokladame, Ze ¢;; st nezavislé, rovnako rozdelené chyby s nulovou
strednou hodnotou a kone¢nou nenulovou varianciou o?. Nezname parametre 11, ..., 7,
oznacuju efekt jednotlivych oSetreni (pre nas budu predstavovat vyznamné parametre)
a f1,..., 0 oznacuju efekt jednotlivych blokov v ktorych sa oSetrenia nachadzaju (pre
nas budu predstavovat pomocné parametre). Ukazka tvorby modelu je na obrazku
2l Tento model vieme prepisat do tvaru univerzélneho modelu z predoslej

sekcie nasledovne
Ve = f1(3)0 + e, k=1,...,N, kde N = 2k.

Mnozina bodov navrhu experimentu X je mnozina usporiadanych dvojic (i,7), kde
i € {1,...v} predstavuje pouzité oSetrenie a j € {1,...b} predstavuje blok v ktorom
sa toto oSetrenie nachadza. Index k bodu navrhu 7, € X je poradové ¢islo vybratého
bodu navrhu v ktorom sme pozorovali i-te oSetrenie na j—tom bloku. Potom k je
rovné 27 — 1, pre mensie z pouzitych oSetreni v j—tom bloku a k = 25 pre vicsie

z pouzitych oSetreni v j—tom bloku. Hodnota Y} je pozorovanie v bode névrhu zy.
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Regresor f : X — R™ (kde m = v + b) sleduje efekt oSetrenia a bloku v ktorom sa toto

oSetrenie nachadza.

f((i,5)) = (0,...,0, 1 ,0,...,0, _1_  ,0,...,000 e R™

~~ S~~~
i-te miesto v+j-te miesto
Vektor neznamych parametrov 6 je tvaru (7i,...,7,,01,...,53)f € R™ a g, st

nezavislé, rovnako rozdelené chyby s nulovou strednou hodnotou a kone¢nou nenulovou
varianciou 2.

Na zéklade modelu (1.17) a pouzitého navrhu £, vieme vytvorit maticu planu expe-
rimentu F(f) a z nej momentovi maticu 1\~/I(f) pre cely systém parametrov . Vyzera

nasledovne

= [ RUX'U Nv><b ] . (118)

M(£) =
(&) NT 9.1,

bxv
Kde I«; je identickd matica. Matica R, «, je matica po¢tu pouziti jednotlivych oSetreni,
kde r;; = 0;¢ # j a r;; je rovné poctu blokov obsahujucich oSetrenie ¢. Matica N, x; je

matica incidencie.

Definicia 18. Matica incidencie ndvrhu N (z ang. incidence matriz), pre v ose-
treni a b blokov je matica rozmeru v X b, kde clen n;; predstavuje pocet vijskytov i—teho

osetrenia v j—tom bloku .

Kedze pracujeme s bindrnymi navrhmi, tak n;; moze byt len jedna (ak sa i-te
oSetrenie nachédza v j-tom bloku) alebo nula (inak).

Dalej podla postupu na konci odseku a tvrdenia vytvorime informacni
maticu pre subsystém vyznamnyjch parametrov P10, kde P = (I,,0)T. Maticu 1\7[(5)

rozdelime na bloky

M11(€) = Ryxu, Mia(€) = Nysp, Moy (€) = NE,, Man(€) =2 - Lo,

Potom informacnd matica pre subsystém vyjznamnijch parametrov vyzera nasledovne

~ 1
CP(&) = Rv><v - I\vab(2 : beb)_lNng - vav - §NUXbNgXU- (119)

Informacnd matica je vyjadrend pomocou niekolkych Specidlnych matic, ktoré pred-

stavime.
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Definicia 19. Pdrovacia matica ndvrhu A(§) (z ang. concurrence matriz) pre
v oSetreni a b blokov je matica rozmeru v X v, a definujeme ju ako A(§) = NNT,

kde N je matica incidencie.

Pracujeme s binarnymi navrhmi, takze ¢len \;; predstavuje kolkokrat sa nachadzaju
oSetrenia ¢ a j v spolo¢nom bloku. Clen \; hovorf v kolkych blokoch sa nachéadzalo
1—te oSetrenie. Matica R, «, je maticu poc¢tu pouziti jednotlivych oSetreni. M& rozmer
vXvar;=0;1#].

Kvoli jednoduchosti budeme v dalsom namiesto Cp(€) (pre P = (I,,,0)T) pouzivat
oznacenie C(§), pripadne len C. Potom moéZzeme informacéni maticu pre subsystém

vyznamnych parametrov (|1.19) zapisat zjednodusene ako

1
Cv><v = vav - §Av><v'

Tato matica C je symetrickd pozitivne semidefinitna matica. Sucty ¢lenov v riad-
koch (respektive v stfpcoch) st nulové, teda C,«,1, = 0,, a zaporne vzaty ¢len na di-
agonéle je rovny stctu zvysnych ¢lenov riadku (resp. stipcu). Tieto tvrdenia st zjavné

na zaklade definicie matice C pomocou matic R a A.

1.2.3 Laplacian grafu

Nech R a A st matice definované v predoslom texte. D4 sa ukazat, ze matica R je pre
graf navrhu matica, ktord méa na diagonale stupne vrcholov a inde samé nuly. Podobne
matica A je pre graf ndvrhu matica, ktorda ma na diagonale stupne vrcholov a mimo
diagonély pocet hran medzi dvojicami vrcholov. Potom definujeme Laplacian grafu

nasledovne.
Definicia 20 (Laplacian grafu). Laplacidn grafu je L(G) = 2R — A.

Zjavne plati L = 2C. Takze ak chceme najst informacni maticu pre systém wvyjz-
namnijch parametrov pre navrh experimentu &, tak stac¢i vytvorit pre navrh & pdrovact
graf a zostrojit k nemu Laplacian. Kedze Laplacidn je dvojnasobok informac¢nej mat-
ice a pracujeme s pozitivne homogénnymi kritériami, tak je jedno ¢ budeme hladat

optimélny névrh na zaklade Laplacianu, alebo informac¢nej matice.

Dalej ukazeme, ¢o vSetko vieme odhadnut na zéklade informacnej matice pre vijz-

namné parametre, resp. prislusného Laplacidnu. Z vlastnosti inf. matice C,,1, = 0,
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vyplyva, ze matica C (resp. L) je singularna. Takze nemézeme odhadnit vsetky vyz-
namné parametre, pretoze matica koeficientov P = I, je regularna a teda nespliia
podmienku odhadnutelnosti .# (P) C .#(C). Sme schopni odhadnut len niektoré kon-
trasty medzi parametrami (linearne kombinacie parametrov a’ 7, kde a’1, = 0). Naj-
Castejsie sa zvyknt odhadovat kontrasty porovnavajice dve oSetrenia, tj. 7, — 7; a teda
vektor kontrastov a tvoria samé nuly, 1 na i-tom mieste a —1 na j-tom mieste.

Da sa ukazat Ze vSetky kontrasty st odhadnutelné prave vtedy, ked je graf navrhu
suvisly. V takom pripade mé Laplacidn L grafu (tym padom aj informacnd matica
C) prave jedno nulové vlastné ¢islo a ostatné vlastné ¢isla su kladné. Ak graf navrhu
nie je suvisly, potom pocet nulovych vlastnych ¢isel Laplacidnu (teda aj informacnej
matice) je rovny po¢tu komponent stvislosti grafu navrhu (vid. [7], tvrdenie 2.9). Toto

vyuzijeme pri definicii D-, A- a E- optimality pomocou vlastnych ¢isel vhodnej matice.

1.2.4 Kritéria optimality pre blokové navrhy
Majorizacia a ortogonalne invariantné kritéria:

V predoslej casti sme ukazali vlastnosti ortogondlne invariantnich kritérii optimality.
Teraz pre ne ukazeme inu definiciu, zaloZent na majorizacii vektorov vlastnych c¢isel
informacnijch matic (resp. Laplacidanov). Podklady k majorizacii sme ¢erpali najmé z
[9, 23].

Definicia 21 (Majorizacia). Nech x,y st dva vektory v R”. Hovorime, Ze vektor x
majorizuje vektor y (znacime x <y ), ak pre ich usporiadané proky xy > ... > x,,

Yr > ... > Yy plati

k k
1. E Tp_in1 < E Yo—it1s prek=1,...,v—1
i=1 i=1
v v
i=1 i=1

My budeme ako vektory x a y pouzivat usporiadané vektory vlastnych ¢isel infor-
macnych matic navrhov C(&) (resp. prislusnych Laplacianov). Potom druha podmienka
rovnosti 7i. bude splnené, ak budt mat oba névrhy rovnako vela, rovnako velkych
blokov. Pretoze »._, z; = stopa(C(§)) = polovica poctu prvkov v blokoch ndvrhu. Pre
nés bude mat vyznam porovnavat navrhy s rovnakym poc¢tom oSetreni a blokov. V opa¢nom
pripade by sme mohli pracovat so slabou majorizdciou, pre ktorta aj druhé vlastnost .

je v tvare rovnakej nerovnosti ako predoslé.
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Definicia 22 (Schurovsky konkévna funkcia). Hovorime, Ze funkcia f : R — R je
Schurovsky konkdvna, ak x <y implikuje f(x) > f(y).

Plati, ze kazda symetricka, konkavna funkcia je aj Schurovsky konkdvna. Tym pé-
dom su ortogondlne invariantné kritéria optimality, vzhladom na vektory vlastnych
¢isel informac¢nych matic, Schurovsky konkavne - st symetrické (nezalezi na poradi po-
kusov) a konkévne (vlastnost 2. z definicie). Tym padom moézeme definiciu [14] previest

na nasledovny tvar.

Definicia 23 (Schurovsky optimalny névrh). Ndvrh &, ktorého vektor vlastnijch cisel
A(§) informacnej matice pre subsystém vijznamnych parametrov je magjorizovany vek-
torom vlastnych c¢isel X(C) lubovolného iného pripustného ndvrhu ¢, nazgvame Schu-

rovsky optimdlny ndvrh (resp. nagjlepsi ndavrh vzhladom na majorizdciu).
Ukézeme dve tvrdenia, ktoré budeme potrebovat neskor.

Lema 1.1. Pre [ubovolné rovnako velké vektory x,y € RY plati, Ze x <y prdve vtedy
ked c1, +x < cl, +y, kde 1, je v—rozmernyj vektor samgch jednotiek a c je redlna

konstanta.

Doékaz. V dokaze budeme vychadzat z definicie majorizacie. Podl'a nej rozpiseme

cl, +x < cl, + y nasledovne

k k
Z(C+$Z)§Z(C+yz) prek: I )
i=1 i=1
k k
kc+2xl<k0+2yl prek=1,...,v,
i=1 i=1
k k

Co je presne X <y, pricom sme pouzili len ekvivalentné tpravy. O

Lema 1.2. Nech x,y € RY. s lubovolné rovnako velké vektory s nezapornymi prokams.
Nech x¢ = (z,0,...,0),y0 = (v,0,...,0)". Potom plati
k k

X <Y < Xg < Yo

Doékaz. Rovnako ako v predoslom pripade, priamo z rozpisania pomocou definicie. []
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Konkrétne kritéria optimality:

Nech C,«, je informacnd matica navrhu experimentu pre efekty vyznamnigjch paramet-
rov Ti,...,T, a nech A (C) > --- > \,_1(C) > A\, (C) = 0 st jej vlastné ¢isla. Potom
vlastné ¢isla Laplacianu L = 2C su 20,(C) > --- > 2X,_1(C) > 2),(C) = 0. Budeme
pouzivat tri konkrétne kritérid optimality D, A a E, v teérii blokovych experimentov

(pozri pracu [7]).

Definicia 24. Kritérium D-optimality ©,(C(&)) poloZime rovné v-tej odmocnine zo
sucinu vsetkych vlastniych cisel informacnej matice, okrem najmensieho vlastného cisla
spomedzi nich, teda v-tej odmocnine zo sucinu vlastnych céisel A\;(C),..., Ay—1(C). Ak
je niektoré vlastné cislo spomedzi A (C), ..., A\y—1(C) rovné nule, tak aj kritérium ®p

je rovné nule.

Definicia 25. Kritérium A-optimality ©4(C) polozime rovné harmonickému prie-
meru vsetkych vlastnych cisel informacnej matice, okrem najmensieho vlastného ¢isla
spomedzi nich. Teda harmonickému priemeru vlastnijch cisel A\ (C),..., \,_1(C). Ak
je niektoré vlastné cislo spomedzi A\(C), ..., \y—1(C) rovné nule, tak aj kritérium O 4

je rovné nule.

Definicia 26. Kritérium E-optimality 5(C) polozZime rovné druhému najmensiemu
vlastnému ¢islu C, teda Ay—1(C). Ak je Ay—1(C) rovné nule, tak aj kritérium ® g je rovné

nule.

V nasledujiicej vete dokdzeme, Ze tieto kritérid vieme interpretovat v klasickej teorii
navrhovania experimentov ako parcialne kritéria Dp-, Ap- a Ep-optimality pre odhad
akéhokol'vek ortonormalneho systému (v — 1) kontrastov efektov v vgznamniych para-
metrov.

Majme navrh experimentu, ktorého graf je suvisly a mé informa¢nt maticu C,y,.
Potom C mé prave jednu nulovi vlastni hodnotu. Vdaka vete existuje ortonor-
mélna transforméacia matice C na maticu, ktord bude mat s C rovnaké vlastné ¢isla

okrem najmensieho z nich (takze bude mat vSetky vlastné ¢isla nenulové).

Veta 1.1. Nech Zyy(v-1) = (21, ..., Zv-1), 777 =1, ., Z"1, = 0,_, je matica, ktorej
stlpce su vektory definujice kontrasty medzi vijznamnymi parametrami T, . .., T,. Nech
PT = (ZT,O(U,l)Xb). Nech \(-) su vlastné hodnoty pozitivne semidefinitnej matice

usporiadané od najvicsej po najmensiu. Nech ndvrh & spliia podmienku odhadnutelnosti
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A (P) C A (M()). Potom plati

i Cp(¢) = ZTC( 1 y(6)Z (1.20)

ii. (G 1 1(6) = M(Cr(©)). i=1,...,u—1 (1.21)

Este pred dokazom vety sa pozrime ¢o presne znamené. Tvrdenie i. hovori, Ze infor-
madna maticu pre akykol'vek systém v — 1 ortonormélnych kontrastov efektov vzoriek
Cp () vieme vyjadrit pomocou informa¢nej matice pre cely vektor efektov vijznamnyjch
parametrov. Tvrdenie #i. hovori, ze vlastné ¢isla informacnej matice Cp (&) st rovnaké
ako vlastné ¢isla informacnej matice pre cely vektor efektov wvgznamnijch parametrov,
okrem najmensieho (nulového) vlastného ¢isla. Co je vo zvolenom usporiadani presne

v-te vlastné ¢islo povodnej, vacsej informacnej matice pre cely subsystém parametrov 7.

Dékaz. i. Najskor vyuzijeme vetu 3.19 z knihy [45]. T4 tvrdi

Cknu(§) = Cu(Ck(9)),

kde matica K,,x, mé plnd hodnost v a vybera subsystém parametrov K76, matica
H, (,—1) mé plnt hodnost v — 1 a vybera subsystém parametrov H"K”0. My zvolime
matice K = (I, 0,x;)" a H = Z. Potom

Cr(€) = Gz (€) = C( e )2(6) = Ca(C 1 1(€)) = (Z7(C( () 2)™

Obx(v—l) Opxv Opxv Opxov

Teda tvrdenie ([1.20)) vieme prepisat do tvaru

(2" (C (1 () 2) = Z7C (1, |(O)Z.

Opx v Opxwv

Takze chceme ukazat

(20 yoz) (27 0 2) =1y (1.22)

Opxwv Opxwv

Nech Aq,..., )\, st vlastné ¢isla matice C( L )(5) a uy,...,u, k nim prisluchajuce
Opxv
vlastné vektory, pricom uy,...,u, vyberieme tak, aby tvorili ortonormalny systém.

Kedze matica C( 1, )(f) je singularna, tak musi mat A\, = 0 a vdaka predpokladu
Opx v

odhadnutelnosti je A,_1 > 0. Vlastny vektor prislichajuci k nulovému vlastnému ¢islu

zvolime u, = 1,/4/v, o mozeme vdaka vlastnosti C( I )(5)(11)/\/5) = 0,. Pomocou
o

bxwv
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spektralneho rozkladu matic mozeme zapisat

v—1 v—1
1
— wul - = —u;u?
C(Q;z@)(é) - EAZH’LU'L ) C(Q;;})(ﬁ) Zl /\juJuJ !
= i=
Vektory uy, ..., u,_1, (1,/4/v) sme vybrali ako ortonorméalne. Preto u; L (1,/+/v), resp.
u; € (1,/y/v)* pre Tubovolné i = 1,...,v — 1. Zaroven vieme, ze Z*(1,/y/v) = 0,_1,
teda z;1(1,/y/v) a navySe z; Lz;;i # j;i,j € {1,...,v — 1}. Takze z,...,2,1 tvoria
bazu (1,/4/v)t. Potom u; € (1,/4/v)t vieme vyjadrit ako linearnu kombinaciu ba-

zovych vektorov z; nasledovne w; = Za®, pre nejaké vektory a?. Po dosadeni za u;

dostéavame

v—1 v—1 1

Cin =7 Na®@NT| zT  C7 —7 ENOINONAR 7
(O;M)(f) [; ( ) (Oblq;v)(f) fo )\j ( )

Lema 1.3. Nechu; = Za™ pre lubovolnéi=1,...,v—1, kde Z,a® a w; si definované
v predoslom texte. Potom

i (@N)Ta® =1, i=1,...,0—1

ii. (@NTa) =0 437

Doékaz. 1, = lliTllz' _ (a(i))TzTZa(i) _ (a(i))Ta(i)

0, = ulu; = (aN7Z7Za) = (a)"a¥) | pre i #£ j O

Lema dokazuje, ze a®¥) tvoria ortonormélny systém v — 1 vektorov rozmeru v — 1.

Pomocou toho a s vyuZzitim vlastnosti matice Z dokdZeme rovnost ([1.22))
SCIEIE

(70 02) (7
= <ZTZ [Zl )\ia(i)(a(i))T] ZTZ> (sz rl %a<j>(a<j>)T] ZTZ> _
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Teda
Cr(6) = (27(C( 1 () 2) " =27C 1. ()2

Opxwv

Cim sme dokazali (1.20)).

i1. Druhu ¢ast dokazeme I'ahko pomocou informaécii z dékazu prvej casti. Ukazali sme

Cp(f) = ZTC( I, >(§)Z = Z )\la(l)(a(’))T’

Opxv

kde a®¥ st ortonormélne a \;,i = 1,...,v — 1 st vlastné &isla C( L ) okrem naj-
Opx v

mensieho z nich. Zaroven sme dostali rozklad matice Cp(€) = 30— \a®(a®)T po-

mocou linearnej kombinacie ortonormalnych vektorov, teda spektralny rozklad. Takze

Aiyi=1,...,0v— 1 st vlastné ¢isla matice Cp(&). Teda plati

NG (€)= M(Cp(©)),  i=T,...,v—1

1.2.5 Kritéria optimality pomocou vlastnosti grafov

Ukazali sme, ze kritéria optimality vieme vyjadrit pomocou vlastnych ¢isel informacne;
matice a tym padom aj pomocou vlastnych ¢isiel Laplacianov grafov, prislichajacich
k navrhu experimentu. O vlastnostiach vlastnych ¢isiel Laplacidnov sa vie pomerne
vela. Vdaka tomu mozeme kritéria optimality zaviest aj alternativne, pomocou vlast-
nosti z tedrie grafov. Kritérium D-optimality vyjadrime pomocou poctu kostier grafu,
kritérium A-optimality pomocou priemerného odporu v elektrickych sietach a kritérium

E-optimality pomocou algebraickej konektivity grafu.
D-optimalita:
Pri kritériu D-optimality vychadzame z Kirchhoffovej vety o pocte kostier grafu ([|36]).
Veta 1.2. Nech G je graf s v vrcholmi. Potom nasledujice hodnoty si rovnaké:
1. pocet kostier grafu;
it. sucin vlastnych ¢isel Laplacidnu A (L), ..., A\,_1(L) vydeleny poctom vrcholov v.

Parcidlne kritérium Dp-optimality pre névrhy so stvislymi grafmi je v-ta odmoc-

nina zo sucinu vlastnych ¢isel A\;(C),..., A\,_1(C) informacnej matice C. Laplaciin
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L = 2C, takze su¢inu vlastnych ¢isel A;(C),..., \,_1(C) je rovny v-nasobku poétu
kostier grafu deleno 2°~! (vdaka stvislosti grafu s vlastné ¢&isla okrem najmensieho
nenulové a je ich v — 1). Pri hladani D-optimalneho navrhu teda sta¢i hladat navrh
reprezentovany grafom, ktory ma maximélny poc¢tom kostier spomedzi grafov s v vr-
cholmi a b hranami. PretoZze v/2""! je konStanta a v-ta odmocnina, pre v kladné je
rydzomonotonna. Hladanie grafu s maximélnym poc¢tom kostier, pri danom pocte vr-
cholov a hran, je v teorii grafov znacena ako tloha t—optimality. V tomto zneni ju

spominame v druhej kapitole.

Pocet kostier grafu G je rovny poc¢tu moznosti ako odobrat z grafu b — v + 1 hrén
tak, aby ostal suvisly (kde b je pocet hran a v je pocet vrcholov). Pocet kostier grafu
sa d& zistit pomerne jednoducho (existuju teoreticky odvodené optimalne navrhy), ak
b nie je o vela vicsie ako v (vid. [5]). Napr. ak je b = v — 1 potom je graf strom a
mé jedint kostru. Dalsie zname vysledky st pre kompletné grafy (Cayleyho veta) a
kompletné bipartitné grafy (vid. [I1]). Tiez existuju vysledky o optimalnych navrhoch

pre regularne a skoro-regularne multipartitné grafy (vid. [44]).

A-optimalita:

Na zéklade parcidlneho kritéria Ap-optimality ® 4, (M) = (# S, Var(@)>_l
chceme minimalizovat priemerna varianciu. Medzi Tubovolnymi dvomi oSetreniami 4
a j nachddzajucimi sa v spolo¢nom bloku je variancia v;; = 202 (na zaklade modelu
analyzy rozptylu s varianciou chyb Var(e;;) = o2).

Na néjdenie nédvrhu s minimélnou priemernou varianciou pouzijeme Kirchhoffov
zékonu o odpore v elektrickych sietach (vid. [36]). Odpor hrany prislichajtcej bloku
zodpovedé variancii medzi vrcholmi prislichajicimi oSetreniam ¢ a j spojenymi touto
hranou. Varianciu medzi dvomi oSetreneniami, ktoré sa nenachédzali v spolo¢nom
bloku, vypocitame na zaklade zakonov o sériovom a paralelnom zapojeni odporov a

bude rovna celkovému odporu medzi tymito dvomi oSetreniami.

Definicia 27 (Sériové zapojenie odporov). Pri zapojent rezistorov do série (za sebou)

sa vyslednyj odpor rovnd siuctu odporov jednotlivijch rezistorowv.

Definicia 28 (Paralelne zapojenie odporov). Pri zapojeni rezistorov paralelne sa vysledny

odpor rovnd prevrdatenej hodnote siuctu prevrdtengch hodndt jednotlivijch odporov.

Takze ak existuje medzi dvomi vrcholmi reprezentujicimi oSetrenia 7 a j jediné

cesta dlzky d, tak variancia v;; = 2do? (sériové zapojenie odporov). Ak existuje viacero
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ciest, tak potrebujeme pouzit oba typy zapojeni rezistorov a vypocet suc¢tu variancii

medzi oSetreniami bude zlozitejsi.

Vdaka uvedenej interpretacii Ap-optimality bude optiméalny navrh experimentu navrh,
ktorého parovaci graf ma minimélny priemerny medziuzlovy odpor. Opét su teoreticky
odvodené optimalne navrhy, pre pripady kde pocet blokov nie je o vela vacsi ako pocet
oSetreni (¢lanok [5]). V diplomovej préci sme na zéklade algoritmu simulovaného Ziha-

nia nasli niekol'ko d'algich D- a A-optimalnych navrhov.

FE-optimalita:

V pripade E-optimality je mozné ukazat, ze EF-optimélny navrh zodpoveda parovaciemu

grafu, ktory ma maximélnu algebraicku konektivitu grafu.

Definicia 29 (Algebraicka konektivita). Druhd najmensia vlastnd hodnota Laplacidnu

grafu \,_1 sa nazyva algebraickd konektivita grafu.

Pojem algebraickej konektivity nema taka priamu interpretéciu v teérii grafov ako
predoslé dve kritéria. Suvisi s hranovymi rezmi grafu a podrobnejsi prehlad znamych

vysledkov je napr. v ¢lanku [43], alebo [17].

1.2.6 Aplikacia - mikrocipové experimenty

Vyuzitie blokovych experimentov v praxi ukdZzeme na mikroc¢ipovych experimentoch.
Cerpéme z prac pani R. A. Baileyovej [4], [5] a viac podrobnosti je v diplomovej praci
[2].

Dvojfarebné mikroc¢ipové experimenty st urcené na porovnavanie informacie medzi
roznymi vzorkami DNA (Deoxyribonukleova kyselina). Mézeme porovnéavat napr. vzorku
DNA zdravého jedinca so vzorkami DNA od réznych geneticky chorych jedincov, alebo
vzorky DNA vo viacerych vyvojovych stadiach bunky a podobne. Véésinou sledujeme
v ktorych génoch sa jednotlivé vzorky DNA lisia.

Problém je, ze mikroc¢ipové experimenty st drahé. Takze je dolezité vhodne vybrat
ktoré vzorky porovname, aby sme o nich ziskali ¢o najvacsiu informéaciu vzhladom na
pevne dany rozpocet. UkdZeme ako prebieha mikroc¢ipovy experiment a ako ho vieme

zapisat ako blokovy navrh s velkostou bloku dva.
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Priebeh experimentu:

Vychadzame z ¢lanku [51]]. Experiment pozostava z troch ¢asti. V prvej ¢asti sa pripravia
biologické jednotky (napr. mysi, baktérie) a rozdelia sa do skupin podla hodnét vlast-
nosti, ktora chceme sledovat (napr. sledujeme stav choroby v réznych vyvinovych
stadiach, alebo rozne mnozstva pouzitého lieku). Jednotlivé skupiny spolu s ich vlast-
nostou budeme nazyvat vzorkami. Ak sa bude dat (napr. pri réznom mnozstve liekov),
tak rozdelujeme biologické jednotky do vzoriek nahodne. Vzorky predstavuji oSetrenia
v blokovom ndvrhu.

V druhej casti vyberieme vzdy dve vzorky, ktoré chceme porovnat a odoberieme
z nich ¢ast mRNA. Odobratit mRNA z prvej vzorky ofarbime fluorescenénym farbivom
na ¢erveno a mRNA z druhej vzorky ofarbime na zeleno. Potom tieto vzorky hybridizu-
jeme na spolo¢nom mikrocipe. Mikrocipy predstavuji bloky v blokovom ndvrhu.

Nakoniec sledujeme kol'ko z ktorej farby sa vyziarilo v jednotlivych génoch mRNA
na mikrocipe. Policko na mikrocipe prislichajice génu v ktorom je aktivnejsia prva
vzorka, by malo vyziarit viac ¢ervenej farby a naopak. Na vystupné data ma vplyv
ktoré vzorky sa pouzili, na ktorom mikrocipe sa hybridizovali a na ktoru vzorku bola
pouzita ktora farba. Vplyv farby do modelu nezahrnieme (zaoberali sme sa tym v préci
[2]). Robime to najmé kvoli zjednoduseniu modelu, ale da sa odstranit aj pri realnom
experimente, ak sa kazdy diel¢i pokus urobi dvakrat s opa¢nym nafarbenym mRNA
vzoriek. Navrhy experimentov nezohladiujice efekt farby sa nazyvaja ndvrhy bez efektu

farby (z ang. Dye-swap designs).

Navrh experimentu urcuje kolko a ktorych pokusov sa vykona, teda ktoré vzorky
(oSetrenia) sa budu spolo¢ne hybridizovat na mikroc¢ipoch (blokoch). Pre takto zvolené
oSetrenia a bloky potom vyuzijeme vybudovani tedriu. Vyberieme systém paramet-
rov, ktoré chceme odhadovat (efekty vzoriek), vytvorime informa¢na maticu (alebo

Laplacian), vyberieme kritérium optimality a ndjdeme optimalny névrh experimentu.
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2 Optimalna augmentacia blokovych navrhov s vel-

kostou bloku dva

Predstavme si, Ze po vykonani experimentu dostaneme k dispozicii dalSie zdroje.
Teda mozeme urobit dopliujice merania, ale uz nemdzeme menit merania vykonané
v povodnom experimente. Takiito situdciu nazyvame augmentdcia navrhu experimentu
a budeme sa jej podrobne venovat v tejto aj v nasledujtcej kapitole.

Najskor predstavime samotni augmentaciu — kedy a preco sa pouziva. Dalej spome-
nieme triedy optimalnych navrhov, ktoré budeme augmentovat. Hlavnym cielom celej
kapitoly je odvodit nové triedy optiméalnych augmentovanych navrhov experimentov.
Tieto triedy odvodime pomocou rozsirenia dvoch znamych postupov, ktoré podrobne
vysvetlime. Prvy postup vyuziva charakteristické polynomy Laplacidanov grafov pris-
lachajucich k navrhu. Tejto téme sa velmi obsirne venoval Kelmans [31], [32], [33]
a dalsi [19]. Druhy postup vyuziva majorizdciu vektorov vlastnych ¢isel Laplacidnov

grafov prislachajucich k navrhom a prvy ho predstavil Constantine [9].

2.1 Motivacia

Dovody preco pouzit dodatocnii augmentaciu experimentu moézu byt réznorodé. Vieme
ich rozdelit na dva hlavné typy. Prvy typ dévodov mozeme v8eobecne nazvat zlyhanie

experimentu. To moze nastat na zaklade réznych pricin:

e Pouzity model nie je vhodny - bud model nezahifia dostatok vysvetlujicich
premennych, alebo sme ich pouZili zbyto¢ne vela. V prvom pripade model ne-
dostatocne vysvetluje namerané data. V druhom pripade model vyborne popisuje
namerané data, ale kvoli tomu Ze je velmi presny na trénovacich datach, tak neb-

ude fungovat pre nezavisli mnozinu novych déat.

e Viaceré pokusy v experimente zlyhali - ak prideme o data kvoli ndhodnym
technickym problémom (rozbitie pristroja, chyba pri prenose dat), tak vieme
chybajice pokusy zopakovat. Ak chybaju data dosledkom nie¢oho systémového
(pristroj nefunguje pri nizkych teplotach, vysoka davka lieku je nebezpecna), tak

chybajtuce data musime nahradit inak.

e Hladané optimum leZzi mimo mnoZiny pripustnych navrhov - ak teore-

ticky najdené vysledky vobec nestuhlasia s redlne nameranymi datami.
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V literatire sa daju néjst rozne sposoby ako rieSit uvedené problémy. Niektoré
sa dajui odstranit este pred vykonanim experimentu, napriklad nevhodnost modelu
. Dalsie mozu byt vyrieSené vhodnou augmentéiciou experimentu. Na augmentaciu
existuje viacero algoritmov. Niektoré z algoritmov predstavime v kapitole Dalsie al-

goritmy, ako aj viac o tejto téme, sa da najst napriklad v knihe [I].

Druhy, priaznivejsi a pre néas dolezitejsi typ dovodov na augmentaciu experimentu
je, ked vykondame vhodny experiment a nésledne dostaneme moznost na nameranie

dalsich pozorovani. Najtypickejsie pric¢iny si:

e Testovanie modelu - ak sme v prvej casti experimentu tuspesne testovali vhod-
nost modelu a v druhej ¢asti chceme na zéklade dalsich pozorovani odhadovat

samotné efekty parametrov.

e Nové zdroje - ak po tspesnom ukonceni experimentu, dostaneme k dispozicii

dodatoc¢né zdroje na vykonanie d'alsich pozorovani.

V oboch pripadoch mézeme vykonat dalsie pokusy, ktoré spolu s povodne vyko-
nanymi pokusmi daju presnejsie vysledky ako z povodného experimentu. Preto je
dolezité by boli nové pokusy vyberané ¢o najvhodnejSie aj vzhladom na mnoZinu

povodnych pokusov.

Druhy typ dévodov definoval oblast, ktorou sa budeme zaoberat v celej nasledu-
jucej kapitole. Vzdy za¢neme s nejakym optimélnym navrhom experimentu a potom
budeme hladat jeho najlepsiu moznua augmentéaciu pri danych podmienkach. Ako pocia-
to¢né navrhy budeme pouzivat zname A— a D—optimalne navrhy. Konkrétne budeme

pracovat s navrhmi reprezentovanymi nasledovnymi grafmi.
e Hviezdicové grafy - su A— aj D—optimalne, vid. ¢lanok [5].

e Kompletné grafy - st Schurovsky optimalne. Vlastné ¢isla ich Laplacidnov
(okrem trividlneho nulového) st vSetky rovnaké, tym padom st majorizované
vlastnymi ¢islami Laplacidanu Tubovolného iného grafu s rovnakym poc¢tom vr-

cholov a hrén.

e Skoro-regularne a regularne kompletné multipartitné grafy - si t—optimalne

a teda aj D—optimaélne, vid. ¢lanok [44].
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2.2 Definicie a znacenie

V celej kapitole budeme pracovat prevazne s terminoldgiou z teorie grafov (namiesto
terminolégie z navrhovania experimentov), kvoli jednoduchsiemu a rychlejsiemu zapisu.
Teda namiesto augmentéacie blokovych navrhov, budeme hladat augmentaciu grafov
prislachajicich k blokovym navrhom, skratene augmentaciu grafov.

Najdolezitejsi pojem, s ktorym budeme pracovat, je nerastici vektor vlastnych

¢isel A(+) Laplacianu L(+) pre graf G s v vrcholmi, prisluchajuci k navrhu &.

AL(G(E))) = ML(G(E))), A2(L(G(S))), - - - A(L(G(8)))]-

Namiesto znacenia A(L(G(£))) budeme pouZivat skrateny zapis A(G), pripadne A(G¢).
Podobne pri slovnom vyjadreni budeme pre jednoduchost pouzivat pojem vlastné ¢isla
grafu G, namiesto pojmu vlastné ¢isla Laplacianu grafu G prislichajicemu k navrhu &.

Na meranie mnozstva informacie ziskanej z konkrétneho experimentu budeme pouzi-
vat triedu ortogonalne invariantnych kritérii optimality. Pre tito triedu kritérii dostéa-
vame Schurovsky optiméalne névrhy. Rovnako ako Constantine [9] budeme péarovaci graf

Schurovsky optimélneho navrhu nazyvat najlepsim.

Definicia 30 (Najlepsi graf). Graf G* nazgvame najglepsim, ak je ndvrh z ktorého
vznikol Schurovsky optimdlny, spomedzi vsetkyjch ndavrhov s rovnakym poctom oSetreni

a blokov (vrcholov a hrdn).

Co znamena, Ze vektor vlastnych ¢isel Laplacianu najlepieho grafu majorizuje vek-
tor vlastnych ¢isel Laplacianu I'ubovolného iné grafu s rovnakym poc¢tom vrcholov a

hran.

Definicia 31 (Najlepsi navrh). Ndvrh & nazgvame najlepsim, ak jeho pdrovaci graf G*

je najlepst.

Definicia 32. Majme grafy G a H s rovnakym poctom vrcholov a hrdn. Potom nazy-
vame graf G lepsim ako graf H (vzhladom ma ortogondlne invariantné kritérid, resp.
magorizdciu), ak plati X(G) < X(H).

Najbeznejsi sposob, ako vyjadrit pocet kostier grafu ( ktory maximalizujeme pri
t-optimalite, resp. D-optimalite), je pouzitie Kirchhoffovej vety o pocte kostier grafu
[36].
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Veta 2.1 (Kirchhoffova veta). Nech A\i(G) > X(G) > -+ > X\y_1(G) > N\(G) =0 su

vlastné ¢isla Laplacianu grafu G na v vrcholoch. Potom pocet kostier (-) grafu G je

v—1
1
(G) =~ 11>
k=1

Budeme vyuzivat tzke prepojenie medzi vlastnostami vlastnych ¢isel Laplacidnu

grafu a jeho komplementu. Uvedent vlastnost prvy spozoroval A. K. Kelmans, [32].

Veta 2.2 (Kelmans, 1966). Nech G je graf na v vrcholoch s vlastngmi éislami A (G), . . .,

(@), potom vlastné cisla k nemu komplementdrneho grafu G si

)\Z(G) =V — >\U—i+1(G)7 1= ]_, ..., .

Lema 2.1. Nech G a H si jednoduché grafy. Potom X(G) < A(H), prdve vtedy ked
A(G) < X(H).

Dokaz priamo vyplyva z predchédzajicej vety a definicie majorizacie . Tato
lema bude uzito¢néa, pretoze budeme pracovat s grafmi s velkym poc¢tom hran. Pracu
s nimi, vdaka uvedenej leme, mozeme nahradit za pracu s k nim komplementarnymi

grafmi s malym poc¢tom hran.

Dalej ukazeme dva sposoby ako spéjat grafy.

Definicia 33 (Zjednotenie grafov). Zjednotenie grafov Gi a Go je graf s vrcholmi
V(G1) UV(G3) a hranami E(Gy) U E(Gs). Oznacujeme ho Gi + Gs.

Definicia 34 (Spojenie grafov). Spojenie grafov Gy a Gy je graf ziskany zjednotenim
grafov G, a Gy a pridanim vsetkych moznijch hrdn medzi vrcholy jedného a druhého
povodného grafu, tj. e = (s,t);s € V(Gy),t € V(Gs). Oznacujeme ho Gy x Gj.

¢ | @ G " G
Existuju aj dalsie sposoby kombinovania grafov, pre ktoré je ukazané ako sa chovaju

ich vlastné ¢isla. Napriklad kartézsky sucin dvoch grafov. Nam budu stacit uvedené dva

sposoby.
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Definicia 35 (Laplaceov polyném). Laplaceovim polynomom p(G,x) pre graf G,
v bode x, nazijvame charakteristicky polynom Laplacidinu grafu G. Korene Laplaceovho
polynomu si vlastné ¢isla Laplacidnu A\ (G) > ... > A\ 1(G) > A\ (G) = 0.

G x) = (2 = M(G)) (@ = Xe(G)) - - (& = A(G)).

Uvedieme dve vety, na zaklade ktorych bude pracovat nasledovna metoda [2.3.1]

Veta 2.3 (Kelmans, 1965). Nech G, a G, si grafy s vy ave vrcholmi. Potom Laplaceov

polynom pre spojenie grafov G,, *x G, v bode x je

x(x — v — vg)

(x —v1)(x — vg)

M(G’Ul ® GU2’ ‘T) = /,L(le,ff - U?)ﬂ(Gvgy T — vl)-

Dokaz sa nachadza v ¢lanku [3I]. Tuto vetu vieme jednoducho rozsirit na nasle-

dovnu.

Veta 2.4 (Rozsireny Kelmans). Nech G,,,...,G,, si grafy s vi,...,vp vrcholmi,
Zle v; = v. Potom Laplaceov polynom pre spojenie grafov Gy, * ... * G,, v bode x

Je

I’ ZE—U
M(G "k Gv ’ ) :u vis L U_'_Ui)'
' Hf (T —v+w) 111

Dékaz. Pouzijeme predoslu vetu postupne na dvojice grafov G,, a G,,, potom
(Gyy, % Gyy) a Gy, a tak dalej az po (Gy, % --- % Gy, _,) a G, O

2.3 Dve met6dy na porovnavanie vlastnych cisel grafov

Predstavime dve metédy a vysledky ziskané pomocou nich. Neskor tieto metody rozsirime
a pouzijeme na néjdenie novych tried Schurovsky optimalnych navrhov experimentov.

Prva metoda pracuje na zaklade vysledkov Kelmansa [33] a jeho spoluprace s Chel-
nokovom [34]. V prvej uvedenej praci Kelmans pracuje iba s t-optimalitou, ale jeho
vysledky sa daja rozsirit na cela triedu ortogonalne invariantnych kritérii optimality.
V druhej uvedenej praci uz porovnavaju Laplaceove polynémy grafov a predstavia
niekol'ko tried najlepsich grafov. Pracuju ale prevazne s grafmi s nizkym poc¢tom hran
a tym padom casto nesuvislymi grafmi, pre ktoré nemé zmysel skimat optimalitu
vzhladom na naSe kritéria.

Druha metoda je zalozena na majorizacii vektorov vlastnych hodnédt Laplacidnov

grafov, teda sa da l'ahko previest na hladanie Schurovsky optimalnych névrhov. Za-
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oberal sa iou Constantine. V ¢lanku [9] dokézal pomocou tejto metody rovnaké vysledky

ako Kelmans.

2.3.1 Laplaceove polynémy a Kelmansova veta

Ukézeme vyuzitie rozsirenej Kelmansovej vety pri dokaze konkrétneho tvrdenia
o optimalnej augmentécii navrhu experimentu. Tento sposob bude uzito¢ny, ked budeme

augmentovat kompletné multipartitné grafy.

Veta 2.5 (Multipartitny graf s jednou pridanou hranou). Majme dany kompletny mul-
tipartitny skoro-requldrny graf K, xk,voxks § k1 particiami velkosti v1 a ko particiami
velkosti vy, pricom plati vi = vo + 1, a celkovy pocet vrcholov je v = viky + voky. Po-
tom pocet kostier 7(G) jednoduchého grafu G vytvoreného z grafu Ky, xi, voxk, Pridanim

jednej hrany je

a) T(G) = T(Ko, xiy vyxi) (1 42 )

v—01

ak priddme hranu medzi lub. dva vrcholy vo vicsej particii s poctom hrdn vy.

b) T(G) = (Ko, xesonxha) (1 42 )

V—v2

ak priddme hranu medzi lub. dva vrcholy v mensej particii s poctom hrdn vs.

Désledok 2.1. Graf G je t-optimdlny, spomedzi vsetkyjch jednoduchijch grafov vytvo-
rengjch pridanim jednej hrany do grafu K, xi, voxks, @k bol vytvoreny pridanim hrany

medzi dva lubovolné vrcholy vicsej particie.

Dékaz. (Doésledok . Vieme Ze v; > v9 a v1, vy SU prirodzené ¢isla. Potom

2 2
T(K’lekl,’ngk2> (1 + U — Ul) > T(K’U1><k17U2><k2) (]‘ + v — ,02)

:> T<K’U1><l<)1,’v2><k2 + 61,1) > T(Klekl,ngkg + 62,2)7

kde €1 je hrana pridand medzi dva [ubovolné vrcholy v particii velkosti vy (bez ujmy
na vSeobecnosti si mozeme vybrat Tubovolna z particii velkosti v; a v nej Tubovolné
dva vrcholy) a ess je hrana pridand medzi dva I'ubovolné vrcholy v particii velkosti

V3. ]

Pri predoglej vete a jej dosledku sa naskyta otazka, preco neskusime pridat
hranu medzi particie. Hlavny dévod je, Ze chceme pracovat iba s jednoduchymi grafmi,
teda s grafmi bez sluciek a bez nasobnych hran. No a v pripade pridania hrany medzi

particie by sme vytvorili nasobnd hranu. Takto vzniknuty graf by uz nebol jednoduchy
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a tym padom si myslime, Ze nemoéZze byt Schurovsky optimalny (vid. v numerickej

¢asti). Tym padom sa snazime nevytvarat iné ako jednoduché grafy.

Dékaz. (Veta[2.5). Dokazeme cast a). Pri dokaze casti b) sa postupuje analogicky.

Vzniknuty graf K, xk, v,xk, + €1, mOZeme zapisat ako spojente

1

_ 0 0 0 0
KUI><’¢17’L)2><’€2 + €1,1 = \le X oe .ok GUL*\GW K ook Gvg *le’

-~

~~
kl—l k?2

kde GY je graf na v; vrcholoch bez Zziadnej hrany, G, je graf na v, vrcholoch bez

7iadnej hrany a G’ . je graf na vy vrcholoch s jednou hranou e;; medzi dvomi vrcholmi.
0 1 - 0 " 0 _
Gy, a Gy, vbode x st u(Gy , ) = 2™, p(Gy,, x) =

v1? v

Laplaceove polynémy pre grafy G

v1?
x” a p(Gh ,x) = 2"~ (x — 2). Tvorba tychto Laplaceovych polynomov je ukdzana v

prilohe A [3.3] Potom méZzeme vyuZit rozsirent Kelmansovu vetu 2.4 a vytvorit hladany

Laplaceov polyném pre spojenie

M(Kv1><k1,v2><k2 + 61,1) = M(ggl Kook G?Jlj* G?}z Kook GB%*GI ZL‘) -

V1)

-~

kltl ko
z(x — v)kthe-t
T (@ —v+u)k(z— vt o)k

(G — v+ o) T (G e — v+ o) (G e — v+ ) =

v1? v1?

z(x — v)kthe-t
(x —v4v)*(z — v+ o)k

(z—v4v)" (@ — v+ )Rz —v v N —v oy —2) =

=z(z — o) (g —y )RR g oy )RR (g —p oy — 2).

Korene tohto polynému st vlastné ¢isla (usporiadame ich nerastico) A\; = v, Ay =
V—v1+2,\3=v—vy, \q =0 —v; a A5 =0 s nasobnostami a; = k1 + ko — 1, ap =1,
ag = Uoky — ko, oy = v1k1 —k1—1 a a5 = 1. Potom pocet kostier grafu K, i, vsxk, +€1,1
je (na zaklade vety

,Uk1+k271(v — _|_ 2)(,0 _ ,U2)v2k‘27k2 (U o ,Ul>1)1k‘17k‘171

T(K’lekl,szkz + el,l) - v -

v— v+ 2

2
= T(Klekl,vzxkz) <U——Ul) = T(Kv1><k1,v2><k2> (1 + v — 1)1> .

Kde pocet kostier kompletného multipartitného grafu Ky, i, voxk, vieme odvodit rov-
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nako:

k1+k271< v

)Usz*kz( o vl)vlklfkl' (21)

T(Klekl,ngkg) =0 vV — UQ

Rovnakym sposobom dostaneme vysledok z ¢asti b)

2
T(Kv1><k17v2><k2 + 62,2) = T(Kv1><7€17’v2><k2) (1 + v — v ) .
— U2

[]

Kelmans a mnoho d'alsich sa zaoberalo hfadanim ¢—optimalnych grafov najméa kvoli
informatickej aplik8cii pri zabezpecovani spolahlivosti poc¢itacovych sieti (z ang. net-
work reliability). Kedze sietovanie pocitacov je stale atraktivne, tak pre t—optimalitu
pribudaju nad’alej nové vysledky. Na druhu stranu je véic¢sina vysledkov (najdenych La-
placeovijch polynémov pre urcité triedy grafov) velmi $pecifickd a zaobera sa Specidlne
vymedzenymi triedami grafov. Kelmans s Chelenkovom [34] odvodili Laplaceove polynémy
pre viacero Specifickych prikladov s malym poc¢tom hrén, vzhladom na pocet vrcholov.
Kelmans dokézal, ako sa spravaju Laplaciany grafov pre viaceré druhy spajania dvoch
grafov [33]. Dalsie triedy grafov pre ktoré vieme porovnavat pocet kostier predstavili
ich nasledovnici. Napriklad Gilbert a Myrvold [19] vyjadrili formulu pre pocet kostier

triedy grafov, ktorych komplementy st zjednotenia cyklov a ciest.

Najviacsou nevyhodou tohto postupu je, Ze pracuje len s jednym kritériom ¢t—optimality,
zatial ¢o nés zaujimaja aj iné kritéria (v navrhovani blokovych experimentov sa caste-
jSie pouziva A—optimalita). My budeme pracovat s ortogonalne invariantnymi kritéri-
ami optimality, ktoré v sebe zahfhaji aj uvedent t-optimalitu. Vetu vieme rozsirit

z t-optimality na celt triedu ortogonalne invariantnych kritérii nasledovne.

Veta 2.6. Majme dany kompletny multipartitnyg skoro-requldrny graf Ky, xiywoxks S K1
particiami velkosti vy a kg particiami velkosti vy, pricom plati vy = va+1 a celkovyj pocet
vrcholov je v = viky + vake. Potom jednoduchy graf G, vytvoreny z grafu K, xi, voxko
pridanim jednej hrany medzi dva lubovolné vrcholy v lubovolnej vicsej particii, je Schu-
rovsky optimdlny na mnoZine vsetkych jednoduchijch grafov vytvorenych z K, xk, voxks

pridanim jednej hrany.

Dékaz. V tomto pripade st iba dvaja kandidati (kedZe neberieme do tvahy izomorfné

grafy a vzniknuty graf G musi byt jednoduchy) na najlepsi graf splhajici podmienky zo
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zadania. Prvy mozny graf je ked pridame hranu medzi dva l'ubovolné vrcholy vo vicsej
particii a druhy ked pridame hranu medzi dva Tubovolné vrcholy v mensej particii. Pre

oba pripady sme uz nasli vektor vlastnych ¢isel v predoslom dokaze

A(K’lek‘l,vzxkg + el,l) -

= (’U,...,'U,('U—'Ul+2>,\('U—'UQ),...,(U—'UQZ,(U—’Ul),...,O}—Ul)jO)/7
ki1+ko—1 ’ng;r—kz U1k1:r]€1—1

A(Klek’l,vgxkg + 62,2> =

= (’U,...,’U,(U—'UQ—FQ),S’U—Ug),...,(v—UQZ,SU—Ul),...,(U—1)12,0)/.
ki1+ko—1 ’Uzk’zrk‘g—l ’Ulkzr_kl

Jednoduchym porovnanim tychto dvoch vektorov (s dosadenim v; = vy + 1) vidime, Ze

prvy vektor je majorizovany druhym
A(K’lekl,ngkg + 61,1) -< A(K’lekl,’UQXkQ + 62,2>‘

Takze graf K, i, vyxks + €11 je Schurovsky optimalny. ]

Rozsirenu Kelmansovi vetu mozeme vyuzivat napr. pre grafy tvorené mnozstvom
mensich particii, kompletne pospajanych so vSetkymi ostatnymi particiami. Pricom do

jednotlivych particii mozeme pridavat d'alsie hrany.

2.3.2 Majorizacia podla Constantineho

Nasledujuca ¢ast je zalozena na vysledku G. M. Constantineho v ¢lanku [9] z roku
1983. Tento vysledok sa netyka augmentacie, ale prave naopak sa zaobera odoberanim
hran. Pouzity postup v8ak vieme zovSeobecnit a vyuzit pri augmentacii.

Ukazeme dve Constantineho vety a hlavné ¢asti ich dokazov, ktoré budeme pouzivat.
V nich ukazané triedy najlepsich jednoduchych grafov boli objavené skér na zaklade
Laplaceovych polynémov v pracach [33] a [34]. Constantine ich odvodil inym sposobom
a rozsiril triedu kritérii, vzhladom na ktoré st najdené grafy optimalne.

V povodnom zneni viet pracovali s inak definovanym vektorom vlastnych ¢isel, ktory
neobsahoval trividlne vlastné ¢islo rovné nule. My nadalej pouZivame nasSe oznacenie,

ale vyznam viet, ani ddkazy, toto iné znacenie nemeni.
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Veta 2.7 (Constantine 1). Majme kompletny graf K, na v vrcholoch. Graf vytvoreny
odobratim k-nesusednyjch hrdan z grafu K, je Schurovsky optimdlny (vid obr. a)).

Doékaz. Oznac¢me graf zo znenia vety, o ktorom tvrdime ze je najlepsi ako G*. Graf G*
ma v vrcholov a (12’) —k hran. Nech H je Tubovolny jednoduchy graf s rovnakym po¢tom
vrcholov a hran ako G*. Cielom je dokazat, ze plati A(G*) < A(H). Grafy G* a H maju
velké mnoZstvo hran, tym padom sa s nimi tazsie pracuje. Preto vyuZijeme lemu [2.1],
vdaka ktorej sta¢i porovnat iba G* a H, ktoré maju iba k hran. Teda potrebujeme
dokazat A(G*) < X(H).

Pre graf G* pozostavajici z k nesusednych hran vieme jednoducho najst vlastné
¢isla ((3.3).

Chceme ukazat, ze graf H ma horsi vektor vlastnych ¢isel (vzhladom na majorizéciu)
ako je vektor vlastnych ¢isel pre G*.

Ako prvé sa ukize, ze vektor A(H) ma aspon tolko nulovych ¢lenov ako vektor
A(G*). Dokaze sa to na zéklade hodnosti Laplacidnov a po¢tov komponentov stvislosti.
f)alej sa nahradia vdetky nenulové vlastné ¢isla grafu H za ich aritmeticky priemer
h = (H)+X(H)+ ...+ M\e(H))/k. Z nich sa vytvori vektor

A(Hpriemer) = (hy ..., h,0,...,0),

o ktorom sa da lahko ukazat Ze je majorizovany vektorom A(H).
Nakoniec ukézeme, ze h musi byt rovny dvom a teda vektor A(Hpriemer) je rovny

vektoru vlastnych ¢&isel A(G*). Z ¢oho dostaneme

AG") = M Hpriemer) < A(H), (2.2)
a teda A(G") < A(H).

Co sme cheeli dokazat. O
Cely dokaz je podrobne vysvetleny v praci [9]. Druha Constantineho veta rozsiri

tvrdenie prvej vety pre neparny pocet vrcholov.

Veta 2.8 (Constantine 2). Nech v je nepdrne. Nech N je graf vytvoreny z kompletného

grafu K, na v vrcholoch, odobratim lubovolnijch %(v — 1) nesusednijch hrdan. Potom graf
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Obrazok 2—1: [lustracia k vetdm a . a) kompletny graf na Siestich vrcholoch
s odobratim troch nesusednych (¢ervenych) hran; b) kompletny graf na siedmych vr-
choloch s odobratim troch nesusednych (¢ervenych) hran a jednej dalsej (modrej) hrany
incidentnej s vrcholom stupna Sest.

vytvoreny z grafu N odobratim lubovolnej dalsej hrany, incidentnej s vrcholom stupna
v — 1, je Schurovsky optimdlny (vid obr. b)).

Dékaz. Dokaz méa podobnu myslienku ako predosly, ale je komplikovanejsi a treba
oSetrit niekol'ko Specidlnych pripadov. Opét oznacime G* hladany optimélny graf zo
znenia vety a definujeme H ako Tubovolny jednoduchy graf s rovnakym pocétom vr-
cholov a hran ako G*. Opét budeme pracovat s komplementarnymi grafmi G* a H.

Néjdeme Laplacian a vektor vlastnych &isel pre G* (vid. priloha B, [3.3)

A(G*) = (3,2,...,2,1,0...,0).
N——
(w=3)/2  (v-1)/2

Zistime minimalny pocet nulovych vlastnych &sel vo vektore A(H). Dalej ohrani-
¢ime dve najvicie vlastné &isla vektoru A(H) pomocou dvoch najvicsich vlastnych
¢isel vektoru A(G*). Potom vyuZzijeme aritmeticky priemer zvysnych vlastnych &isel,

rovnako ako v predoslom dokaze a vytvorime vektor

A(Hpriemer) = (M (H), Ao(H), hy ... h,0,...,0).
(v-3)/2  (v-1)/2

Potom ukaZeme

A(G*) = M Hpriemer) < A(H), (2.3)
a teda A(GT) < A(H).

Co sme cheeli dokazat. O]

Celé znenie dokazu sa da najst v ¢lanku [9]. Constantine navySe tvrdi, ze ak

odoberieme viac ako (v + 1)/2 hran, tak neexistuje Schurovsky najlepsi navrh a pre
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hladanie optimélnych néavrhov musime pracovat s konkrétnymi kritériami optimality.
Toto tvrdenie je vyslovené na konci ¢lanku [9], pricom nie je dokdzané a neodkazuje sa
na ziadnu dalsiu pracu. K tomuto tvrdeniu sa vratime v numerickej Casti

Pre nas najdolezitejsia vlastnost uvedenych viet je, Zze sa pracovalo s najlepSimi
grafmi vzhladom na ortogonalne invariantné kritéria optimality. Tym padom tieto

vety budeme moct vyuzit pre nasu augmentaciu, najmé tvrdenia a 2.3

2.4 Nové triedy optimalnych augmentovanych navrhov

Vhodnym pouzitim dvoch metdd predstavenych vyssie, sme objavili tri nové triedy

optimalnych augmentécii ndvrhov experimentov.

2.4.1 Augmentacia kompletného multipartitného grafu I

Vyuzitim Laplaceovych polynémov a Kelmansovych viet vieme najst optimalne aug-
mentacie jednoduchych kompletnych skoro-regularnych multipartitnych grafov pri pri-
dani dvoch a troch hran. Zaujimaju nés len skoro-regularne grafy, vdaka praci [44]. Tym
padom pocty vrcholov v Tubovolnych dvoch particiach sa lisSia maximalne o jedna.
Rovnakym sposobom by sa dali najst optimalne augmentacie aj pre vacsi pocet pri-
danych hran, ale potom by uZ bolo treba prechadzat vela moZnosti ako pridat hrany -
tento problém vyrieSime vSeobecnejsie neskor. Pri pridavani dvoch a troch hran budeme
postupovat tplne rovnako ako vo vete a Prejdeme vSetky mozné typy pridania
hrén a pozrieme sa na vektory vlastnych ¢isel vytvorenych grafov. Potom tieto vektory

porovname a najdeme najlepsi vzhladom na majorizaciu.

Dve pridané hrany:

Je sedem neizomorfnych moznosti ako vytvorit jednoduchy graf pridanim dvoch
hran do K, xk vexks, V1 = V2 + 1. Jednotlivé hrany mozeme pridévat iba medzi vrcholy
v rovnakej particii, inak by sme dostali graf s nasobnymi hranami. Vsetkych sedem
typov grafov vieme dostat ako spojenie fragmentov z obrazka [2—2]

Prvy typ grafov st grafy izomorfné s Hy = Ky, xk; woxks T€1,1€1,1 = Ky x (k1 —1),00 5 ko *
GII. Prvy sposob zapisu hovor, ze graf H; vznikol z grafu Ky, xx, v, xk, pridanim dvoch
nesusednych hran do particie s vy vrcholmi. Tento zépis je vhodnejsi na sledovanie
zmien v povodnom grafe pocas augmentacie. Druhy sposob zapisu ukazuje ako vieme
dany graf vytvorit ako spojenie Ky, x(k,—1),0.xk. & fragmentu Gﬁ . Tento zapis umoznuje

rovno pouzit Kelmansovu vetu a najst vektor vlastnych ¢isel jednotlivych typov grafov.
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Obrazok 2—2: Mozné fragmenty multipartitného grafu s pridanymi dvomi hranami,
kde v je pocet vrcholov v particii. G? je jedna particia grafu s nula pridanymi hranami;
G! je jedna particia grafu s jednou pridanou hranou; GI7 je jedna particia grafu s dvomi
pridanymi nesusednymi hranami; GV je jedna particia grafu s dvomi pridanymi sused-
nymi hranami.

Pomocou druhého zapisu ukazeme zvysnych Sest kandidatov na najlepsi graf.

— 11 _ I I
H2 - K’Ul ><k'1,’U2><(k2—1) * GU2 H5 - K’U1><(k1—2),’l}2><k2 * le * le

— \%4 _ 1 1
H3 — Kle(k1—1),v2xk2 * le H6 — K’U1Xk‘1,’u2><(k‘2—2) * Gv2 * Gv2

— |4 _ I I
H4 - K”L)l ><k1,’l)2><(k2—1) * Gv2 H7 - Kle(k1—1),v2><(k2—1) * GUI * Gy2

Vieme Tahko vyjadrit Laplaceove polynomy pre jednotlivé fragmenty (priloha A,
a pozname ich aj pre kompletné multipartitné grafy (vid. [38]). Tym padom (rov-
nako ako v dokaze vety vieme najst vektory vlastnych ¢isel pre vSetkych sedem
typov augmentovanych grafov. Tieto vektory st zobrazené v tabulke 2—1]

V prvom stlpci st mené porovnavanych grafov. V dalsich stipcoch st vlastné éisla
jednotlivych grafov zoradené zostupne. Okrem grafov a ich vlastnych ¢isel je v tabulke
aj porovnanie vlastnych ¢isel grafu s vlastnymi ¢islami grafu H;. Pricom porovnévame
vzdy sucet prvych niekolkych vlastnych ¢isel az po miesto kde je zapisany vysledok
porovnania. Toto porovnavanie je presne porovnanie z definicie majorizacie 21} Symbol
> Il znamenad, ze sucet predoslych vlastnych ¢isel je rovnaky ako sucet odpovedajicich
vlastnych ¢isel pre graf H;. Symbol 3 A hovorf to isté, len namiesto rovna sa je symbol
mensi.

Na zéklade porovnania vektorov vlastnych ¢isel vidno, Ze vektor vlastnych ¢isel
grafu H; majorizuje vSetky ostatné vektory vlastnych ¢isel, teda navrh prislichajuci ku
grafu H; je Schurovsky optiméalny. Zaroven je najlepsi aj vektor Hs, ktory mé rovnaké
vlastné ¢isla ako H;. KedZe sme presli vietky neizomorfné moznosti ako pridat hrany,

tak plati nasledovna veta.

Veta 2.9. Schurovsky optimdlnu augmentdciu kompletného skoro-reqularneho multi-
partitného grafu na jednoduchy graf pridanim dvoch hrdn dostaneme, ak tieto hrany

priddme ako nesusedné hrany medzi lubovolné vrcholy z vacésich particii.
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Tabulka 2-—1: Porovnanie vektorov vlastnych ¢isel augmentovanych skoro-

regularnych kompletnych multipartitnych grafov s pridanim dvoch hréan.

Graph Vlastné ¢isla umocnené na svoju nésobnost

H =..x% Qm vhitkeml oy 42 v—u 42 (v—w)Re Ry v -y (v —w)RTRT2 0
Porovnanie s H; Y N YA YA YA Xl Sl Xl
Hy = .. .xGl! oMTRl oy — 42 v+ 2 (v — )RR gy w—u (v —vp)tRTRT2
Porovnanie s H; Yl PIWA P b P P P P
Hy=..xGY oMTRl oy — 43 v—v 1 (v — )RR gy v —wy (v —vp)tRTRT2
Porovnanie s H; I DIWA YA YA DIWA A P Y
Hy= .. %Gy vkl e +3 v —vp 1 (v—wg)RR2 gy — . v —w (v -T2
Porovnanie s H; Y PR P X >l Xl A >
Hy=..xGl «GL | vFFhe=l y— 1 +2 v—uv1+2 (v—w)?2 ™2 v—u v—vy (v—uv)"F72 0
Porovnanie s H; Y PIWA PIWA PIA DIWA Y Sl Yl
Hg=..xGl «GL | vFFhe=l p— 0y 42 v—w0+2 (v—w)?F ™2 v—u v—v (v—v)hF=2 0
Porovnanie s H; I DIWA PIWAN DA DIWAS I Sl A
Hy=..«Gl «Gl | PRl o —p+2 v—uv+2 (v—w)?2 2 yp—vy v—uv (v—uv)™F2 Q
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Je dolezité si uvedomit, Ze je jedno ¢ nesusedné hrany pridavame len do jednej
particie s va¢sim poc¢tom vrcholov, alebo kazda hranu do inej particie s va¢sim poc¢tom
vrcholov. Vo vSetkych pripadoch dostaneme Schurovsky optimélny graf s rovnakymi
vlastnymi ¢islami. Jediné ¢o treba dodrzat je, Ze vzniknuty graf musi byt jednoduchy,

teda jednotlivé pridané hrany musia mat vzdy oba vrcholy v rovnakej particii.

Tri pridané hrany:

Moznosti, ako vytvorit rozne typy jednoduchych grafov pridanim troch hran do
Koy, xky vaxksy, j€ Viacero. Aby sme nemuseli prechadzat vsetky, treba si uvedomit, ze
staci pracovat s pridavanim hran do vicsej particie (velkosti vy).

Ak by sme pridali vSetky tri hrany nejakym spésobom do vicsej particie (vytvorime
graf 1) a potom by sme pridali rovnakym sposobom vsetky tri hrany do mense;
particie (vytvorime graf Gs), tak je lahko ukazatelné, Ze vektor vlastnych ¢isel grafu G
majorizuje vektor vlastnych ¢isel grafu G5. Podobne ak pri pridavani hran do réznych
particii mame na vyber ¢ pridat hranu do mensSej particie velkosti vy alebo do vacsej
particie velkosti vy, tak pridanie hrany do véic¢sej particie povedie k lepsiemu (vzhladom
na majorizaciu) vektoru vlastnych ¢isel grafu. Takze sta¢i porovnat mozné pridania
hran do vicsej particie a pridania hran do roznych vécsich particii. Potom jednotlivé
typy vzniknutych grafov vieme dostat ako spojenie predoslych fragmentov a novej
sady fragmentov pre tri pridané hrany
va va GVN G- G

"o 6—0 o—° *—o—0 O—0 o

\ \ \ \ \s

Obrazok 2—3: Mozné fragmenty multipartitného grafu s pridanymi dvomi hranami,
kde v je pocet vrcholov v particii. GI! je jedna particia grafu s tromi pridanymi ne-
susednymi hranami; G}’ je jedna particia grafu s dvomi pridanymi susednymi hranami
a jednou s nimi nesusednou hranou; GV je jedna particia grafu s pridanymi tromi
hranami, pricom dve dvojice hran st susedné a jedna dvojica hran je nesusedna; G2 je
jedna particia grafu s pridanymi tromi po dvoch susednymi hranami susediacimi v troch
roznych bodoch; GY je jedna particia grafu s pridanymi tromi hranami incidentnymi s
rovnakym bodom.

Prvy typ grafov st grafy izomorfné s J; = Ky, xky v xke He11T€11H€11 = Koy s (k1 —1) 09 x ko *
Ggfl . Pouzivame rovnaky sposob zéapisu ako v pripade pridania dvoch hran. Opét je
pre nas vhodnejsi druhy sposob zapisu. Z prvého je sice lepsie vidno akym spdsobom
sme nové grafy vytvorili, ale od druhého sposobu zapisu vieme rovno prejst k pouzitiu

Kelmansovej vety. Mame dalsich Sest moznych typov grafov.
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— VI _ Y
JQ - K’L)lX(kl—l),’UQXkQ * le J5 - Kvl X(kl—l),’vgxkz * le
— N _ 11 I
‘]3 - K’U1><(k1*1),1}2><kg * G'Ul J6 - K’U1><(k172),v2><k2 * G'Ul * GUI
J4 - K’U1>< k:1—1 7’[)2><k2 * GUA J7 - K’U1>< k1—3 ,’U2><k'2 * Gi * Gi * G£
1 1 1 1

Vektory vlastnych ¢isel jednotlivych grafov vypoéitame rovnako ako v predoslom
pripade (vysledky pre diel¢ie fragmenty st v prilohe A, a najdeme ich v tabulke
2—2] Tabulka je vyplnené rovnakym sposobom ako predosla tabulka [2—1]

Na zaklade porovnania vektorov vlastnych ¢isel v nej vidno, Ze vektory vlastnych
¢isel grafov Ji, Jg a J7 st rovnaké a majorizuju vektory vlastnych ¢isel vSetkych os-
tatnych grafov. Teda k nim prislichajtce navrhy sa Schurovsky optimalne. KedZe sme

presli vSetky moznosti ako pridat hrany, tak plati nasledovna veta.

Veta 2.10. Schurovsky optimdlnu augmentdciu kompletného skoro-reguldrneho mul-
tipartitného grafu na jednoduchy graf pridanim troch hrdn dostaneme, ak tieto hrany

priddme ako nesusedné hrany medzi lubovolné vrcholy z vacésich particii.

Opét je jedno do ktorych z vicsich particii pridavame nesusedné hrany, pretoze
vSetky moznosti majua rovnaké vlastné cisla.

Uvedené tvrdenia sa daji v urcitych pripadoch zovseobecnit aj pre vacsi pocet hran,

ako bude ukazané v ¢asti [2.4.4]

2.4.2 Augmentacia hviezdicového grafu

Pri optimélnej augmentacii hviezdicového navrhu a k nemu prislichajicemu hviezdi-
covému grafu vyuZijeme obe predstavené metody. Z dokazov Constantineho viet [2.7]
a2.§ vyuzijeme, Ze mnozina k nesusednych hran je pre dany pocet vrcholov a hran nag-
lepSia (tvrdenia a. Pomocou zovseobecnenej Kelmansovej vety zase najdeme

vlastné ¢isla pre cely vysledny graf.

Veta 2.11. Majme hviezdicovy graf S, na v vrcholoch s v — 1 hranami. Jednoduchy

graf, vytvoreny pridanim k-nesusedngch hrdn do grafu S,, je Schurovsky najlepsia aug-

mentdcia grafu S, (obr. a)).

Veta 2.12. Nech v je nepdarne. Jednoduchy graf N, vytvoreny pridanim (v — 1)/2 ne-
susednyjch hrdn a este jednej hrany incidentnej s vrcholom stupnia v—1 do hviezdicového

grafu S, na v vrcholoch, je Schurovsky najlepSia augmentdcia grafu S, (obr. b)).
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Graph Vlastné ¢&isla umocnené na svoju nasobnost

Jp = ... % Q%WN phithka—1 v—v; +2 v—v1+2 v—v1+2 (v-— S%&sL&L v — Vg (v — SVESL:&. 0
Porovnanie s J; > DIWAN DIWAN > > > > |
Jo = ... % QMMN pk1the—1 v—v1+3 v—v1+2 v—v+1 (v—ug)v2keke—l v — Uy (v —vy)1Fi—k=3 ¢
Porovnanie s Jp > DIWAN PIWAN DIWAN YA Y Yl |
J3 = .. % Q& phitke=l oy ) 43,41 v—v1+2 v—v+1 (v—wvy)PReTReml oy 9 40,59 (v —wv)kimki=3 g
Porovnanie s Jp P DIWAN DIWAN PIWAN PIWAN Y Xl P
Jy = ..ok QW phithka—1 v—v1 +3 v—uv1+3 v—v+1 (v— S%&sL&L v — 1 (v— SVSSL:&. 0
Porovnanie s J; > DIWAN DIWAN > > > > |
Js = ... % QW\H pk1the—1 v—uv+4 v—vi+1 v—v+1 (v—uvg)v2keke—l v — Uy (v —vy)rki—k=3 ¢
Porovnanie s Jp > Xl Xl Xl Yl I > Ll
Jg = ... % Qmw * Q% pkitka—1 v—1v,+2 v—v+2 v—v+2 (v—wg)v2hehel v — Uy (v —wp)thi—k=3
Porovnanie s J; >l P >l Pl P > Yl >l
Jr= ... % ?&Lw phithka—1 v—v; +2 v—uv1+2 v—v1+2 (v— S%&sL&L v — Vg (v— SVSSL:&. 0

Tabulka 2—2: Porovnanie vektorov vlastnych ¢isel augmentovanych kompletnych

skoro-regularnych multipartitnych grafov s pridanim troch hréan.
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a) b)

Obrazok 2 —4: [lustracia k vetam 2.12| a) hviezdicovy graf na Siestich vrcholoch
s pridanim troch nesusednych (Gervenych) hran; b) hviezdicovy graf na siedmych vr-
choloch s pridanim troch nesusednych (Gervenych) hran a jednej dalsej (modrej) hrany
incidentnej s vrcholom stupna Sest.

Tvrdenia viet a budeme dokazovat sucasne. Jediny rozdiel v dékazoch je,
7ze v urCitej Casti pouzijeme v jednej vete tvrdenie[2.2]a v druhej vete tvrdenie 2.3} Inak

st dokazy identické. Skor ako za¢neme samotny dokaz uvedieme lemu.

Dékaz. (veta a veta . Ozna¢me grafy zo znenia viet o ktorych tvrdime, ze su
naglepsie ako H*. 7 dokazov viet [2.7a[2.8 vieme, Ze graf tvoreny mnozinou nesusednych
hran, alebo mnozinou nesusednych hran a este jednej vhodne pridanej hrany (oznacovali
sa G*), ma vektor vlastnych ¢isel majorizovany vektorom vlastnych &isel Tubovolného
in¢ho jednoduchého grafu G' na rovnakom poéte vrcholov a hran, teda A(G*) < A(G).
Toto st presne hrany, ktoré priddvame do hviezdicového grafu S,.

Majme lubovolny jednoduchy graf H na v vrcholoch vytvoreny z hviezdicového
grafu S, pridanim k T'ubovolnych hran. Vieme ho rozdelit na dva grafy. Na graf G,
obsahujuci hlavny vrchol hviezdicového grafu stupna v — 1 (stred hviezdice) a na graf
G, obsahujuci zvy$nych v — 1 vrcholov a hrany medzi nimi (¢o je presne k pridanych

hran do S, zo znenia vety). Povodny graf H vieme vyjadrit ako spojenie
H= Gh * Gz

Laplaceov polynom grafu H vieme vyjadrit pomocou Kelmansovej vety a Lapla-
ceovych polyndmov pre Gy, a G,. Kde u(Gp,x) = z a G, ma jeden vrchol, u(G,,z) =
(x—=M(G,))(x—X(G,)) - (x—Xp—1(G>)) a G, ma v — 1 vrcholov. Vieme, Ze trividlna
vlastna hodnota je \,_1(G,) = 0 a najvacsia vlastna hodnota je A\ (G,) < v—1 (vdaka
vete [2.2)).
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Potom

z(zr—1—(v—-1))
(=D —(w-1)"

z(z —v)

=T D —er @ T DET I MEE 1= 2(G)) (o = 1= Ao (G2)

w(H, z) = (G x Gy x) = (Ghyx — (v = 1)u(Gzyz —1) =

Kedze A\,—1(G.) je rovna nule (trivialna), tak posledna zatvorka bude rovna (z —1)

a vykrati sa s ¢astou menovatela zlomku. Tym padom dostavame
p(Hyx) =z(x —v)(xr — 1= M(G,))(x —1 = (G,)) -+ (x — 1 — A\y2(G>)).

Potom vlastné ¢isla grafu H st v, 1+ A\ (G,), 1+ X2(G.), ..., 1+ A—2(G,) a trividlne

vlastné ¢islo nula. Vektor vlastnych ¢isel bude
)\(H) = (U, 1 + >\1(Gz)7 1 + )\Q(Gz), ey 1 + )\v,Q(Gz), 0)/

Takyto vektor dostaneme pre Tubovolné pridané hrany do hviezdicového grafu (tak
aby vznikol jednoduchy graf), pri¢om zavisi len na vlastnych ¢islach podgrafu G, ob-
sahujiceho pridané hrany. Najvacsim vlastnym ¢islom pre Tubovolny jednoduchy graf
vytvoreny z hviezdicového bude vzdy v, pretoze A\(G.) < v — 1. Tym padom naj-
vicsie vlastné ¢islo nemusime, v rdmci majorizéicie, porovnavat medzi roznymi grafmi
a sta¢i porovnat ostatné vlastné ¢isla. Tie st 14+ A\ (G,), 1+ Xa(G.), ..., 1+ X, o(G,).
Potom vdaka leme a vysledkov z dokazov Constantineho (A(G*) < A(G.) pre
v(G*) = v(G.) = v —1ae(G) =e(G.) =k, a posledné vlastné ¢islo nulové) dosté-
vame
AH*) = (v,14+ M (G), 1+ Xy "<
G, "=

G, 1+ oG, 0)
)71+>\2(Gz 0

. G
< (U,1+)\1( ),...,1+)\U_Q(GZ), ) )\(H),

pre Tubovolny jednoduchy graf H na rovnakom poc¢te vrcholov a hran ako H*. Teda
H* je najlepst. O
2.4.3 Augmentacia kompletného grafu

Tvrdenia ktoré vyslovime st dokézateIné podobnymi technikami ako Constantineho
vety [2.7 a 2.8} ale zatial neboli dostatocne zaujimavo motivované, na to aby sa doka-
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zovali. NaSa motivacia augmentaciou uz vykonanych navrhov je tplne prirodzené a
vyzaduje tieto nové tvrdenia. Jeden z hlavnych z dovodov preco doteraz neboli potrebné
je, ze v teorii grafov sa CastejSie pracuje s jednoduchymi grafmi.

V nasom pripade je to naopak - odoberanie hran v pévodnych Constantineho vetach
vedie k grafom Schurovsky optimalnych navrhov, ktoré sa pri navrhovani experimen-
tov nevyuzivaji velmi ¢asto. Naopak pridavanie hran do optimélneho kompletného
grafu je pekne motivované jednoduchou augmentaciou. Sice pri tom vznikaji nasobné
hrany, ale tie zodpovedaji opakovaniam experimentu za rovnakych podmienok, ¢o je

pre Statistické pozorovania tplne prirodzené.

Veta 2.13. Mayme kompletny graf K, na v vrcholoch. Graf vytvoreny pridanim k-

nesusednijch hran do grafu K, je Schurovsky najlepsia augmentdcia grafu K, (vid obr.
a)).

Veta 2.14. Nech v je nepdarne. Nech N je graf vytvoreny z kompletného grafu K, na
v wvrcholoch pridanim lubovolnijch %(v — 1) nesusednijch hrdn. Potom graf vytvoreny
z grafu N pridanim lubovolnej dalsej hrany incidentnej s vrcholom stupnia v — 1 je
Schurovsky najlepsia augmentdcia grafu K,. (vid obr. b)).

NN

WK
A‘:ﬂi‘s

a) By

Obrazok 2 —5: [lustracia k vetam am. a) kompletny graf na Siestich vrcholoch
s pridanim troch nesusednych (ervenych) hran; b) kompletny graf na siedmych vr-
choloch s pridanim troch nesusednych (Cervenych) hran a jednej dalsej (modrej) hrany
incidentnej s vrcholom stupna Sest.

Na dokaz vety pouzijeme nasledovni lemu a Constantineho vety. V leme
budeme pouZivat namiesto znacenia \;(G) znacenie ¥ aby sa nemylili vlastné &isla
s nasobenim Laplacianom grafu. Tak isto vlastny vektor Laplacianu grafu u;(L(G))

budeme skrétene oznacovat uf.

Lema 2.2. Ked zjednotime kompletny graf K, na v vrcholoch (s vlastngmi cislami
)\{(”, AN =0) s Tubovolngm jednoduchym grafom G na v vrcholoch (s vlastnymi

dislami AY, ..., A9 = 0), tak vektor viastnych cisel vzniknutého grafu je

AETE = (A A7 A AT
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Dékaz. (lema . Vlastné ¢isla kompletného grafu K, sa vSetky rovnaké az na trivi-

alne nulové vlastné ¢islo (vid'. [3.3)

N——
v—1
K vlastnym &islam A, .. )\K”1 prislicha v—1 linearne nezavislych vlastnych vektorov
uf”, e uUK 1, priom pracujeme s normalizovanymi vlastnymi vektormi s velkostou

jedna. Tieto vlastné vektory generuju (v—1)-rozmerny priestor (hodnost Laplacianu K,
je v—1), ktory tvorf ortogonalny doplnok k vektoru u prislichajtcemu k trivialnemu
vlastnému ¢islu rovnému nule. Tento vektor je normalizovany vektor samych jednotiek,
teda ufr = (1/y/v,...,1//v)".

Ozna¢me ortonormélne vlastné vektory prislichajtce k vlastnym ¢islam Laplacidnu

grafu G postupne u§, ... uS |,

uS. Posledny vlastny vektor u$ prislichajtci k nulovému
vlastnému ¢islu, je opét (1/4/v,...,1/y/v)". Tym padom ostatné vlastné vektory gene-
ruju tiez (v—1)-rozmerny priestor (hodnost Laplacianu G je v—1) tvoriaci ortogonélny
doplnok k rovnakému vektoru ako pri grafe K,. Vdaka tomu vieme Tubovolny vlastny
vektor u¥ i = 1,...,v — 1 zapisat ako linedrnu kombinaciu netrivialnych normalizo-

vanych Vlastnych vektorov Laplacianu grafu K,

v—1 v—1
= ayu, i=1,...,0—1; Y ol =1
j=1 j=1
Potom vieme vybrat vlastné vektory Laplacianu grafu vzniknutého ako zjednotenie
grafov K, a GG rovnaké, ako vlastné vektoru grafu GG. Potom pre vSetky ¢t =1,...,v—1
plati

uWL(K, + G) = u-G(L(K ) + L(G)) = uCL(K,) + uGL(G) =

= E QU K”L )+ uf'L(G E Oz”)\K” Ko 4 Ny =
v—1 v—1

= g aijvuf” + A%uE = v E ozijuf“ + Au& =
J=1 J=1

= vul + AU = (v + A\)ud

Pricom sme vyuzili, Zze vlastné vektory prislichajice Laplacidnu grafu G vieme vy-
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jadrit ako linearnu kombinaciu vlastnych vektorov prislichajicich Laplacianu grafu
K,. NavySe st vSetky netrividlne vlastné ¢isla grafu K, rovnaké. Tym padom dosta-
vame, 7e pre i = 1,...,v — 1, st vlastné ¢&isla grafu K, + G rovné v + \¢ = /\ZK” + MG,
Posledné vlastné ¢islo Laplacianu grafu K, + G musi byt trivialna nula (pretoZe je to
najmensie vlastné &islo Laplacianu), ktortt dostaneme ako MEv+¢ = \Kv - \& Co sme
chceli dokazat. O

Dékaz. (veta a veta . 'V dokazoch viet2.7]a2.§ bolo ukazané, ze grafy tvorené

mnozinou nesusednych hran, alebo mnozinou nesusednych hran a este jednej vhodne
pridanej hrany (ozna¢me ich G*) majt vektor vlastnych &sel majorizovany vektorom
vlastnych ¢isel Tubovolného iného jednoduchého grafu G na rovnakom pocte vrcholov
a hran, teda A(G*) < A(G). Vdaka leme [2.2| vieme nasledovné

AK,+G) = ((0=1)+M(G),..., (0 —=1) + At (G), (v — 1)) = (v — 1)1, + A(G),

pre Tubovolny jednoduchy graf G. Potom vyuZitim lemy dostavame,
ze ak A(G*) < A(G), tak

A(K, + C_T'*) =(v—-1)1,+ A(G*) < (v—=11,+AG) = XK, +G).
Co sme cheeli dokézat. O

2.4.4 Augmentacia kompletného multipartitného grafu II

Budeme postupovat podobne ako pri hviezdicovom grafe a opat vyuzijeme obe pred-
stavené metody. Budeme pracovat s kompletngm multipartitngm grafom, ktory ma

vSetky particie s rovnakym poc¢tom vrcholov.

Veta 2.15. Majme dany kompletny multipartitny graf K, <k, $ k1 rovnako velkymi
particiami, velkosti vy a celkovym poctom wvrcholov v = wviky. Jednoduchy graf H*,

vytvoreny pridanim k-nesusedngch hrdn do lubovolngch particii K, xx,, je Schurovsky
najlepsia augmentdcia grafu Ky, xk, . (vid obr.[2-6)

Treba si uvedomit, ze pocet pridanych hran k& moze byt k =1,2,... k- [v1/2] .

Dokaz. Chceme dokazat, ze vektor vlastnych ¢isel grafu H* je majorizovany vektorom
vlastnych ¢isel [ubovolného iného jednoduchého grafu H, ktory vznikol z K, «x, pri-
danim k hrén (kedze graf H ma byt jednoduchy, tak hrany don mézeme pridavat iba

vramci particii a nie medzi particie).
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Obrazok 2 — 6: Ilustracia k vete [2.15, Kompletny multipartitny graf K, «, s pridanim
Styroch nesusednych (Cervenych) hréan.

Ozna¢me grafy tvorené vrcholmi a hranami jednotlivych k; particii grafu H ako
Hy,...,Hy,. Teda H; je graf obsahujuci vrcholy i—tej particie a vSetky hrany medzi
tymito vrcholmi (kedZe nové hrany priddavame iba medzi particie, tak kazda pridana
hrana bude obsiahnuta v niektorom z grafov H;). Plati, ze Hy,..., Hy, su disjunktné

a ich zjednotenie tvori graf na vSetkych vrcholoch grafu H, s k pridanymi hranami.

Nazvime tento graf Hyidane = Hi + ... + Hj, a rovnakym sposobom definujme aj

*
pridané

= H{+...+ Hj} . NavySe povodny graf H (vytvoreny z grafu K, «x, pridanim
k hran) vieme vyjadrit ako spojenie H = Hy* Hy* - - - % Hy,. Analogicky vieme vytvorit
grafy HY,..., Hy pre graf H*. Pricom plati H* = H{ * Hy % ---* H .

Nech A\ (H;), ..., A\, (H;) st vlastné &isla H;, pre Tubovolné ¢ = 1,..., k;. Potom
Laplaceov polyném pre graf H v bode x vyzera na zaklade rozsirenej Kelmansovej vety
2.4l nasledovne

oy = 2 G v

p(H,z) = —————— | | Gz —v+v1) =
(z —v+wv)f 21
k1

r(r — )t
=— r—v+v—MH)) ... (x—v+v — Ay, (H;)).
($—U—|—U1)kl E( 1 1( )) ( 1 1( ))
Vieme, ze posledné vlastné ¢islo kazdého grafu H; musi byt trivialna nula, teda posledné
¢initele diel¢ich sucinov st (r — v+ vy — 0) a spolo¢ne ich je presne k;. Tym padom ich

mozeme vykratit s menovatelom zlomku a dostavame

p(H,z) =x(z — o) [z —v+or = MH)) . (2= v+ o1 = Ay 1 (H)).

=1

Z toho vieme vyjadrit neusporiadany vektor vlastnych ¢isel (budeme ho znacit X())
grafu H ako A(H) =

(V0,0 =01+ AL(HL), v =01+ Ay 1 (H ), v =0+ M1 (Hy), - -0 =01+ Ay, —1(Hy, ), 0)".
ki1—1
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Rovnako dostaneme neusporiadany vektor vlastnych ¢isel pre graf H* ako X(H *) =

(Uv -, 0,011 +)\1(Hik)7 o 'aU_fUl‘*')\mfl(Hf)aU_Ul_'_)‘l(H;)a s 7’U_U1+)‘U1*1(H1:1)a0),'

k1—1

Vdaka vlastnostiam Laplacianu vieme, Ze vlastné ¢isla rovné v st najvicsie a ze
nulové vlastné ¢islo je v oboch vektoroch najmensie. Tieto dva vektory chceme porov-
nat (po usporiadani ich prvkov zostupne) a zistit ¢i A(H) majorizuje A(H*). Kedze
najvacsich k; — 1 vlastnych ¢isel a najmensie nulové vlastné ¢islo je v oboch vek-
toroch vzdy rovnakeé, tak staci porovnat zvysné vlastné ¢isla[[.2] Navyse ak vyuZijeme
lemu [1.1] tak mozeme od vsetkych vlastnych ¢isel odéftat rovnakd hodnotu (v — vy)
a nakoniec dostdvame na porovnanie (v1k; — ki)—rozmerné upravené neusporiadané

vektory vlastnych ¢isel
:)/I(H) = (/\1(H1>7 ety )\’Ul—l(Hl)J )\I(HQ)7 s 7/\1)1—1(Hk1>>/7

%(H*) = (Al(HD? BRI )‘®1—1<Hf)7 )‘1<H;)7 BRI )\1;1_1(H]:1))/.

Ak bude (po usporiadani tychto vektorov zostupne) platit v(H*) < ~(H), tak bude
platit aj A(H*) < A(H), a graf H* bude Schurovsky najlepsi.

Vektory ¥(H*) a y(H) pozostavaju z vektorov vlastnych ¢isel diel¢ich grafov jed-
notlivych particii, okrem najmensieho vlastného ¢isla kazdého diel¢ieho grafu A, (+).
Vieme, Z%e najmensie vlastné ¢islo Laplacianu Tubovolného grafu je nulové. Ak by
sme teda do oboch vektorov 4(H*) a v(H) pridali k; nil, tak pridame “chybajice”
nulové najmensie vlastné ¢isla Ay, (H1),..., Ay, (Hi,) a Ay (HY), ..., Ay, (Hj,). Potom

dostaneme vektory
Yo(H) = (M(H1), ., Aoy 1 (H1), A (Hz), o Ay —1(Hiy ), Awy (HL), - Ay (Hiy )
Yo(H™) = (M(HT), - Aoy (HT), M(H3), o Aoy (HE ) Ao (HT), - A (HE))'
Co vieme zjednodusene zapisat ako
Yo(H) = (A(H1), - A(Hi,))s  YoH") = (A(H]), .., A(Hy,))"

Ak pre ich usporiadané verzie plati v,(H*) < ~v,(H), tak plati aj v(H*) < v(H), pre-
toze sme do povodnych vektorov pridali rovnako vel'a nul, o ktorych vieme Ze st mensie,

nanajvys rovné, ostatnym komponentom tychto vektorov. Takato operacia zachovava
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majorizaciu [I.2]

Na porovnanie vektorov ~,(H*) a ,(H) budeme potrebovat nasledovni lemu.
Lema 2.3. Majyme graf G, ktory vieme vyjadrit ako zjednotenie disjunkiniych gra-
fov Gy,...,Gy,. Potom plati, Ze vektor vlastnych cisel AN(G) grafu G dostaneme, ked

usporiadame zostupne vlastné cisla vsetkych dielcich grafov Gi,...,Gy,. Respektive

A(G) = (A(GL), ., A(Gry))"

Dékaz. Kedze Gy, ...,Gy, st disjunktné, tak Laplacian grafu G = Gy + ... + G, je
blokova matica s k;—blokmi. Potom pri hladani vlastnych ¢isel Laplacianu pracujeme
s rovnicou det(L(G) — AI) = 0, teda opét s determinantom blokovej matice. Pre de-
terminant blokovej matice plati, Ze je rovny stc¢inu determinantov jednotlivych blokov.
Tym padom dostavame vlastné ¢isla Laplacianu G, ako zjednotenie vlastnych ¢isel jed-

notlivych blokov. Co st presne vlastné ¢isla Laplacianov dieléich grafov G, ..., G ke O

Vdaka tomu, ze Hy, ..., Hy, st disjunktné mozeme vyuzit lemu [2.3] Potom dosta-

vame, ze graf Hpigane = H1 + . .. + Hj, ma neusporiadany vektor vlastnych ¢isel rovny

A(Hpridans) = (A(H1), ..., A(Hy,))'.
Rovnako mdézeme vyjadrit aj

A(Hpridane) = (ACHT), -, AH]))'
Z tvaru uvedenych vektorov vyplyva, ze X(Hpridané) =7,(H) a X(H;ridané) =, (H*).
O grafe H*

hidane Vieme, Ze sa sklada s k nesusednych hrén (alebo [v/2] nesusednych

a jednej vhodnej navyse) a pripadnych izolovanych vrcholov. Graf Hpyidane je [ubovolny

jednoduchy graf s rovnakym poctom hran ako H* ktory navySe neobsahuje hrany

pridané’
spajajuce particie v K, . Tym paddom st rovnaké ako grafy z tvrdenia z dokazu
Vety (resp. z Vety, pricom nas graf H,q..c je rovnaky ako graf G* z tvrdenia
a nas graf Hp,iqane koreSponduje s grafom H z tvrdenia.

7Z dokazu Constantineho viet vieme, Ze pre takéto grafy plati A(G*) < A(H). Co
vieme prepisat na A(H qane) < A(Hpridane), dalej na v,(H*) < v,(H), a nakoniec
na y(H*) < v(H). Z ¢oho vyplyva, ze graf H* je Schurovsky najlepsia augmentécia

kompletného multipartitného grafu. O
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2.5 Zaver

Predstavili sme si tri nové triedy optimélne augmentovanych blokovych néavrhov s vel-
kostou bloku dva. Kazdy navrh je reprezentovany parovacim grafom. Tieto navrhy su
optimélne augmentované vzhladom na Siroku triedu ortogonélne invariantnych kritérii
optimality. Okrem toho sme predstavili dve zname metddy a pomocou
ktorych vieme dobre pracovat s vlastnymi ¢islami Laplacianov grafov. Pouzitie tychto
metod sme demonstrovali pri dokazovani optimality jednotlivych tried. Vdaka tymto
metodam a poznatkom z linearnej algebry o vlastnych ¢islach, méZeme hladat a analy-
zovat dalsie triedy optimalne augmentovanych grafov. Ako vhodny kandidéat sa naprik-
lad javi augmentécia skoro-regularneho kompletného multipartitného grafu, pre ktora

mame zatial len numerické vysledky, ktoré ukazeme v druhej ¢asti poslednej kapitoly.
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3 Algoritmy a numerické vysledky

Prakticka cast dizertaCnej prace pozostava z dvoch podcasti. V prvej predstavime tri
nové algoritmy urcéené na hladanie optimalnych navrhov a optimaélnej augmentacie
uz vykonanych névrhov experimentov. V druhej ukdzeme numerické vysledky ziskané
pomocou nich.

Numerické vysledky a algoritmy st v praci adaptované pre optimalne blokové ex-
perimenty s velkostou bloku dva. V&etky tri algoritmy funguji pre omnoho 8irsiu triedu

experimentov, ale my sme sa zamerali len na experimenty z témy prace.

Algoritmy nam povodne sluzili najméa na odhalovanie zékonitosti v optimalnych
navrhoch, ktoré sme potom dokazovali teoreticky. Takto sme ziskali myslienky tvr-
deni dokazanych v kapitole 2 Na druha stranu tieto algoritmy v porovnani s inymi
pouzivanymi metédami dosahujia natol’ko dobré vysledky, ze st vhodné aj na samotné
numerické hladanie optimalnych névrhov experimentov (bez dokizanej optimality).
Pracovali sme so stochastickymi algoritmami, ktoré byvaji pomalsie ako determini-
stické, ale maju vac¢siu Sancu neuviaznut v lokalnych minimaéch.

Najdolezitejsou novou ¢rtou tychto algoritmov je, Ze st schopné pracovat s viacerymi
ohraniceniami na zdroje . Ostatné existujuce algoritmy bud vedeli pracovat len
s jednym ohrani¢enym na celkovy pocet pokusov (ktoré sa nedalo trividlne rozsirit),
alebo boli vel'mi tizko $pecializované na konkrétny typ tloh (ako napr. algoritmus [55],
ktory ale nevie zarucit najdenie optima). Toto je hlavny dovod, prec¢o sme vyvijali
nové algoritmy. Poziadavka na viacero ohrani¢eni na zdroje je v mnohych experimen-
toch prirodzena a nenasli sme ziadnu metoédu ktora by s takouto poziadavkou vedela
pracovat. Okrem toho su vSetky tri algoritmy pouZiteIné na augmentéciu nejakého uz
vykonaného navrhu £©. Co samozrejme zahifia aj pripady, ked robime experiment

prvykréat a este neboli vykonané ziadne navrhy.

Numerické vysledky uvedené v druhej casti su ziskané prevazne tretim algorit-
mom. Na zéklade tychto numerickych vysledkov vyvratime niektoré starsie hypotézy
a vyslovime nové. Ukazeme zaujimavé optimélne navrhy a k nim prislichajice grafy,

na zéklade ktorych by sa dali vyextrahovat dalie vlastnosti optimalnych navrhov.
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3.1 Algoritmy

Postupne ukazeme tri nové algoritmy. Prvym z nich je vhodne upraveny algoritmus
simulovaného Zihania. S tymto algoritmom sme pracovali v diplomovej praci [2]. Pouzi-
vali sme v nom len niektoré konkrétne parcialne kritéria optimality a kedze d'alsie dva
algoritmy sa javili byt lepSie, tak sme ho nerozsirovali pre dalsie kritéria. Podobne
v hom esSte nie st zapracované ohranicenia na zdroje . Dali by sa pridat, ale
nevracali sme sa k tomu skrz dva nové algoritmy.

Druhy algoritmus je uz tplne prispésobeny pouzivaniu ohraniceni na zdroje (|1.12])
a prezentovali sme ho v zborniku prac z konferencie EYSM [3]. V zborniku sme na
ukazku pouzili len dve kritéria, ale rovnako by pracoval aj s ostatnymi ortogonalne
invariantnymi kritériami optimality.

Treti z algoritmov je najkomplexnejsi a dava dobré vysledky pre Siroku triedu
problémov navrhovania experimentov. Pracuje s ohrani¢eniami na zdroje a so
vietkymi ortogonélne invariantnymi kritériami optimality (vie pouzit aj Iubovolné iné
monotonne kritéria optimality). Na tomto algoritme sme pracovali spolo¢ne so $ko-
litelom Radoslavom Harmanom a kolegynou Lenkou Filovou a je podrobne spracovany
v ¢lanku [21].

3.1.1 Prvy algoritmus - simulované Zihanie

Simulované Zihanie je inSpirované procesom zihania ocele. Zihanie je proces tepel-
ného spracovania zliatiny, vdaka ktorému ziska vysledny produkt lepsie mechanické
vlastnosti zmenou mikroskopickej struktury. Napriklad takto vieme zvysit pevnost, ¢i
taznost ocele. Princip zihania spociva v tom, Ze najskor zliatinu zahrejeme na vysoku
teplotu (roztopime) a potom ju nechavame pomaly chladnit. Od rychlosti chladnutia
potom zavisia vlastnosti zliatiny.

Na podobnom principe je zalozené aj simulované Zihanie. Na zaciatku hladania op-
timélneho navrhu pracujeme s vysokou pravdepodobnostou prechodu z lepsieho navrhu
(vzhTadom na hodnotu kritéria optimality) do horSieho navrhu, ktorta postupne znizu-
jeme. Teda na zaciatku behu algoritmu je velkéa Sanca opustit lokalne optimum, zatial
¢o na konci behu algoritmu sa uz len dohladava optimum v konkrétnej oblasti rieSeni.
Viac podrobnosti o simulovanom Zihani sa da najst v pracach [48] a [§], kde bolo

prvykréat zavedené.

Schéma (1] predstavuje schematicky zapis nasho algoritmu. Je v iom popisany cely
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beh algoritmu simulovaného Zihania, pricom este podrobne vysvetlime jednotlivé jeho
¢asti. Zékladny princip algoritmu spociva v postupnom prehladavani novych kandidé-
tov £*) na optimalny navrh v okoli aktualneho navrhu experimentu €. Ak je skimany
kandidat lepsi (vzhladom na hodnotu kritéria ®) ako aktualny navrh, tak do neho
prejde vzdy a dalej s nim pracuje ako s novym aktualnym navrhom. Ak je kandidat
horsi ako aktuélny navrh, tak do neho moze tiez prejst, ale len s urcitou pravdepodob-
nostou zavislou na hodnotéch kritérii jednotlivych navrhov a aktualnej teplote. Ako

presne to funguje ukazeme za chvilu.

Vstup : model, kritérium optimality ®, po¢iato¢ny navrh ¢ kritérium
ukoncenia, kritérium zastavenia, pociatocna teplota 1T', sposob
znizovania teploty ¢(T',time) vzhladom na ¢as time

Vystup: 1 najlepsi najdeny navrh experimentu

£ W et ¢ €@ time <+ 0;
repeat
repeat
vyberte kandidata na novy navrh £* z okolia navrhu £
if ® (M (£@)) <@ (M (¢™)) then
€@ ¢
if ®(M (1)) <@ (M (£™)) then
| &F W
end
else

(M) -#(m(e))

if random(0,1) < e T then
| £(@)  ¢()
end

end
until kritérium ukoncenia;

T « g(T, time);

time < time + 1;
until kritérium zastavenia;

Schéma 1: Prvy algoritmus

Parametre a nastavenia algoritmu:

Pri simulovanom Zihani potrebujem na zaciatku zvolit niekolko vstupnych paramet-

rov. Vzdy potrebujeme poznat model s ktorym pracujeme, aby sme vedeli vytvorit
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informa¢né matice M(-) pre porovnavané navrhy. Budeme pracovat s klasickym mode-
lom zavedenym v uvode prace. Zaroven s modelom zvolime aj kritérid optimality
®(+) na zaklade ktorych budeme porovnavat informa¢né matice jednotlivych navrhov.
Pouzivali sme parcidlne kritéria optimality Dp, Ap, Ep . Uloha by sa dala rozsirit
aj na dalsie kritéria.

f)alej zadévame pociatocny ndvrh experimentu €1 z ktorého budeme vychadzat.
Musi spliiat ohranicenia na zdroje a byt po zlozkédch rovny alebo vicsi ako navrh
€O ktory chcem augmentovat. Inak mozeme £V vybrat tplne nahodne, alebo pouzif
vysledny névrh z inej optimalizacie (napr. zaokrihleny optimélny aproximativny navrh).
Tak isto mozeme algoritmus spustit viackrat s roznymi pociatoénymi navrhmi, aj ked
to nemé tak velky vyznam ako pri deterministickych algoritmoch. Pri stochastickych
algoritmoch totiz mézeme napriek rovnakym pociatoénym nastaveniam dostat rozne
vysledky.

Ako dalgie potrebujeme vybrat kritérium zastavenia a kritérium ukoncenia. Krité-
rium zastavenia urcuje ako dlho bude bezat cely algoritmus. Mo6zeme ho zvolit naprik-
lad ako celkovy pocet iteracii, celkovy ¢as behu algoritmu, alebo na akit hodnotu sa
chceme dostat pri znizovani teploty. Kritérium ukoncenia hovori kedy ukoncit jednu
iteraciu algoritmu. Po ukonceni kazdej iterécie znizujeme teplotu 7. Ukoncenie moze
nastat napriklad po dostato¢nom zlepSeni hodnoty kritéria, po odsktSani urcitého
mnozstva kandidatov na novy navrh, alebo po kazdej zmene aktualneho navrhu.

Nakoniec este musime zvolit poc¢iatoéni teplotu T a sposob jej znizovania g(7T', time).
Teplotu T sme volili v zavislosti na konkrétnu tlohu. Ak sa spésob znizovania teploty
zvoli umerne ¢(T,time) = T/log(time + 1), tak je dokdzana konvergencia k optimél-
nemu navrhu [54]. Tento pokles sa ale v praxi nepouziva kvoli velkej ¢asovej naro¢nosti.
Namiesto toho sa pouziva napr. linedrny alebo exponencialny pokles [48], pre ktoré ale

nie je dokazané konvergencia.

NajdolezitejSou ¢astou algoritmu je vyber kandiddtov na prechod. Tuto volbu mo-
zeme robit roznymi sposobmi. Kandiddtov mézeme volit dplne nadhodne, nahodne
z ur¢itého okolia aktualneho navrhu £, mézeme vyberat len najlepsi navrh z oko-
lia navrhu £®, mozeme systematicky prehladat celé okolie £(9). Je dobré sa obmedzif
len na malé okolie £(*) najmi kvoli rychlosti algoritmu (ak by sme poéas jednej iteracie
prehladévali vzdy cely priestor moznych néavrhov, tak by sme sice mali zaru¢ené najde-
nie optimélneho navrhu, ale za netinosnu ¢asovi naro¢nost). My sme pracovali s okolim

tvorenym navrhmi lisiacimi sa od aktudlneho navrhu len v jednom bode navrhu. Samo-
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zrejme by sa okolie dalo volit aj inymi spésobmi. V pripade ked boli aktuédlne navrhy
prezentované grafmi sme okolia tvorili dvomi spésobmi. Bud sme v aktualnom névrhu
vybrali ndhodnt hranu a zmenili jej nahodne jeden koncovy vrchol, alebo sme odobrali
celi hranu a pridali Tubovolnii novii hranu. Podrobnejsie sa o sposobe vyberu kandida-
tov pise v clanku [54].

Posledna nevysvetlené cast algoritmu je pravdepodobnost prechodu do kandiddtskeho
ndvrhu. Tato je rovna jednej, ak je hodnota kritéria kandidata lepsia (vyssia) ako hod-
nota aktualneho kritéria. Vtedy prejdeme do kandidéatskeho navrhu vzdy. Ak je hodnota
kritéria kandidatskeho navrhu horsia, tak je stdle moznost na prechod. Pravdepodob-
nost prechodu je rovné

r(M(e®)) o (m()) |

(& T

Tato pravdepodobnost zavisi na rozdiele medzi hodnotami kritéria ® v aktudlnom
navrhu kritéria € a v kandidatovi na novy navrh £€*). a na teplote 7. Pri¢om plati,
ze ¢im je mensi rozdiel kritérii, alebo ¢im je vysSia teplota, tym je pravdepodobnost
prechodu vicsia. Kedze teplotu postupne znizujeme, tak na zaciatku behu algoritmu
je vagsia Sanca prechodu do horsich kandidatov (s nizSou hodnotou kritéria). Na konci
behu algoritmu je teplota nizka a tym padom prechadzame vacsinou uz len do lepsich,

alebo velmi podobnych navrhov.

Vlastnosti a vyuzitie:

Nevyhodou prvého algoritmu je, Ze pre kazdy typ experimentu musime nastavit velké
mnozstvo vstupnych parametrov. Tym padom musime danému experimentu rozumiet
do hibky a az potom vieme dostat rozumné riesenia. Preto sa tomuto algoritmu neb-
udeme venovat dlhsie a prejdeme k dalsim dvom algoritmom. V nich obmedzime pocet
vstupnych volitelnych parametrov a vysledné algoritmy budu univerzélnejsie.

Viac o algoritme a volbe parametrov sa da najst v knihe [41], ale volba para-
metrov sa do znacnej miery odvija od konkrétneho typu optimaliza¢nej tlohy. Ako
vyuzit simulované Zihanie pri hladani optimalnych mikro¢ipovych experimentov (pre

parcialne kritéria Dp a Ap optimality) som riesila v diplomovej praci [2].

3.1.2 Druhy algoritmus

Druhy algoritmus sme vytvorili, ked sme mali zavedeny model (1.1]), parcialne kritéria
optimality a najmé ohranicenia na zdroje (1.12)). Na zéklade ohraniceni na zdroje sme

vytvorili mnozinu pripustnych navrhov =, spliajtcich tieto ohrani¢enia. Mnozinu pri-
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pustnych névrhov = sme rozdelili na mazimdlne a nemazimdlne navrhy (vid. |15)).
Ulohou druhého algoritmu bolo rozumne prehladéavat mnozinu maximdlnych navrhov,

lebo sa musi medzi nimi nachédzat aspon jeden optiméalny navrh.

&
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/ L .
o0 O Nemaximalne navrhy
® 0 0 OO
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Obrazok 3—1: Pohyb po mazimdlnych (Gervenych) navrhoch.

Nas algoritmus funguje podobne ako algoritmus uvedeny v ¢lanku [55], ale porov-
nani s nim dok4Zze pracovat s [ubovolnym mnoZstvom ohraniceni na zdroje a vzdy ma
sancu dokonvergovat k optiméalnemu rieSeniu. Zatial ¢o algoritmus z ¢lanku [55] pracuje
len s jednym ohrani¢enim a moze sa stat, ze skon¢i v lokdlnom optime. Na rozdiel od
nasho algoritmu totiz nevie zamenit viacero "lacnych a menej informativnych ” pokusov
za jeden "drahsi a informativnejsi 7, teda pravdepodobnosti prechodu medzi niektorymi
navrhmi st nulové.

Druhy algoritmus budeme pouzivat pre optimalizaciu na zéklade parcialnych kritérii
optimality Da, Aa, Ea a kritéria c-optimality. V schematickom zépise (schéme [2)
ukazeme v ¢om spociva princip algoritmu a potom podrobnejsie vysvetlime jednotlivé
jeho casti. Nasledne ukdzeme ako pracuje na modelovom priklade. Mazimdilne névrhy

budeme oznacovat pismenom & s roznymi indexmi a nemazimdlne navrhy pismenom

C.

Parametre a nastavenia algoritmu:

Podobne ako pri simulovanom Zihani aj tu potrebujeme definovat niekolko vstupnych
parametrov. Okrem modelu a kritérii optimality [I.I.3] potrebujeme pociatocny
ndvrh experimentu (V. Ten mézeme zvolit ako navrh v ktorom nevykoname Zziaden
novy pokus, vzhladom na navrh £ ktory chceme augmentovat. Teda £ = ¢©) Sa-
mozrejme predpokladame, Ze navrh ) neporusuje ohranicenia na zdroje. Potiatotny
navrh moézeme volit aj inak.

Dalej potrebujeme kritérium zastavenia algoritmu, za ktoré zvolime celkovy pocet
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Vstup : model, kritérium optimality ®, pociatoény navrh ¢V, pocet iteracii n,
mnozina pripustnych navrhov =
Vystup: 1 najlepsi najdeny navrh experimentu

¢t < €W (priebezne najlepsi navrh);
®* + 0 (hodnota kritéria priebezne najlepsieho navrhu);

it < 0 (poradové ¢islo iteracie);
repeat
saturdcia 7 do €0 kde €% je mazimdlny;
if @ =& (M(£F)) <@ (M (%)) then
£F 0 % — @ (M (£7));
subsaturdcia £+ do ¢,
it it + 1;
end

until kritérium zastavenia: it = n;

Schéma 2: Druhy algoritmus

iteracii n. Tento pocet odvijame od toho, ako ¢asto sa meni priebezne najlepsi navrh
(ak zmena nenastane dostatocne dlho, tak zastavime algoritmus), na zéklade skisenosti
s konkrétnym experimentom.

Najdolezitejsia ¢ast algoritmu je spoésob vyberu a prechodu k novému priebezne
najlepsiemu navrhu. Z aktualneho mazimdineho navrhu £ sa dostaneme do nového
mazximdlneho navrhu €Y procesom subsaturdcie do nemazimdlneho navrhu (0+Y
a néslednej saturdcie. Dolezité je ako tieto dve fazy prebiehajia. Vo faze saturdcie vy-
berdme nédhodne bod experimentu x; € X na zaklade lokalnych vlastnosti pouzitého
kritéria. S vac¢Sou pravdepodobnostou vyberame body o ktorych predpokladame, Ze
nesu viac informacie. Potom v tomto bode navrhu pridame jeden pokus. Tento postup
opakujeme pokym nedosiahneme mazimdlny navrh. Tato faza je v naSom algoritme aj
v algoritme [55] podobna. Rozdiel je vo faze subsaturdcie.

V algoritme z ¢lanku [55] je subsaturdcia nasledovna. Rovnomerne nahodne vy-
berieme jeden bod navrhu a odoberieme (ak sa d&) z neho jeden pokus. Potom nas-
tupuje faza saturécie a pridavania pokusov. Pri tomto postupe sa nemusi podarit zvysit
pocet pokusov v niektorych navrhoch. Ked sa pozrieme na jednoduchy priklad o nate-
roch [I tak na to aby sme z jedného mazimdlneho navrhu dostali druhy z vyssim
poc¢tom pokusov v bode névrhu x5, potrebovali by sme pri subsaturdcii odobrat aspon
dva pokusy z bodu navrhu z;. Ale mame dovolené odobrat len jeden pokus.

U nés tento problém riesime nasledovnou subsaturdciou. Odoberieme ndhodny pocet
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pokusov (na zéklade Poissonovho rozdelenia so zvolenym parametrom \) z rovnomerne
nahodne vybratych bodov néavrhu. Potom nastupuje faza saturacie a pridavania na-
vrhov. Tym padom méame teoreticky zarucené (pri dostatoéne velkom \), Ze vieme

odobrat dostatok pokusov na prechod do hociktorého iného maximdlneho navrhu.

Priklad o nateroch:

Ked sme druhy algoritmus pouZili na najdenie optimélneho névrhu pre priklad , tak

nasiel optimalny navrh pri 50 iteraciach za menej ako 0,05 sekundy.

@ Maximalne navrhy &,
O Nemaximalne navrhy ¢,

(6.9) @ £*=(5,£,)=(10,7)
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Obrazok 3—2: Jeden priebeh optimalizacie pomocou druhého algoritmu. Cervené
body navrhu st mazimdlne. Modry bod névrhu je optimdlny. Cervené cesty sleduja
saturdciu do maximdlneho navrhu, Cierne subsaturdciu.

Vlastnosti a vyuzitie:

Hlavné vyhody druhého algoritmu s, Ze vie pracovat s parcidlnymi kritériami optima-
lity a Tubovolnym mnozstvom ohraniceni na zdroje. Nevyhodou je urCovanie kritéria
zastavenia na zaklade vlastnosti experimentu. Tento algoritmus sme prezentovali na
konferencii EYSM v Osijeku [3]. Vysledky ziskané pomocou neho st v nasledujtice;j
numerickej ¢asti pri hladani optimalnych navrhov experimentov pre blokové navrhy

s velkostou bloku dva.

3.1.3 Treti algoritmus

e e

najlepsie vysledky z uvedenych troch algoritmov, ale aj porovnani s inymi pouzivanymi
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algoritmami. Ma niekolko vstupnych parametrov, ale pre va¢sinu z nich uvadzame
vSeobecné nastavenia.

Algoritmus sme porovnali s niekolkymi inymi zndmymi a pouZivanymi algoritmami
a dosiahli sme podobné, alebo lepsie vysledky. N&s algoritmus vie navyse riesit problémy
s viac ohraniceniami na zdroje ako doteraz zndme metody a je pouzitelny na
velmi Siroku triedu modelov a kritérii.

Okrem tuloh navrhovania optimalnych experimentov vieme pre vstup do algoritmu
upravit viacero tazkych problémov z diskrétnej optimalizacie a kombinatoriky. Naprik-
lad takzvany knapsack problém (|26], [30]), teériu spolahlivost poc¢itacovych sieti (z ang.
optimal redundancy allocation in reliability theory ([12], [37])), a hladanie t-optimalnych
grafov v teorii grafov (ktoré bolo ukazané v kapitole .

Budeme pracovat s modelom a pouzivat Tubovolné kritérium optimality ®,
splhajtce kritérium monoténnosti (L.1.4). V teoretickych vysledkoch sme sa zamerali
najma na ortogondlne invariantné kritérida optimality, v numerickej ¢asti budeme pra-
covat s niektorymi konkrétnymi z nich. Budeme pracovat s ohraniceniami na zdroje
, s navrhom uréenym na augmentaciu €@, a s mnozinou = pripustnych exakt-
nych névrhov (L.13)). Budeme riesit zakladna alohu (L.15)).

Typickym prikladom zadania je linearny regresny model s nekorelovanymi, ho-
moskedastickymi chybami na ktory pouZzijeme kritérium D—optimality. Tento model
budeme vyuzivat aj v numerickej ¢asti, ale s roznymi kritériami. N4S algoritmus vieme

pouzit aj pre iné ako linearne modely (¢lanok [21], ¢ast 3.2 o kvadratickej regresii).

Prehl'ad znamych algoritmov na rieSenie problému [1.15

Na riesenie problémov typu s malou mnozinou pripustniych ndvrhov je mozné
pouzit metédy kompletnej enumeréacie, napriklad rozdeluj a ohranic¢uj (z ang. branch-
and-bound). Tieto metédy zarucuju najdenie globalneho optima (vid [52], [47], alebo
[25]). Na druha stranu tieto metody pri moznostiach dne$nej vypoctovej techniky
nevieme rozsirit pre vicsie problémy. Pre tie existuju len heuristiky vécsinou veduce k
eficientnému pripustnému navrhu.

Prirodzeny sposob rieSenia tlohy je vytvorit heuristiku zalozenu na “exkurzi-
ach” po mnozine pripustnych navrhov, podobne ako v niektorych starsich algoritmoch
ur¢enych na najdenie D—optimalnych navrhov za platnosti standardnej podmienky
(L.11)), ako napr. [15], [56] a [42]. Pre nés najzaujimavejsi z tychto algoritmov je Det-

maz predstaveny Mitchellom [42]. Tento algoritmus je zalozeny na tabu prehladavani
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([20] a [29]), s ktorym budeme pracovat aj my.

V dnesnej dobe najviac pouzivané metédy na riesenie standardného problému na-
vrhovania experimentov (s podmienkou eqgstandard) st vymenné algoritmy (vid napr.
kapitola 12 v [I], a [28]). Bohuzial tieto vymenné algoritmy nemdzu byt priamo pouzité
na rieSenie vSeobecného problému , pretoze vopred nepozname pocet pokusov v
optimalnom navrhu. Tak isto pocet pokusov moéze variovat aj pri lokalnych optimal-
nych navrhoch. NavySe sa ukazuje, Ze problémy s viacerymi ohraniceniami na zdroje
zvyknt mat viacero lokalnych optim, pricom vymenné algoritmy nevieme jednoducho
modifikovat tak, aby sme sa zbavili ich inklinacie k lokdlnym optimam.

Co sa tyka tloh so vSeobecnymi ohraniceniami na zdroje, tak existuje metdda
podobna Detamzu, ktora ich riesi v tedrii spolahlivosti (pozri [35]). V oblasti opti-
méalneho navrhovania experimentov Studoval Welch [53] mozné modifikacie Detmazu
pre vSeobecné ohranicenia. V praci [55], bola predstavena metoda zalozena na pos-
tupnom odoberani jednotlivych pokusov a naslednej pazravej augmentécii vzniknutych
navrhov. Tato metoda je obmedzena len na riesenie tiloh s konkrétnym druhom pria-
mych obmedzeni kombinovanych s jednym obmedzenim na celkovii cenu.

Nakoniec sme v predoslej podkapitole ukazali nas druhy algoritmus ktory vie riesit
vSeobecny problém ([1.15). Z tohto algoritmu sme vychadzali aj pri tvorbe tretieho

algoritmu, ale je tam vyznamny posun a treti algoritmus je prepracovanejsi.

Algoritmus - hlavna myslienka:

Budeme hovorit, ze n—rozmerny navrh ( € =% je vytvoreny z néavrhu & € = krokom
dopredu (resp. krokom dozadu) ak plati ( = £ + e; (resp. ( = £ — €;), kde e; € R”
je n—rozmerny vektor samych nul s jednotkou na i—tej pozicii. Navrh je maximadiny,
ak Tubovolny krok dopredu z neho vytvori nepripustny navrh. Teda do neho nemo-
zeme pridat ziaden pokus v ziadnom bode navrhu bez toho, aby sme porusili niektoré
z ohraniceni na zdroje.

X

f)alej zavedieme pojem horngch susedov navrhu £ € =%, ako mnozinu vsetkych

pripustnych navrhov, do ktorych sa vieme dostat z £ pomocou jedného kroku dopredu.

TakZze mnozina horngch susedov je
UE) ={E+er, ... +e,} NE™

Podobne mnozina dolnijch susedov navrhu £ bude mnozina vSetkych pripustnych na-
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vrhov, do ktorych sa vieme dostat z £ pomocou jedného kroku dozadu

L(E) ={€—er, & — ey} NE™.

Mézeme si vimnut, Ze plati £(6©) = 0 a U(&) = O prave vtedy ked ¢ je maz-
imdlny. NavySe budeme predpokladat, ze £ nie je marimdlny (inak by sme nemali
¢o optimalizovat), takze pre lubovolny pripustny navrh & plati £(&) UU(E) # 0.

Vdaka podmienkam (P1), (P2), (P3) plati, Ze [ubovolny pripustny exaktny navrh
je dostupny z I'ubovolného iného pripustného exaktného navrhu len pomocou krokov
dopredu a krokov dozadu po mnozine =Z. Toto je hlavna vyhoda ohraniceni na zdroje,
pretoze vdaka tomu budeme vediet rozumne prechadzat a prehladavat mmnozinu pri-
pustnych navrhov. V pripade komplikovanejsich podmienok by sa mohlo stat, ze sa
medzi niektorymi nédvrhmi vobec nedé pohybovat pomocou krokov, a tym padom by
sme len pouzivanim krokov dopredu a krokov dozadu nemali zaru¢enii moznost najst
globélne optimum. Rovnako ako pri druhom algoritme aj tu plati, Ze optimélny navrh

je jeden z mazimdlnych navrhov vdaka monoténnosti kritéria.

N&3 algoritmus zacina v pociatocnom navrhu € € Z°% a vykonéava exkurzie po
mnozine pripustnych exaktnych navrhov. Poc¢as exkurzii vyuziva tabu list V' charakte-
ristickiyjch atribitov navrhov attr(€), ktoré uz navstivil a snazi sa do nich nevracat. Dalej
zavedieme pojem lokdlneho odhadu viznamu navrhu val(§), ako realne ¢islo odhadujice
ako velmi subny je navrh £ ako sucast exkurzie vedicej k optimalnemu navrhu. Oba
tieto parametre presnejsie vysvetlime v samostatnych podkapitolach.

Nech £ prezentuje aktualny navrh v ktorom sa pocas exkurzie nachadzame. Algorit-
mus najskor skusi vykonat krok dopredu (ak sa atribit aktualneho navrhu nenachadza
na tabu liste attr(§) ¢ V) alebo krok dozadu (ak sa atribut aktualneho navrhu nachadza
na tabu liste attr(¢) € V). Tymto krokom sa presunieme do susedného pripustného
exaktného navrhu ¢. Pricom navrh ¢ vyberame tak, Ze mé maximélnu hodnotu val(()
spomedzi v8etkych susednych navrhov ktoré nie st na tabu liste attr(¢) ¢ V.

Ak sa algoritmus pokusi o krok dopredu ale neexistuje ziaden horny sused ¢ € U(§)
ktorého atribut by nebol na tabu liste attr(¢) ¢ V, alebo naopak ak sa algoritmus
pokiusi o krok dozadu ale neexistuje ziaden dolny sused ¢ € L(£) ktorého atribit by
nebol na tabu liste attr(¢) ¢ V, tak sa algoritmus pokusi urobit krok opa¢nym smerom
ako chcel povodne. Ak ani potom nenajde ziaden navrh do ktorého moze prejst (tj.

navrh ktorého atribit by nebol na tabu liste), tak tuto patova situaciu vyriesi nadhod-
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nym prechodom do Tubovolného pripustného susedného navrhu ¢ € L(§) UU(E) bez
ohladu na tabu list.

Vzdy ked algoritmus navstivi mazimdlny navrh, tak si skontroluje ¢i tento navrh
nie je lepsi ako doteraz najlepsi dosiahnuty navrh £*. Ak pocet krokov dozadu prekroci
nastavenu hranicu back.,, tak dant exkurziu prehlasime za netispesnu a zac¢neme
nova exkurziu z doteraz najlepsieho najdeného navrhu. Treba si ale uvedomit, Ze aj
neuspesné exkurzie sa zapisuju do tabu listu V, tym padom dalsia exkurzia bude ina
ako predosla. Navyse bude smerovat k este nenavstivenym navrhom. Algoritmus skon¢i
po vopred zadanom case ty.. a vrati najlepsi dovtedy néjdeny navrh. Presny priebeh
algoritmu sa dé& pozriet na schematickom zapise 3.

Dovod preco je nas algoritmus trochu podobny na algoritmus Detmax je, Ze vybera
kroky dopredu alebo dozadu na zaklade hodnoty atributu aktualneho ndvrhu. Na rozdiel
od nas ale pracuje maximalne s jednym ohrani¢enim na zdroje. Okrem toho i pre
klasické podmienky sa nas algoritmus lisi od algoritmu Detmax v niekol’kych dolezitych
veciach. Detmax napriklad nikdy nedovoluje krok dozadu do navrhu s atribitom na tabu
liste, ¢o Casto vedie k opakovaniam rovnakych exkurzii a zaseknuti sa v urcitej oblasti

névrhov.

VoI'ba poéiatoéného navrhu ¢W:

Volba pociatoéného navrhu £ je dolezitou sucastou celého algoritmu. Na zaklade
naSich skusenosti tvrdime, Ze dostato¢ne eficientny navrh vieme dosiahnut volbou
€1 = ¢© " Ale pre komplexnejsie tlohy je vhodnejsie spustit radsej viacero behov al-
goritmu s roznymi pociatocnymi navrhmi. Tie mozeme volit napriklad ako mazimdine
navrhy vytvorené na zéklade sady nahodnych krokov dopredu zacinajic v navrhu £©.

Ina moznost je zafat z optimalneho aproximativneho névrhu £ = arg max{¢(§) :
¢ € =Z??} 7 ktorého vytvorime exaktny navrh zaokrihlenim vsetkych poctov pokusov
na najblizsie celé ¢islo nadol €V = (|& ], ..., [&.]). Vlastnosti ohraniceni na zdroje
zaruéuju, ze takto vytvoreny navrh € je pripustny exaktny navrh. Navyse na najdenie
optimalneho aproximativneho néavrhu s viacerymi ohrani¢eniami na zdroje sa da pouzit

konvexna optimalizacia (dé& sa pozriet napriklad v ¢lanku [60]).

Vol'ba charakteristického atribatu navrhu attr(¢):

Charakteristicky atribut (skratene len atribit) navrhov sme volili tak aby daval rozne

hodnoty pre diametralne rozlicné navrhy a rovnaké hodnoty pre urcitym sposobom
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podobné, ¢ rovnaké navrhy. Napriklad ak su dva navrhy algebraicky izomorfné (napr.
dva symetrické grafy), tak buda mat rovnaka hodnotu atribitu.

Na zéklade skusenosti z viacerych tloh sme sa rozhodli zvolit hodnotu atribitu
attr(¢) rovnaka ako hodnotu kritéria v danom navrhu ¢(¢) zaokrihlent na rozumné
mnozstvo desatinnych miest n,unq. Hodnoty atributov navstivenych navrhov potom
ukladame do tabu listu V. Treba si uvedomit, Ze ukladanie hodnot atribitu namiesto
ukladania celych navrhov ma niekol’ko vyhod. Jedna je, Ze atribit je len jedno realne
¢islo, zatial ¢o n—rozmerny navrh moze zaberat omnoho viac priestoru. Tym padom
Setrime pamét a zvySujeme rychlost algoritmu.

Dalsia vyhoda je, ze pridanim hodnoty atribitu vylic¢ime rovno cela skupinu podob-
nych (izomorfnych) navrhov s rovnakou hodnotou atribitu. Keby sme priadli len kon-
krétny navrh, tak pri dalsich exkurzidch mézeme navstivit aj s nim izomorfné navrhy.
Toto ma pre nés velky vyznam, pretoZe v tejto praci sa venujeme najmé blokovym
navrhom s velkostou bloku dva. Ak navySe st porovnéavané body rovnako vyznamné,
tak ndm moze vzniknut velké mnozstvo symetricky izomorfnych navrhov. Tym padom

takto zvolena tvorba tabu listu velmi urychli celé prehladéavanie.

Vol'ba lokalneho odhadu vyznamu navrhu val(§):

Pomocou tohto parametru chceme hodnotit ako velmi nadejny sa javi aktuélny navrh,
ako sucast exkurzie vedicej k optimélnemu néavrhu. Vol'bu jednotlivych parametrov je
mozné vzdy upravit na mieru rieSenej ilohe. Nam sa najvhodnejsie (a najuniverzalnej-
sie) javila pre lokdlny odhad vijznamu navrhu val(§) volba vychadzajica z nasledovne;
uvahy.

Ak by sme pre aktualny navrh ¢ vedeli Tahko najst najlepsi navrh spomedzi mai-
mdlnych exaktnych néavrhov 7, na ktory ho vieme augmentovat, potom by sme mohli
zvolit idedlnu val*({) ako hodnotu kritéria optimality v tomto najlepsom z mazimdl-

nych navrhov n
val®(¢) = max{¢(n) : n € ¥, ¢ < n}.

Keby sme vedeli lahko hladat najlepsiu augmentéciu lubovolného navrhu a hodnoty
val*(¢), tak uz mame vyriesenu celd tlohu optimalneho navrhovania. Stacilo by spustit
algoritmus z navrhu £, ktory by vidy spravil krok dopredu do najlepsieho horného
suseda (vzhladom na val®).

Presné hodnoty val*(¢) ale nevieme. Takze ich potrebujeme nejako rozumne odhad-
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nut. Definujme pre navrh ¢ € 2% vektor zatial nevycerpanych zdrojov nasledovne
n n
r(¢) = (b1 — Zali@, vy b — Z ariGi)",
i=1 i=1

kde b; a aj; su parametre z definicie ohranic¢eni na zdroje ([1.12). Tento vektor vieme

pri vykonani kroku dopredu alebo dozadu rychlo upravit nasledovne

I'(C + ei) = I'(C) + (CLM‘, . CLM>T, 1€ {1, - ,TL}.

Dalej pre kazdé i € {1,...,n} definujme kolko maximélne vieme pridat pokusov

do i—teho bodu navrhu tak, aby sme neporusili Ziadne ohranic¢enie na zdroje

d;(¢) = max{d>0:(+de; € =%}
= |min{a;'r,(():re{l,...,k},a,; >0}]. (3.1)

Druhé vyjadrenie hovori kolko pokusov zmestime do nevycerpanych zdrojov pre i—ty
bodu navrhu aby sme neporusili ohranic¢enia na zdroje.

Potom vektor d(¢) = (di(¢),...,dn(¢))T odhaduje smer k “velkym” pripustnym
navrhom. Navyse ak d(¢) # 0, moézeme definovat vzdialenost k najlepsiemu aproxi-

mativnemu navrhu v smere d ako

7€) = max{y>0:(+d(() € Z"}
= min {h, (Or.(¢) :r € {1,....k}, h(C) > 0}, (3.2)

kde h,(¢) = >0, andi(C). Ak je d(¢) = 0,, napr. ak ¢ je mazimdlny navrh, tak
polozime v(¢) rovné nule.

Vektor ¢ +v(¢)d(¢) je mazimdlnym pripustnym aproximativnym navrhom v smere
d(¢). Potom hodnota

val(€) = ¢(¢ +~(¢)d(C)) (3.3)

je slusny odhad ideélnej hodnoty lokdlneho odhadu vyznamu ndvrhu val™(C).
Podotkneme Ze vysledny vektor ¢ + v(¢)d(¢) nemusi byt exaktny navrh (vac¢sinou
ani nebude) s celo¢iselnymi komponentami. Vytvoreny odhad totiz vyuZiva maximélne
aproximativne navrhy, s ktorymi sa pracuje omnoho jednoduchsie.
Treba si uvedomit, ze pre inak definované ohranicenia, ako ohranicenia na zdroje,
sa daju vyrazy - vyrazne zjednodusit a tym padom este urychlit cely priebeh
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algoritmu. Ak napriklad pracujeme iba so Standardnym ohrani¢enim na celkovt cenu

(L.17)), tak
val(¢) = ¢(C +7(¢)1n),

kde v(¢) = n~Y(N — 1%¢), pre Tubovolné ¢ € =* a 1,, = (1,..., 1) € R",

Vlastnosti a vyuzitie:

Na zéver zhrnieme niektoré vlastnosti nasho algoritmu. Hodnota val(¢) je volena tak,
ze zéavisi iba na vyslednej mnozine pripustnych aproximativnych navrhov =Z*, a nie na
vol'be algebraickej definicie tejto mnoziny =Z*P. NavySe priebeh exkurzii zavisi iba na
poradi aproximativnych navrhov vzhladom na kritérium optimality ¢, a nie na zvolenej
“verzii” tohto kritéria. Takze by mal davat rovnaké vysledné névrhy aj pre nie tplne
rovnaké vyjadrenia kritérii optimality.

Este sme nespomenuli tri mensie parametre back,az, Nround @ tmaz. Prvy hovori,
kolko najviac mozeme urobit krokov dozadu vramci jednej exkurzie. Druhy hovori,
na kolko desatinnych miest budeme zaokruhlovat hodnotu kritéria & pri vypocte
parametra attr(-). Posledny je ¢as, na ako dlho spustame cely algoritmus. Presné hod-
noty tychto parametrov si uvedieme v konkrétnych prikladoch. Vac¢sinou sme volili
(vychadzali najvhodnejsie) nastavenia back,ue = 16, Npoung = 9 desatinnych miest
a tmae = 120 sekund.

Kod algoritmu s programovacich jazykoch Matlab a R, sa spolu s ukédzkovymi prik-

ladmi nachédza na stranke http://www.iam.fmph.uniba.sk/design/.

Urcite je vela dalsich sposobov ako vytvarat exkurzie po mnozine pripustnych né-
vrhov. Napriklad by sa na vyber krokov dopredu dali pouzit vhodné verzie nejakych
pazravych heuristik (z ang. greedy heuristic). Mozno by urychlili smerovanie exkurzii
do maximdlnych navrhov, na druha stranu by mohli pokazit vyhodu odstranovania sy-
metrickych navrhov. Kazdopadne v nami vykonanych experimentoch s ré6znymi modi-
fikdciami uvedenych postupov sme nenasli ni¢ ¢o by vyrazne zlepsilo kvalitu vysledkov.

V spolo¢nom ¢lanku so skolitelom a kolegyniou [21] uvadzame tri diametralne odlisné
priklady na ukazku flexibility nasho algoritmu. Na tychto prikladov nés algoritmus
porovnavame s roznymi inymi pouzivanymi algoritmami uréenymi na rieSenie tychto
Specifickych tloh. Vo vsetkych porovnaniach vysiel bud porovnatelne, alebo lepSie.
My sa budeme v numerickej ¢asti zaoberat iba jednou z tychto tloh, ktora sa venuje

navrhovaniu blokovych experimentov s velkostou bloku dva.
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Vstup : model, kritérium optimality ®, navrh experimentu ¢© na
augmentaciu, pocatoény navrh £, ohrani¢enia na zdroje, ¢as behu
algoritmu %,,,,,, maximalny pocet krokov dozadu back,,q.

Vystup: 1 najlepsi najdeny navrh experimentu

& — € WV« 0; backy, + 0;
repeat
if attr(§) ¢ V then
V « VUudattr(€)};
if {attr(¢): C€U(&)} € V then
| &« argmax{val(C) : ¢ € U(E), attr(¢) ¢ V};
else
if U(E) =0 and ¢(¢1) < ¢(§) then
‘ T« & backy,, < 0;
end
if {attr(¢): ¢ € L(§)} € V then
¢ « argmax{val(¢) : ¢ € L(E), attr(¢) ¢ V};
back,, < back,, + 1;
else
| & + nahodny navrh ¢ z L(&) UU(E)
end

end

else

if {attr(¢): ¢ € L(§)} € V then
¢ < argmax{val(¢) : ¢ € L(§), attr(¢) ¢ V};
back,, < back,, + 1;

else if {attr(¢): ¢ €eU(§)} € V then

| &« argmax{val(C) : ¢ € U(E), attr(¢) ¢ V};

else

| & < nahodny navrh ¢ z L(&) UU(E)

end

end
if back,, > back,.x then & « £ back,, + 0
until t2me > tay;

Schéma 3: Treti algoritmus
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3.2 Numerické vysledky

Numerické vysledky uvedené v nasledovnej ¢asti su ziskané, az na jednu vynimku, po-
mocou tretieho algoritmu. Pracovali sme s nastaveniami back,,.. = 16, Nyouna = 9,
¢as behu algoritmu sme menili podla rieSenej tlohy. Ked sme pouzivali algoritmus na
najdenie optimélneho névrhu pre tlohu s velkym po¢tom oSetreni, alebo ked sme na
zéklade vysledkov chceli najst protipriklad k nejakej hypotéze, tak sme ho spustali na
hodinu a dlhsie. Toto sme nemuseli robit pri jednoduchsich tlohach, kde nam stacilo
najst aj len dostatocne eficientny navrh (alebo sme dokazali najst optimélny navrh
dostato¢ne rychlo). Pretoze okrem najdenia optimélneho navrhu zélezi aj na tom, ako

rychlo sa nam to podari v porovnani s inymi algoritmami.

V celej Casti pracujeme s blokovymi ndvrhmi s v oSetreniami a b blokmi velkosti
dva. Ako priklad moézeme uvazovat mikrocipové experimenty, kde vzorky predstavuja
v oSetreni a mikrocipy predstavuju b blokov. Efekty oSetreni st wijznamné parametre
a efekty blokov st pomocné parametre. Pricom chceme hl'adat najlepsi navrh pre odhad
rozdielov efektov vyznamnych parametrov.

Budeme predpokladat nasledovny model s nekorelovanymi pozorovaniami

E(Y;) =71(t(5)) = 7(t2(5)), 5 € {L,...,n},

kde t1(j),t2(7) € {1,...,v} st oSetrenia pouzité v j-tom bloku, s efektami 7(1(j)), 7(t2(4)),
a Var(Y;) = 0% < o0, j € {1,...,b}. Pri takom nastaveni je mnozina bodov experi-
mentu rovna mnozine vsetkych moznych dvojic osetreni X = {(1,2),(1,3),...,(v —
Lv)}.

Névrh experimentu je dany vyberom oSetreni ¢1(j) a t(j), ktoré sa maju porovnat
v j-tom bloku, pre vsetky j € {1,...,b}. Optiméalne navrhy pre takto definovany
klasicky model (s jednym pozorovanim pre kazdy blok), st rovnaké ako optimélne
navrhy pre blokovy model s velkostou bloku dva. Toto plati preto, ze ked porovnavame
efekty dvoch oSetreni v spolo¢nom bloku, tak sa pri sledovani rozdielu tychto efektov
oSetreni vzajomne vyrusi efekt bloku.

Treti algoritmus sme implementovali do prostredi Matlab a R (vid. [46]). Vacsinu
v8eobecnych tloh sme riesili pre pocet osetreni (vrcholov) v = 16 a pocty blokov (hrén)
b=15,...,120, aby sme pracovali len s jednoduchymi savislymi grafmi (pre b < 15 je
graf nesuvisly a pre b > 120 graf nie je jednoduchy). Pozrime sa teraz na konkrétne

vysledky a hypotézy.
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3.2.1 Silno regularne grafy

Prva otézka, ktortd sme zodpovedali pomocou vysledkov ziskanych z treticho algoritmu,

je hypotéza dva z ¢lanku [10].

Hypotéza 3.1 (Constantine 1990). Maju suvislé, silno reguldrne grafy maximdlnu

komplexitu?

Komplexita grafu znamené pocet kostier grafu. Graf s maximélnou komplexitou je
t—optimalny, resp. D—optimalny. Na hladanie takychto grafov mozeme pouzit treti
algoritmus. NavySe silno regularne grafy si vysoko symetrické, takze by mohli byt
vhodnymi kandidatmi na grafy optimalnych nédvrhov. Pozrime sa na ne blizsie, pricom

Cerpame z knihy [14].

Definicia 36 (Silno regularny graf). Majme graf G(v,e) na v vrcholoch s e hranami,
pricom kazdy vrchol je rovnakého stupnia k. Graf G nazijvame silno requldrny (z ang.
strongly reqular graph), ok existuji také nezdporné celé cisla «, B, Ze kaZdé dva susedné
vrcholy maju presne o spolocnijch susednyjch vrcholov, a kazZdé dva nesusedné vrcholy

magi presne B spoloénych susedngch vrcholov. Budeme ich oznacoval srg(v, k, o, B).

Plati, Ze ak je nejaky graf silno regularny, tak potom aj k nemu komplementarny graf
je silno regularny. Silno regularne grafy delime na primitivne a neprimitivne. Primitivne
grafy G su tie, pre ktoré plati, Ze aj G aj jeho komplement G st suvislé. Tym padom
neprimitivne si bud nesuvislé, alebo maju nesuvisly komplement, a teda 3 je rovné
nula alebo k. Specialne pripady neprimitivnych silno regularnych grafov si kompletné
grafy, srg(v,v—1,v—2,0), kompletné multipartitné grafy s rovnako velkymi particiami,
srg(v, k,2k—v, k). Alebo grafy k nim komplementare, ktoré ale nie st suvislé a teda ich
pocet kostier bude vzdy nulovy. Kompletné a kompletné multipartitné grafy s rovnako
velkymi particiami st Schurovsky optimélne, teda aj t—optimalne (vid. druha kapi-
tola). Takze pre tieto dva $pecidlne pripady neprimitivnych silno regularnych grafov
hypotéza plati.

Na v = 16 vrcholoch existuju $tyri primitivne silno regularne grafy (vid. [14], kapi-
tola VII.11). Najmensi (vzhladom na poc¢et hran) z nich je srg(16,10,6,6), takzvany
Clebschov graf so 40 hranami. Tento graf vysiel ako t—optimélny na zéklade tretieho
algoritmu spusteného na jednu hodinu. Predpokladame, Ze je naozaj t—optimélny.
Pre zvy$né tri grafy (Shrikhande graf - srg(16,6,2,2) s 48 hranami; komplement
k Shrinkhande grafu - srg(16,9,4,6) s 72 hranami; komplement k Clebschovmu grafu

- srg(16,5,0,2) s 80 hranami), sme nasli na rovnakom poé¢te hran a vrcholov grafy
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s vacsim poctom kostier. Pricom hodnoty kritérii D—optimality navrhov prisltcha-
jucich k tymto trom silno regularnym grafom st postupne 98.65%, 99.68% a 99.61%
z hodnot kritérii D—optimality optimalnych navrhov néjdenych tretim algoritmom.
Parovacie grafy nami nédjdenych D—optimalnych a teda aj t—optiméalnych navrhov st
zobrazené na obrazku Hlavny rozdiel medzi nasimi grafmi a prislusnymi silno
regularnymi grafmi je, Ze naSe grafy obsahuju malo trojuholnikov a velké mnozstvo
kompletnych bipartitnych podgrafov.

Z istotou nemoézeme tvrdit, ze nami najdené tri grafy si D—optimélne, ale maji
vacsiu hodnotu D —kritéria ako k nim prislusné silno regularne grafy, takze hypotéza

3.1 vo v8eobecnosti neplati.

a) v=16, e=48 b) v=16, e=72 C) v=16, e=80

Obrazok 3—3: Grafy o ktorych na zaklade tretieho algoritmu predpokladame, Ze st
t—optimélne (resp. D—optiméalne), pre v = 16 vrcholov a postupne e = 48,72 a 80
hréan. Grafy sa reprezentované pomocou zhlukov vrcholov a Specidlnych hran. Plné
¢lary predstavuju normalne hrany, ¢iarkované ciary reprezentuji v pripade e = 48
kompletné bipartitné podgrafy Ks s, kde zhluky vrcholov st jednotlivé dvojprvkové
particie. V pripade e = 72 su c¢iarkované ¢iary kompletné bipartitné grafy K7 a pre
e = 80 su ¢iarkované ¢iary bud Ky alebo Ky g.

3.2.2 Mooreove grafy

Dalsia trieda grafov, ktoré nas buda zaujimat st Mooreove grafy. Hypotéza o tom ze
st t—optimélne je z ¢lanku [27].
Hypotéza 3.2. Mooreove grafy maji maximdlny pocet kostier spomedzi vsetkijch jed-

noduchyjch grafov s rovnakym poctom vrcholov a hrdn.
Tito hypotézu podporime teoretickymi vysledkami, aj vysledkami nasho algoritmu.
Najskor sa pozrime, ¢o st to Mooreove grafy (vid. [6]).

Definicia 37 (Mooreov graf). Majme suvisly graf G s priemerom d (mazimum spomedzi
najkratsich vzdialenosti medzi lubovolngmi dvomi vrcholmi). Potom G je Mooreov, ak

je dlzka najkratsieho cyklu v grafe rovnd g = 2d + 1.
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D4 sa ukazat, ze Mooreov graf musi byt regularny, teda mé rovnaké stupne vrcholov.
Ozna¢me ich pre dalsi postup k.

Pre $pecialne volby parametrov (k,g) dostaneme zname grafy. Pre velkost naj-
mensieho cyklu ¢ = 3 st Mooreove grafy kompletné grafy Kj,;. Pre velkost naj-
mensicho cyklu g = 4 st Mooreove grafy kompletné bipartitné grafy Ky (vid. [6]).
O tychto grafoch sme v druhej kapitole dokazali, ze st t—optimélne. Takze Mooreove

grafy pre g = 3,4 st t—optimalne.

V knihe [6], kapitola 23, je dokazané, ze pre g > 4 Mooreove existuju iba pre g = 5
a k = 3 (Petersenov graf), k = 7 (Hoffmann-Singletonov graf) a mozno pre k = 57,
alebo pre g = 6,8 alebo 12. Grafmi s g > 5 sa nebudeme zaoberat.

Pozrieme sa pomocou tretieho algoritmu na Mooreove grafy (5,3) (Petersenov
graf s 10 vrcholmi a 15 hranami) a (5,7) (Hoffmann-Singletonov graf s 50 vrcholmi
a 175 hranami). Pre 10 vrcholov a 15 hran sme spustili treti algoritmus desatkrat na
dve mintuty. Vo vSetkych pripadoch nasiel ako vysledny optimalny navrh taky navrh,
ktorého parovaci graf je Petersenov graf.

Co sa tyka grafu Hoffmann-Singleton, tak si zname vlastné ¢isla jeho Laplacianu -
Al = ... = X1 =10, Agg,..., A\g9g = 5 a A\59p = 0. Tym paddom hodnota D—optimality
je rovna (102! - 528)1/49 &0 je priblizne 6, 7295.

Spustili sme treti algoritmus pre 50 vrcholov a 175 hran na rozne ¢asy - na pat miniit,
na jednu hodinu a na Sest hodin. Ako najlepsie ndvrhy nam v jednotlivych pripadoch
vratil navrhy s hodnotou kritéria D—optimality postupne rovnou 6,5629; 6,7186 a
6.7201. Co predstavuje postupne 97, 52%:; 99, 84% a 99.86% z navrhu, ktorého parovaci
graf je Hoffman-Singletonov graf.

Sice sa nam nepodarilo najst potencidlne optimalny navrh, ktorému prislicha Hoffman-
Singletonov graf, ale uz za pat minat sme nasli navrh s pomerne vysokou hodnotou
kritéria D—optimality. Pri spusteni algoritmu na dlhsie ¢asy sme sa eSte viac priblizili
potencionalne optimalnemu navrhu.

Na zaklade vysledkov pokus hypotézu nezamietame a myslime si, Ze plati.

3.2.3 Jednoduché grafy

V tejto podkapitole vyslovime hypotézu, ktora je sice velmi prirodzena, ale ani v teorii
navrhovania experimentov, ani v teoérii grafov sme ju nenasli dokdzant a nepodarilo
sa ju dokdzat ani ndm. Preto pontkame len jej empirické overenie. Pripominame, Ze

jednoduché grafy st neorientované grafy bez sluciek a nasobnych hréan.
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Hypotéza 3.3. Nech G(v,e) je graf nav vrcholoch s e hranami, pricom e < v(v—1)/2.

Potom graf prislichajici k Schurovsky optimdlnemu ndvrhu je jednoduchy.

Pocas hladania optimalnych navrhov s réznymi zadaniami sme nenasli jediny navrh,
ktory by toto pravidlo porusil. Navyse sme vykonali nasledovné overenie.

Na overenie hypotézy sme vybrali kritérium E—optimality. Toto kritérium zavisi
len na druhej najmensej vlastnej hodnote Laplacidnu grafu a savisi s algebraickou
konektivitou. Teda je to urcity spodny odhad toho, s ako velmi poprepajanym grafom
pracujeme. Na tom by sa malo rychlo prejavit, ¢i sa oplatia pouzivat nasobné hrany.
Pracovali sme s navrhmi, ktorych parovacie grafy maji v = 16 vrcholov a postupne
e = 15,...,120 hran. Pre kazdy pocet hran sme spustili treti algoritmus na desat
mintat. Pouzili sme dva rézne druhy ohranic¢eni. V prvej sade sme hladali optiméalny
navrh (a k nemu prislichajici graf) len s ohrani¢enim na celkovy pocet blokov (hrén),
teda sa mohli vytvarat aj nasobné hrany (v jednom bode navrhu sme mohli vykonat
viacero pokusov). V druhej sade sme okrem ohrani¢enia na celkovy pocet hran pridali
aj ohranicenia, aby sme nemohli vytvarat nasobné hrany. Teda v kazdom bode névrhu
mohol byt vykonany maximéalne jeden pokus.

Porovnali sme hodnoty kritéria £'—optimality v8etkych optiméalnych navrhov z tychto
dvoch sad. Skoro v8etky porovnania vysli rovnako, aZ na par pripadov, ked vysla
hodnota kritéria E—optimality vyssia pre navrh s obmedzenim, Ze nemoze vytvarat
nasobné hrany. Dovod, preco to vyslo takto je, Ze mnozina pripustnych nédvrhov ohra-
nicenych len celkovym poc¢tom hran je omnoho vicsia a teda trva dlhsie, pokym ju
postupne prehladame.

Takze hypotézu sa nam nepodarilo vyvratit a na zaklade prehladu v tejto téme

a vykonanych experimentov si myslime, ze by mala byt pravdiva.

3.2.4 Schurovsky optimalne grafy podl'a Constantineho

Ako dalsie podporime tvrdenie, ktoré vyslovil Constantine na konci ¢lanku [9]. Toto
tvrdenie navézuje na ¢ast

Tvrdenie 3.1. Pri odobrati viac ako (v + 1)/2 hran z kompletného grafu G na v
vrcholoch nemaozZeme byt ndvrh, ktorému prislicha vysledny pdrovaci graf, Schurovsky

optimdlny (optimdlny vzhladom na vsetky ortogondlne kritérid optimality).

Myslime si, Ze je to pomerne netrivialne tvrdenie, ale nepodarilo sa nam ho najst

v inych zdrojoch a ani ho dokazat. Jediné ¢o sa nam podarilo urobit, bolo overit toto
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tvrdenie kompletnou enumeréciou vlastnych ¢isel vSetkych moznych grafov. Bohuzial
tento pristup funguje len pre grafy na malych poc¢toch vrcholov - ndm sa to skrz vysoky
vypoctovy ¢as podarilo len pre grafy na siedmych a menej vrcholoch.

Pre kazdy z grafov sme nasli vektor vlastnych ¢isel Laplacidnu a porovnali ho s os-
tatnymi vektormi vlastnych ¢isel Laplacidnov grafov na rovnakom pocte vrcholov. Pre
pocet hran mensi ako v(v — 1)/2 — (v 4 1)/2 sme nenasli ziaden parovaci graf, ktory
by prislachal Schurovsky optimalnemu navrhu (vektor vlastnych ¢isel jeho Laplacidnu
by majorizoval vektory vlastnych ¢isel Laplacianov vSetkych ostatnych grafov na rov-
nakom pocte vrcholov.)

Takze pre grafy s poc¢tom vrcholov sedem a menej tvrdenie [3.1] plati. Pre vicsie

grafy to zatial nevieme ani dokazat, ani numericky overit.

3.2.5 Skoro-regularne kompletné multipartitné grafy

V podkapitole sme ukazali, ze augmentacia regularneho kompletného multipar-
titného grafu pomocou pridania nesusednych hran (pripadne este jednej hrany navyse)
je Schurovsky optimélna. Myslime si, Ze rovnaké tvrdenie plati aj pre skoro-regularne
kompletné multipartitné grafy. Multipartitné grafy s inymi velkostami nas nebudu zau-
jimat, lebo vdaka ¢lanku [44] vieme, ze grafy optimalnych nédvrhov musia byt regularne,

alebo skoro-regularne.

Hypotéza 3.4. Jednoduchy graf, ktory vznikol zo skoro-requldrneho kompletného mul-
tipartitného grafu pridanim k—nesusednijch hrdn (pre v nepdrne este aj s pridanim
(v — 1)/2 nesusednych hran a jednej hrany, ktord pridime k vrcholu stuptia nula)

je Schurovsky najlepsia augmentdcia skoro-reguldrneho kompletného multipartitného

grafu.

Ttato hypotézu sme numericky overili pre v = 16 vrcholov a poc¢ty hran rovné poc-
tom hran v moznych skoro-regularnych kompletnych multipartitnych grafoch zvysenym
ok,kdek € {1,...,8}. Konkrétne pre poc¢ty hran e = 85,102,106, 109,113,114, ...,120
postupne zvySene o 1,...,8, pricom sme pocet hran nikdy nezvysili nad 120, aby sme
pracovali iba s jednoduchymi grafmi.

Myslime si, ze tato hypotéza sa bude dat dokazat podobnym sposobom ako
veta . Vyuzije sa, ze vlastné ¢isla Laplacidanu skoro-regularneho kompletného grafu
(okrem nuly) sa ligia iba o jedna. Potom by sa pre ne mohli dat pouzit podobné tvrdenia
ako v [2.15 Bohuzial, zatial sa nam to nepodarilo dokazat.
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3.2.6 Porovnanie tretieho algoritmu so simulovanym Zihanim [54]

V tejto casti ukadzeme, ako treti algoritmus funguje pri jedinom $tandardnom ohraniceni
kde nesmieme prekrocit celkovy pocet pokusov. Budeme pracovat s blokovymi na-
vrhmi zavedenymi na zacCiatku numerickej ¢asti. Sice tym nevyuzijeme naplno moznosti
tretieho algoritmu, pretoze jeho hlavnou prednostou je, Ze vie pracovat s viacerymi
ohranicentami na zdroje, ale pre tlohy s viacerymi ohrani¢eniami neexistuji vseobecné
algoritmy, s ktorymi by sme ho mohli porovnat. Existuji iba vel'mi Specifické algoritmy
urcené na rieSenie konkrétnych praktickych tloh.

Pouzijeme implementéciu tretieho algoritmu v prostredi R a vypoc¢itame D—optimalne
navrhy pre v = 16 oSetreni a b = 15,...,120 blokov, pre ¢as ty,.x = 120 sekind.
Potom tieto navrhy porovname s vysledkami algoritmu simulovaného Zihania pre pro-
cediru od implementovani v programe R, v balicku “smida” (vid. [54]), pre parametre
criterton = " D7, dye = FALSE, a pocet iteracii n.iter nastaveny tak, aby algorit-
mus bezal priblizne rovnako dlho ako nas algoritmus, teda .., = 120 sekind. Oba
algoritmy spustime desatkrat zakazdym z iného ndhodného pociatoéného névrhu.

7, obrazku vidno, ze treti algoritmus nasiel rovnaké, alebo lepsie navrhy ako
simulované zihanie (az na malé vynimky b = 28,36, 53, 54,55, 78). Z tychto vysledkov

sme dostali aj vysledky pouzité v kapitole o silno reguldarnych grafoch.

3.2.7 Druhy algoritmus a ohranicenie na pocty oSetreni okrem kontrolného

oSetrenia

Nakoniec ukazeme fungovanie druhého algoritmu. Okrem Standardného ohranicenia
[I.11] na celkovy pocet pokusov pridame dalsie ohranicenia na zdroje. Pomerne ¢asto
sa v experimentoch pracuje s jednym kontrolnym oSetrenim (placebo, bezné oSetrenie,
pri mikroc¢ipovych experimentoch mRNA zo zdravej bunky) s ktorym sa porovnévaju
ostatné oSetrenia (rozne lieky, nové oSetrenie, mRNA z chorych buniek). V takomto
pripade je prirodzené obmedzit pocet pouziti ostatnych oSetreni, zatial ¢o kontrolné
oSetrenie mozeme pouzivat neobmedzene velakrat, pokym to dovoli celkovy pocet poku-
sov. Pozrime sa na konkrétnu tlohu s ohrani¢enym poc¢tom oSetreni okrem kontrolného

oSetrenia.

Uloha 3.1. Je dany experiment v ktorom sa pracuje s v osetreniami a b blokmi. Jedno
oSetrenie je kontrolné (nech mu prislicha parameter T ) a je ho neobmedzené mnozstvo.
Ostatné oSetrenia sa mozu pouzit len r-krdat. Chceme odhadnut rozdiely efektov medzi

kontrolnym osSetrenim a ostatnymi oSetreniami T — To, ..., Ti — Ty.
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Obrazok 3—4: Numerické vysledky pre tlohu . Na vodorovnej osi st velko-
sti blokov (poc¢ty hran). Na zvislej osi je D—eficiencia exaktnych navrhov ziskanych
tretim algoritmom (kruzky) a D—eficiencia exaktnych navrhov ziskanych simulo-
vanym zihanim (kriziky). Pricom D—eficiencia je pomer hodnoty kritéria D—optimality
navrhu, vzhladom na najlepsi ndjdeny navrh pre dany pocet blokov. Plna ¢iara spaja
medidny mnozin vysledkov tretiecho algoritmu pre jednotlivé pocty blokov. Ciarkovana
Ciara spaja medidny mnozin vysledkov algoritmu simulovaného Zihania pre jednotlivé
pocty blokov.

Ulohu rie§ime pomocou modelu zavedeného na zadiatku numerickej asti, pri¢om
vyuzijeme parcialne kritérium Dp, kde P vybera subsystém pre linearnu kombinéciu
rozdielov efektov oSetreni.

Ohranicenia vymenované v ivode tilohy vieme zaznacit v tvare ohranicend na zdroje
Ohranicenie na celkovy pocet pokusov pomocou Standardného ohranicenia [1.11
a ohranicenia na oSetrenia, okrem kontrolného, pomocou [1.1.5]

Spustenim druhého algoritmu sme nasli Dp-optiméalne navrhy experimentov pre v =
6 osetreni, b =5, ..., 20 blokov a ohranicenie r = 2, 3,4 na pocet pouziti oSetreni okrem
kontrolného oSetrenia. Vysledné névrhy st zobrazené pomocou pdrovacich grafov (vid.
3—5|), pricom tdaje o navrhu st zaznacené v tvare (v, b, ), kde v je pocet oSetreni, b je
pocet blokov a r je horné ohrani¢enie na pocet pouzitych oSetreni okrem kontrolného.

Vrchol prisluchajuci kontrolnému oSetreniu je zafarbeny na cerveno.

3.3 Zaver

Ukézali sme pouzitie druhého a tretieho algoritmu na konkrétnych tlohach. Podarilo sa

nam vyvratit jednu hypotézu a niekol’ko dalsich podporit. Verime, Ze by sa dalsimi nu-
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Obrazok 3—5: Péarovacie grafy pre Dp-optimalne navrhy experimentov, pre v = 6
oSetreni, b = 5, ..., 20 blokov a ohranicenie r = 2, 3,4 na pocet pouziti oSetreni, okrem
kontrolného oSetrenia.

merickymi experimentmi dali objavit dalSie zaujimavé hypotézy, ktoré potom mozeme
skusit dokazat. Hlavné vyuzitie algoritmov by ale malo byt na hladanie dostato¢ne

dobrych navrhov pre praktické ulohy.
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Zaver

V dizerta¢nej praci sme sa zaoberali prepojenim medzi dvomi matematickymi odbormi
- tedriou navrhovania experimentov a tedriou grafov. Problém bol zadany ako hladanie
exaktnych optimélnych blokovych navrhov s velkostou bloku dva. Prislusna teéria bola
zavedend v prvej kapitole. Exaktné blokové navrhy s velkostou bloku dva vieme prezen-
tovat pomocou parovacich grafov. Potom vela s ich vlastnosti vieme vyjadrit ako vlast-
nosti tychto parovacich grafov.

V druhej kapitole sme sa zaoberali optimélnou augmentaciou uz vykonanych ex-
perimntov. Predstavili dve zname metody uvedené v pracach a [2.3.2] pomocou
ktorych vieme dobre pracovat s vlastnymi ¢islami Laplacidnov grafov prisluchajacich
k navrhom experimentov. Pomocou rozsirenia tychto metdéd sme nasli a dokézali opti-
malitu pre tri nové triedy augmentovanych blokovych navrhov s velkostou bloku dva.
Optimélne st vzhladom na Siroku triedu ortogonélne invariantnych kritérii optimality.

V poslednej, tretej, kapitole sme ukéazali tri stochastické algoritmy urcéené na hladanie
optimélnych grafov. Ukazali sme ako a preco funguju a ako sa daji pouzit. Potom
sme pomocou tychto algoritmov vygenerovali viacero numerickych vysledkov. Podarilo
sa nam vyvratit jednu hypotézu pre silno-regularne grafy a viacero dalsich hypotéz
potvrdit pre mensie pripady. Na zéklade numerickych vysledkov sme vyslovili niekol’ko

novych hypotéz, ktorych teoreticky dokaz vsak zostava pre buduci vyskum.

Celkovo si myslim, Ze téma prepojenia tedrie navrhovania experimentov a teorie
grafov eSte nie je vyCerpana, a je v nej priestor na dalsi vyskum. Takto ziskané vysledky

mozu byt uzitoéné v mnohych praktickych aplikiciach.
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Prilohy:

Priloha A - Laplaciany, Laplaceove polynémy a vlastné cisla grafov frag-
mentov a kompletného grafu

Ukazeme Laplaciany, Laplaceove polynomy a vlastné &isla grafov fragmentov z obrazkov
a kompletného grafu K,,. Budeme pracovat s grafmi na v vrcholoch. Matice Laplacianov obsahuju vel'ké
mnozstvo nul, nebudeme ich vypisovat vSetky. Teda ak nie st niektoré prvky Laplacianu vypisané,
tak st nulové.

e Graf GY neobsahujici Ziadnu hranu.

Laplacian:

L(Gg) = (Oyxv);
Laplaceov polynom:
w(GY, ) = det[z - I, — L(GY)] = 2";
Vektor usporiadanych vlastnych cisel:

A(G) = (0, ..., 0).

~——
e Graf G! s jednou hranou.
Laplacian:
1 -1 .
L(G,IJ) _ —1 1 . :

O(U—2)><('u—2)
Laplaceov polyném:
1(GL z) = det[z - T, — L(GL)] = 2"~z — 2);
Vektor usporiadanych vlastnych &isel:

AGH) = (2,0,...,0).

e Graf G!! s dvomi nesusednymi hranami.

Laplacian:

0(v—1)x (v—4)
Laplaceov polyném:
w(GH 2) = det[z - T, — L(GH)] = 2" %(x — 2)%
Vektor usporiadanych vlastnych &isel:

G =(2,2,0,...,0).
N——
v—2
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e Graf GV s dvomi susednymi hranami.

Laplacian:
1 -1 0
-1 2 -1
LGH=]| 0o -1 1 ;

0(v—3)x (v—3)
Laplaceov polyném:
w(GY,x) = detlz - I, — L(GY)] = 2" *(z — 3)(x — 1);
Vektor usporiadanych vlastnych &isel:

XGY) = (3,1,0,...,0).

2
e Graf G!'! s tromi nesusednymi hranami.
Laplacian:

1 -1 0 0 0 O

-1 1 0 0 0 O

6o o 1 -1 0 O

L(GHT) = 0 0 -1 10 0 :
° 0o 0 0 0 1 -1
6o 0o o0 o0 -1 1

0(v—6)x (v—6)
Laplaceov polyném:
WG 2y = det[z - T, — L(GH)] = 2v73(x — 2)3;
Vektor usporiadanych vlastnych ¢isel:

A(GHTY = (2,2,2,0,...,0).
N——

v—3

e Graf GY! s dvomi susednymi hranami a jednou s nimi nesusednou hranou.

Laplacian:
1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
0 -1 1 0 0
LGH=1 0o o 0o 1 -1 ;
0 0 0 -1 1

O(v—5)x(v—5)
Laplaceov polyném:

w(GY @) = detfe - T, = L(GY )] = 2" (& = 3)(x — 2)(w — 1);

Vektor usporiadanych vlastnych ¢&isel:

GV =(3,2,1,0,...,0).
N——

v—3
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e Graf GY s tromi hranami, pri¢om jedna hrana je susednia s obomi zvy3nymi
hranami, a zvy$né dve st vzajomne nesusedné.

Laplacian:
1 -1 0 0
-1 2 -1 0

L(GN) — 0 —1 2 -1
0 0 -1 1
Ov—a)x (v—2a)
Laplaceov polyném:
(G 2) = detfo - I, — L(GY)] = 2”@ — 2 — V2)(z — 2)(z — 2+ V2);

Vektor usporiadanych vlastnych éisel:

AGY) =(2+V2,2,2-v2,0,...,0)".
——

v—3

e Graf Gf‘ s tromi, po dvoch susednymi hranami.

Laplacian:
2 -1 -1
-1 2 -1

LGH=| -1 -1 2 . ;
: : D 0—3)x (v—3)
Laplaceov polyném:
(G5, ) = detz - T, — L(G2)] = 2*3(z — 3)*(z — 1);
Vektor usporiadanych vlastnych ¢isel:

A(G2) =(3,3,1,0,...,0).
N——

v—3

e Graf GY s tromi hranami, vedicimi z rovnakého vrcholu.

Laplacian:
3 -1 -1 -1
-1 1 0 0
Len= -5 2 ;
-1 0 0 1

O(v—a)x (v—4a)

Laplaceov polyném:
w(GY z) = det[r - T, — L(GY)] = 2" 3 (x — 4)(x — 1)
Vektor usporiadanych vlastnych ¢isel:

AGY) = (4,1,1,0,...,0).
N——

v—3
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Priloha B - Laplaciany, Laplaceove polynémy a vlastné ¢isla grafov pozosta-
vajucich z nesusednych hran

Ak nie st prvky Laplacianu vypisané, tak si nulové.

e Graf G; na v vrcholov obsahujuaci iba k& nesusednych hran.
Kde k € {0,1,...,|v/2]}.

Laplacian je blokova matica obsahujica k blokov tvaru < Ll ) .

-1 1
Laplacian:
1 -1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0
0 0 1 - 0 0
0 0 -1 1 0 0

o
o
O e
o
\
—

0 (v—2k) % (v—2k)
Laplaceov polyném:
w(Gy,z) = detfz - T, — L(G1)] = 2" (x — 2);
Vektor usporiadanych vlastnych ¢isel:

AG1) = (2,...,20,...,0).
N——

k v—k

e Graf G5 na v vrcholov, pre v neparne, obsahujuci (n—1)/2 nesusednych hran a navySe
eSte jednu hranu pridant k vrcholu stupna nula.

Laplacian:
1 -1 0 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 O 0
0 0 — 1 0 0 0 O 0
L(Gs) = : : : : : : : I
0 0 0 0 1 -1 0 O 0
0 0 0 0 -1 1 0 O 0
0 0 0 0 0 0 1 -1 0
0 0 0 0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 0 0 0 -1 1

Laplaceov polyném:
w(Ga, ) = detfz - I, — L(Gy)] = 2" D/2(z — 3)(z — 2)"=3/2(x — 1);
Vektor usporiadanych vlastnych ¢isel:

A(Gs) = (3,2,...,2,1,0,...,0).
—_——  N———
(v=3)/2 (v—1)/2
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