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1 Úvod

Navrhovanie experimentov slúži na optimalizáciu množstva informácie získanej z expe-

rimentu, pri daných vstupných podmienkach a ohraničeniach. Potreba optimalizácie

množstva získanej informácie vznikla kvôli finančnej a časovej náročnosti niektorých

experimentov. Priekopníkom v oblasti navrhovania experimentov je R. A. Fisher (vid’.

[13]). Túto oblast’ štatistiky skúmal počas práce v jednom z najstarších pol’nohospo-

dárskych výskumných centier, takže pôvodná myšlienka navrhovania experimentov

vznikla na základe riešenia problémov z praxe.

My sa zameriame na blokové návrhy a ich prepojenie s teóriou grafov. Hlavným

odrazovým mostíkom sú práce R. A. Baileyovej a P. J. Camerona [4], [5]. Okrem nich

sa prepojením navrhovania experimentov a teórie grafov zaoberal aj napríklad T. Tjur

v práci [24]. V spomínaných prácach nájdeme viacero prístupov k reprezentovaniu

návrhov experimentov pomocou grafov.

Aby sme mohli ukázat’ výsledky práce, potrebujeme zaviest’ pojmy z teórie navrho-

vania experimentov (čerpáme z knihy [23]) a ukázat’ prepojenie blokových experimen-

tov a teórie grafov (čerpáme z článku [5]).

1.1 Navrhovanie experimentov

Majme experiment pozostávajúci z N pokusov (meraní, pozorovaní), definovaný po-

mocou lineárneho regresného modelu

Yi = fT ( x̃ i)θ + εi, i = 1, . . . , N . (1)

Jednotlivé body návrhu experimentu x̃1, . . . , x̃N sú prvky z množiny X, ktorá repre-

zentuje všetky možné body návrhu experimentu. Označme počet prvkov tejto mno-

žiny |X| = n. V každom bode návrhu môžeme vykonat’ viacero pokusov, teda niektoré

body návrhu sa môžu opakovat’. Všetky možné body návrhu experimentu usporiadajme

a očíslujme x1, . . . , xn. Potom množina všetkých bodov návrhu je X= {x1, . . . , xn}. Teda

x̃ i ∈ X je v poradí i−ty pokus experimentu, i = 1, . . . , N . Hodnoty Y1, . . . , YN sú pozoro-

vania v jednotlivých bodoch x̃1, . . . , x̃N . Funkcia f : X→ Rm je funkcia prirad’ujúca re-

gresor f( x̃ i) bodu x̃ i ∈ X, θ ∈ Rm je vektor neznámych parametrov modelu a ε1, . . . ,εN

sú nezávislé, rovnako rozdelené chyby s nulovou strednou hodnotou a konečnou ne-

nulovou varianciou σ2.

Maticový zápis základného modelu (1) je Y = Fθ + ε, kde Y = (Y1, . . . , YN)T je vek-

tor pozorovaní, F= (f( x̃1), . . . , f( x̃N))T je matica plánu typu N ×m, θ ∈ Rm je st́lpcový

vektor neznámych parametrov modelu a ε = (ε1, . . . ,εN)T je vektor chýb so E(ε) = 0N

a D(ε) = σ2IN . Pre model platí E(Y) = Fθ a D(Y) = σ2IN .
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Informačná matica pre subsystém parametrov PTθ :

V experimentoch používame dva druhy parametrov. Významné parametre, ktorých

efekty nás pri odhadovaní zaujímajú (označíme ich τ) a pomocné parametre, ktoré

nechceme odhadovat’ ale pomáhajú vytvorit’ presnejší model (označíme ich β). Chceme

maximalizovat’ informáciu o významných parametroch, alebo ich lineárnej kombinácii.

Zavedieme lineárny podsystém významných parametrov PTθ , kde P je matica koefi-
cientov typu m× s, m ≥ s, ktorá má plnú hodnost’, a s je počet lineárnych kombinácií

parametrov ktoré odhadujeme. Ciel’om práce je nájst’ návrh experimentu, ktorý vedie

k najlepšiemu lineárnemu nevychýlenému odhadu lin. subsystému parametrov PTθ .

Dá sa ukázat’ (vid’. [23]), že subsystém PTθ je odhadnutel’ný, ak platí podmienka

odhadnutel’nosti

M (P)⊆M (M), (2)

kde FT F =M je momentová matica experimentu, resp. informačná matica pre celý sys-

tém parametrov. Ak je splnená podmienka odhadnutel’nosti (2), tak najlepší lineárny

nevychýlený odhad subsystému PTθ je

θ̂P = PTM−FTY,

ktorý navyše nezávisí od vol’by pseudoinverzie matice M a kovariančná matica D(θ̂P) =
σ2PTM−P je regulárna [23].

Ak je splnená podmienka odhadnutel’nosti 2, tak je informačná matica pre subsys-

tém parametrov PTθ regulárna a vieme ju upravit’ na tvar

CP(M) = (P
TM−P)−1. (3)

Informačná matica CP(M) reprezentuje množstvo informácie, ktorú poskytuje expe-

riment o lineárnom subsystéme parametrov PTθ . Takto vieme vyjadrit’ aj informačnú

maticu pre subsystém významných parametrov, s ktorou pracujeme vo zvyšku práce.

Kritériá optimality:

Na porovnávanie informačných matíc slúžia kritériá optimality. My pracuje s trie-

dou ortogonálne invariantných kritérií.

Definícia 1.1 Nech S v
+ je množina všetkých pozitívne semidefinitných matíc rozmeru

v × v. Potom kritérium φ : S v
+ → [0,∞) spĺňajúce nasledovné vlastnosti nazývame orto-

gonálne invariantné informačné kritérium.

1. Loewnerovská izotónnost’ - pre každé C1,C2 ∈ S v
+ platí

C1 � C2⇒ Φ(C1)≤ Φ(C1),
kde symbol � reprezentuje Loewnerovské usporiadanie matíc.
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2. Konkávnost’ - pre každé C1,C2 ∈ S v
+ a konštantu α ∈ (0,1) platí

Φ(αC1+ (1−α)C2)≥ αΦ(C1) + (1−α)Φ(C2).

3. Pozitívna homogenita - pre každú maticu C ∈ S v
+ a konštantu α≥ 0 platí

Φ(αC) = αΦ(C).

4. Polospojitost’ zhora - množiny {C ∈ S v
+;Φ(C)≥ b} sú uzavreté pre každé b ∈ R.

5. Ortogonálna invariancia - existuje funkcia Φ : Rv → R taká, že pre každú maticu
C ∈ S v

+ platí Φ(C) = Φ̃(λ(C)), kde λ(C) = (λ1(C), . . . ,λv(C))′ je usporiadaný
nerastúci vektor vlastných hodnôt matice C.

Príkladom ortogonálne invariantných kritérií optimality sú kritériá D, A a E. Nás

zaujímajú odhady subsystému parametrov PTθ , takže nás zaujímajú ich parciálne ver-

zie DP, AP a EP. Ukážeme jedno z nich.

Definícia 1.2 Kritérium DP-optimality ΦDP
(·). Kritérium ΦDP

: Sm
+ → 〈0,∞) je zobra-

zenie definované
ΦDP
(M) = (det(CP(M)))

1/v = (det(PTM−P))−1/v,
pre momentové matice M ∈ Sm

+ spĺňajúce podm. odhadnutel’nosti M (P) ⊆ M (M). Pre
ostatné momentové matice bude ΦDP

(M) = 0.

Optimálny návrh experimentu:

Za exaktný návrh experimentu považujeme vektor ξ = (ξ1, . . . ,ξn)′, pričom jednot-

livé komponenty ξi ∈ {0, 1,2, ...} predstavujú počty pokusov vykonaných v bodoch

návrhu experimentu x1, . . . , xn, budeme používat’ aj zápis ξi = ξ(x i).
Momentová matica nezávisí na poradí jednotlivých pokusov vykonávaných v bo-

doch návrhu experimentu. Preto ju pre konkrétny návrh experimentu môžeme defino-

vat’ pomocou usporiadanej množiny bodov návrhu X = {x1, . . . , xn} a ich násobností,

namiesto všetkých použitých bodov návrhu x̃1, . . . , x̃N .

Definícia 1.3 Momentová matica prislúchajúca návrhu experimentu ξ je matica typu
m×m

M(ξ) =
n
∑

x=1

ξif(x i)f
T (x i). (4)

Ak M(ξ) sṕlňa podmienku odhadnutel’nosti (2), tak je subsystém PTθ odhadnu-
tel’ný pre návrh experimentu ξ. V práci budeme pracovat’ len s návrhmi, pre ktoré je

subsystém PTθ odhadnutel’ný.

Definícia 1.4 (Optimálny návrh) Hovoríme, že návrh experimentu ξ∗ je optimálny vzhl’a-
dom na kritérium Φ, ak je návrh ξ∗ prípustný a kritérium Φ nadobúda pre tento návrh
maximum spomedzi všetkých prípustných návrhov ξ ∈ Ξ

ξ∗ = argmaxξ∈ΞΦ(M(ξ)). (5)
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Definícia 1.5 (Schurovsky optimálny návrh) Návrh, ktorý je optimálny vzhl’adom na
množinu všetkých ortogonálne invariantných kritérií optimality, nazývame Schurovsky
optimálny návrh.

Ohraničenia na zdroje a množina prípustných návrhov:

Pri hl’adaní optimálneho návrhu experimentu potrebujeme poznat’ množinu všet-

kých prípustných návrhov Ξ s ktorými pracujeme. Definujeme ju pomocou ohranǐcení
na zdroje a návrhu ktorý chceme augmentovat’. Bežné ohraničenie na množinu Ξ je

obmedzenie na celkový počet rovnocenných pokusov ξ1+ ...+ξn ≤ N . V praxi sa však

často vyskytujú komplikovanejšie ohraničenia na zdroje (materiálne, l’udské, finančné,

časové), s ktorými klasické algoritmy nevedia pracovat’.

Skoro všetky takéto ohraničenia vieme zapísat’ v tvare k ohranǐcení na zdroje ako

n
∑

i=1

ariξi ≤ br pre všetky r ∈ {1, . . . , k}; (6)

kde ari je množstvo čerpania z r−tého zdroja pri vykonaní jedného pokusu v i−tom

bode návrhu a br je limit na r−tý zdroj. Skrátený maticový zápis je Aξ ≤ b. Navyše

musia platit’ tri prirodzené podmienky

(P1) limity na zdroje sú konečné kladné čísla, tj. b1, ..., bk ∈ (0,∞),

(P2) rozšírenie návrhu nemôže znížit’ množstvo čerpania pre žiaden zdroj, tj. ari ≥ 0

pre všetky r ∈ {1, . . . , k} a i ∈ {1, . . . , n},

(P3) žiaden pokus nie je úplne zadarmo a jeho opakovanie musí viest’ k porušeniu

niektorého ohraničenia, tj. pre všetky i ∈ {1, . . . , n} existuje zdroj r ∈ {1, . . . , k}
taký, že ari > 0.

Potom skoro l’ubovol’né podmienky z praxe vieme zapísat’ ako ohranǐcenia na zdroje.
Okrem ohranǐcení na zdroje (6) majme exaktný návrh ξ(0) predstavujúci prípadné

vopred vykonané pokusy. Na základe návrhu ξ(0) a ohranǐcení na zdroje (6) definujeme

množinu všetkých prípustných exaktných návrhov Ξex ako

Ξex = {ξ ∈ {0,1, 2, ...}n : ξ(0) ≤ ξ,Aξ≤ b}.

V týchto množinách hl’adáme optimálne návrhy experimentov. Potom môžeme opti-

málny návrh z prepísat’ na tvar

ξ∗ = argmaxξ∈ΞexΦ(M(ξ)).

Toto je základná teoretická úloha, ktorú riešime v celej práci.
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1.2 Blokové návrhy s vel’kost’ou bloku dva

V práci sa zameriame na blokové experimenty s vel’kost’ou bloku dva. Ukážeme ako

súvisia so všeobecne definovaným modelom, ako ich vieme zakreslit’ pomocou grafov

a čo nám to prinesie.

Blokové návrhy s vel’kost’ou bloku dva a ich reprezentácia grafmi:

Definícia 1.6 Blokový návrh (v, b, B) definujeme ako dve množiny, množinu ošetrení
(vel’kosti v) a množinu blokov (vel’kosti b), a binárnu reláciu incidencie medzi týmito
množinami. Binárna relácia incidencie určuje, ktoré ošetrenia sa nachádzajú v spoločných
blokoch, prǐcom v každom bloku sa nachádza práve B ošetrení.

Budeme používat’ len binárne(v rovnakom bloku sa nemôže opakovat’ rovnaké ošet-

renie) blokové návrhy s vel’kost’ou bloku dva (v, b, 2). Vel’kost’ bloku dva hovorí, že

v každom bloku sa nachádzajú dve ošetrenia.

Binárne blokové experimenty s vel’kost’ou bloku dva vieme reprezentovat’ pomocou

grafov. Konkrétne pomocou párovacieho grafu (z ang. concurrence graph). Ošetrenia

predstavujú v vrcholov grafu a bloky predstavujú b hrán grafu. Ak sa dve ošetrenia na-

chádzajú v spoločnom bloku, tak sú vrcholy reprezentujúce príslušné ošetrenie spojené

hranou reprezentujúcou príslušný blok. Vd’aka používaniu binárnych návrhov vznik-

nutý graf neobsahuje slučky. Násobné hrany predstavujú viacnásobné použitie tých

istých dvoch ošetrení v rôznych blokoch. Párovací graf návrhu ξ označíme G(ξ).

Informačnú maticu pre blokový experiment s vel’kost’ou bloku dva, pre subsystém

významných parametrov, vieme odvodit’ pomocou analýzy rozptylu a vyzerá nasle-

dovne CP(ξ) = R(ξ)−
1

2
Λ(ξ),

kde R(ξ) je matica počtu použití jednotlivých ošetrení a Λ(ξ) je párovacia matica ná-

vrhu, ktorú dostaneme ako Λ(ξ) = N(ξ)N(ξ)′, kde N(ξ) je matica incidencie párova-

cieho grafu pre návrh ξ. Vzniknutá matica CP(ξ) je symetrická pozitívne semidefinitná

matica a súčty členov v riadkoch (respektíve v st́lpcoch) sú nulové.

Laplacián grafu:

Nech R(ξ) a Λ(ξ) sú matice definované v predošlom texte. Dá sa ukázat’, že matica

R(ξ) je pre graf návrhu matica, ktorá má na diagonále stupne vrcholov a inde samé

nuly. Podobne matica Λ(ξ) je pre graf návrhu matica, ktorá má na diagonále stupne vr-

cholov a mimo diagonály počet hrán medzi dvojicami vrcholov. Potom Laplacián grafu

G je definovaný ako L(G(ξ)) = 2R(ξ)−Λ(ξ).
Zjavne platí L(ξ) = 2C(ξ). Takže ak chceme nájst’ informačnú maticu pre systém vý-

znamných parametrov pre návrh experimentu ξ, tak stačí vytvorit’ pre návrh ξ párovací
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graf a zostrojit’ k nemu Laplacián. Ked’že Laplacián je dvojnásobok informačnej matice

a pracujeme s pozitívne homogénnymi kritériami, tak je jedno či budeme hl’adat’ opti-

málny návrh na základe Laplaciánu, alebo informačnej matice.

Kritériá optimality pre blokové návrhy a majorizácia:

Definíciu ortogonálne invariantných kritérií optimality vieme previest’ na definíciu za-

loženú na majorizácii vektorov vlastných čísel informačných matíc (resp. Laplaciánov).

Definícia 1.7 (Majorizácia) Nech x,y sú dva vektory v Rv. Hovoríme, že vektor x majo-
rizuje vektor y (značíme x≺ y), ak pre ich usporiadané prvky x1 ≥ . . .≥ xv, y1 ≥ . . .≥ yv

platí

i.
k
∑

i=1

xv−i+1 ≤
k
∑

i=1

yv−i+1, pre k = 1, . . . , v− 1

a
ii.

v
∑

i=1

x i =
v
∑

i=1

yi.

My budeme ako vektory x a y používat’ usporiadané vektory vlastných čísel informač-

ných matíc návrhov C(ξ) (resp. príslušných Laplaciánov). Druhá podmienka rovnosti

ii. je splnená, ak majú oba návrhy rovnako vel’a, rovnako vel’kých blokov.

Definícia 1.8 (Schurovsky konkávna funkcia) Hovoríme, že funkcia f : Rv → R je
Schurovsky konkávna, ak x≺ y implikuje f (x)≥ f (y).

Platí, že každá symetrická, konkávna funkcia je aj Schurovsky konkávna. Preto sú or-
togonálne invariantné kritériá optimality, vzhl’adom na vektory vlastných čísel infor-

mačných matíc, Schurovsky konkávne - sú symetrické (nezáleží na poradí pokusov)

a konkávne (vlastnost’ 2. z definície). Tým pádom môžeme definíciu 1.5 previest’ na

nasledovný tvar.

Definícia 1.9 (Schurovsky optimálny návrh) Návrh ξ, ktorého vektor vlastných čísel
λ(ξ) informačnej matice pre subsystém významných parametrov je majorizovaný vekto-
rom vlastných čísel λ(ζ) l’ubovol’ného iného prípustného návrhu ζ, nazývame Schurovsky
optimálny návrh (resp. najlepší návrh vzhl’adom na majorizáciu).

Nech C(ξ) (skrátene C) je informačná matica návrhu experimentu pre efekty vý-
znamných parametrov τ1, . . . ,τv a nech λ1(C) ≥ · · · ≥ λv−1(C) ≥ λv(C) = 0 sú jej

vlastné čísla. Používame tri kritériá optimality D, A a E, v teórii blokových experimen-

tov (pozri prácu [5]). Tu ukážeme len jedno.

Definícia 1.10 Kritérium D-optimality ΦD(C(ξ)) položíme rovné v-tej odmocnine zo
súčinu všetkých vlastných čísel informačnej matice, okrem najmenšieho vlastného čísla
spomedzi nich, teda v-tej odmocnine zo súčinu vlastných čísel λ1(C), . . . ,λv−1(C). Ak je
niektoré vlastné číslo spomedzi λ1(C), . . . ,λv−1(C) rovné nule, tak aj kritérium ΦD je rovné
nule.
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Toto kritérium vieme interpretovat’ v klasickej teórii navrhovania experimentov ako

parciálne kritérium DP-optimality (podobne aj pre AP− a EP−optimalitu) pre odhad

akéhokol’vek ortonormálneho systému (v − 1) kontrastov efektov v významných para-
metrov, vd’aka nasledujúcej vete.

Veta 1.11 Nech Zv×(v−1) = (z1, . . . ,zv−1), ZT Z= Iv−1, ZT 1v = 0v−1 je matica, ktorej st́lpce
sú vektory definujúce kontrasty medzi významnými parametrami τ1, . . . ,τv. Nech PT =
�

ZT ,0(v−1)×b

�

. Nech λi(·) sú vlastné hodnoty pozitívne semidefinitnej matice usporiadané
od najväčšej po najmenšiu. Nech návrh ξ spĺňa podmienku odhadnutel’nosti M (P) ⊆
M (M(ξ)). Potom platí

i. CP(ξ) = ZT C( Iv
0b×v
)(ξ)Z

ii. λi(C( Iv
0b×v
)(ξ)) = λi(CP(ξ)), i = 1, . . . , v− 1.

Dôkaz vety je uvedený v dizertačnej práci.

Kritériá optimality pomocou vlastností grafov:

Kritériá optimality vieme vyjadrit’ aj pomocou vlastností grafov. Opät’ to ukážeme

iba na D−optimalite. Vychádzame z Kirchhoffovej vety o počte kostier grafu [21].

Veta 1.12 Nech G je graf s v vrcholmi. Potom nasledujúce hodnoty sú rovnaké:

i. počet kostier grafu;

ii. súčin vlastných čísel Laplaciánu λ1(L), . . . ,λv−1(L) vydelený počtom vrcholov v.

Parciálne kritérium DP-optimality pre návrhy so súvislými grafmi je v-ta odmocnina

zo súčinu vlastných čísel λ1(C), . . . ,λv−1(C) informačnej matice C. Laplacián L = 2C,

takže súčinu vlastných čísel λ1(C), . . . ,λv−1(C) je rovný v-násobku počtu kostier grafu

deleno 2v−1. Pri hl’adaní D-optimálneho návrhu teda stačí hl’adat’ návrh reprezento-

vaný grafom, ktorý má maximálny počtom kostier spomedzi grafov s v vrcholmi a b
hranami.

Hl’adanie grafu s maximálnym počtom kostier, pri danom počte vrcholov a hrán, je

v teórii grafov známe ako úloha t−optimality. V tomto znení ju spomíname v druhej

kapitole.

Aplikácia - mikročipové experimenty:

Ako aplikáciu uvádzame mikročipové experimenty. Viac sa o nich dá dozvediet’

napríklad z prác pani R. A. Baileyovej [3], [4] a viac podrobností je v diplomovej

práci [1].
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2 Ciele dizertačnej práce

Hlavné ciele dizertačnej práce sme rozdlelili do troch okruhov.

• Teoretické výsledky založené na prepojení navrhovania experimentov

s teóriou grafov:

Návrh blokového experimentu, s vel’kost’ou bloku dva, vieme zapísat’ pomocou

párovacieho grafu. Vd’aka tomuto zápisu vieme vyjadrit’ informačnú maticu ná-

vrhu experimentu pomocou Laplaciánu príslušného grafu (vid’. [7]). Potom vieme

kritériá optimality na základe informačnej matice návrhu, previest’ na kritériá

optimality vychádzajúce z vlastných čísiel Laplaciánu a tie na niektoré vlastnosti

grafov. Napríklad známe kritérium D−optimality, pracujúce s determinantom in-

formačnej matice, je ekvivalentné s počtom kostier párovacieho grafu (vid’. [5]).
Ciel’om práce je podrobnejšie sa venovat’ týmto prepojeniam medzi teóriou na-

vrhovania blokových experimentov a teórie grafov. Konkrétne chceme nájst’ a roz-

šírit’ vhodné tvrdenia z teórie grafov (napr. [20], [10]), na základe ktorých zís-

kame nové triedy optimálnych návrhov experimentov. Okrem hl’adania klasic-

kých optimálnych návrhov experimentov sa zameriame na dodatočnú optimálnu

augmentáciu (rozširovanie) už vykonaných experimentov.

• Algoritmy určené na hl’adanie optimálnych návrhov:

Na hl’adanie optimálnych experimentov existuje vel’ké množstvo algoritmov a he-

uristík (napr. [12],[22]), takže na prvý pohl’ad sa zdá, že nemá zmysel hl’adat’

d’alšie. Medzi známymi algoritmami sa ale nenachádza žiadny, ktorý by vedel

univerzálne pracovat’ so všeobecnými ohranǐceniami na zdroje. Bud’ vedia pou-

žit’ len jedno ohraničenie na celkový počet pokusov (a nedajú sa l’ahko rozšírit’

na viac ohraničení), alebo vediet’ pracovat’ aj s viacerými ohraničeniami, ale sú

špecializované len na jedinú konkrétnu úlohu. V praxi sa naopak pomerne často

vyžaduje viacero ohraničení (napr. [9, 12, 14]).

Našim druhým ciel’om je nájst’ vhodný algoritmus, ktorý by vedel pracovat’ s

l’ubovol’ným množstvom ohranǐcení na zdroje pre čo najuniverzálnejšie zadanie.

Opät’ nás okrem normálneho navrhovania experimentov zaujíma aj augmentáciu

už vykonaných návrhov.

• Numerické overenie známych hypotéz:

Posledným ciel’om dizertačnej práce je overit’, pomocou nových algoritmov, nie-

kol’ko hypotéz o známych grafoch, prislúchajúcich optimálnym návrhom (napr.

[10], [11], [17]). Okrem toho použit’ nové algoritmy na hl’adanie optimálnych

návrhov experimentov pre konkrétne úlohy.
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3 Výsledky dizertačnej práce

Výsledky dizertačnej práce môžeme rozdelit’ do troch kategórií.

3.1 Teoretické výsledky

V teoretickej časti sme vychádzali z dvoch postupov ako pracovat’ s vlastnými číslami

Laplaciánov párovacích grafov návrhov experimentu. Prvý z nich je založený na triviál-

nom rozšírení výsledkov pána Kelmansa [18, 19], konkrétne vete

Veta 3.1 (Rozšírený Kelmans) Nech Gv1
, . . . , Gvk

sú grafy s v1, . . . , vk vrcholmi, pre ktoré
platí
∑k

i=1 vi = v. Potom Laplaceov polynóm pre spojenie grafov Gv1
∗ . . . ∗ Gvk

v bode x je

µ(Gv1
∗ · · · ∗ Gvk

, x) =
x(x − v)k−1

∏k
i=1(x − v+ vi)

k
∏

i=1

µ(Gvi
, x − v+ vi).

Druhý postup je založený na článku pána Constantineho [10], konkrétne vetách

Veta 3.2 (Constantine 1) Majme kompletný graf Kv na v vrcholoch. Graf vytvorený odo-
bratím k-nesusedných hrán z grafu Kv je Schurovsky optimálny.

Veta 3.3 (Constantine 2) Nech v je nepárne. Nech N je graf vytvorený z kompletného
grafu Kv na v vrcholoch, odobratím l’ubovol’ných 1

2
(v − 1) nesusedných hrán. Potom graf

vytvorený z grafu N odobratím l’ubovol’nej d’alšej hrany, incidentnej s vrcholom stupňa
v− 1, je Schurovsky optimálny.

V týchto vetách sa síce pracuje s odoberaním hrán a nie s pridávaním (augmentá-

ciou), ale vieme upravit’ čast’ ich dôkazu tak, aby sa dali použit’ aj na augmentáciu.

Na základe kombinácie týchto dvoch postupov, a ich vhodných rozšírení, sme dokázali

nasledujúce tvrdenia. Našli sme optimálnu augmentáciu návrhov, ktorých párovacie

grafy sú hviezdicové grafy.

Veta 3.4 (Hviezdicový graf 1) Majme hviezdicový graf Sv na v vrcholoch s v − 1 hra-
nami. Jednoduchý graf, vytvorený pridaním k-nesusedných hrán do grafu Sv, je Schurov-
sky najlepšia augmentácia grafu Sv.

Veta 3.5 (Hviezdicový graf 2) Nech v je nepárne. Jednoduchý graf N, vytvorený prida-
ním (v − 1)/2 nesusedných hrán a ešte jednej hrany incidentnej s vrcholom stupňa v − 1

do hviezdicového grafu Sv na v vrcholoch, je Schurovsky najlepšia augmentácia grafu Sv.

Ďalej optimálna augmentácia návrhov, ktorých párovacie grafy sú kompletné grafy.
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Veta 3.6 (Kompletný graf 1) Majme kompletný graf Kv na v vrcholoch. Graf vytvorený
pridaním k-nesusedných hrán do grafu Kv je Schurovsky najlepšia augmentácia grafu Kv.

Veta 3.7 (Kompletný graf 2) Nech v je nepárne. Nech N je graf vytvorený z komplet-
ného grafu Kv na v vrcholoch pridaním l’ubovol’ných 1

2
(v − 1) nesusedných hrán. Potom

graf vytvorený z grafu N pridaním l’ubovol’nej d’alšej hrany incidentnej s vrcholom stupňa
v− 1 je Schurovsky najlepšia augmentácia grafu Kv. .

Nakoniec optimálna augmentácia návrhov, ktorých párovacie grafy sú kompletné

multipartitné grafy s rovnako vel’kými partíciami.

Veta 3.8 (Kompletný regulárny multipartitný graf) Majme daný kompletný multipar-
titný graf Kv1×k1

s k1 rovnako vel’kými partíciami, vel’kosti v1 a celkovým počtom vrcholov
v = v1k1. Jednoduchý graf H∗, vytvorený pridaním k-nesusedných hrán do l’ubovol’ných
partícií Kv1×k1

, je Schurovsky najlepšia augmentácia grafu Kv1×k1
.

3.2 Algoritmy

Druhá, dôležitá, čast’ výsledkov sú tri stochastické algoritmy určené na hl’adanie opti-

málnych návrhov a optimálnych augmentácií návrhov experimentov. Prvý algoritmus

je založený na princípe simulovaného žíhania [6] a pracovali sme s ním už v diplo-

movej práci [1]. Druhý algoritmus rozdelí množinu všetkých prípustných návrhov na

maximálne návrh (tj. návrhy, do ktorých nemôžeme pridat’ pokus do žiadneho bodu

experimentu, bez porušenia niektorého z ohranǐcení na zdroje) a nemaximálne návrhy.

Potom sa snaží rozumne prechádzat’ po maximálnych návrhoch, pretože niektorý z ma-

ximálnych návrhov je určite optimálny, vd’aka monotónnosti kritérií optimality. Tento

algoritmus sme predstavili v článku [2].

Tretí algoritmus je najprepracovanejší a dosahuje najlepšie výsledky nie len v po-

rovnaní v predošlými dvomi, ale aj s inými známymi algoritmami. Podrobnosti sa dajú

pozriet’ v článku [15]. Hlavnou jeho výhodou je, že vie pracovat’ s l’ubovol’ným množ-

stvom ohranǐcení na zdroje, funguje so všetkými ortogonálne invariantnými kritériami

optimality (vie použit’ aj l’ubovol’né iné monotónne kritériá optimality). Porovnali sme

ho s niekol’kými inými algoritmami, aj ked’ vždy len na priestore s jediným ohraniče-

ním, inak by sa iné algoritmy nedali použit’.

Okrem úloh navrhovania optimálnych experimentov vieme pre vstup do tretieho

algoritmu upravit’ viacero t’ažkých problémov z diskrétnej optimalizácie a kombinato-

riky. Napríklad takzvaný knapsack problém (vid’. [16]), teóriu spol’ahlivost’ počítačo-

vých sietí (vid’. [8]), a hl’adanie t-optimálnych grafov v teórii grafov (vid’. [20]).
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Na vysvetlenie princípu algoritmu, potrebujeme definovat’ niekol’ko pojmov. Nech

Ξex je množina všetkých prípustných exaktných návrhov. Hovoríme, že n−rozmerný

návrh ζ ∈ Ξex je vytvorený z návrhu ξ ∈ Ξex krokom dopredu (resp. krokom do-
zadu) ak platí ζ = ξ + ei (resp. ζ = ξ − ei), kde ei ∈ Rn je n−rozmerný vektor sa-

mých núl s jednotkou na i−tej pozícii. Ďalej zavedieme pojem horných susedov ná-

vrhu ξ ∈ Ξex, ako množinu všetkých prípustných návrhov, do ktorých sa vieme do-

stat’ z ξ pomocou jedného kroku dopredu. Takže množina horných susedov návrhu ξ je

U(ξ) = {ξ+ e1, ...,ξ+ en}∩Ξex. Analogicky je množina dolných susedov návrhu ξ rovná

L(ξ) = {ξ− e1, ...,ξ− en} ∩Ξex.

Vd’aka podmienkam na ohranǐcenia na zdroje platí, že l’ubovol’ný prípustný exaktný

návrh je dostupný z l’ubovol’ného iného prípustného exaktného návrhu len pomocou

krokov dopredu a krokov dozadu po množine Ξex. Rovnako ako pri druhom algoritme

aj tu platí, že optimálny návrh je jeden z maximálnych návrhov vd’aka monotónnosti

kritéria.

Priebeh algoritmu:

Algoritmus začína v počiatočnom návrhu a vykonáva exkurzie po množine prípust-

ných exaktných návrhov. Počas exkurzií využíva tabu list V charakteristických atribútov
návrhov attr(ξ), ktoré už navštívil a snaží sa do nich nevracat’. Zavedieme pojem lokál-
neho odhadu významu návrhu val(ξ), ako reálne číslo odhadujúce ako vel’mi sl’ubný je

návrh ξ ako súčast’ exkurzie vedúcej k optimálnemu návrhu. Tieto parametre sú presne

definované v práci.

Nech ξ prezentuje aktuálny návrh v ktorom sa počas exkurzie nachádzame. Algorit-

mus najskôr skúsi vykonat’ krok dopredu (ak sa atribút aktuálneho návrhu nenachádza

na tabu liste attr(ξ) /∈ V) alebo krok dozadu (ak sa atribút aktuálneho návrhu nachá-

dza na tabu liste attr(ξ) ∈ V). Týmto krokom sa presunieme do susedného prípustného

exaktného návrhu ζ. Pričom návrh ζ vyberáme tak, že má maximálnu hodnotu val(ζ)
spomedzi všetkých susedných návrhov ktoré nie sú na tabu liste attr(ζ) /∈ V.

Ďalej ak sa algoritmus pokúsi o krok dopredu ale neexistuje žiaden horný sused
ζ ∈ U(ξ) ktorého atribút by nebol na tabu liste attr(ζ) /∈ V, alebo naopak ak sa algorit-

mus pokúsi o krok dozadu ale neexistuje žiaden dolný sused ζ ∈ L(ξ) ktorého atribút
by nebol na tabu liste attr(ζ) /∈ V, tak sa algoritmus pokúsi urobit’ krok opačným sme-

rom ako chcel pôvodne. Ak ani potom nenájde žiaden návrh do ktorého môže prejst’,

tak túto patovú situáciu vyrieši náhodným prechodom do l’ubovol’ného prípustného

susedného návrhu ζ ∈ L(ξ)∪ U(ξ) bez ohl’adu na tabu list.
Vždy ked’ algoritmus navštívi maximálny návrh, tak overí či tento návrh nie je lepší

ako doteraz najlepší dosiahnutý návrh. Ak je nový návrh lepší, tak pokračujeme d’alej s

ním. Ak počet krokov dozadu prekročí danú hranicu, tak exkurziu prehlásime za neús-

pešnú a začneme novú exkurziu z doteraz najlepšieho nájdeného návrhu. Aj neúspešné
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exkurzie sa zapisujú do tabu listu, tým pádom d’alšia exkurzia je iná ako predošlá. Na-

vyše smeruje k ešte nenavštíveným návrhom. Algoritmus skončí po vopred zadanom

čase a vráti najlepší dovtedy nájdený návrh.

3.3 Numerické výsledky

V poslednej časti predstavíme numerické výsledky získané pomocou tretieho algoritmu.

Algoritmus sme spúštali na rôzne dlhé časy, podl’a riešených úloh. Ked’ sme hl’adalo

optimálny návrh pre úlohu s vel’kým počtom ošetrení, alebo ked’ sme na základe vý-

sledkov chceli nájst’ protipríklad k nejakej hypotéze, tak sme ho spúšt’ali na hodinu a

dlhšie. Pri jednoduchších úlohách, kde stačilo nájst’ dostatočne eficientný návrh, alebo

sme dokázali nájst’ optimálny návrh dostatočne rýchlo, sme ho púšt’ali na kratšie.

Silno regulárne grafy:

Prvá otázka, ktorú sme zodpovedali pomocou výsledkov získaných z tretieho algo-

ritmu, je hypotéza dva z článku [11].

Hypotéza 3.9 (Silno regulárne grafy) Majú súvislé, silno regulárne grafy maximálnu
komplexitu?

Komplexita grafu znamená počet kostier grafu. Graf s maximálnou komplexitou je

t−optimálny, resp. D−optimálny. Zaujímali sme sa o silno regulárna grafy (srg) na

16 vrcholoch. Pre tri z nich, konkrétne Shrikhande graf - sr g(16, 6,2, 2) s 48 hranami;

komplement k Shrinkhande grafu - sr g(16, 9,4, 6) s 72 hranami; komplement k Cleb-

schovmu grafu - sr g(16,5, 0,2) s 80 hranami, sme našli na rovnakom počte hrán a

vrcholov grafy s väčším počtom kostier. Pričom hodnoty kritérií D−optimality návrhov

prislúchajúcich k týmto trom silno regulárnym grafom sú postupne 98.65%, 99.68% a

99.61% z hodnôt kritérií D−optimality optimálnych návrhov nájdených tretím algorit-

mom. Takže túto hypotézu sa pomocou výsledkov tretieho algoritmu podarilo vyvrátit’.

Ďalšie špeciálne triedy grafov: Pre žiadnu d’alšiu špeciálnu triedu grafov, sme už d’al-

šie hypotézy nevyvrátili. Naopak sme niektoré hypotézy empiricky overili pre menšie

grafy, alebo špeciálne prípady (kompletnou enumeráciou a tretím algoritmom). Kon-

krétne sa jedná o nasledujúce hypotézy (nie sú empiricky potvrdené v celom znení, ale

len na menších prípadoch).

Hypotéza 3.10 (Mooreove grafy) Mooreove grafy majú maximálny počet kostier spo-
medzi všetkých jednoduchých grafov s rovnakým počtom vrcholov a hrán (vid’. [17]).

Hypotéza 3.11 (Jednoduché grafy) Nech G(v, e) je graf na v vrcholoch s e hranami,
prǐcom e ≤ v(v − 1)/2. Potom graf prislúchajúci k Schurovsky optimálnemu návrhu je
jednoduchý.
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Ako d’alšie podporíme tvrdenie, ktoré vyslovil Constantine na konci článku [10].

Tvrdenie 3.12 (Constantine 1983) Pri odobratí viac ako (v+1)/2 hrán z kompletného
grafu G na v vrcholoch nemôžeme byt’ návrh, ktorému prislúcha výsledný párovací graf,
Schurovsky optimálny (optimálny vzhl’adom na všetky ortogonálne kritériá optimality).

O d’alšej hypotéze si myslíme, že pôjde dokázat’ podobnými technikami ako pre-

došlé uvedené teoretické výsledky v našej práci. Zatial’ sme ju však overili iba nume-

ricky.

Hypotéza 3.13 (Kompletný skoro regulárny multipartitný graf) Jednoduchý graf,
ktorý vznikol zo skoro-regulárneho kompletného multipartitného grafu pridaním k−nesu-
sedných hrán (pre v nepárne ešte aj s pridaním (v − 1)/2 nesusedných hrán a jednej
hrany, ktorú pridáme k vrcholu stupňa nula) je Schurovsky najlepšia augmentácia skoro-
regulárneho kompletného multipartitného grafu.

Okrem toho sme ešte tretí algoritmus porovnali so simulovaným žíhaním [25]. Tretí

algoritmus našiel (až na malé výnimky) rovnaké, alebo lepšie návrhy ako simulované

žíhanie. Podobne sme ukázali využitie druhého algoritmu na konkrétnej úlohe s kon-

trolným ošetrením. Kde kontrolného ošetrenie môžeme využit’ l’ubovol’né množstvo,

zatial’ čo ostatných ošetrení máme len určitý počet.

3.4 Záver

V práci sme predstavili dva druhy výsledkov. Najskôr teoretické, založené na vlastnos-

tiach vlastných čísel Laplaciánov párovacích grafov, ktoré prislúchajú návrhom experi-

mentu. Ako druhé prakticky použitel’ný algoritmus, ktorý je použitel’ný na širokú triedu

problémov. Nie len na blokové experimenty s vel’kost’ou bloku dva. Na záver sme uká-

zali výsledky, získané pomocou tohto algoritmu. Myslíme si, že oblast’ prepájania teórie

navrhovania experimentov a teórie grafov je vel’mi zaujímavá a že sa v nej nachádza

ešte množstvo nevyriešených problémov.
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[1] Bachratá, A.: Návrh mikročipových experimentov, diplomová práca (2011)

[2] Bachratá, A., Harman, R.: A stochastic optimization method for constructing optimal

block designs with linear constraints. Proceedings from the European Young Statisticians

Meeting, Osijek, 2013 (2014)

[3] Bailey, R.A.: Design of Comparative Experiments. Cambridge Series in Statistical and

Probabilistic Mathematics. Cambridge University Press (2008)

[4] Bailey, R.A.: Designs for two-colour microarray experiments. J. Roy. Stat. Soc. C Appl.

Stat. 56(4), 365-394 (2007)

[5] Bailey, R.A., Cameron, P.J.: Combinatorics of optimal designs. Surveys in Combinatorics

- London Mathematical Society Lecture Note Series 365, 19-73 (2009)
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Optimal design of block experiments

The main topic of the dissertation thesis is the optimal design of block experiments.

We are looking for such design, that maximizes amount of information for unknown

parameters of interest of linear regression model. The optimal design must be from the

set of all feasible designs, which are determined by constraints on resources. We work

with a big class of optimality criteria - with orthogonally invariant information criteria.

We focus on block experiments with the block size two, which can be represented by

concurrence graphs.

There are two kinds of results. Firstly, we show some theoretically derived clas-

ses of Schur-optimal augmentation of designs, found by applying results from graph

theory. These classes are the optimal augmentations of designs, which have following

concurrence graphs: Star graphs, Complete graphs, and Complete regular multipartite

graphs.

Secondly, we present three novel stochastic algorithms for finding optimal exact

designs with respect to the set of resource constraints. In the end of the thesis, we show

numerical results of these algorithms and propose hypotheses based on the results.
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