Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Mgr. Alena Bachrata

Autoreferat dizertaCnej prace

Optimdlne navrhovanie blokovych experimentov

na ziskanie akademického titulu

philosophiz doctor

v odbore doktorandského studia

9.1.9 Aplikovana matematika

Bratislava 2015



Dizertacnd prdca bola vypracovand v dennej forme doktorandského
stidia na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky UK v Bratislave

Predkladatel: Mgr. Alena Bachrata
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Univerzita Komenského v Bratislave
Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Skolitel’: doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD.
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Univerzita Komenského v Bratislave

Oponenti:

Obhajoba dizerta¢nej prace sakona ................ O.ovvnnn
pred komisiou pre obhajobu dizertacnej prace v odbore doktorandského stidia

vymenovanou predsedom odborovej komisie ................
v $tudijnom odbore 9.1.9. aplikovand matematika

na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave,
Mlynska dolina, 842 48 Bratislava
Predseda odborovej komisie
Prof. RNDr. Marek Fila, DrSc.
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Univerzita Komenského v Bratislave
Mlynska dolina, 842 48 Bratislava



1 Uvod

Navrhovanie experimentov slizi na optimalizaciu mnozstva informacie ziskanej z expe-
rimentu, pri danych vstupnych podmienkach a ohraniceniach. Potreba optimalizacie
mnozstva ziskanej informacie vznikla kvoli financnej a ¢asovej narocnosti niektorych
experimentov. Priekopnikom v oblasti navrhovania experimentov je R. A. Fisher (vid.
[13]). Tato oblast Statistiky skiimal pocas prace v jednom z najstarsich pofnohospo-
darskych vyskumnych centier, takze povodnd myslienka navrhovania experimentov
vznikla na zdklade riesenia problémov z praxe.

My sa zameriame na blokové ndvrhy a ich prepojenie s tedriou grafov. Hlavhym
odrazovym mostikom su prace R. A. Baileyovej a P J. Camerona [[4], [55]. Okrem nich
sa prepojenim navrhovania experimentov a tedrie grafov zaoberal aj napriklad T. Tjur
v praci [24]. V spominanych pracach ndjdeme viacero pristupov k reprezentovaniu
navrhov experimentov pomocou grafov.

Aby sme mohli ukazat vysledky prace, potrebujeme zaviest pojmy z tedrie navrho-
vania experimentov (Cerpame z knihy [23]]) a ukdzat’ prepojenie blokovych experimen-
tov a tedrie grafov (Cerpame z ¢lanku [[5]]).

1.1 Navrhovanie experimentov

Majme experiment pozostavajuci z N pokusov (merani, pozorovani), definovany po-

mocou linedrneho regresného modelu
YiZfT()Z'i)Q-i-Ei, i:1,...,N. (1)

Jednotlivé body ndvrhu experimentu X,,...,Xy st prvky z mnoZziny X, ktord repre-
zentuje vSetky mozné body navrhu experimentu. Oznac¢me pocet prvkov tejto mno-
ziny |X| = n. V kazdom bode navrhu m6zeme vykonat viacero pokusov, teda niektoré
body ndvrhu sa méZu opakovat. VSetky mozné body navrhu experimentu usporiadajme
a oCislujme x4, ..., x,,. Potom mnozina vSetkych bodov navrhu je X = {x,,..., x,,}. Teda
X; € X je v poradi i —ty pokus experimentu, i = 1,...,N. Hodnoty Y, ..., Yy st pozoro-
vania v jednotlivych bodoch X, ..., Xy. Funkcia f : X — R™ je funkcia prirad’ujtca re-
gresor f(X;) bodu X; € X, 6 € R™ je vektor neznamych parametrov modelu a ¢, ...,y
su nezavislé, rovnako rozdelené chyby s nulovou strednou hodnotou a kone¢nou ne-
nulovou varianciou .

Maticovy zapis zdkladného modelu (I) je Y =F0 + ¢, kde Y = (Y3,...,Yy)" je vek-
tor pozorovani, F = (f(X,),...,f(Xy))" je matica pldnu typu N X m, O € R™ je stfpcov;’r
vektor nezndmych parametrov modelu a € = (&;,...,&y)" je vektor chyb so E(¢) = 0y
a D(&) = o%I. Pre model plati E(Y) =F60 a D(Y) = ¢°I.



Informaéna matica pre subsystém parametrov P70

V experimentoch pouzivame dva druhy parametrov. Vyznamné parametre, ktorych
efekty nas pri odhadovani zaujimaji (oznac¢ime ich 7) a pomocné parametre, ktoré
nechceme odhadovat ale poméahaju vytvorit presnejsi model (oznacime ich ). Chceme
maximalizovat informdciu o vyznamnych parametroch, alebo ich linedrnej kombindcii.

Zavedieme linedrny podsystém vyznamnych parametrov PT 0, kde P je matica koefi-
cientov typu m X s,m > s, ktord ma plnu hodnost, a s je pocet linedrnych kombindcii
parametrov ktoré odhadujeme. Cielom prace je ndjst navrh experimentu, ktory vedie
k najlep$iemu linedrnemu nevychylenému odhadu lin. subsystému parametrov P’ 6.

D4 sa ukdzat (vid. [23]), Ze subsystém P’ 6 je odhadnutelny, ak plati podmienka
odhadnutelnosti

A (P) C .#(M), 2)

kde F'F = M je momentovd matica experimentu, resp. informa¢nd matica pre cely sys-
tém parametrov. Ak je splnend podmienka odhadnutelnosti (2), tak najlepsi linedrny
nevychyleny odhad subsystému P’ 6 je

0, = PTMF'Y,

ktory navyse nezavisi od volby pseudoinverzie matice M a kovarian¢na matica D(6,) =
o?PTM P je regularna [23]).
Ak je splnena podmienka odhadnutel'nosti |2} tak je informacnd matica pre subsys-

tém parametrov P” 6 reguldrna a vieme ju upravit na tvar
Cp(M)=(P™M P) . 3

Informacna matica Cp(M) reprezentuje mnozstvo informdcie, ktord poskytuje expe-
riment o linedrnom subsystéme parametrov PT0. Takto vieme vyjadrit aj informa¢nu
maticu pre subsystém vyznamnych parametrov, s ktorou pracujeme vo zvysku prace.

Kritéria optimality:
Na porovndvanie informac¢nych matic slizia kritérid optimality. My pracuje s trie-
dou ortogondlne invariantnych kritérii.

Definicia 1.1 Nech S} je mnoZina vsetkych pozitivne semidefinitnych matic rozmeru
v X v. Potom kritérium ¢ : ST — [0,00) spliiajtice nasledovné vlastnosti nazyvame orto-

gondlne invariantné informacné kritérium.

1. Loewnerovskd izoténnost’ - pre kazdé C,,C, € S} plati
C; 2 C, = 9(Cy) < ¥(Cy),

kde symbol = reprezentuje Loewnerovské usporiadanie matic.



2. Konkdvnost’ - pre kazdé C,,C, € S| a konstantu a € (0, 1) plat{
®(aC;+ (1 —a)Cy) = a®(Cy) + (1 — a)®(Cy).
3. Pogitivna homogenita - pre kazdi maticu C € S} a konstantu a = 0 plati
®(aC) = ad(C).

4. Polospojitost’ zhora - mnoziny {C € S7; ®(C) = b} st uzavreté pre kazdé b € R.

5. Ortogondlna invariancia - existuje funkcia ® : R¥ — R takd, Ze pre kazdiu maticu
C € S} plati ®(C) = ®(MQ)), kde A(C) = (1,(C),...,A,(C)) je usporiadany

nerastuci vektor vlastnych hodnét matice C.

Prikladom ortogondlne invariantnych kritérii optimality sa kritérid D,A a E. Nds
zaujimajui odhady subsystému parametrov P’ 6, takZe nds zaujimaju ich parcidlne ver-
zie Dp,Ap a Ep. UkdZeme jedno z nich.

Definicia 1.2 Kritérium Dy-optimality &, (-). Kritérium &, : ST — (0,00) je zobra-
genie definované

®p, (M) = (det(,Cp(M)))l/ " = (det(P"™MP))"V",
pre momentové matice M € ST' spliiajiice podm. odhadnutelnosti #(P) S .#(M). Pre

ostatné momentové matice bude ®p, (M) = 0.

Optimdlny navrh experimentu:

Za exaktny ndvrh experimentu povazujeme vektor § = (&4,...,&,)’, pricom jednot-
livé komponenty &; € {0,1,2,...} predstavuji pocty pokusov vykonanych v bodoch
navrhu experimentu x.,..., X,, budeme pouzivat aj zapis &; = £(x;).

Momentovd matica nezavisi na poradi jednotlivych pokusov vykonavanych v bo-
doch navrhu experimentu. Preto ju pre konkrétny navrh experimentu mézeme defino-
vat’ pomocou usporiadanej mnoziny bodov navrhu X = {x,,...,x,} a ich nasobnosti,
namiesto vSetkych pouzitych bodov ndvrhu X,,..., Xy.

Definicia 1.3 Momentovd matica prisltiichajiica ndvrhu experimentu & je matica typu
mXm

M(E) = Y EACe)E (x,). @

Ak M(&) spfﬁa podmienku odhadnutelnosti , tak je subsystém PO odhadnu-
telny pre ndvrh experimentu . V praci budeme pracovat len s ndvrhmi, pre ktoré je
subsystém P70 odhadnutelny.

Definicia 1.4 (Optimalny navrh) Hovorime, Ze ndvrh experimentu £* je optimdlny vzhla-
dom na kritérium ®, ak je ndvrh £* pripustny a kritérium ® nadobtda pre tento ndvrh

maximum spomedzi vsetkych pripustnych ndvrhov § € 2

§" = argmax, .z ®(M(&)). (5)



Definicia 1.5 (Schurovsky optimalny navrh) Ndvrh, ktory je optimdlny vzhladom na
mnoginu vsetkych ortogondlne invariantnych kritérii optimality, nazyvame Schurovsky
optimdlny ndvrh.

Ohranicenia na zdroje a mnoZzina pripustnych navrhov:

Pri hladani optimdlneho ndvrhu experimentu potrebujeme poznat mnozinu vset-
kych pripustnych ndvrhov = s ktorymi pracujeme. Definujeme ju pomocou ohranicent
na zdroje a ndvrhu ktory chceme augmentovat. Bezné ohrani¢enie na mnozinu = je
obmedzenie na celkovy pocet rovnocennych pokusov &; +...+ &, < N. V praxi sa v§ak
casto vyskytuju komplikovanejsie ohranicenia na zdroje (materidlne, f'udské, financ¢né,
casové), s ktorymi klasické algoritmy nevedia pracovat'.

Skoro vsetky takéto ohranicenia vieme zapisat v tvare k ohranicent na zdroje ako

n

Za”-gi <b, pre vsetky r € {1,...,k}; (6)

i=1

kde a,; je mnoZzstvo Cerpania z r—tého zdroja pri vykonani jedného pokusu v i—tom
bode navrhu a b, je limit na r—ty zdroj. Skrateny maticovy zapis je A < b. Navyse
musia platit tri prirodzené podmienky

(P1) limity na zdroje st kone¢né kladné ¢isla, tj. by, ..., b, € (0, 00),

(P2) rozsirenie navrhu nemoze znizit mnozstvo Cerpania pre ziaden zdroj, tj. a,; > 0
pre vSetky r € {1,...,k} aie{1,...,n},

(P3) Ziaden pokus nie je uplne zadarmo a jeho opakovanie musi viest k poruSeniu
niektorého ohranicenia, tj. pre vSetky i € {1,...,n} existuje zdroj r € {1,...,k}
taky, ze a,; > 0.

Potom skoro Iubovolné podmienky z praxe vieme zapisat ako ohranicenia na zdroje.
Okrem ohraniéent na zdroje () majme exaktny navrh £ predstavujtci pripadné
vopred vykonané pokusy. Na zaklade navrhu £ a ohranifent na zdroje (6) definujeme

mnozinu vSetkych pripustnych exaktnych navrhov Z* ako
2% ={£€{0,1,2,..}" : €O < &AL <b}.

V tychto mnozindch hfaddme optimdlne ndvrhy experimentov. Potom méZeme opti-
malny navrh z prepisat na tvar

£" = argmax; g ®(M(&)).

Toto je zdkladnd teoretickd uloha, ktoru rieSime v celej praci.



1.2 Blokové navrhy s vel'kost'ou bloku dva

V préci sa zameriame na blokové experimenty s velkostou bloku dva. Ukazeme ako
suvisia so vSeobecne definovanym modelom, ako ich vieme zakreslit pomocou grafov

a Co nam to prinesie.

Blokové navrhy s velkost'ou bloku dva a ich reprezentacia grafmi:

Definicia 1.6 Blokovy ndvrh (v, b,B) definujeme ako dve mnoginy, mnoginu osetrent
(velkosti v) a mnoZinu blokov (velkosti b), a bindrnu reldciu incidencie medzi tymito
mnoginami. Bindrna reldcia incidencie urcuje, ktoré osetrenia sa nachddzaju v spolo¢nych

blokoch, pricom v kazdom bloku sa nachddza prdve B oSetrent.

Budeme pouzivat len bindrne (v rovnakom bloku sa nemoze opakovat rovnaké oset-
renie) blokové navrhy s velkostou bloku dva (v, b,2). Velkost bloku dva hovori, Ze
v kazdom bloku sa nachadzajui dve osetrenia.

Bindrne blokové experimenty s velkostou bloku dva vieme reprezentovat pomocou
grafov. Konkrétne pomocou pdrovacieho grafu (z ang. concurrence graph). OSetrenia
predstavuju v vrcholov grafu a bloky predstavuju b hran grafu. Ak sa dve oSetrenia na-
chadzaja v spolo¢nom bloku, tak st vrcholy reprezentujice prislusné oSetrenie spojené
hranou reprezentujucou prislusny blok. Vdaka pouzivaniu bindrnych ndvrhov vznik-
nuty graf neobsahuje slucky. Ndsobné hrany predstavuju viacndsobné pouzitie tych
istych dvoch oSetreni v r6znych blokoch. Parovaci graf ndvrhu & oznacime G(&).

Informacnui maticu pre blokovy experiment s velkostou bloku dva, pre subsystém
vyznamnych parametrov, vieme odvodit pomocou analyzy rozptylu a vyzerd nasle-

1
dovne Co(&) =R(&) — A,

kde R(&) je matica poctu pouziti jednotlivych oSetreni a A(&) je pdrovacia matica na-
vrhu, ktort dostaneme ako A(E) = N(E)N(E), kde N(&) je matica incidencie parova-
cieho grafu pre navrh &. Vzniknuta matica Cp(&) je symetricka pozitivne semidefinitna
matica a sucty ¢lenov v riadkoch (respektive v stfpcoch) su nulové.

Laplacian grafu:
Nech R(§) a A(§) st matice definované v predoslom texte. Da sa ukazat, ze matica
R(&) je pre graf navrhu matica, ktora ma na diagonale stupne vrcholov a inde samé
nuly. Podobne matica A(§) je pre graf ndvrhu matica, ktora ma na diagonale stupne vr-
cholov a mimo diagondly pocet hran medzi dvojicami vrcholov. Potom Laplacian grafu
G je definovany ako L(G(&)) = 2R(&) — A(&).

Zjavne plati L(§) = 2C(&). Takze ak chceme néjst’ informacnii maticu pre systém vy-
gnamnych parametrov pre navrh experimentu &, tak staci vytvorit pre navrh & pdrovact

7



graf a zostrojit k nemu Laplacian. Ked'Ze Laplacidn je dvojndsobok informacnej matice
a pracujeme s pozitivne homogénnymi kritériami, tak je jedno ¢i budeme hladat’ opti-
malny navrh na zdklade Laplacianu, alebo informacnej matice.

Kritéria optimality pre blokové navrhy a majorizacia:
Definiciu ortogondlne invariantnych kritérii optimality vieme previest na definiciu za-

loZzenu na majorizacii vektorov vlastnych cisel informacnych matic (resp. Laplacidnov).

Definicia 1.7 (Majorizacia) Nech x,y su dva vektory v R”. Hovorime, Ze vektor X majo-
rizuje vektor y (znacime x < y), ak pre ich usporiadané prvky x; > ... > x,, y; = ... > Y,

L. va l+1<Zyv i1 prek=1,...,v—1
ii. Zx—Zyl

My budeme ako vektory x a y pouzivat usporiadané vektory vlastnych c¢isel informac-

plati

nych matic navrhov C(&) (resp. prislusnych Laplacidnov). Druhd podmienka rovnosti
ii. je splnend, ak maju oba navrhy rovnako vela, rovnako velkych blokov.

Definicia 1.8 (Schurovsky konkavna funkcia) Hovorime, Ze funkcia f : R" — R je
Schurovsky konkdvna, ak x <y implikuje f (x) > f(y).

Plati, Zze kazdd symetrickd, konkdvna funkcia je aj Schurovsky konkdvna. Preto su or-
togondlne invariantné kritérid optimality, vzhladom na vektory vlastnych cisel infor-
macnych matic, Schurovsky konkdvne - s symetrické (nezélezi na poradi pokusov)
a konkavne (vlastnost 2. z definicie). Tym padom mozeme definiciu previest na
nasledovny tvar.

Definicia 1.9 (Schurovsky optimalny navrh) Ndvrh &, ktorého vektor vlastnych cisel
A(&) informacnej matice pre subsystém vyznamnych parametrov je majorizovany vekto-
rom vlastnych ¢isel A({) lubovolného iného pripustného ndvrhu {, nazyvame Schurovsky

optimdlny ndvrh (resp. najlepsi ndvrh vzhladom na majorizdciu).

Nech C(&) (skratene C) je informacnd matica navrhu experimentu pre efekty vy-
gnamnych parametrov T,,...,7T, a nech A,(C) > --- > A,_;(C) > A,(C) = 0 su jej
vlastné ¢isla. Pouzivame tri kritérid optimality D, A a E, v tedrii blokovych experimen-
tov (pozri pracu [[5]]). Tu ukaZeme len jedno.

Definicia 1.10 Kritérium D-optimality ®,(C(§)) poloZime rovné v-tej odmocnine 2o
sucinu vsetkych vlastnych cisel informacnej matice, okrem najmensieho vlastného ¢isla
spomedzi nich, teda v-tej odmocnine zo sucinu vlastnych cisel A,(C),...,A,_1(C). Ak je
niektoré vlastné ¢islo spomedzi A,(C), ..., A,_,(C) rovné nule, tak aj kritérium ®, je rovné
nule.



Toto kritérium vieme interpretovat v klasickej tedrii navrhovania experimentov ako
parcidlne kritérium Djp-optimality (podobne aj pre Ap,— a Ep,—optimalitu) pre odhad
akéhokol'vek ortonormalneho systému (v — 1) kontrastov efektov v vyznamnych para-
metrov, vd'aka nasledujucej vete.

Veta 1.11 Nech Z,,(,_1y = (24, ...,2,_1), ZTZ=1,_;, ZT1, = 0,_, je matica, ktorej stlpce
st vektory definujiice kontrasty medzi vyznamnymi parametrami T;,...,T,. Nech PT =
(ZT, 0(V—1)xb)- Nech A,(-) st vlastné hodnoty pozitivne semidefinitnej matice usporiadané
od najvicésej po najmensiu. Nech ndvrh & splria podmienku odhadnutelnosti .#(P) C
M (M(&)). Potom plati

i Cp(&) = zTc(OIV )(5)2

bxv

i. Ai(C(OIV )(5)) = 4,(Cp(£)), i=1,...,v—1

bxv

Dokaz vety je uvedeny v dizertacnej praci.

Kritéria optimality pomocou vlastnosti grafov:
Kritérid optimality vieme vyjadrit aj pomocou vlastnosti grafov. Opéat to ukazeme
iba na D—optimalite. Vychadzame z Kirchhoffovej vety o pocte kostier grafu [21]].

Veta 1.12 Nech G je graf s v vrcholmi. Potom nasledujtice hodnoty sti rovnaké:
i. pocet kostier grafu;
ii. sucin vlastnych ¢isel Laplacidnu A,(L),..., A,_;(L) vydeleny poctom vrcholov v.

Parcidlne kritérium Dp-optimality pre navrhy so suvislymi grafmi je v-ta odmocnina
zo sucinu vlastnych ¢isel A,(C),...,A,_;(C) informacnej matice C. Laplacidn L. = 2C,
takze sucinu vlastnych ¢isel A,(C),...,A,_;(C) je rovny v-nasobku poctu kostier grafu
deleno 2"~!. Pri hfadani D-optimélneho ndvrhu teda sta¢i hfadat ndvrh reprezento-
vany grafom, ktory md maximalny poctom kostier spomedzi grafov s v vrcholmi a b
hranami.

Hradanie grafu s maximdlnym poc¢tom kostier, pri danom pocte vrcholov a hran, je
v teorii grafov zname ako dloha t—optimality. V tomto zneni ju spominame v druhej
kapitole.

Aplikacia - mikrocipové experimenty:

Ako aplikdciu uvddzame mikrocipové experimenty. Viac sa o nich d& dozvediet
napriklad z prac pani R. A. Baileyovej [3], [4] a viac podrobnosti je v diplomovej
praci [[1]].



2 Ciele dizerta¢nej prace
Hlavné ciele dizertatnej prace sme rozdlelili do troch okruhov.

e Teoretické vysledky zaloZené na prepojeni navrhovania experimentov

s tedriou grafov:

Navrh blokového experimentu, s velkostou bloku dva, vieme zapisat pomocou
parovacieho grafu. Vdaka tomuto zdpisu vieme vyjadrit’ informac¢nt maticu na-
vrhu experimentu pomocou Laplacianu prislusného grafu (vid'. [[7]]). Potom vieme
kritérid optimality na zdklade informacnej matice navrhu, previest na kritéria
optimality vychadzajuice z vlastnych ¢isiel Laplacianu a tie na niektoré vlastnosti
grafov. Napriklad zndme kritérium D—optimality, pracujtice s determinantom in-
formacnej matice, je ekvivalentné s poc¢tom kostier parovacieho grafu (vid. [[5]).
Cielom prace je podrobnejSie sa venovat tymto prepojeniam medzi tedriou na-
vrhovania blokovych experimentov a tedrie grafov. Konkrétne chceme néjst’ a roz-
$irit vhodné tvrdenia z tedrie grafov (napr. [20], [10]), na zdklade ktorych zis-
kame nové triedy optimdlnych ndvrhov experimentov. Okrem hladania klasic-
kych optimdlnych ndvrhov experimentov sa zameriame na dodato¢nu optimdlnu

augmentaciu (rozsirovanie) uz vykonanych experimentov.

e Algoritmy urcené na hladanie optimalnych navrhov:

Na hladanie optiméalnych experimentov existuje velké mnozstvo algoritmov a he-
uristik (napr. [12]],[22]), takZe na prvy pohlad sa zd4, Ze nema zmysel hfadat
d'alSie. Medzi zndmymi algoritmami sa ale nenachddza Zziadny, ktory by vedel
univerzdlne pracovat so vSeobecnymi ohraniceniami na zdroje. Bud’ vedia pou-
zit' len jedno ohranicenie na celkovy pocet pokusov (a nedaju sa Tahko rozsirit
na viac ohraniceni), alebo vediet pracovat aj s viacerymi ohraniceniami, ale st
Specializované len na jedinui konkrétnu ulohu. V praxi sa naopak pomerne casto
vyzaduje viacero ohraniceni (napr. [9} [12}[14]).

Nasim druhym cielom je ndjst vhodny algoritmus, ktory by vedel pracovat s
Fubovolnym mnozstvom ohraniceni na zdroje pre ¢o najuniverzalnejsie zadanie.
Opat nds okrem normalneho navrhovania experimentov zaujima aj augmentaciu
uz vykonanych navrhov.

e Numerické overenie znamych hypotéz:
Poslednym cielom dizertacnej prace je overit, pomocou novych algoritmov, nie-
kolko hypotéz o zndmych grafoch, prislichajucich optimdlnym navrhom (napr.
[10], [11], [17]). Okrem toho pouzit nové algoritmy na hfadanie optimalnych
navrhov experimentov pre konkrétne tlohy.
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3 Vysledky dizerta¢nej prace

Vysledky dizertatnej prace mozeme rozdelit do troch kategorii.

3.1 Teoretické vysledky

V teoretickej casti sme vychddzali z dvoch postupov ako pracovat s vlastnymi ¢islami
Laplacidnov parovacich grafov ndvrhov experimentu. Prvy z nich je zaloZeny na trividl-
nom rozsireni vysledkov pana Kelmansa [[18, [19]], konkrétne vete

Veta 3.1 (Rozsireny Kelmans) Nech G

plati Zi;l v; = v. Potom Laplaceov polynom pre spojenie grafov G, *...* G, v bode x je

., G, sugrafy s vy,..., v vrcholmi, pre ktoré

RN

x(x —v)t K
( ) AU’(GV-JX —V+Vi).
k i
l_[izl(x —-v+ vi) i=1

Druhy postup je zalozeny na ¢lanku pana Constantineho [[10], konkrétne vetach

M(GVI *...*Gvk’x) =

Veta 3.2 (Constantine 1) Majme kompletny graf K, na v vrcholoch. Graf vytvoreny odo-
bratim k-nesusednych hrdn z grafu K, je Schurovsky optimdlny.

Veta 3.3 (Constantine 2) Nech v je nepdrne. Nech N je graf vytvoreny z kompletného
grafu K, na v vrcholoch, odobratim lubovolnych %(V — 1) nesusednych hrdn. Potom graf
vytvoreny z grafu N odobratim lubovolnej d'alsej hrany, incidentnej s vrcholom stupra
v — 1, je Schurovsky optimdlny.

V tychto vetach sa sice pracuje s odoberanim hrdn a nie s priddvanim (augmenta-
ciou), ale vieme upravit' ¢ast’ ich dokazu tak, aby sa dali pouzit aj na augmentdciu.

Na zdklade kombindcie tychto dvoch postupov, a ich vhodnych rozsireni, sme dokdzali
nasledujuce tvrdenia. Nasli sme optimdlnu augmentdciu navrhov, ktorych parovacie
grafy su hviezdicové grafy.

Veta 3.4 (Hviezdicovy graf 1) Majme hviezdicovy graf S, na v vrcholoch s v — 1 hra-
nami. Jednoduchy graf, vytvoreny pridanim k-nesusednych hrdn do grafu S,, je Schurov-
sky najlepsia augmentdcia grafu S,,.

Veta 3.5 (Hviezdicovy graf 2) Nech v je nepdrne. Jednoduchy graf N, vytvoreny prida-
nim (v — 1)/2 nesusednych hrdn a este jednej hrany incidentnej s vrcholom stupria v — 1

do hviezdicového grafu S, na v vrcholoch, je Schurovsky najlepsia augmentdcia grafu S,,.

Dalej optimalna augmentacia navrhov, ktorych parovacie grafy st kompletné grafy.
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Veta 3.6 (Kompletny graf 1) Majme kompletny graf K, na v vrcholoch. Graf vytvoreny
pridanim k-nesusednych hrdn do grafu K, je Schurovsky najlepsia augmentdcia grafu K.

Veta 3.7 (Kompletny graf 2) Nech v je nepdrne. Nech N je graf vytvoreny z komplet-
ného grafu K, na v vrcholoch pridanim lubovolnych %(v — 1) nesusednych hrdn. Potom
graf vytvoreny z grafu N pridanim lubovolnej d'alsej hrany incidentnej s vrcholom stupria

v — 1 je Schurovsky najlepsia augmentdcia grafu K,,. .

Nakoniec optimdlna augmentdcia ndvrhov, ktorych parovacie grafy su kompletné
multipartitné grafy s rovnako velkymi particiami.

Veta 3.8 (Kompletny regularny multipartitny graf) Majme dany kompletny multipar-
titny graf K, «x, s ky rovnako velkymi particiami, velkosti v, a celkovym poctom vrcholov
v = v;k;. Jednoduchy graf H*, vytvoreny pridanim k-nesusednych hrdn do lubovolnych

particit K, .y, je Schurovsky najlepsia augmentdcia grafu K, .-

3.2 Algoritmy

Druhd, délezitd, cast vysledkov su tri stochastické algoritmy urc¢ené na hfadanie opti-
malnych ndvrhov a optimdlnych augmentécii ndvrhov experimentov. Prvy algoritmus
je zalozeny na principe simulovaného zihania [[6]] a pracovali sme s nim uz v diplo-
movej praci [[1]]. Druhy algoritmus rozdeli mnozinu vsetkych pripustnych navrhov na
maximdlne ndvrh (tj. ndvrhy, do ktorych nemézeme pridat pokus do Ziadneho bodu
experimentu, bez poru$enia niektorého z ohraniceni na zdroje) a nemaximalne navrhy.
Potom sa snazi rozumne prechadzat po maximdlnych ndvrhoch, pretoze niektory z ma-
ximalnych navrhov je urcite optimdlny, vd'aka monoténnosti kritérii optimality. Tento
algoritmus sme predstavili v ¢lanku [2]].

Treti algoritmus je najprepracovanejsi a dosahuje najlepsie vysledky nie len v po-
rovnani v predoslymi dvomi, ale aj s inymi zndmymi algoritmami. Podrobnosti sa daju
pozriet' v ¢lanku [[I5]]. Hlavnou jeho vyhodou je, Ze vie pracovat’ s Tubovolnym mnoz-
stvom ohraniceni na zdroje, funguje so vSetkymi ortogondlne invariantnymi kritériami
optimality (vie pouzit aj l'ubovolné iné monoténne kritérid optimality). Porovnali sme
ho s niekolkymi inymi algoritmami, aj ked’ vzdy len na priestore s jedinym ohranice-
nim, inak by sa iné algoritmy nedali pouzit.

Okrem uloh navrhovania optimdlnych experimentov vieme pre vstup do tretieho
algoritmu upravit viacero tazkych problémov z diskrétnej optimalizdcie a kombinato-
riky. Napriklad takzvany knapsack problém (vid'. [[16]]), tedriu spolahlivost’ pocitaco-
vych sieti (vid'. [8]), a hladanie t-optimalnych grafov v tedrii grafov (vid'. [20]]).
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Na vysvetlenie principu algoritmu, potrebujeme definovat niekolko pojmov. Nech
=% je mnoZina vSetkych pripustnych exaktnych ndvrhov. Hovorime, Ze n—rozmerny
navrh { € Z% je vytvoreny z navrhu £ € E% krokom dopredu (resp. krokom do-
zadu) ak plati { = & +e; (resp. { = & —¢;), kde e; € R" je n—rozmerny vektor sa-
mych ntl s jednotkou na i—tej pozicii. Dalej zavedieme pojem hornych susedov na-
vthu & € E%, ako mnozinu vSetkych pripustnych navrhov, do ktorych sa vieme do-
stat’ z £ pomocou jedného kroku dopredu. Takze mnozina hornych susedov navrhu & je
UE)=1{E+eq,...,E +e,} NE™. Analogicky je mnozina dolnych susedov navrhu £ rovna
LE)={E—ep,...E —e,}NE™.

Vdaka podmienkam na ohranicenia na zdroje plati, Ze lubovolny pripustny exaktny
navrh je dostupny z 'ubovolného iného pripustného exaktného ndvrhu len pomocou
krokov dopredu a krokov dozadu po mnoZzine Z%*. Rovnako ako pri druhom algoritme
aj tu plati, Ze optimalny ndvrh je jeden z maximélnych ndvrhov vdaka monoténnosti
kritéria.

Priebeh algoritmu:

Algoritmus zacina v po¢iato¢nom ndvrhu a vykonava exkurzie po mnozine pripust-
nych exaktnych navrhov. Pocas exkurzii vyuziva tabu list V charakteristickych atribtitov
navrhov attr(&), ktoré uz navstivil a snazi sa do nich nevracat. Zavedieme pojem lokdl-
neho odhadu vyznamu navrhu val(&), ako redlne ¢islo odhadujice ako velmi slubny je
navrh & ako stcast exkurzie veducej k optimdlnemu ndvrhu. Tieto parametre sd presne
definované v préci.

Nech & prezentuje aktualny navrh v ktorom sa pocas exkurzie nachddzame. Algorit-
mus najskor skusi vykonat krok dopredu (ak sa atribtit aktudlneho ndvrhu nenachddza
na tabu liste attr(&) ¢ V) alebo krok dozadu (ak sa atribiit aktudalneho navrhu nacha-
dza na tabu liste attr(&) € V). Tymto krokom sa presunieme do susedného pripustného
exaktného ndvrhu . Pricom navrh { vyberame tak, ze ma maximdalnu hodnotu val({)
spomedzi vSetkych susednych navrhov ktoré nie su na tabu liste attr({) ¢ V.

Dalej ak sa algoritmus pokusi o krok dopredu ale neexistuje ziaden horny sused
¢ € U(&) ktorého atribut by nebol na tabu liste attr({) ¢ V, alebo naopak ak sa algorit-
mus pokusi o krok dozadu ale neexistuje Ziaden dolny sused { € L(&) ktorého atribiit
by nebol na tabu liste attr({) ¢ V, tak sa algoritmus pokusi urobit’ krok opa¢nym sme-
rom ako chcel p6évodne. Ak ani potom nendjde ziaden ndvrh do ktorého méze prejst,
tak tato patovu situdciu vyrieSi ndhodnym prechodom do Tubovolného pripustného
susedného navrhu ¢ € £(&) UU(&) bez ohl'adu na tabu list.

Vzdy ked algoritmus navstivi maximdlny navrh, tak overi ¢i tento navrh nie je lepsi
ako doteraz najlepsi dosiahnuty navrh. Ak je novy navrh lepsi, tak pokracujeme d’alej s
nim. Ak pocet krokov dozadu prekro¢i dant hranicu, tak exkurziu prehldsime za nets-
pesnu a zacneme novu exkurziu z doteraz najlepSieho najdeného navrhu. Aj netispesné

13



exkurzie sa zapisuju do tabu listu, tym padom d’alsia exkurzia je ind ako predosla. Na-
vySe smeruje k eSte nenavstivenym ndvrhom. Algoritmus skon¢i po vopred zadanom

Case a vrati najlepsi dovtedy najdeny navrh.

3.3 Numerické vysledky

V poslednej Casti predstavime numerické vysledky ziskané pomocou tretieho algoritmu.
Algoritmus sme spustali na rézne dlhé casy, podla rieSenych uloh. Ked sme hladalo
optimdlny navrh pre tlohu s velkym poctom oSetreni, alebo ked sme na zdklade vy-
sledkov chceli ndjst’ protipriklad k nejakej hypotéze, tak sme ho sptstali na hodinu a
dlhsie. Pri jednoduchsich tilohach, kde stacilo najst dostatocne eficientny navrh, alebo
sme dokdzali ndjst optimalny ndvrh dostatoc¢ne rychlo, sme ho pustali na kratSie.

Silno regularne grafy:
Prva otdzka, ktoru sme zodpovedali pomocou vysledkov ziskanych z tretieho algo-
ritmu, je hypotéza dva z clanku [11]].

Hypotéza 3.9 (Silno regularne grafy) Maji suvislé, silno reguldrne grafy maximdlnu

komplexitu?

Komplexita grafu znamend pocet kostier grafu. Graf s maximalnou komplexitou je
t—optimalny, resp. D—optimalny. Zaujimali sme sa o silno reguldrna grafy (srg) na
16 vrcholoch. Pre tri z nich, konkrétne Shrikhande graf - srg(16,6,2,2) s 48 hranami;
komplement k Shrinkhande grafu - srg(16,9,4,6) s 72 hranami; komplement k Cleb-
schovmu grafu - srg(16,5,0,2) s 80 hranami, sme nasli na rovhakom pocte hran a
vrcholov grafy s va¢sim poctom kostier. Pricom hodnoty kritérii D—optimality ndvrhov
prislichajucich k tymto trom silno regularnym grafom st postupne 98.65%, 99.68% a
99.61% z hodnot kritérii D—optimality optimalnych navrhov ndjdenych tretim algorit-
mom. TakZe tuto hypotézu sa pomocou vysledkov tretieho algoritmu podarilo vyvratit.

Dalsie $pecialne triedy grafov: Pre ziadnu d’al$iu $pecialnu triedu grafov, sme uz dal-
Sie hypotézy nevyvratili. Naopak sme niektoré hypotézy empiricky overili pre mensSie
grafy, alebo Specidlne pripady (kompletnou enumeréciou a tretim algoritmom). Kon-
krétne sa jedna o nasledujtice hypotézy (nie st empiricky potvrdené v celom zneni, ale
len na mensich pripadoch).

Hypotéza 3.10 (Mooreove grafy) Mooreove grafy majii maximdlny pocet kostier spo-
medzi vsetkych jednoduchych grafov s rovnakym poctom vrcholov a hrdn (vid. [17]]).

Hypotéza 3.11 (Jednoduché grafy) Nech G(v,e) je graf na v vrcholoch s e hranami,
pricom e < v(v — 1)/2. Potom graf prisliichajiici k Schurovsky optimdlnemu ndvrhu je
jednoduchy.

14



Ako d’alsie podporime tvrdenie, ktoré vyslovil Constantine na konci ¢lanku [[10].

Tvrdenie 3.12 (Constantine 1983) Pri odobrati viac ako (v+1)/2 hrdn z kompletného
grafu G na v vrcholoch nemézeme byt ndvrh, ktorému prislicha vysledny pdrovact graf,

Schurovsky optimdlny (optimdlny vzhladom na vsetky ortogondlne kritérid optimality).

O dalSej hypotéze si myslime, Ze pdjde dokdzat podobnymi technikami ako pre-
doslé uvedené teoretické vysledky v nasej prdci. Zatial sme ju vSak overili iba nume-
ricky.

Hypotéza 3.13 (Kompletny skoro regularny multipartitny graf) Jednoduchy graf,

ktory vznikol zo skoro-reguldrneho kompletného multipartitného grafu pridanim k—nesu-
sednych hrdn (pre v nepdrne este aj s pridanim (v — 1)/2 nesusednych hrdn a jednej
hrany, ktort priddme k vrcholu stupria nula) je Schurovsky najlepsia augmentdcia skoro-

reguldrneho kompletného multipartitného grafu.

Okrem toho sme este treti algoritmus porovnali so simulovanym zihanim [25]]. Treti
algoritmus nasiel (aZ na malé vynimky) rovnaké, alebo lepsSie ndvrhy ako simulované
zihanie. Podobne sme ukdzali vyuzitie druhého algoritmu na konkrétnej ulohe s kon-
trolnym oSetrenim. Kde kontrolného oSetrenie mézeme vyuzit ubovolné mnozstvo,
zatial' Co ostatnych oSetreni mame len urcity pocet.

3.4 Zaver

V préaci sme predstavili dva druhy vysledkov. Najskor teoretické, zaloZené na vlastnos-
tiach vlastnych ¢isel Laplacidnov parovacich grafov, ktoré prislichaji ndvrhom experi-
mentu. Ako druhé prakticky pouziteny algoritmus, ktory je pouZitelny na Siroku triedu
problémov. Nie len na blokové experimenty s velkostou bloku dva. Na zaver sme uka-
zali vysledky, ziskané pomocou tohto algoritmu. Myslime si, ze oblast’ prepajania tedrie
navrhovania experimentov a tedrie grafov je velmi zaujimava a ze sa v nej nachadza

eSte mnoZstvo nevyrieSenych problémov.
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Optimal design of block experiments

The main topic of the dissertation thesis is the optimal design of block experiments.
We are looking for such design, that maximizes amount of information for unknown
parameters of interest of linear regression model. The optimal design must be from the
set of all feasible designs, which are determined by constraints on resources. We work
with a big class of optimality criteria - with orthogonally invariant information criteria.
We focus on block experiments with the block size two, which can be represented by
concurrence graphs.

There are two kinds of results. Firstly, we show some theoretically derived clas-
ses of Schur-optimal augmentation of designs, found by applying results from graph
theory. These classes are the optimal augmentations of designs, which have following
concurrence graphs: Star graphs, Complete graphs, and Complete regular multipartite
graphs.

Secondly, we present three novel stochastic algorithms for finding optimal exact
designs with respect to the set of resource constraints. In the end of the thesis, we show
numerical results of these algorithms and propose hypotheses based on the results.
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