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Abstrakt

V naSom vyskume sa zaoberame zaistenymi investicnymi stratégiami. Jednym
z nasich cielov je zostrojenie stratégie, ktora s ohladom na charakter investicnych
moznosti prinesie investorovi optimdlne zhodnotenie na konci investi¢éného
horizontu pri dodrZani poziadaviek kladenych na rizikovost portfélia vo forme
rizikovej miery Conditional Value-at-Risk (CVaR). Ulohu budeme formulovat ako
problém investora maximalizujuceho ocakdvana uzitocnost z vynosu portfélia na
konci investiéného horizontu obchodujicom na tzv. tplnom trhu, s rizikovym
ohrani¢enim vo forme horného limitu na velkost rizikovej miery CVaR zvoleného
exogénne. V prispevku prezentujeme rieSenie statickej optimalizacnej ulohy a tiez
dynamickt investiénu stratégiu veducu k optimalnej termindlnej hodnote portfdlia

s vyuzitim tedrie stochastickych procesov.
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Abstract

We are investigating portfolio hedging policies. Our aim is to develop a strategy that
will lead to an optimal gain in the finite investment horizon while obeying CVaR
based risk management constraint. The problem is stated as a maximum terminal
time expected utility problem on a complete market while constrained by
exogenously defined upper bound on a portfolio terminal payoff CVaR measure. We

present a solution of static optimization problem as well as a dynamic strategy that
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leads to an optimal terminal payoff using stochastic calculus and martingale

framework.
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Uvod

Do povedomia finanénikov sa pojmy ako rizikovd miera a riadenie rizik dostali
koncom minulého storocia schvalenim a implementaciou dohdd Basel Capital
AccordIa II na nadndrodnej urovni, ktoré v zdujme stabilizdcie globalneho
financného systému definovali minimélne poziadavky kladené na procesy riadenia
rizik vo finanénych indtitaciach. Pod tlakom novych pravidiel vznikla legitimna
poziadavka vytvorift matematicky aparat, ktory by investorom a portfolio
manazérom umoznil kontrolovat rizikova expoziciu portfdlii, ¢o bolo jednou
zhlavnych motivdcii pre znovuobjavenie arozvoj tzv. zaistenych investicnych

stratégii’.

O zaistenej stratégii hovorime vtedy, ak sa investor vzda casti ocakdvaného vynosu
portfolia v prospech , poistenia” proti neo¢akdvanym stratdm. Do Standardnej alohy
investora maximalizujuceho ocdakdvany uzitok z vynosu portfolia vieme takéto
poistenie zapojit s pouzitim rdznych rizikovych mier. Jednou z takychto mier je aj
miera tzv. podmienenej hodnoty v riziku (CVaR z angl. Conditional Value-at-Risk),

ktorou sa zaoberame v nasom vyskume.

Nasim cieflom je zostrojenie investicnej stratégie, ktora prinesie investorovi
optimalne zhodnotenie na konci investiéného horizontu pri dodrzani poziadaviek
kladenych na rizikovost zvolenej stratégie vo forme rizikovej miery CVaR. Mame

ambiciu ukdzat, ze investi¢né stratégie zalozené na riadeni rizika pomocou miery

2 Vid napr. Perold (1986), Leland a Rubinstein (1988).



CVaR vedu k lepsim vysledkom ako portfdlia optimalizované pri dodrzani v praxi
pomerne beZne pouZivanej miery hodnoty vriziku (VaR zangl. Value-at-Risk),

s pouzitim metodiky navrhnutej v praci Basak a Shapiro (2001).

Prispevok je organizovany nasledovne. V prvej casti sformulujeme zakladnu ulohu
portfolio manaZéra, t.j. bez rizikového ohranicenia a zhrnieme zadkladné predpoklady
modelu. V druhej casti definujeme rizikovii mieru CVaR, sformulujeme tulohu
portfolio manazéra z rizikovym ohrani¢enim vo forme rizikovej miery CVaR a tiez
alternativhu ulohu. V tretej casti nacrtneme postup a definujeme presny tvar
optimalnej cielovej hodnoty portfolia. Definujeme tieZ zdkladné vlastnosti stratégie
v ase pred investicnym horizontom. V poslednej, Stvrtej casti, zhrnieme nase

vysledky a nacrtneme dalSie smerovanie nasho vyskumu.

V zaujme lepSej Citatelnosti st v texte opomenuté technické predpoklady, ktoré
priamo nesuvisia s vykladom a interpretdciou prezentovaného modelu. Ddkazy
tvrdeni, ktoré priamo nesuvisia srozoberanou problematikou, st prezentované

formou referencie na odborné texty, dokazy dolezitych tvrdeni st uvedené v prilohe.

1 Formulacia standardnej alohy portfélio manazéra

1.1 Zakladné predpoklady modelu

Pristup k optimalizacii portfolia s konecnym investicnym horizontom (ozn. T), ktory
vo svojej praci predstavili autori Basak a Shapiro (2001), predpoklada existenciu
N rizikovych aktiv (napr. akcii verejne obchodovanych spolocnosti s mozZnym
dividendovym vynosom) al bezrizikového aktiva (dlhopisu), dostupného
v lubovolnom mnozZstve. Cena dlhopisov je deterministickd funkcia casu
a bezrizikovej urokovej miery. Nahodnost cien akcii je vyjadrend existenciou
N-rozmerného Brownovho pohybu definovaného na filtrovanom
pravdepodobnostnom priestore. O dynamike cien dlhopisov (ozn. B) a akcii (ozn. S)

predpokladame, Ze vyhovuju stochastickym diferencidlnym rovniciam:

dB(t) = Bi(t)r(t)dt
dS;(t) + d;(t)dt S;(t) [us(t)dt +o;(t)dw(t)], j€1,....N,



kde vektor u(t) je proces driftu, matica o(t) je proces volatility N-rozmerného procesu
vyvoja cien obchodovanych akcii S(t) a 6(t) je spojity tok dividendovych platieb, r(t)

je bezrizikova trokova miera a w(t) je Standardizovany Brownov pohyb.

Investor drzi v poc¢iatocnom case (t = 0) otvorenu poziciu e; kusov v j-tej akcii, ¢im je
dany jeho pociatocny majetok vo vyske W(0) = e"S(0). Investor si zvoli (kladnu)
hodnotu portfolia v terminalnom case W(T) a investicnu stratégiu O(t) (j-rozmerny
vektor), kde j-ta zlozka vyjadruje hodnotu investicie vloZenu v j-tej akcii v case t.

Proces hodnoty portfdlia v ¢asoch 0 az T je definovany:
dW(t) = W(t) [r(z‘]th‘ +6(t)" (u(t) — r(t)1) dt + H{f}TmFu'[f]: .

Model predpokladd, ze uZitok investora z hodnoty portfélia je rastiica, konkdvna
a dvakrat diferencovatelnd funkcia, zavisla od hodnoty portfolia, ozn. u(Wi) s

vlastnostami:

lim, ,pu'(x) =00 alim, ,u'(z) =0.

1.2 Predpoklad aplného trhu

Pre model je dolezity predpoklad existencie tzv. tuplného trhu, ktory zarucuje, Ze
investor si vhodnou stratégiou (t.j. ndkupom a predajom vhodnych aktiv) dokaze
zaistit (replikovat®) Tubovolnu vyplatu v termindlnom case T. I ked je uvedeny
predpoklad pomerne silny, v praxi trhy s vysoko likvidnymi finanénymi aktivami
nie st prili§ vzdialené od uvedeného predpokladu. Uplny trh zarucuje existenciu
jedinej rizikovo-neutrdlnej pravdepodobnostnej miery as mou spojeného procesu

zmeny miery &(t) v tvare:
dé(t) = —£(t) [r(t)dt + w(t) "dw(t)]

kde vektor k(t) = a(t) "1 (u(t) — r(t)1) je Sharpeov koeficient trhovej ceny rizika a 1 je
N-rozmerny jednotkovy vektor. Nahodna premenna &(T) je Radon-Nikodymovd
derivacia spojend s prechodom do rizikovo-neutralnej pravdepodobnostnej miery.

Nakolko tento proces vystupuje vo vyjadreni optimalnej investicnej stratégie, jeho

3Vid napr. Melichercik et al. (2005).



interpretdciou sa podrobnejSie zaoberame v 3. casti, vktorej sa venujeme

vlastnostiam a interpretacii rieSenia.

1.3 Standardna tloha portfélio manazéra

Formuldcia tlohy, v ktorej riadenie rizik nehra Ziadnu rolu, je pomerne priamociara:
portfolio manaZér sa snazi maximalizovat ocakdvany uzitok zhodnoty portfélia

v termindlnom case pri dodrzani rozpoc¢tového ohranicenia, matematicky zapisané:

max Efu(Wr)]

ElerWr] < &W, (1)

kde u(.) je zvolend funkcia uzitoénosti, Wo je pociatoény kapital, W(T) je nahodna
premennd vyjadrujuca hodnotu portfdlia v termindlnom case a &(T) je Radon-
Nikodymova derivacia. Tzv. rozpoctové ohranicenie vo formuldcii ulohy vyjadruje
skutocnost, ze investor si moze zaistit iba takt koneénti hodnotu portfolia, ktord je
dosiahnutelnd vzhladom k vyske jeho pociatocného kapitalu Wo. RieSenie tejto tlohy
je uvedené napriklad v praci Gollier (1999), v tejto praci sa nim budeme okrajovo

zaoberat v 3. Casti.

2 Uloha riziko kontrolujiceho portfélio manazéra

2.1 Rizikova miera CVaR

Koherentni* rizikova miera CVaR je definovana ako strednd hodnota tzv. vyznamnych
strdt hodnoty investicie za obdobie do casu T, kde za vyznamnu stratu je povazovana
kazda strata vécsia alebo rovna ako hodnota v riziku VaR, ktora je definovana ako
a-kvantil rozdelenia strat:

CVaR,(Wr) = E[W,— Wy | W, — Wy > VaR,(Wy)]

VaR,(Wr) = —inf{ceR:P(Wr—-W, <¢) > al, (2a, 2b)

4 Trieda tzv. koherentnych rizikovych mier sa vyznacuje vhodnymi ,,matematickymi“ vlastnostami, vid
napr. Artzner et al. (1999) a Follmer a Schied (2010).



kde Wo a W(T) st definované ako v casti 1.3 a a je parameter hladiny vyznamnosti.
Volbou parametra a v rozsahu (0,1) definujeme rozsah strat, ktoré st povazované za

vyznamné.

2.2 Definicia alohy

V zaujme kontroly rizikového profilu portfélia moéZeme na velkost rizikovej miery
CVaR nastavit limit vo velkosti dWo:
IEI[H'[] — W | Wy —Wp = ‘[-"'nf?ml[ﬁ'-;-): < oWy,
)
kde & € [0,] je exogénny parameter, vyjadrujuci maximalnu akceptovatelnt

hodnotu miery CVaR, ako podiel z poc¢iatocnej hodnoty portfélia Wo.

Zapojenim vztahov (2b) a (3) do ulohy maximalizacie ocakdvaného uzitku z hodnoty
portfdlia na konci investicného horizontu definujeme tlohu CVaR-RM (z angl. CVaR

Risk Manazment) nasledovne:

max E [u (W]
E [&rWr] < &Wh
IE‘,:H'.;] — W |Wo — Wr = 1-’{:!?,,}{11";']] < oWy
VaR, (Wp)=—inf{ce R:P(W, — Wy <¢) = a}
4)
kde u(.), Wo, W(T), a, &1 a prvé z ohraniceni sii definované ako v casti 1.3, druhé a

tretie z ohraniceni vyjadrujd ohranicenie na riziko formou limitu kladeného

na rizikova mieru CVaRa (Wr).

2.3 Prechod k alternativnej formulacii problému

RieSenie ulohy (4) je v uvedenom tvare problematické, najma kvoli clenu VaR
v samotnej definicii rizikovej miery. V naSom vyskume mdame ambiciu ukdzat,
Ze tlohu (4) je mozné transformovat na tlohu, v ktorej bude rizikovy profil portfdlia
ohrani¢eny s pouzitim funkciondlu pribuzného miere CVaR. Motivaciou pre nas
zamer su vyskumy Rockafellar, Uryasev (2000), Krokhmal et al. (2002) a tiez Pflug

(2007), ktoré sa zaoberaju formuldciami a vlastnostami optimalizacnych uloh



ekvivalentnymi s ulohami s ohranienim v podobe miery CVaR. V prilohe A
uvadzame prehlad relevantnych vysledkov vyssSie wuvedenych vyskumov

podporujacich nasu hypotézu o existencii ekvivalentnej tlohy.

Tvurdenie 1: NiZsie uvedené optimalizacné tilohy:

w, ww=0

“h‘ﬁ: - [”[J“]] E [E?] : v, C'.I';ﬂf?m'{;?']

|

max_ Efu(z)] . E[fz] < ¢, Galz,¢) Sw, Y,w=0
(r,c)cH2

fa

(UlaU2)

su ekvivalentné v tom zmysle, Ze ich ticelové funkcie dosahujii rovnaké optimalne hodnoty.
Navyse, ak je CVaR ohranicenie v uilohe Ul aktivne, dvojica (X,¢) dosahuje v tilohe U2
minimum prave vtedy, ked X je riesenim ulohy Ul a ¢ € Ay(X) (tzv. mnoZina

akceptovatel'nosti, vid prilohu A). Presnejsie, ak mnoZina A, (X)obsahuje iba jeden izolovany

bod, riesenie uilohy U2 je (X, €) také, Ze X je rieSenim U1 a € je rovné VaRa(x).

Uvedené tvrdenie je v ¢ase pisania tohto textu v stadiu dokazovania. Jeho dokazanie
je jednym z cielov nasho vyskumu. Bez ohladu na platnost tvrdenia, v dalSom texte
definujeme a vyrieSime ulohu pribuznu ulohe (4) v tom zmysle, Ze rizikové
ohranicenie je substituované za funkciondl funkcie G(x,c) definovany v prilohe A

(definicia A.1).

2.4 Alternativna formulacia problému

Definujme ulohu investora maximalizujuceho ocakdvant uzitocnost z hodnoty

svojho portfdlia, ohrani¢eného funkciondlom Ga(x,c) nasledovne:
max E [u (Wp)
Wr.e )
E[&rWy] < Wy
e+ LR (W, — Wy — )] < oW,
a - -

()

kde u(.), Wo, Wr, a, 6, & a prvé z ohraniceni su definované ako v castiach 1.3 a 2.2.
Druhé z ohraniceni vyjadruje ohranicenie na riziko formou funkcionélu pribuznému

CVaRa(Wr) v zmysle tvrdenia 1 z predoslej casti.



3 Optimalne portfolio a jeho vlastnosti

3.1 RieSenie v terminalnom case T

RieSenim ulohy (5) je optimalna hodnota portfélia v terminalnom case, ktoru sa
investor bude snazit zaistit vhodnym ndkupom a predajom aktiv vzhladom
k uplatnenym ohraniceniam.  Ulohu rieSime ako dvojkrokovii optimalizaciu,
v prvom kroku odvodime optimalnu hodnotu portfélia ako funkciu parametra c
a v druhom kroku tulohu rieSime vzhladom k hodnote parametra c, o ¢<om hovori

nizsie uvedena veta.

Veta 1. Pre kazdu hodnotu parametra c nadobuida tiloha (5) maximum v bode:

I(wéT) ak &r < &
HTT = Hr'f'{(-::l — H'.j] —C ik € < &p < E
| E:H'.E.'f' — ”—f} ak € < &,

(6)

kde § = uWo =)y, &= W Wy —c) +y,/a)/y1 ayiy22 0 sii rieSenim siistavy rovnic:

E [E-rﬁ'-;-[.r_n-.r.ull] = W(0)

e+ ‘g [[”'n — Wr(y, ) — t’-']ﬂ = 0Wo alebo yz = 0.

¥

Dokaz vety je uvedeny v prilohe B.

Optimdlna volba konecnej hodnoty portfolia, ku ktorej bude investor svojou
investicnou stratégiou smerovat, zavisi od hodnoty stavovej premennej &(T).
Premennd &(T) vyjadruje stav, vakom sa trh nachadza. Vysoké hodnoty &(T)
vyjadruju negativny vyvoj na trhu, t.j. ceny aktiv klesajt, naopak nizke hodnoty &(T)
vyjadruju pozitivnu situdciu na trhoch, t.j. rasttci trend v cenach aktiv. V pripade, ak
by sme uvazovali trh iba s jednym aktivom, tato informécia by bola tplne popisana
hodnotou S(T), v takomto pripade by sa rieSenie dalo vyjadrit ako funkcia premennej
S(T). V pripade existencie viacerych aktiv je vSak nutné rieSenie charakterizovat ako

funkciu premennej £(T), v ktorej st agregované informadcie o cendch vsetkych aktiv.



Na obrdzku 1 je zndzorneny priebeh optimalneho bohatstva. Z obrazku, ako aj
z formuldcie optimalneho rieSenia a vlastnosti funkcie u(.), je zrejmy klesajuci (resp.
nerastuci) charakter rieSenia v premennej &(T). Uvedend skutocnost ma pomerne
jednoducht interpretaciu. V pripade klesajucich trhov je zaistovanie hodnoty
portfélia pomerne drahé, preto investor voli konzervativnejSie irovne zaistenia.
Naopak, v pripade pozitivnej situdcie na trhu je zaistenie vynosu lacné, preto
investor voli vysSie cielové urovne zaistenia. Zaistovanie hodnoty portfélia
vjednotlivych stavoch je kompromisom medzi cenou zaistenia a poklesu
ocakavaného uzitku, v pripade nizkej hodnoty portfélia v zlych stavoch. Do
rozhodovania vstupuje samozrejme aj samotné rizikové ohranicenie, ktoré nastavuje
urcité poziadavky na pravdepodobnostné rozdelenie konecénej hodnoty portfdlia
arozpoctové ohranicenie, ktoré vysledok naskdluje vzhladom k velkosti

pociato¢ného kapitalu.
Okrem klesajaceho charakteru je zrejmé aj rozdelenie stavov na tri oblasti, na ktorych
ma rieSenie odlisSny priebeh:
1. oblast vyjadrujuca pozitivnu situdciu na trhoch, kedy investor voli droven
zaistenia v rovnakej Struktare ako investor v Standardnej tlohe (rieSenie
Standardnej ulohy, t.j. bez ohranicenia na riziko je na obrdzku 1 zndzornené

prerusovanou ¢iarou),

2. oblast, kedy investor voli uplné poistenie proti ocakdvanym stratdm,

vzhladom k relativne prijatelnej cene zaistenia,

3. oblast, kedy investor voli iba diastocné zaistenie (s klesajucim trendom)

vzhladom k rastiicim cendm zaistenia hodnoty portfolia v tychto stavoch.
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Obr. 1: Optimalne rieSenie tlohy (5) v pripade, Ze ohranicenie na riziko

bude uplatnené.

3.2 RieSenie v casoch pred investicnym horizontom

V tejto Casti odvodime proces optimédlnej hodnoty portfélia W(t), ktory bude
v termindlnom case nadobudat rovnaké pravdepodobnostné rozdelenie ako nahodna

premennd W (T) definovana vo vztahu (6).

Proces W(t) odvodime za predpokladu tzv. izoelastickej funkcie uZitoénosti,
definovanej: u(x) = xP/p. kde p <1 akonstantnych parametrov r a k. Z definicie
procesu &(t) vyplyva, ze ide o tzv. gausovsky proces, t;j. pre podmienené rozdelenie

nahodnej premennej In &7 v case ¢ plati:
Iné&r|F ~ N (ha{f —(r+ %| &||*)T —t), ||| *(T — f]) .
Definujme funkciu
Er .. .
fie.6) =B [ L) | 7| = B[ Lo 6]
&t &

kde druha rovnost vyplyva z toho, ze informacia v case t je uplne vyjadrena

hodnotou &(t). Z uvedeného vyplyva, ze funkciondl na pravej strane rovnosti



vyjadrujuci rizikovo-neutrdlnu sticasntt hodnotu termindlnej hodnoty portfolia, je

markovsky a funkcia f(t, £(t)) existuje a pre hodnotu portfolia v case t plati:

W, = f(t. &) = E; [—”f l

- E{Ef & (Twn) terse + (Wo = lgerz + 1 (mér — =) Tge )|

1 _ . Yay 1=
— EiEi |:‘Ef ((FJ‘E}"}J plé'r‘_iﬁ + [”’[] — ﬂjlg*'_:é'r* (UIMI - I) 1@«_:5-:-)]

_ l—p _(1—p)Inéy
— E;_ Ei |:‘Ef (.E.h Pelimplim I]'l]'llE'j'"i-:l.Tii
t

) 1
+(W, — jlln%dn,ﬂ 1n.g+(m<€; i:) 1?*_:-5:-”

1-p ir ~
[N 1—pl In £ H’D_f-’
= 3 E, [“-ﬂ Y nEI]-]HE'I"ElHE + t E. ]']Tii‘_a."]Ti.‘f'j"c'.'.]nz
% . o o -
G} Galt)
1 Ya
Lk (e - 2) 1]
‘Et £ .fl\-.f o f<gr |
s lt)

kde pre explicitné odvodenie funkcii Gi(t) a Gz(t) aplikujeme lemu C.1 z prilohy C

po dosadeni vstupnych parametrov uvedenych nizsie:

Gy: Y=Ihé&r

1_.
= —p ¥ =
p
=1
y2 = In& Y2 =g

GGy m = Ene‘_;}—l(-r+%||:~:||?}|[i'_—i}

# = |IkIAT -

Z uvedenej lemy dostavame explicitné vyjadrenie funkcii Gi(t) a Ga(t):
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Pre funkciu Gs nepozname explicitné vyjadrenie, budeme ju preto reprezentovat:

1 = Yo 1—P !
Galt) = ¢ [ (3;1£'f' = ’r;) dP(&r).
£

=t oa =

Nakoniec, pre optimalnu hodnotu portfélia v case t € [0, T] plati:

W(t) = G (t) + Gat) + Gs(t).

3.3 Optimalna (dynamicka) investicna stratégia

Ozna¢me O(t) investiéna stratégiu, ktora vedie k optimalnej hodnote portfdlia
definovanej vo vete 1 v casti 3.1. 6(t) je N-rozmerny vektor, ktorého zlozky vyjadruju
hodnotu investicie vloZenej v jednotlivych rizikovych aktivach v kazdom case t.
Hodnota vektora 0(t) je dand predpisom :
B = _{gff]\" 5—{f}f W
Wity  o9¢(t)

. OW
= L 4P()——£(1)
W(t) :Idcf[#.ﬁg{ '

kde o, x, &(t), W(t) st definované ako v predoslom texte. Za povsimnutie stoji, Ze
uvedena investicnd stratégia je odvodend od stratégie investora rieSiaceho

Standardnt tlohu (ozn. 9% ) definovant vo vztahu (1) v ¢asti 1.3.



4 Zaver

V naSom vyskume sa venujeme Studiu zaistenych investicnych stratégii zalozenych
na rizikovej miere CVaR. V prvej casti sme definovali zakladné predpoklady modelu,
popisali sme vyznam predpokladu o uplnom trhu a stavovej premennej, definovali
sme Standardnt ulohu optimalizdcie na tplnom trhu. V druhej kapitole sme
definovali rizikovah mieru CVaR a pribuzny funkciondl, s pouzitim ktorych sme
zostavili tlohu CVaR-RM investora atiez alternativnu ulohu, ktoré podla nasej
hypotézy vedu k podobnym vysledkom. Odvodili sme rieSenie alternativnej tlohy
s pouzitim metodiky Kuhna a Tuckera a definovali sme dynamiku vyvoja optimalnej
hodnoty portfdlia a optimalnu investi¢nt stratégiu s pouzitim tedrie stochastickych
procesov. V dalSom vyskume mame ambiciu ukdzat, Ze investi¢né stratégie zaloZené
na rizikovej miere CVaR ajej pribuznom funkcionale dosiahnu lepsie kvalitativne

vlastnosti ako investi¢né stratégie predstavené v praci Basak a Shapiro (2001).

Priloha A

Prehl'ad relevantnych vysledkov o ekvivalencii vybranych uloh

Definicia A.1: Funkcia Ga(x,c) je definovand:

1
Gaolz,c) =c+ — [ (l{zx,y) — e)" fly)dy,
ye Rin

o

kde a € (0,1) je exogénny parameter, ¢ € R, [(x,y) € R funkcia deterministického vektora
X € X a ndhodného vektoray € R™ s rozdelenim f(y).

Veta A.2: Funkcia Ga(x,c), definovand podla A.1 je konvexnd a spojite diferencovatelnd
podla premennej c. Pre kazdé x € X hodnota miery CVaRa(x) moze byt dopocitani zo
vztahu:

CVaR, (x) = 1;}_1}; Galz, o),



kde mnoZina optimalnych rieseni uvedenej optimalizacnej 1ilohy je definovand

A,lx) = arg lll_iIlgl Gz, c)

je neprdazdny, ohraniceny a uzavrety interval (pripadne aj izolovany bod). Hodnota VaRa(x) je
dand:

Va R.-kli:?'::l = -'1Ir|':".:';' hranicn i b mnoiing _*-‘ln{.’{']
a plati:

VaR, () € m‘gm-i[il Golz,c) a CVaR, (z) = G.(z,VaR,(x)).

Dokaz vety je uvedeny v praci Rockafellar a Uryasev (2002).

Pre priblizenie vztahov definovanych v definicii A.1 a vete A.2 m6Zeme vektor x
interpretovat ako portfolio z mnoziny vSetkych pripustnych portfolii X, vektor y ako
nahodné ceny aktiv a funkciu I(x,y) ako stratu portfdlia x na trajektorii y. Vlastnost
konvexnosti funkcie Ga(x,c), ktora je dolezitd pri hladani globdlneho optima, je
dokdazana napr. v praci Rockafellar (1970).

Veta A.3: Minimalizicia miery CVaRa(x) podla premennej x € X je ekvivalentna
s minimalizdciou funkcie Ga(x,c) podla (x,c) € X X R v tom zmysle, Ze:

min C'VafR(a) = min G, (z.¢).

rc X (x.c)eX =R
kde bod (X,¢) je bodom minima pravej strany rovnosti prdve vtedy ked X je bodom minima
lavej strany rovnosti a ¢ € A,(X). Navyse, ak mnozina A,(X) obsahuje prive jeden
izolovany bod, minimalizdcie funkcie Ga(x,c) cez premenné (x,c) vriti par (X, ¢) (nie nutne
jednoznacny), kde X minimalizuje CVaRa(x) a € je rovné VaRa(x).

Dokaz vety je uvedeny v praci Krokhmal et al. (2002).

Veta A.4: NizSie uvedené optimalizacné tilohy:

min —R(z), CVaR(a) <w,ze X

- min _—R(z),Ga(r,c) Cw,x e X
(az)eX xR (01a02)

su ekvivalentné v tom zmysle, Ze ich 1icelové funkcie nadobiidajii rovnaké optimalne hodnoty.
Navyse, ak je CVaR ohranicenie v tilohe O1 aktivne, pdr (X, ¢) dosahuje minimum tilohy O2
prave vtedy, ked’ iba X dosahuje minimum tilohy O1 a ¢ € Ay (X). V specidlnom pripade, ak
mnozina Ay (X) obsahuje iba jeden izolovany bod, riesenim iilohy O2 je par (X,¢) taky, Ze X
maximalizuje vynos a € je rovné zodpovedajiicej hodnote VaRa(x).

Dokaz vety je uvedeny v praci Krokhmal et al. (2002).



Priloha B

Dokaz vety 1 z casti 3.1
Ulohu rie$ime v dvoch krokoch: v prvom kroku najdeme optimélne rozlozenie

bohatstva v zavislosti od & pre kazdu hodnotu parametra c, v druhom kroku
ndjdeme maximum cez vSetky hodnoty parametra c.

Predpokladajme, Ze riesenie W (T) definované vo vztahu (6) je optimdlne. Ak pre rozdelenie
hodnoty portfolia v termindlnom Case plati:

c+E [U“I'n — Wr(ur.wa) — o)t < 5W,

ohranicenie na riziko sa neuplatni a y2= 0.

Z definicie premenmjch vyplyva & = & a W(T) = I(y,&r) pre kaidé &p, tj. riesenie
zodpovedd rieseniu trividlnej maximalizacnej tlohy s konkdvnou tcelovou funkciou a
linedrnym ohranicenim na rozpocet.

Zodpovedd situdcii na obrdzku 2.
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Obr. 2: Optimdlne rieSenie 1ilohy (5) v pripade, Ze ohranicenie na riziko

nebude uplatnené.
Inak plati rovnost' v ohraniceni na riziko:
ct,E ['i” o — Wr(y,y2) — )| = dWy

a ulohu riesime ako optimalizacnu uilohu s viazanym extrémom. Ulohu prevedieme na tilohu
maximalizdcie icelovej funkcie s dodatocnymi clenmi vyjadrujiicim ohranicenia (Kuhn-
Tucker), o com hovori nasledovnad lema:



Lema B.1: Riesenie W (T) je riesenim tilohy:

max L (W, yy, 1)

We[l,oc)
LWy, p2) =u(W) — W — 3;—3%(”"_[] —Wr —c)*,

kde &, a, ¢ > 0 sut exogénne parametre a yi1, y2= 0.

Dokaz. Najskor ndjdeme vsetkych kandiddtov na bod maxima (body lokdlnych extrémov a
krajné body intervalu). Posledny scitanec vndSa do ilohy okrem nekonkdvnosti bod
nediferencovatelnosti. Kandiddtov preto hladdime zvlast na intervale [0,Wo-c] a zvldst na
(Wo-c,0).
Nutnd podmienka optima je v tvare:

1. ak hladame optimalne W na intervale [0, Wo-c]:

Ya

0 = o (1-’1-')—;;-_;—’+F
W= I(me-2).

[

2. ak hl'addme optimdlne W na intervale (Wo-c,00):

0 = o (H) — €

W = I (1) .

Identifikovali sme 3 kandidatov pre bod globdlneho maxima: I(y:&), Wo-c

a I(y1&—y2/a) (z vlastnosti icelovej funkcie je zrejmé, Ze v bodoch 0 a oo sa globdlne maximum
nachdadzat nebude). Pre rozne konfigurdcie exogénnych parametrov &, ¢ a a moZe funkcia
nadobudat’ globdlne maximum v roznych bodoch, pre urcenie bodu maxima je preto nutné
porovnat funkéné hodnoty ticelovej funkcie pre rozne hodnoty parametra & vo vztahu
k ostatnym parametrom.

Definujme body ca§ v ktoryjch platia rovnosti iicelovej funkcie v bodoch I (yi&), ), Wo-c
al(y:€ —y2la):

I (,ulé]l = Wy —c

C
'\-u‘__
£ T (ylf— U_z) = W, —ec.
o
Ak bude parameter & nadobuidat hodnoty v intervale [0, §), z vlastnosti funkcie I(.) platia

nerovnosti: 1(y1 &) > Wo-c a 1(y1&—y2/a) > Wo-c, t.j. oba body obratu funkcie sa nachddzajii
v oblasti vpravo od bodu Wo-c. Pre hodnotu ticelovej funkcie plati:

u(l(né)) — v &) + .Uz,—llf{y:f] >u(Wy —c) — (W — ) + y—%(”"n —c),
i ¥



¢ize pre takéto nastavenie parametrov funkcia nadobiida maximum v bode 1(y1&). Zodpovedd
situdcii na obrdzku 3.

ul-)

Wo—e [ (3 Wi
Obr. 3: Porovnanie moznyjch tvarov ticelovej funkcie pre hodnoty parametra & € [0, &).

Ak bude parameter & nadobiuidat hodnoty v intervale [E,OO), z vlastnosti funkcie 1(.) platia
nerovnosti: I(y1€) < Wo-c a I(y1&—y2/a) < Wo-c a pre hodnotu ticelovej funkcie plati:
— - —_ —_ (15 1) —_ T-
z (f (.?;-_E = ﬁ)j — &l (.ULE - J—‘z) +21 (y-_f_;’ = ';—2)
o o a ot
> u(Wo — ) — mE(Wo — e) + Z(Wp — o),
o
¢ize globdlne maximum sa nachddza v bode 1(y1&—y2/a). Zodpovedd situdcii na obrdzku 4.
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Obr. 4: Toar vi¢elovej funkcie pre hodnoty parametra & € [E,OO ).

Ak bude parameter & nadobiidat” hodnoty v intervale [§, &), z vlastnosti funkcie I(.) platia
nerovnosti: I(yi&) < Wo-c a 1(yi1&—y2/a) > Wo-c, Cize jediny kandiddt na maximum je bod Wo-
c a preto je aj bodom globdlneho maxima. Zodpovedad situdcii na obrdzku 5.
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Obr. 5: Porovnanie funkcénych hodnot vicelovej funkcie v bodoch lokdlnych extrémouv pre hodnoty

parametra EE [ é , E)

Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze rieSenie W je globdlnym maximom funkcie L(W,y1,y2) pre
vsetky mozné stavy &, Co vyuzijeme v nizsie uvedenej nerovnosti.

Vrdtme sa spit k tilohe (5). Nech W(T) je I'ubovolny kandiddt pre optimdlne riesenie tilohy,
potom plati:

E[u(Wr)] — E[u(Wr)]

Efu(Wr)] — Elu(Wr)] — 1 Ws + 1 Wy — Z6W, + 25w,
¥ ¥

[N

E[u(Wy)] — Efu(Wr)] — wElgrWr] + B[]
1 A ‘ | , o
—y2(c+ —E [I[H'h — Wy — :’.‘}+} )+ y2e+ —E [(Wo — W —e)*])
o o

> 0.

Uvedené nerovnosti vyplyvajii z ohranicenti ilohy (5) a toho, Ze W (T) je globdlne maximum
funkcie LIW,y1,y2) (dokaz lemy B.1). Tvar rieSenia v pripade uplatnenia ohranicenia na riziko
zodpovedd situdcii na obrdzku (1) v ¢asti 3.1.

Ukdzali sme, Ze bod W (T) riesi tilohu (5) pre kazdi hodnotu parametra c. Na to, aby sa tiloha

(5) transformovala na vilohu (4) s ohranicenim na riziko vo forme miery CVaRa(Wt), musime
v zmysle tordenia 1 ndjst také ¢, ktoré riesi vilohu:

max E [u (ﬁ"ﬂr'fﬂ)) ]
E [&Wr(e)] < W

e+ —E[(Wo— Wir(e) — *] <o,
¥



Priloha C
Lema o strednej hodnote lognormalnej nahodnej premennej
Lema C.1: (). Nech Y ~ N (m,s?)

a y1 < y2, potom plati:

a 5
= I Yo — 1 — k8™ W — M — 8"

IE e ¥} 1;,-,*33'}-’-'5'-'2] — @ T+ 8 (‘I-" ( ) - ‘:I} ( )) ‘
L L ! o P

kde @(.) je kumulovand distribuc¢nd funkcia Standardizovaného normdlneho rozdelenia.
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