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1 Úvod

V práci [2] autori Basak a Shapiro de�nujú problém maximalizácie uºito£nosti port-
fólia, s rizikovým ohrani£ením v podobe limitu na ve©kos´ miery VaR v kone£nom
investi£nom horizonte. Autori poukazujú na nevhodné vlastnosti VaR-RM stratégie
pre riadenie rizikovosti portfólia, ktoré sú priamym dôsledkom de�nície miery VaR.
Ich hlavným argumentom je skuto£nos´, ºe miera VaR kontroluje iba pravdepodob-
nos´ výskytu najvä£²ích strát a nie ich ve©kos´, v dôsledku £oho môºe VaR-RM
stratégia v zlých stavoch implikova´ ¤aleko vy²²ie straty, ako by dosiahlo portfólio
bez rizikového ohrani£enia.

V práci de�nujú alternatívnu rizikovú mieru LEL (a angl. Limited Expected
Losses), ktorá okrem pravdepodobnosti výskytu významných strát kontroluje aj
ich ve©kos´. De�nujú tieº investi£nú stratégiu zaloºenú na miere LEL, ktorá vedie
ku kvalitatívne lep²ím portfóliám, ako stratégia zaloºená na miere VaR. Rizikovú
mieru de�nujú ako cenu predajnej opcie európskeho typu, t.j. ve©kos´ rizika je vy-
jadrená cenou poistenia hodnoty portfólia.

Samotní autori upozor¬ujú, ºe riziková miera LEL, rovnako ako aj miera VaR,
nepatrí do triedy tzv. koherentných mier, £o nazna£uje, ºe miera LEL nemusí by´
efektívna v meraní rizikového pro�lu portfólia. Uvedená skuto£nos´ je motivujúca
pre h©adanie alternatívnej rizikovej miery, ktorá by svojimi vlastnos´ami bola vhod-
nej²ia k riadeniu rizikovej expozície portfólia. Takouto mierou sa javí by´ koherentná
riziková miera nazývaná AVaR, z angl. Average Value-at-Risk, ktorú v práci [9] z roku
2000 de�novali Rockafellar a Uryasev. Táto práca priamo nadväzuje na vy²²ie uve-
dené výsledky de�novaním dynamickej investi£nej stratégie, umoº¬ujúcej kontrolu
rizikovej expozície s pouºitím miery AVaR.

2 Axiomatika rizikových mier

Uvaºujme pravdepodobnostný priestor (Ω,P). Rizikom budeme nazýva´ náhodnú
premennú X vyjadrujúcu výnos portfólia v £ase kone£ného investi£ného horizontu
T , ktorý v stave ω ∈ Ω nadobudne hodnotu X(ω). Nech G je mnoºina v²etkých
rizík, t.j. v²etkých funkcií X : Ω → R a nech A je tzv. mnoºina akceptovate©nosti,
t.j. mnoºina takých rizík, ktoré sú pre investora akceptovate©né z poh©adu moºných
strát na hodnote portfólia a dôsledkov plynúcich z týchto strát (napr. bankrot, in-
solventnos´ investora, a.i.). Niº²ie uvádzame axiómy pre mnoºiny akceptovate©nosti,
ako boli de�nované v práci [1].

Axióma 1. Mnoºina akceptovate©nosti A obsahuje mnoºinu L+, kde L+ je mnoºina
v²etkých nezáporných prvkov mnoºiny G.

Axióma 2. Mnoºina akceptovate©nosti A sa neprekrýva s mnoºinou L−−, kde

L−− ≡ {X | ∀ω ∈ Ω, X(ω) < 0}.

Axióma 3. Pre mnoºinu akceptovate©nosti A platí: A∩L− = {0}, kde L− je mno-
ºina v²etkých záporných prvkov mnoºiny G a {0}.

Axióma 4. Mnoºina A je konvexná.
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Axióma 5. Mnoºina A je pozitívne homogénny kuºe©.

V ¤al²om texte ozna£me rizikovú mieru ako funkciu ρ(·). Kladnú hodnotu ρ(X)
môºeme interpretova´ ako poºiadavku na navý²enie kapitálu, po ktorom sú straty
na hodnote portfólia pre investora akceptovate©né. Záporná hodnota ρ(X) nazna-
£uje, ºe po zníºení kapitálu vo vý²ke ρ(X) sú moºné straty na hodnote portfólia
pre investora stále akceptovate©né (pod pojmom kapitál môºeme rozumie´ napríklad
vlastné imanie investi£nej spolo£nosti, t.j. navý²ením imania si spolo£nos´ vytvára
rezervy, z ktorých vie vykry´ prípadné straty na hodnote portfólia).

De�nícia 1. Riziková miera je zobrazenie z mnoºiny G do R.

De�nícia 2. Riziková miera spojená s mnoºinou akceptovate©nosti A je zobrazenie
z G do R ozn. ρA,r de�nované:

ρA,r(X) ≡ inf{m ∈ R |m · r +X ∈ A},

kde r je výnos referen£ného investi£ného nástroja (napr. bezrizikového dlhopisu).

De�nícia 3. Mnoºina akceptovate©nosti spojená s rizikovou mierou ρ je mnoºina
Aρ de�novaná:

Aρ ≡ {X ∈ G | ρ(X) ≤ 0}.

Axióma T. Transla£ná invariancia: ∀X ∈ G a ∀c ∈ R : ρ(X + c · r) = ρ(X)− c.

Axióma S. Subaditivita: ∀X a Y ∈ G : ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ).

Axióma PH. Pozitívna homogenita: ∀λ ≥ 0 a ∀X ∈ G : ρ(λX) = λρ(X).

Axióma M. Monotónnos´: ∀X a Y ∈ G : X ≤ Y =⇒ ρ(X) ≥ ρ(Y ).

Axióma R. Relevantnos´: ∀X : X ≤ 0 a X 6≡ 0 =⇒ ρ(X) > 0.

Vy²²ie uvedené axiómy majú pomerne zrejmú ekonomickú interpretáciu. Vlast-
nos´ T zaru£uje, ºe miera pracuje v rovnakých jednotkách ako je vyjadrená hodnota
portfólia. Pokia© má miera vlastnos´ T, potom pre kaºdéX platí: ρ(X+ρ(X)·r) = 0,
kde uvedená rovnos´ priamo súvisí s de�níciou mnoºiny akceptovate©nosti spojenej
s mierou ρ(·). Vlastnos´ S súvisí so vz´ahom diverzi�kácie portfólia a rizika, t.j. miera
s vlastnos´ou S priradí diverzi�kovanému portfóliu pozostávajúceho z dvojice pozícií
X+Y nanajvý² takú rizikovú váhu ako oddeleným portfóliám X a Y v sú£te. Miera,
ktorá má vlastnos´ PH je lineárna vzh©adom k ve©kosti portfólia. Miera s vlastnos-
´ou M priradí rizikovej²iemu portfóliu vy²²iu rizikovú váhu a nakoniec vlastnos´ R
zaru£uje, ºe pokia© riziko existuje, riziková miera ho zachytí.

De�nícia 4. Riziková miera s vlastnos´ami transla£nej invariancie, subaditivity,
pozitívnej homogenity a monotónnosti sa nazýva koherentná.

Na prácu [1] nadväzujú autori prác [4] a [5] de�novaním vlastnosti konvexnosti
a triedy tzv. konvexných rizikových mier.

Axióma K. Konvexnos´: ∀X a Y ∈ G a ∀λ ∈ [0, 1] : ρ(λX+ (1−λ)Y ) ≤ λρ(X) +
(1− λ)ρ(Y ).
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3 Stratégie s vyuºitím rizikových mier

Uvaºujme �ltrovaný pravdepodobnostný priestor (Ω,F , {Ft}t≥0,P). Investor má
moºnos´ investície do N rizikových aktív s náhodným výnosom (napr. akcie bez divi-
dendového výnosu) a jedného bezrizikového aktíva s deterministickým výnosom r(t)
(napr. ²tátny dlhopis s vysokým ratingovým hodnotením). V²etky aktíva dostupné
na trhu je moºné zobchodova´ za trhové ceny v ©ubovo©ných (resp. dostato£ných)
mnoºstvách. Vo �nanciách sa takýto trh nazýva likvidný. Ozna£me S(t) vektor re-
prezentujúci cenu rizikových aktív a B(t) cenu dlhopisu v £ase t. Náhodné ceny
rizikových aktív modelujeme s pomocou N -rozmerného geometrického Brownovho
pohybu, t.j. dynamika trhu je daná nasledujúcimi rovnicami

dS(t) = S(t)µ(t)dt+ S(t)σ(t)dw(t)

dB(t) = B(t)r(t)dt,

kde µ(t) ≡ (µ1(t), . . . , µN(t))> je vektor driftov, matica σ(t) ≡ {σjk(t); j, k =
1, . . . , N} je matica volatilít rizikových aktív a w(t) ≡ (w1(t), . . . , wN(t))> je N -
rozmerný Wienerov proces. V²etky stochastické procesy v modeli sú adaptované
k �ltrácii generovanej procesom w(t).

Ozna£me W (0) po£iato£nú hodnotu portfólia. Investor si zvolí kone£ný inves-
ti£ný horizont T , výplatnú funkciu portfólia W (T ) a investi£nú stratégiu θ(t), ktorá
vyjadruje podiel investície v jednotlivých rizikových aktívach. Potom pre hodnotu
portfólia v ©ubovo©nom £ase t ∈ (0, T ) platí

dW (t) = W (t) θ(t)>
(
µ(t)dt+ σdw(t)

)
+W (t)

(
1− θ(t)>1

)
r(t) dt, (1)

kde 1 ≡ (1, 1, . . . , 1)>. Takto de�novaný trh je úplný, t.j. kaºdá výplatná funkcia
v budúcnosti môºe by´ zaistená obchodovaním dostupných aktív [3]. Tento pred-
poklad implikuje existenciu jedinej rizikovo-neutrálnej pravdepodobnostnej miery a
s ¬ou spojeného procesu zmeny miery ξ(t), ktorý je daný vz´ahom

dξ(t) = −ξ(t)r(t)dt− ξ(t)κ(t)>dw(t)

ξ(0) = 1, (2)

kde κ(t) = σ(t)−1 (µ(t)− r(t)1) je Sharpeov koe�cient trhovej ceny rizika.
Náhodnú premennú ξ(T, ω) môºeme interpretova´ ako cenu Arrow-Debreu aktíva

(vi¤ napr. prácu [6]), resp. ako cenu zaistenia jednotkovej výplaty portfólia v stave
ω ∈ Ω na jednotku pravdepodobnosti P v £ase T . V ¤al²ích analýzach budeme
premennú ξ(t) uvaºova´ ako stavovú premennú1.

Nakoniec predpokladáme, ºe preferencie investora vo vz´ahu k riziku sú dobre
charakterizované spojitou, dvakrát diferencovate©nou, rastúcou a konkávnou fun-
kciou uºito£nosti u(·), s vlastnos´ami limx→0 u

′(x) =∞ a limx→∞ u
′(x) = 0. V nie-

ktorých aplikáciách budeme predpoklada´ konkrétnu, tzv. izoelastickú funkciu uºi-
to£nosti de�novanú

u(x) =
xp

p
p < 1, p 6= 0. (3)

1Pre lep²iu £itate©nos´ matematických zápisov budeme premenné W (0),W (T ), ξ(0), ξ(t), ξ(T )
v prípade potreby v ¤a©²om texte zna£i´ W0,WT , ξ0, ξt a ξT .
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3.1 Optimalizácia nezaisteného portfólia

Cie©om investora je, vo©bou vhodnej výplatnej funkcie WT , maximalizova´ o£aká-
vanú uºito£nos´ z hodnoty portfólia v £ase investi£ného horizontu,. Predpoklad o úpl-
nosti trhu implikuje tzv. rozpo£tové ohrani£enie

E [ξTWT ] ≤ W0, (4)

kde ξT je stavová premenná ur£ená vz´ahom (2) a W0 je po£iato£ná hodnota port-
fólia. Investovaním na úplnom trhu má kaºdý investor moºnos´ zaistenia ©ubovo©nej
výplatnej funkcie v budúcnosti, napríklad zakúpením derivátovej ²truktúry s vyspo-
riadaním v £ase T . Investor si môºe dovoli´ kúpi´ iba portfóliá s obstarávacou cenou
neprevy²ujúcou vý²ku jeho po£iato£ných zdrojov W0 [3].

Spojením vy²²ie de�novanej ú£elovej funkcie a ohrani£enia (4) de�nujeme tzv.Úlohu
nezaisteného investora

maxE[u(WT )]

E[ξTWT ] ≤ W0, (5)

kde u(·) je zvolená funkcia uºito£nosti. Rie²ením úlohy (5) je portfólio reprezentované
výplatnou funkciou WB

T de�nované vo Vete 1.

Veta 1. Rie²ením úlohy nezaisteného investora, de�novanej vo vz´ahu (5), je vý-
platná funkcia WB

T ≡ Ŵ (T ) de�novaná

WB
T = I(yξT ), (6)

kde I(·) je inverzná funkcia prvej derivácie funkcie u(·), a y ≥ 0 je rie²ením rovnice

E
[
ξT Ŵ (T ; y)

]
= W0. (7)

Za predpokladu kon²tantných parametrov κ(t) a r(t) je náhodná premenná ln ξt
z normálneho rozdelenia a s uvaºovaním funkcie uºito£nosti de�novanej vo vz´ahu
(3) je z de�nície optimálneho portfólia a vz´ahov (1) a (2) moºné odvodi´ proces
optimálnej hodnoty portfólia

WB(t) =
y

1
p−1

ξt
exp

{
p

p− 1

(
ln ξt +

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)(

T − t
))}

a tieº optimálnu investi£nú stratégiu nezaisteného investora v £ase t ∈ (0, T ) (vi¤
napr. prácu [8]), ktorá je daná vz´ahom

θB(t) =
1

1− p
(
σ>
)−1

κ. (8)

Optimálnu stratégiu θB(t) vyuºijeme v ¤al²ích £astiach práce na analýzu dynamiky
investi£ných stratégií.
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3.2 Stratégia VaR-RM

Investor môºe okrem optimálneho o£akávaného výnosu svojej investície poºadova´
aj kontrolu nad rizikovým pro�lom portfólia. Jedným z moºných spôsobov merania
rizikovosti portfólia je miera VaR, na ktorej je zaloºená investi£ná stratégia VaR-RM
(z angl. Value-at-Risk Risk Management).

3.2.1 De�nícia úlohy

Pripome¬me, ºe miera VaR je de�novaná ako ve©kos´ straty na hodnote portfólia
za obdobie [0, T ], ktorá je prekro£ená s pravdepodobnos´ou α, t.j. platí

P(WT ≥ W ) ≥ 1− α.

Pridaním uvedeného ohrani£enia do úlohy (5) dostávame úlohu VaR-RM investora,
ako bola de�novaná v práci [2]

maxE[u(WT )]

E[ξTWT ] ≤ W0 (9)
P(WT ≥ W ) ≥ 1− α,

kde α je parameter hladiny významnosti, u(·) je zvolená funkcia uºito£nosti, W0

po£iato£ná hodnota investície a ξT stavová premenná de�novaná ako v úlohe (5).

3.2.2 Rie²enie v £ase T

Rie²ením úlohy (9) je výplatná funkcia W V aR
T ≡ Ŵ (T ) de�novaná vo Vete 2.

Veta 2. Optimálna výplatná funkcia VaR-RM portfólia v £ase T je rovná

W V aR
T =


I(zξT ) ak ξT < ξ

W ak ξ ≤ ξT < ξ

I(zξT ) ak ξ ≤ ξT ,

(10)

kde funkcia I(·) je inverzná funkcia prvej derivácie funkcie uºito£nosti u(·), ξ =

u′(W )/z, ξ je rie²ením rovnice P(ξT > ξ) = α a z ≥ 0 rie²i E[ξT Ŵ (T ; z)] = W0.
Rizikové ohrani£enie VaR je uplatnené práve vtedy, ke¤ ξ < ξ.

3.2.3 Vlastnosti VaR-RM stratégie

Uvaºujme opä´ funkciu uºito£nosti de�novanú ako vo vz´ahu (3) a kon²tantné pa-
rametre r a κ. Potom pre hodnotu optimálneho VaR-RM portfólia v £asoch t < T
platí [2]

W V aR(t) =
eΓ(t)

(zξt)
1

1−p

−

[
eΓ(t)

(zξt)
1

1−p

Φ(−d1(ξ))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξ))

]

+

[
eΓ(t)

(zξt)
1

1−p

Φ(−d1(ξ))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξ))

]
, (11)
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kde Φ(·) je kumulatívna distribu£ná funkcia rozdelenia N (0, 1), ξ = 1/(zW 1−p), ξ a
z sú de�nované ako vo Vete 2 a

Γ(t) =
p

1− p

(
r +
‖κ‖2

2

)
(T − t) +

(
p

1− p

)2 ‖κ‖2

2
(T − t) (12)

d2(x) =

lnx− ln ξt +

(
r − ‖κ‖

2

2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

(13)

d1(x) = d2(x) +
‖κ‖
√
T − t

1− p
. (14)

Pre optimálnu investi£nú stratégiu VaR-RM investora platí [2]

θV aR(t) = qV aR(t) θB(t), (15)

kde θB(t) je stratégia nezaisteného investora de�novaná vo vz´ahu (8) a

qV aR(t) = 1−
We−r(T−t)(Φ(−d2(ξ))− Φ(−d2(ξ)))

W V aR(t)

+
(1− p)(W −W )e−r(T−t)Φ(d2(ξ))

W V aR(t)‖κ‖
√
T − t

. (16)

Ako sa dá zo vz´ahu (15) nahliadnu´, funkcia qV aR(t) vyjadruje relatívnu expozíciu
v rizikových aktívach vo£i nezaistenému portfóliu. To znamená, ºe VaR-RM investor
si zvolí rovnaké váhy v rizikových aktívach ako nezaistený investor, nebude ich v²ak
udrºiava´ kon²tantné, ale v závislosti od vývoja trhu bude upravova´ tzv. pákový
efekt portfólia.

3.3 Stratégia LEL-RM

De�ujme mieru LEL ako európskej predajnej opcie s realiza£nou cenou W . Nasta-
vením horného limitu na ve©kos´ rizikovej miery LEL de�nujeme ohrani£enie

E [ξT (W −WT )1WT≤W )] ≤ ε, (17)

kde ε ≥ 0. Zapojením ohrani£enia (17) do úlohy (5) dostávame úlohu LEL-RM
investora ako bola de�novaná v práci [2]

maxE[u(WT )]

E[ξTWT ] ≤ W0 (18)
E[ξT (W −WT )1WT≤W )] ≤ ε,

kde u(·),W0 a ξT sú de�nované ako v úlohe (5), parametreW a ε vyjadrujúce postoj
investora k riziku sú zvolené exogénne.
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3.3.1 Rie²enie v £ase T

Rie²ením úlohy (18) je náhodná premenná WLEL ≡ Ŵ (T ) de�novaná vo Vete 3.

Veta 3. Optimálna výplatná funkcia LEL-RM portfólia v £ase T je rovná

WLEL
T =


I(z1ξT ) ak ξT < ξ

ε

W ak ξ
ε
≤ ξT < ξε

I ((z1 − z2) ξT ) ak ξε ≤ ξT ,

(19)

kde

ξ
ε

= u′(W )/z1 (20)

ξε = u′(W )/(z1 − z2) (21)

a z1, z2 ≥ 0 sú rie²ením systému

E
[
ξT ŴT (T ; z1, z2)

]
= W0 (22)

a

E
[
ξT (W − ŴT (T ; z1, z2))1ŴT (T ;z1,z2)≤W

]
= ε, (23)

alebo E
[
ξT (W − ŴT (T ; z1, z2))1ŴT (T ;z1,z2)≤W

]
< ε a z2 = 0. (24)

Rizikové ohrani£enie LEL-RM stratégie je uplatnené práve vtedy, ke¤ ξ
ε
< ξε.

3.3.2 Vlastnosti LEL-RM stratégie

Uvaºujme opä´ funkciu uºito£nosti de�novanú ako vo vz´ahu (3) a kon²tantné pa-
rametre r a κ. Potom pre hodnotu optimálneho LEL-RM portfólia v £asoch t < T
platí [2]

WLEL(t) =
eΓ(t)

(z1ξt)
1

1−p

−

[
eΓ(t)

(z1ξt)
1

1−p

Φ(−d1(ξ
ε
))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξ

ε
))

]

+

[
eΓ(t)

((z1 − z2)ξt)
1

1−p

Φ(−d1(ξε))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξε))

]
,

kde Γ(t) je de�nované ako vo vz´ahu (12), d1(x), d2(x) ako vo vz´ahoch (14) a (13)
a a multiplikátory z1 a z2 sú de�nované ako vo Vete 3 a pre kon²tanty ξ

ε
a ξε

platí ξ
ε

= 1/(z1W
1−p) a ξε = 1/((z1 − z2)W 1−p). Optimálnu investi£nú stratégiu je

podobne ako pri VaR-RM modeli moºné vyjadri´ ako

θLEL(t) = qLEL(t)θB(t), (25)

kde θB(t) je stratégia nezaisteného portfólia de�novaného v (8) a expozícia v riziko-
vých aktívach relatívne k nezaistenému portfóliu qLEL je de�novaná

qLEL(t) = 1−
We−r(T−t)(Φ(−d2(ξ

ε
))− Φ(−d2(ξε)))

WLEL(t)
. (26)
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4 Stratégia AVaR

Riziková miera AVaR, ktorej autormi sú Palmquist a Uryasev [7], sa stala pomerne
ob©úbenou mierou medzi akademikmi, najmä v¤aka vlastnosti koherentnosti, kto-
rou nedisponuje napr. ani jedna z mier, na ktorých boli zaloºené stratégie uvedené
v predo²lom texte. Za pov²imnutie stojí tieº skuto£nos´, ºe miera AVaR okrem prav-
depodobnosti dosiahnutia významných strát kontroluje aj ich ve©kos´, pri£om práve
absencia kontroly ve©kosti strát je jedným z hlavných argumentov kritikov rizikových
mier, zaloºených na kvantilovej analýze rozdelenia výnosov, medzi ktoré do ur£itej
miery patrí aj miera AVaR. Uvedené skuto£nosti nazna£ujú, ºe investi£né stratégie
vytvorené s pouºitím miery AVaR by mohli dosiahnu´ kvalitatívne vy²²iu úrove¬,
ako stratégie VaR-RM a LEL-RM. V tejto £asti popisujeme kon²trukciu investi£nej
stratégie zaloºenej na miere AVaR.

4.1 De�nícia úlohy

Ozna£me XT náhodnú premennú, ktorá vyjadruje zmenu hodnoty portfólia od £asu
0 do £asu T . Rizikovos´ portfólia môºeme pomocou miery AVaR vyjadri´

AV aRα(XT ) =
1

α

∫ α

0

V aRp(XT ) dp, (27)

V aRp(XT ) = − inf {m ∈ R : P (XT ≤ m) > p} , (28)

4.1.1 Základná úloha

Opä´ uvaºujeme model trhu de�novaný v £asti 3. Pridaním ohrani£enia do úlohy
nezaisteného investora de�novaného vo vz´ahu (5) de�nujeme tzv. Základný problém
AVaR investora

max
WT

E [u (WT )]

E [ξTWT ] ≤ W0

AV aRα(WT −W0) ≤ δW0 (29)

kde u(·), W0 a ξT sú de�nované ako v úlohe (5) a α a δ sú exogénne parametre.
Druhé ohrani£enie kontroluje rizikovú expozíciu formou limitu na hodnotu miery
AVaR v £ase T .

4.1.2 Alternatívna úloha AVaR investora

Nako©ko úloha (29) obsahuje relatívne komplexné rizikové ohrani£enie, de�nujeme
alternatívnu formuláciu úlohy, ktorá je za ur£itých okolností ekvivalentná pôvodnej
úlohe AVaR investora [10]. De�nujme funkcionál

Gα(X, c) = c+
1

α
E
[
(−X − c)+

]
(30)

10



kde X : Ω → R je náhodná premenná, c ∈ R, α ∈ (0, 1] je exogénny parameter a
(·)+ ≡ max(· , 0). Alternatívna formulácia úlohy je de�novaná

max
WT ,c

E [u (WT )]

E [ξTWT ] ≤ W0 (31)
Gα(WT −W0, c) ≤ δW0,

kde funkcionál Gα(WT −W0, c) je daný v (30), u(·), W0, WT , α, δ a ξT sú de�nované
ako v úlohe (29) a c ∈ R je nová premenná v procese optimalizácie.

4.2 Optimálne portfólio v £ase T

Úlohu rie²ime v dvoch krokoch. Rie²ením optimalizácie cez prvú premennú de�nu-
jeme optimálne portfólio na priestoreWT×ξT , t.j. pre kaºdé �xované c. Ako výsledok
druhostup¬ovej optimalizácie, nájdeme optimum cez v²etky hodnoty parametra c.

Veta 4 (Optimálne portfólio v £ase T ). Nech c ∈ R a platí c ≤ δW0. De�nujme
funkciu

WT (c, y1, y2) =


I(y1ξT ) ak ξT < ξ

W0 − c ak ξ ≤ ξT < ξ

I
(
y1ξT − y2

α

)
ak ξ ≤ ξT ,

(32)

kde y1 > 0, y2 ≥ 0, I(·) je inverzná funkcia u′(·) a

ξ = u′(W0 − c) / y1 (33)

ξ =
(
u′(W0 − c) +

y2

α

)
/y1. (34)

Nech y1 = ŷ1, y2 = ŷ2 je rie²ením systému rovníc (35) a (36)

E [ξTWT (c, y1, y2)] = ξ0W0 (35)

c+
1

α
E
[
(W0 −WT (c, y1, y2)− c)+

]
= δW0; alebo

c+
1

α
E
[
(W0 −WT (c, y1, y2)− c)+

]
< δW0 a y2 = 0. (36)

Potom pre �xné c úloha (31) dosahuje maximum v bode

ŴT (c) ≡ WT (c, ŷ1, ŷ2). (37)

Veta 4 de�nuje optimálne portfólio ŴT (c) ako funkciu parametra c (prvostup¬ové
rie²enie). Rie²enie úlohy dosiahneme maximalizáciou2 úlohy (38) cez v²etky moºné
hodnoty c

max
c∈R

E
[
u
(
ŴT (c)

)]
. (38)

2Úlohu (38) rie²ime numericky, nako©ko analýza rie²enia nie je na²ím primárnym cie©om, túto
ponechávame pre ¤al²í výskum.
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4.3 Optimálne portfólio v £ase t < T

Pre odvodenie hodnoty optimálneho portfólia opä´ predpokladáme kon²tantné pa-
rametre κ, r a izoelastickú funkciu uºito£nosti, de�novanú v (3).

Veta 5 (Proces optimálnej hodnoty portfólia). Pre t ∈ [0, T ] je proces optimálnej
výplatnej funkcie (37) rovný

Ŵ (t) = G1(t) +G2(t) +G3(t), (39)

kde funkcie G1,2,3(t) sú dané

G1(t) =
y

1
p−1

1

ξt
exp

{
p

p− 1

(
ln ξt +

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)(

T − t
))}

Φ(d1) (40)

G2(t) =
W0 − c
ξt

exp
{

ln ξt − r(T − t)
}(

Φ(d2)− Φ(d3)
)

(41)

G3(t) =
1

ξt

∫ ∞
ξ

ξT

(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1

dP(ξT ) (42)

d1 =
ln ξ − ln ξt +

(
r − 1

2
p+1
p−1
‖κ‖2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

(43)

d2 =
ln ξ − ln ξt +

(
r − 1

2
‖κ‖2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

(44)

d3 = d1 +
‖κ‖
√
T − t

p− 1
(45)

a Φ(·) je kumulatívna distribu£ná funkcia N (0, 1).

4.4 Optimálna investi£ná stratégia

Pripome¬me, ºe θ(t) vyjadruje podiel investície v rizikových aktívach, t.j. reprezen-
tuje riadiacu premennú, prostredníctvom ktorej investor zadáva pokyny na prevaºo-
vanie svojich pozícií.

Veta 6 (Optimálna stratégia AVaR investora). Nech proces ξt vyhovuje stochastickej
diferenciálnej rovnici (2) a proces W (t) je de�novaný v (39). Optimálna investi£ná
stratégia AVaR investora je

θ̂(t) = −(σ>)−1κ

Ŵ (t)

[
G1(t)

p− 1
− 1√

2π‖κ‖
√
T − t

(
exp

{(
p

p− 1

‖κ‖2

2p− 2
− r
)

(T − t)− d2
1

2

}

× (y1ξt)
1

p−1 + (W0 − ĉ)e−r(T−t)
(
e−d

2
2/2 − e−d23/2

))
+ ξt

∂G3(t)

∂ξt

]
.
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Tabu©ka 1: Nastavenie parametrov
Popis parametra Ozna£enie Hodnota

investi£ný horizont T 1
bezriziková úroková miera r 0,03
koef. súvisiaci so Sharpeovým pomerom ‖κ‖ 0,4
hladina významnosti α 0,05
ohrani£enie na cenu poistenia δ 0,15
koe�cient vyjadrujúci rizikové preferencie p −1,5
po£iato£ná hodnota investície W0 1

4.5 Relatívna expozícia v rizikových aktívach

Pripome¬me, ºe θB(t) je investi£ná stratégia nezaisteného investora de�novaná v (8).
Optimálnu stratégiu AVaR investora vieme alternatívne vyjadri´ pomocou θB(t) ako

θ̂(t) = −1− p
W (t)

θB(t)
∂W (t)

∂ξt
ξt. (46)

Podobne ako pri VaR-RM a LEL-RM stratégii, de�nujme proces q̂(t) ako expozíciu
optimálneho AVaR portfólia v rizikových aktívach, vyjadrenú v relatívnych jednot-
kách vo£i nezaistenému portfóliu θ̂(t) = θB(t) q̂(t), t.j.

q̂(t) = −1− p
Ŵ (t)

∂Ŵ (t)

∂ξt
ξt. (47)

Veta 7. Pre náhodnú premennú q̂(t) de�novanú v (47) platí

q̂(t) =
1

Ŵ (t)

(
G1(t) +

1

ξt

∫ ∞
ξ

y1ξT
y1ξT − y2

α

ξT

(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1 P(ξT )

)
. (48)

Navy²e platí, ºe q̂(t) je ohrani£ená, t.j. pre kaºdé optimálne AVaR portfólio de�no-
vané v (39) existuje kon²tanta h ∈ R taká, ºe platí q̂(t) < h pre kaºdé ξt ∈ [0,∞) a
t ∈ [0, T ].

5 Vlastnosti AVaR stratégie

Podobne ako v predo²lých £astiach sme predpokladali, ºe preferencie investora sú
dobre charakterizované izoelastickou funkciou uºito£nosti de�novanou v (3). Trhové
podmienky a preferencie investorov sme simulovali nastavením vo©ných parametrov,
ako je uvedené v Tabu©ke 1.

5.1 Hodnota portfólia v £ase T

�tandardné nastavenia exogénnych parametrov pre úlohu (29) vedú k uplatneniu
rizikového ohrani£enia, v dôsledku £oho pozorujeme odli²ný priebeh výplatnej fun-
kcie portfólia na troch rôznych intervaloch hodnôt stavovej premennej ξT . Intervaly
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Obr. 1: Výplatné funkcie optimálneho AVaR a nezaisteného portfólia v £ase T ,
znázornené ako funkcie stavovej premennej ξT .

sú oddelené hrani£nými bodmi ξ a ξ, de�novanými v (33) a (34). Ak sa trh vyvíja
pozitívne, stavová premenná ξT nadobúda hodnoty na intervale [0, ξ) a výplatná
funkcia AVaR portfólia má podobný priebeh ako nezaistené portfólio. V dôsledku
�obstarania� zaistenia, ktoré v dobrých stavoch nebude uplatnené, nadobúda AVaR
portfólio na celom intervale niº²ie hodnoty ako nezaistené portfólio.

V prípadoch, ke¤ stavová premenná nadobúda hodnoty na intervale [ξ, ξ), hovo-
ríme, ºe portfólio sa nachádza v tzv. �prechodných� stavoch. Hodnota AVaR port-
fólia je na tomto intervale plne zaistená na hodnote W0 − ĉ, v dôsledku £oho AVaR
portfólio nadobúda na vä£²ej £asti intervalu vy²²ie hodnoty ako nezaistené portfó-
lio. V najhor²ích stavoch nadobúda stavová premenná hodnoty na intervale [ξ,∞).
S rastúcou hodnotou ξT klesá efekt zaistenia hodnoty portfólia, v dôsledku £oho
cie©ová hodnota klesá smerom k hodnote nezaisteného portfólia. Tento jav je dô-
sledkom vysokej ceny zaistenia v najhor²ích stavoch, kedy by zakúpenie úplného
zaistenia nebolo optimálne (Obr. 1).

S vyuºitím predpokladu o rozdelení stavovej premennej ln ξT môºeme simulova´
pravdepodobnostné rozdelenie náhodnej premennej ŴT (ĉ). Ako dôsledok procesu
zais´ovania pozorujeme modi�kované rozdelenie hodnoty portfólia v £ase T . Tvar
histogramu nazna£uje oblas´ zníºenej pravdepodobnosti v tzv. ©avom chvoste roz-
delenia, t.j. pravdepodobnos´ dosiahnutia najvýznamnej²ích strát AVaR portfólia je
niº²ia ako v prípade nezaisteného portfólia (Obr. 2).

5.2 Dynamická investi£ná stratégia v £ase t < T

Dynamika náhodnej premennej q̂(t) pre rôzne hodnoty stavovej premennej ξt je
v rôznych £asoch znázornená na Obr. 3. V dobrých stavoch je expozícia v riziko-
vých aktívach AVaR portfólia podobná expozícii nezaisteného portfólia (q̂(t) ≈ 1).
Pri zvy²ovaní stavovej premennej AVaR investor postupne zatvára pozície v riziko-
vých aktívach s cie©om udrºa´ hodnotu portfólia nad zaistenou hodnotou. V najhor-
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Obr. 2: Simulované pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty optimálneho AVaR port-
fólia v £ase T , pre hodnoty parametrov uvedené v Tab. 1. Zostrojené na základe
10000 simulácií.

²ích stavoch pozorujeme efekt tzv. pákovania pozície v rizikových aktívach (q̂(t) > 1),
t.j. investor si na trhu poºi£iava dodato£né zdroje otvorením krátkej pozície v bez-
rizikových aktívach a relatívne ve©kej dlhej pozície v rizikových aktívach. Cie©om je
snaha o zvý²enie hodnoty portfólia nad poºadovanú hranicu, s vyuºitím aj men²ieho
rastu cien.

Pre £asy dostato£ne vzdialené od investi£ného horizontu, sú zásahy AVaR stra-
tégie relatívne malé. Ako sa v²ak £as blíºi k T , stratégia reaguje na nové trhové
podmienky pomerne razantným prevaºovaním portfólia. Takáto vlastnos´ by mohla
pri niektorých stratégiách spôsobova´ problémy pre £asy t → T , kedy by sa rela-
tívna expozícia v rizikových aktívach mohla za ur£itých podmienok limitne blíºi´
k +∞. Pre AVaR stratégiu sa uvedeným problémom zaoberá Veta 7, v ktorej je
preukázané, ºe relatívna expozícia v rizikových aktívach q̂(t) je pre optimálne AVaR
portfóliá za kaºdých okolností ohrani£ená.

5.3 Porovnanie so stratégiami VaR-RM a LEL-RM

V tejto £asti analyzujeme výsledky porovnania základných vlastností predstavenej
stratégie so stratégiami VaR-RM a LEL-RM, de�novanými v práci [2].

5.3.1 Parametrizácia modelov

Nako©ko uvedené stratégie pracujú s odli²nou mnoºinou exogénnych parametrov, pre
vzájomné porovnanie je potrebné de�nova´ kritérium, ktoré by viedlo k porovna-
te©ným nastaveniam v²etkých troch modelov. Pre tento ú£el sme zvolili nasledovný
prístup:

1. spolo£né parametre T , r, ‖κ‖, α, p, W0, de�nujúce investi£ný horizont, vlast-
nosti trhu, parametre súvisiace s averziu k riziku a po£iato£nú hodnotu port-
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Obr. 3: Dynamika relatívnej expozície v rizikových aktívach optimálneho AVaR port-
fólia q̂(t) v £asoch t = {0,5; 0,75; 0,95}, znázornené ako funkcie stavovej premennej
ξt.

fólia sme pre oba modely nastavili pod©a Tabu©ky 1,

2. parameter δ, ²peci�cký pre AVaR portfólio sme ponechali na hodnote pod©a
Tabu©ky 1 a parameter LEL-RM stratégie, ε, sme nastavili na rovnakú hod-
notu,

3. parameter W , ²peci�cký pre VaR-RM a LEL-RM portfóliá sme nastavili tak,
aby v²etky porovnávané portfóliá viedli k rovnakým ur£itostným ekvivalentom.

Vy²²ie popísaná procedúra viedla k nastaveniu parametra W pre VaR-RM model
na hodnotu 0,949 a pre LEL-RM model na hodnotu 1,176. Takto de�nované nastave-
nia viedli u v²etkých troch portfólií k ur£itostnému ekvivalentu na úrovni C = 1,064.

5.3.2 Výplatné funkcie stratégií

Na Obr. 4 je znázornený priebeh výplatných funkcií v²etkých troch portfólií v £ase
T . Základným odli²ovacím prvkom u v²etkých troch výplatných funkcií je hodnota
W , ktorú zvolili VaR-RM aj LEL-RM investori na vy²²ej úrovni, ako je hodnota
W0−ĉ implicitne daná rie²ením úlohy AVaR investora. Taktieº pozorujeme, ºe oblas´
prechodných stavov je výrazne uº²ia pre LEL-RM portfólio a taktieº pre VaR-RM
portfólio, t.j. LEL-RM a VaR-RM investori volia úplné zaistenie skôr ako AVaR
investor a zárove¬, v prípade pokra£ujúceho prepadu trhov, aj skôr túto stratégiu
opú²´ajú.

AVaR investor sa snaºí o úplné zaistenie na ²ir²om intervale a plynule prechádza
k £iasto£nému zaisteniu, pri£om v najhor²ích prípadoch volí vy²²iu hodnotu portfólia
ako VaR-RM a LEL-RM investori.

16



Obr. 4: Výplatné funkcie optimálneho AVaR, VaR-RM a LEL-RM portfólia v £ase
T , znázornené ako funkcie stavovej premennej ξT .

Obr. 5: Relatívna expozícia v rizikových aktívach AVaR, VaR-RM a LEL-RM port-
fólia v £ase t = 0,75, znázornené ako funkcie stavovej premennej ξt.

5.3.3 Relatívna expozícia v rizikových aktívach

Relatívne expozície v rizikových aktívach q̂(t), qV aR(t) a qLEL(t) v £ase t = 0,75 sú
znázornené na Obr. 5. V dobrých stavoch volia v²etci porovnávaní investori relatívne
podobné expozície v rizikových aktívach ako nezaistený investor. Ak sa trh prestane
vyvíja´ dobre a portfóliá sa dostávajú do prechodných stavov, v²etci investori v re-
akcii na vývoj trhu zatvárajú pozície v rizikových aktívach, s cie©om udrºa´ hodnoty
portfólií nad poºadovanou úrov¬ou.

Zaujímavé je porovnanie tvaru funkcií pre najhor²ie stavy, t.j. ξ ∈ [ξ,∞) (kde
hodnotu ξ si kaºdý investor volí na inej úrovni). Zatia© £o LEL-RM investor sa v naj-
hor²ích stavoch blíºi vý²kou expozície v rizikových aktívach nezaistenému portfóliu
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Obr. 6: Simulované kumulatívne distribu£né funkcie hodnoty AVaR, VaR-RM a LEL-
RM portfólií v £ase T .

zdola, VaR-RM a AVaR portfóliá v ur£itom bode preskakujú túto expozíciu, t.j. sna-
ºia sa zvý²ením pákového efektu zvý²i´ hodnotu portfólií nad poºadovanú úrove¬,
a pre ¤al²ie zvy²ovanie stavovej premennej ξt konvergujú k nezaistenému portfóliu
zhora (Obr. 5).

5.3.4 Pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty portfólií

Simulovaním rozdelenia náhodnej premennej ξT môºeme pre dané parametre zostro-
ji´ empirické pravdepodobnostné rozdelenia hodnoty jednotlivých portfólií v £ase T .
Na Obr. 6 sú znázornené kumulatívne distribu£né funkcie AVaR, VaR-RM a LEL-
RM portfólií na celom rozsahu simulovaných hodnôt ξT pre 10000 simulácií. Priebeh
distribu£ných funkcií nazna£uje, ºe stratégia AVaR v danej simulácii dominuje stra-
tégie VaR-RM a LEL-RM v oblasti najhor²ích (©avá £as´ grafu) a tieº najlep²ích
stavov (pravá £as´ grafu). V centrálnej £asti grafu naopak AVaR stratégií dominujú
LEL-RM a na relatívne úzkom intervale VaR-RM.

6 Záver

V tejto práci sme analyzovali dynamické zaistené investi£né stratégie, ktoré si okrem
optimalizácie výnosnosti kladú za cie© tieº kontrolu rizikovej expozície portfólia.
Hlavným prínosom práce je vytvorenie dynamickej stratégie zaloºenej na koherentnej
rizikovej miere AVaR, ktorá môºe za ur£itých podmienok vies´ ku kvalitatívne lep²ím
portfóliám, ako sú napr. zaistené portfóliá zaloºené na rizikových mierach VaR a
LEL, de�nované v práci [2].

Problém AVaR investora sme de�novali ako úlohu maximalizácie o£akávanej uºi-
to£nosti na úplnom trhu. Rizikovos´ portfólia je kontrolovaná de�novaním horného
limitu na ve©kos´ rizikovej miery AVaR v kone£nom investi£nom horizonte. Na zá-
klade výsledkov práce [9] sme základnú úlohu AVaR investora previedli na alterna-
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tívnu úlohu, ktorá vedie za ur£itých okolností k rovnakému portfóliu. V alternatívnej
úlohe je riziková miera AVaR reprezentovaná príbuzným funkcionálom, ktorý sa javí
by´ vhodnej²ím pre pouºitie v optimaliza£ných úlohách.

Rie²ením alternatívnej úlohy sme odvodili optimálnu výplatnú funkciu AVaR
portfólia v £ase investi£ného horizontu. S vyuºitím stochastického kalkulu a teórie
martingalov sme odvodili proces optimálnej hodnoty portfólia v £asoch pred in-
vesti£ným horizontom a taktieº portfólio generujúcu dynamickú investi£nú straté-
giu. Priebehy výplatných funkcií a dynamiku stratégie sme analyzovali v závislosti
od hodnoty stavovej premennej. Analýza vlastností optimálneho portfólia preuká-
zala, ºe výplatná funkcia v kaºdom £ase vykazuje odli²ný priebeh na troch oblastiach
stavov, v akých sa trh nachádza. V dobrých stavoch trhu má optimálna výplatná
funkcia AVaR portfólia podobný priebeh ako výplatná funkcia nezaisteného portfó-
lia. V prechodných stavoch volí AVaR stratégia úplné zaistenie na hodnote, ktorá
je implicitne daná nastavením exogénnych premenných. V najhor²ích stavoch trhu
stratégia implikuje výplatnú funkciu, ktorá sa zvy²ovaním stavovej premennej zhora
blíºi k výplatnej funkcii nezaisteného portfólia, v¤aka £omu vykazuje AVaR portfólio
men²ie straty v £ase investi£ného horizontu ako nezaistené portfólio.

Optimálna expozícia v rizikových aktívach AVaR portfólia je násobkom expo-
zície nezaisteného portfólia, kde multiplikátor závisí od £asu a stavu, v akom sa
trh nachádza. To umoº¬uje zmenou pákového efektu meni´ citlivos´ AVaR portfólia
na zmeny cien rizikových aktív a reagova´ tak na aktuálnu situáciu na trhu.

Dôleºitým výsledkom práce je analýza ohrani£enosti expozície v rizikových aktí-
vach. Aj ke¤ analýza preukázala, ºe AVaR stratégia môºe v zlých stavoch trhu im-
plikova´ vy²²ie úrovne pákovania pozície ako nezaistená stratégia, ve©kos´ expozície
v rizikových aktívach je v kaºdom stave a £ase pre kaºdé AVaR portfólio ohrani£ená.
Táto vlastnos´ je pod©a nás dôleºitá pre pouºitie stratégie v reálnych aplikáciách
riadenia portfólia.

Simulácie pre ²tandardné trhové nastavenia preukázali, ºe AVaR stratégia vedie
za ur£itých okolností k niº²ím a menej pravdepodobným stratám v oblasti najhor²ích
stavov, ako porovnávané stratégie VaR-RM a LEL-RM.
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Thesis Overview

We investigated dynamic hedging strategies which are based on risk measures. We
developed a new investment strategy, driven by the coherent risk measure Average
Value-at-Risk (AVaR). The expected utility maximization problem in �nite inves-
tment horizon on complete market is constrained by an upper limit de�ned on the
AVaR functional. By solving a static optimization problem we proposed the optimal
portfolio payo� function in investment horizon as well as the dynamic investment
strategy implied by the optimal portfolio. Numerical simulations show that strategy
can reasonably outperform other investment strategies based on risk measures, such
as well known VaR-RM and LEL-RM strategies proposed in [2].
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