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1 Uvod

V préci [2] autori Basak a Shapiro definuji problém maximalizacie uZito¢nosti port-
folia, s rizikovym ohrani¢enim v podobe limitu na velkost miery VaR v konefnom
investi¢nom horizonte. Autori poukazuji na nevhodné vlastnosti VaR-RM stratégie
pre riadenie rizikovosti portfélia, ktoré st priamym dosledkom definicie miery VaR.
Ich hlavnym argumentom je skuto¢nost, ze miera VaR kontroluje iba pravdepodob-
nost vyskytu najvicsich strat a nie ich velkost, v dosledku ¢oho moze VaR-RM
stratégia v zlych stavoch implikovat daleko vys$Sie straty, ako by dosiahlo portfélio
bez rizikového ohranicenia.

V praci definuju alternativnu rizikovi mieru LEL (a angl. Limited Expected
Losses), ktord okrem pravdepodobnosti vyskytu vyznamnych strat kontroluje aj
ich velkost. Definuji tieZ investi¢ni stratégiu zalozeni na miere LEL, ktora vedie
ku kvalitativne lepsim portfoliam, ako stratégia zalozen& na miere VaR. Rizikova
mieru definuju ako cenu predajnej opcie europskeho typu, t.j. velkost rizika je vy-
jadrenda cenou poistenia hodnoty portfolia.

Samotni autori upozoriiujd, ze rizikovad miera LEL, rovnako ako aj miera VaR,
nepatri do triedy tzv. koherentnych mier, ¢o naznacuje, ze miera LEL nemusi byt
efektivna v merani rizikového profilu portfélia. Uvedena skutocnost je motivujica
pre hladanie alternativnej rizikovej miery, ktora by svojimi vlastnostami bola vhod-
nejsia k riadeniu rizikovej expozicie portfélia. Takouto mierou sa javi byt koherentné
rizikova miera nazyvana AVaR, z angl. Average Value-at-Risk, ktort v praci [9] z roku
2000 definovali Rockafellar a Uryasev. Tato prica priamo nadvizuje na vysSie uve-
dené vysledky definovanim dynamickej investi¢nej stratégie, umoznujicej kontrolu
rizikovej expozicie s pouzitim miery AVaR.

2 Axiomatika rizikovych mier

Uvazujme pravdepodobnostny priestor (2,P). Rizikom budeme nazyvat nahodnu
premennid X vyjadrujicu vynos portfélia v ¢ase konecného investi¢ného horizontu
T, ktory v stave w €  nadobudne hodnotu X (w). Nech G je mnozina vSetkych
rizik, t.j. v8etkych funkcii X : Q2 — R a nech A je tzv. mnoZina akceptovatelnosti,
t.j. mnozina takych rizik, ktoré si pre investora akceptovatelné z pohladu moznych
strat na hodnote portfolia a dosledkov plynucich z tychto strat (napr. bankrot, in-
solventnost investora, a.i.). Nizsie uvadzame axiomy pre mnoziny akceptovatelnosti,
ako boli definované v praci [1].

Axiéma 1. Mnozina akceptovatelnosti A obsahuje mnoZinu L, , kde L, je mnoZina
vsetkyjch nezdpornijch prvkov mnozZiny G.

Axiéma 2. Mnozina akceptovatelnosti A sa neprekrjva s mnoZinou L__, kde
L _={X|Vwe, X(w)<0}.

Axiéma 3. Pre mnozinu akceptovatelnosti A plati: AN L_ = {0}, kde L_ je mno-
Zina vSetkych zdporngjch prvkov mnoZiny G a {0}.

Axiéma 4. Mnozina A je konvernd.



Axiéma 5. Mnozina A je pozitivne homogénny kuZzel.

V dalsom texte ozna¢me rizikovi mieru ako funkciu p(-). Kladna hodnotu p(X)
mozeme interpretovat ako poziadavku na navySenie kapitdlu, po ktorom su straty
na hodnote portfolia pre investora akceptovatelné. Zaporna hodnota p(X) nazna-
¢uje, ze po zniZeni kapitalu vo vyske p(X) st mozné straty na hodnote portfolia
pre investora stale akceptovatelné (pod pojmom kapital mozeme rozumiet napriklad
vlastné imanie investi¢nej spolo¢nosti, t.j. navySenim imania si spolo¢nost vytvara
rezervy, z ktorych vie vykryt pripadné straty na hodnote portfolia).

Definicia 1. Rizikova miera je zobrazenie z mnoziny G do R.

Definicia 2. Rizikovd miera spojend s mnoZinou akceptovatelnosti A je zobrazenie
z2G do R ozn. pa, definované:

par(X)=inf{meR|m-r+ X € A},
kde r je vinos referencného investicného ndstroja (napr. bezrizikového dlhopisu,).

Definicia 3. Mnozina akceptovatelnosti spojend s rizikovou mierou p je mnozina
A, definovand:

A, ={X €G|p(X) <0}
Axiéma T. Translacnd invariancia: VX € GaVeeR: p(X+c-1r)=p(X)—c.
Axiéma S. Subaditivita: VX aY € G: p(X+Y) < p(X)+ p(Y).
Axiéma PH. Pozitivna homogenita: YA > 0aVX € G:  p(AX) = Ap(X).
Axioma M. Monotonnost: VX aY € G: X <Y = p(X) > p(Y).
Axioma R. Relevantnost: VX : X <0a X Z0 = p(X) > 0.

Vys8ie uvedené axiémy maji pomerne zrejmi ekonomickid interpretaciu. Vlast-
nost T zarucuje, Zze miera pracuje v rovnakych jednotkéch ako je vyjadrena hodnota
portfolia. Pokial mé miera vlastnost T, potom pre kazdé X plati: p(X+p(X)-r) =0,
kde uvedend rovnost priamo sivisi s definiciou mnoziny akceptovatelnosti spojenej
s mierou p(+). Vlastnost S stvisi so vztahom diverzifikicie portfolia a rizika, t.j. miera
s vlastnostou S priradi diverzifikovanému portféliu pozostavajiceho z dvojice pozicii
X +Y nanajvys taku rizikovia vahu ako oddelenym portféliam X a Y v sucte. Miera,
ktora mé vlastnost PH je linearna vzhladom k velkosti portfolia. Miera s vlastnos-
tou M priradi rizikovejSiemu portfoliu vyssiu rizikova vahu a nakoniec vlastnost R
zarucuje, 7e pokial riziko existuje, rizikova miera ho zachyti.

Definicia 4. Rizikovd miera s vlastnostami translacnej invariancie, subaditivity,
pozitivnej homogenity a monotdnnosti sa nazijva koherentna.

Na préicu [1| nadvizuju autori prac [4] a [5] definovanim vlastnosti konvexnosti
a triedy tzv. konvexngch rizikovijch mier.
Axioma K. Konvernost: VX aY € GaVA € [0,1]: pAX +(1=N)Y) < Mp(X)+
(1=A)p(Y).



3 Stratégie s vyuzitim rizikovych mier

Uvazujme filtrovany pravdepodobnostny priestor (€2, F,{F:}i>0,P). Investor ma
moZnost investicie do N rizikovych aktiv s ndhodnym vynosom (napr. akcie bez divi-
dendového vynosu) a jedného bezrizikového aktiva s deterministickym vynosom 7(¢)
(napr. statny dlhopis s vysokym ratingovym hodnotenim). Vsetky aktiva dostupné
na trhu je mozné zobchodovat za trhové ceny v Tubovolnych (resp. dostatoénych)
mnozstvach. Vo financiach sa takyto trh nazyva likvidng. Ozna¢me S(t) vektor re-
prezentujici cenu rizikovych aktiv a B(t) cenu dlhopisu v ¢ase ¢t. Nahodné ceny
rizikovych aktiv modelujeme s pomocou N-rozmerného geometrického Brownovho
pohybu, t.j. dynamika trhu je dana nasledujicimi rovnicami

dS(t) = S(t)u(t)dt + S(t)o(t)dw(t)
dB(t) = B(t)r(t)dt,

kde p(t) = (ui(t),...,un(t))" je vektor driftov, matica o(t) = {ok(t);j,k =
1,..., N} je matica volatilit rizikovych aktiv a w(t) = (wi(t),...,wx(t))" je N-
rozmerny Wienerov proces. VSetky stochastické procesy v modeli st adaptované
k filtracii generovanej procesom w(t).

Ozna¢me W (0) pociato¢ni hodnotu portfélia. Investor si zvoli kone¢ny inves-
ti¢ny horizont 7', vyplatnt funkciu portfolia W (T') a investi¢nu stratégiu 0(t), ktora
vyjadruje podiel investicie v jednotlivych rizikovych aktivach. Potom pre hodnotu
portfolia v Tubovolnom ¢ase t € (0,7T) plati

AW (t) = W(t)0(t) " (u(t)dt + odw(t)) + W(t) (1 —0(t)T1) r(t) dt, (1)

kde 1 = (1,1,...,1)". Takto definovany trh je upiny, t.j. kazda vyplatna funkcia
v budiicnosti moze byt zaistena obchodovanim dostupnych aktiv [3]. Tento pred-
poklad implikuje existenciu jedinej rizikovo-neutralnej pravdepodobnostnej miery a
s fou spojeného procesu zmeny miery £(t), ktory je dany vztahom

dE(t) = —E)r(t)dt —E(t)w(t) dw(t)
€(O> = 1 (2)

kde k(t) = a(t) (u(t) — r(t)1) je Sharpeov koeficient trhovej ceny rizika.

Néhodnu premennt £(7', w) mozeme interpretovat ako cenu Arrow-Debreu aktiva
(vid napr. pracu [6]), resp. ako cenu zaistenia jednotkovej vyplaty portfolia v stave
w € ) na jednotku pravdepodobnosti P v ¢ase T. V dalsich analyzach budeme
premennt &(t) uvazovat ako stavovi premenni’.

Nakoniec predpokladame, Ze preferencie investora vo vztahu k riziku st dobre
charakterizované spojitou, dvakrat diferencovatelnou, rasticou a konkévnou fun-
kciou uzito¢nosti u(-), s vlastnostami lim, o v/(z) = oo a lim, . v/(z) = 0. V nie-
ktorych aplikaciach budeme predpokladat konkrétnu, tzv. izoelasticktl funkciu uzi-

toénosti definovanu )

U(fv)=% p<1,p#0. (3)

'Pre lepsiu ¢itatelnost matematickych zépisov budeme premenné W (0), W (7)), £(0),£(t), £(T)
v pripade potreby v dalSom texte znacit Wy, Wr, &, & a .



3.1 Optimalizacia nezaisteného portfélia

Cielom investora je, volbou vhodnej vyplatnej funkcie Wp, maximalizovat o¢aké-
vanu uzito¢nost z hodnoty portfolia v ¢ase investi¢ného horizontu,. Predpoklad o upl-
nosti trhu implikuje tzv. rozpoctové ohranicenie

E [¢r W] < W, (4)

kde &7 je stavova premenna urcend vztahom (2) a Wy je pociatoéna hodnota port-
folia. Investovanim na dplnom trhu méa kazdy investor moznost zaistenia Tubovolne;j
vyplatnej funkcie v budicnosti, napriklad zaktipenim derivatovej Struktary s vyspo-
riadanim v ¢ase T'. Investor si moze dovolit kapit iba portfolid s obstaravacou cenou
neprevysujicou vysku jeho pociato¢nych zdrojov Wy [3].

Spojenim vyssie definovanej tcelovej funkcie a ohrani¢enia (4) definujeme tzv. Ulohu
nezaisteného investora

max E[u(Wr)]
E[{rWr] < W, (5)

kde u(-) je zvolena funkcia uzito¢nosti. Riesenim tlohy (5) je portfolio reprezentované
vyplatnou funkciou W definované vo Vete 1.

Veta 1. Riefenim tlohy nezaisteného investora, definovanej vo vztahu (5), je viy-

platnd funkcia WE = W(T) definovand
kde I(-) je inverznd funkcia prvej derivdcie funkcie u(-), a y > 0 je rieSenim rovnice
E & W(T;y)| = Wo. (7)

Za predpokladu konstantnych parametrov x(t) a r(t) je nAhodna premenné In ¢,
z norméalneho rozdelenia a s uvazovanim funkcie uzito¢nosti definovanej vo vztahu
(3) je z definicie optimalneho portfolia a vztahov (1) a (2) mozné odvodit proces
optimélnej hodnoty portfolia

Wh(t) = y;il exp{pfl (1n€t+ (%—O (T—t)) }

a tiez optimalnu investint stratégiu nezaisteného investora v case ¢t € (0,7) (vid
napr. pracu [8]), ktora je dana vzfahom

1
=1

0" (t) (UT)_l K. (8)

Optimalnu stratégiu 05 (t) vyuZijeme v dalgich ¢astiach prace na analyzu dynamiky
investi¢nych stratégii.



3.2 Stratégia VaR-RM

Investor moze okrem optimalneho o¢akavaného vynosu svojej investicie pozadovat
aj kontrolu nad rizikovym profilom portfélia. Jednym z moznych sposobov merania
rizikovosti portfolia je miera VaR, na ktorej je zaloZena investi¢na stratégia VaR-RM
(z angl. Value-at-Risk Risk Management).

3.2.1 Definicia tulohy

Pripomenme, Ze miera VaR je definovana ako velkost straty na hodnote portfolia
za obdobie [0, T, ktoré je prekrocena s pravdepodobnostou «, t.j. plati

P(Wr>W)>1-a.

Pridanim uvedeného ohrani¢enia do ulohy (5) dostavame tlohu VaR-RM investora,
ako bola definované v praci |2]

max E[u(Wr)]
E[§rWr] < W (9)
]P)<WT2w) 2 1—@,

kde « je parameter hladiny vyznamnosti, u(-) je zvolena funkcia uzito¢nosti, Wy
podiato¢na hodnota investicie a {1 stavova premennd definovana ako v alohe (5).

3.2.2 RieSenie v ¢ase T

A

Riegenim tlohy (9) je vyplatna funkcia W) %% = W (T) definovani vo Vete 2.

Veta 2. Optimdlna vijplatnd funkcia VaR-RM portfolia v ¢ase T je rovnd

I(z¢7) ak & <&
Wyt =¢ W ak  £<& <& (10)
I(z¢7) ak € <¢&r,

kde funkcia I(-) je inverznd funkcia prvej derivdcie funkcie uZitocnosti u(-), { =

uw'(W)/z, € je riesenim rovnice P(ér > &) = a a z > 0 riesi E[STW(T; 2)] = W.
Rizikové ohranicenie VaR je uplatnené prdve vtedy, ked § < €.

3.2.3 Vlastnosti VaR-RM stratégie

Uvazujme opét funkciu uzito¢nosti definovani ako vo vzfahu (3) a konstantné pa-
rametre r a k. Potom pre hodnotu optimalneho VaR-RM portfolia v ¢asoch ¢t < T

plati [2]
anR(t) _ eF(t; B [ 6F(1<I>(—d1(§)) _me_r(:ﬁ—t)@(_dz(é))]
(2&)T-7 (2&)T>
" <£>() G —we-r”-”q%—d?(@)] , ()

7



kde ®(-) je kumulativna distribu¢na funkcia rozdelenia N'(0,1), £ = 1/(zW'?), { a
z st definované ako vo Vete 2 a

HzW)<T_ty+(_£_)2Wj?T_¢) (12)

r(t) = T%5<w+ =
Inx —In& + (T—@) (T —t)

IRIVT =1
L IelvT=7

di(z) = da(x) =7 (14)
Pre optimélnu investi¢nd stratégiu VaR-RM investora plati 2]
OV (t) = ¢ (1) 05 (1), (15)
kde 65(t) je stratégia nezaisteného investora definovana vo vztahu (8) a
VaR WerT0(D(—dy(§)) — D(—da(€)))
¢ () =1- W VaR(f)
(1= PO — W)= T0(d,(6) )

WVYer(@)|[sllvT =1

Ako sa da zo vztahu (15) nahliadnut, funkcia ¢"*#(¢) vyjadruje relativnu expoziciu
v rizikovych aktivach voci nezaistenému portfoliu. To znamena, 7e VaR-RM investor
si zvoli rovnaké vahy v rizikovych aktivach ako nezaisteny investor, nebude ich vSak
udrziavat konstantné, ale v zavislosti od vyvoja trhu bude upravovat tzv. pakovy
efekt portfolia.

3.3 Stratégia LEL-RM

Defiujme mieru LEL ako eur6pskej predajnej opcie s realiza¢nou cenou W. Nasta-
venim horného limitu na velkost rizikovej miery LEL definujeme ohranicenie

E&r(W — W) lw,<w)] <€, (17)

kde ¢ > 0. Zapojenim ohranitenia (17) do tlohy (5) dostavame tlohu LEL-RM
investora ako bola definovana v praci [2]

max E[u(1Wy)]
ElérWr] < W (18)
Elér(W = Wr)lw,<w)] < ¢,

kde u(-), Wy a & st definované ako v tlohe (5), parametre W a e vyjadrujice posto]
investora k riziku su zvolené exogénne.



3.3.1 RieSenie v Case T'
Riegenim tlohy (18) je nahodna premenna WEPL = W (T) definovan vo Vete 3.

Veta 3. Optimdlna vijplatnd funkcia LEL-RM portfélia v case T je rovnd

I(:&r) ak & <€
WEEE =0 W ak  § <&p <, (19)
I ((z1 — 22) &r) ak & <{r,
kde
§ = v(W)/=n (20)
& = d(W)/(21 — 2) (21)
a 21,29 > 0 su riesenim systému
E [fTWT(T; 21, 22)] = W (22)
a
E [&(E — Wr(T; 21, Z2))1WT(T§21,22)Swi| = € (23)
alebo E [&p(ﬂ — Wi(T; 21, 22))1WT(T;Z1722)§E:| < €az=0. (24)

Rizikové ohranicenie LEL-RM stratégie je uplatnené prave vtedy, /s‘tﬁd’gE <&,

3.3.2 Vlastnosti LEL-RM stratégie

Uvazujme opét funkciu uzito¢nosti definovanii ako vo vztahu (3) a konstantné pa-
rametre r a k. Potom pre hodnotu optimalneho LEL-RM portfélia v ¢asoch t < T
plati [2]

o) B0

L) B _
[ O(—di(&,)) — we_T(T_t)‘I)(_%(fg))] ;

kde I'(t) je definované ako vo vztahu (12), di(x), dy(x) ako vo vztahoch (14) a (13)

a a multiplikdtory 2; a 29 st definované ako vo Vete 3 a pre konStanty §€ a &,
plati { = /(W' P) a €, =1/((z1 — z)W'P). Optimalnu investi¢ni stratégiu je
podobne ako pri VaR-RM modeli mozné vyjadrit ako

OLEE(t) = ¢" PR (10" (1), (25)

kde 67 (t) je stratégia nezaisteného portfolia definovaného v (8) a expozicia v riziko-

vych aktivach relativne k nezaistenému portfoliu ¢“* je definovana

We T (P(—dy — O (—dy(€,
o — 1 - e (WL(E%Q) (=€) )




4 Stratégia AVaR

Rizikova miera AVaR, ktorej autormi sa Palmquist a Uryasev 7], sa stala pomerne
oblibenou mierou medzi akademikmi, najméa vdaka vlastnosti koherentnosti, kto-
rou nedisponuje napr. ani jedna z mier, na ktorych boli zalozené stratégie uvedené
v predoslom texte. Za povSimnutie stoji tiez skutocnost, ze miera AVaR okrem prav-
depodobnosti dosiahnutia vyznamnych strat kontroluje aj ich velkost, pri¢om préave
absencia kontroly velkosti strat je jednym z hlavnych argumentov kritikov rizikovych
mier, zalozenych na kvantilovej analyze rozdelenia vynosov, medzi ktoré do urcitej
miery patri aj miera AVaR. Uvedené skuto¢nosti naznacuji, ze investi¢né stratégie
vytvorené s pouzitim miery AVaR by mohli dosiahnut kvalitativne vySSiu droven,
ako stratégie VaR-RM a LEL-RM. V tejto ¢asti popisujeme konstrukciu investi¢ne;j
stratégie zaloZzenej na miere AVaR.

4.1 Definicia ulohy

Ozna¢me X7 ndhodnu premennt, ktord vyjadruje zmenu hodnoty portfolia od ¢asu
0 do ¢asu T'. Rizikovost portfélia mézeme pomocou miery AVaR vyjadrit

1 6
AVaR,(X7) = a/ VaR,(Xr) dp, (27)
0

VaR,(Xr) = —inf{meR:P(Xy <m)>p}, (28)
4.1.1 Zakladna dloha

Opat uvazujeme model trhu definovany v c¢asti 3. Pridanim ohrani¢enia do tlohy
nezaisteného investora definovaného vo vztahu (5) definujeme tzv. Zdkladng problém
AVaR investora

max [ [u (Wr)]

E[{rWr] < W
AV&RQ(WT — W()) S 5W0 (29)

kde u(-), Wy a &r st definované ako v ulohe (5) a « a 0 sl exogénne parametre.
Druhé ohranic¢enie kontroluje rizikovi expoziciu formou limitu na hodnotu miery
AVaR v ¢ase T.

4.1.2 Alternativna tiloha AVaR investora

Nakolko tloha (29) obsahuje relativne komplexné rizikové ohranicenie, definujeme
alternativnu formulaciu tlohy, ktoré je za urcitych okolnosti ekvivalentné povodne;j
ulohe AVaR investora [10]. Definujme funkcional

Go(X.c) = o+ éE (X — )] (30)

10



kde X : © — R je ndhodna premenna, ¢ € R, a € (0,1] je exogénny parameter a
()t = max(-,0). Alternativna formuldcia ulohy je definovana

max E [u (Wr)]

E [&rWr] < W (31)
Go(Wp — Wy, c) < Wy,

kde funkcional G, (Wr — Wy, ¢) je dany v (30), u(-), Wo, Wr, «, 6 a & st definované
ako v tlohe (29) a ¢ € R je nova premenna v procese optimalizacie.

4.2 Optimalne portfélio v ¢ase T

Ulohu riegime v dvoch krokoch. RieSenim optimalizacie cez prvii premennt definu-
jeme optiméalne portfélio na priestore Wr x &7, t.j. pre kazdé fixované c. Ako vysledok
druhostupnovej optimalizacie, ndjdeme optimum cez vSetky hodnoty parametra c.

Veta 4 (Optimalne portfolio v ¢ase T). Nech ¢ € R a plati ¢ < §Wy. Definujme
funkciu

I(y:ér) ak &r < &
Wr(c,y1,y2) = { Wo — ¢ ak § <&r <& (32)

I(y&r — %) ak € <&,
kde y1 > 0, y2 >0, I(-) je inverznd funkcia u'(-) a
= v(Wo—0)/u (33)
= (u’(Wo —c)+ %) /Y- (34)

M| e

Nech y1 = 11, y2 = Yo je rieSenim systému rovnic (35) a (56)
E [&rWr(c,y1,92)] = &Wo (35)
c+ éE [(Wo — Wr(c,y1,y2) — ¢)F] = 0Wo; alebo
c+ éE [(Wo — Wr(e,y1,y2) — )] < W a yo = 0. (36)
Potom pre fizné c tdloha (31) dosahuje mazimum v bode
WT(C> = Wr(c, 91, 92)- (37)

Veta 4 definuje optimélne portfolio WT(C) ako funkciu parametra c (prvostupiiové
riegenie). Riesenie ulohy dosiahneme maximalizaciou? ulohy (38) cez vsetky mozné
hodnoty ¢

maxE [u (WT@))} . (38)

ceR

2Ulohu (38) riesime numericky, nakol’ko analyza riesenia nie je nasim primarnym cielom, tito
ponechavame pre d'alsi vyskum.
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4.3 Optimalne portfélio v ¢ase t < T

Pre odvodenie hodnoty optimalneho portfélia opat predpokladame konstantné pa-
rametre k, 1 a izoelasticku funkciu uzito¢nosti, definovani v (3).

Veta 5 (Proces optimélnej hodnoty portfolia). Pre t € [0,T] je proces optimdlnej
vyplatnej funkcie (37) rovny

W(t) = Gi(t) + Go(t) + Gs(2), (39)

kde funkcie Gy 23(t) si dané

Gi(t) = yl& exp{}% (mgt + (% - 7") (T—t)) }@(dl) (40)

Galt) = 2= exp g~ r(7 ~ )} (o) - ¥(ay)) (41)

Gat) = 3 [ e (mer = 2)" arir) (1)
g —Ing + (r - %ﬁ%}llﬂHz) (T —t)

g = (43)

IWIVT =
nE — Iné, + (r — Lnl) (T — 1)
dy = 44
: IRIVT 1 4
by VT

p—1

d3 -
a ®(-) je kumulationa distribucnd funkcia N(0,1).

4.4 Optimalna investi¢na stratégia

Pripomenme, ze 0(t) vyjadruje podiel investicie v rizikovych aktivach, t.j. reprezen-
tuje riadiacu premennt, prostrednictvom ktorej investor zadava pokyny na prevazo-
vanie svojich pozicii.

Veta 6 (Optimélna stratégia AVaR investora). Nech proces & vyhovuje stochastickej
diferencidlnej rovnici (2) a proces W(t) je definovany v (39). Optimdlna investicnd
stratégia AVaR investora je

N __(JT)J,{ Gl(t)_ 1 - p ||/i||2 . - _d_%
"= W |[p-1 \/ﬂHHH\/T——t< p{(p—12p—2 >(T H-35

x@@w%+a%_@gmwwgﬁm_€@ﬁ)+&

08

12

|

0G5(t)



Tabulka 1: Nastavenie parametrov

Popis parametra Oznacenie Hodnota
investi¢ny horizont T 1
bezrizikova trokova miera r 0,03
koef. stvisiaci so Sharpeovym pomerom 5|l 0,4
hladina vyznamnosti « 0,05
ohranicenie na cenu poistenia ) 0,15
koeficient vyjadrujuici rizikové preferencie D -1,5
pociato¢na hodnota investicie Wo 1

4.5 Relativna expozicia v rizikovych aktivach

Pripometime, 7e 67 (1) je investi¢nd stratégia nezaisteného investora definovana v (8).
Optimalnu stratégiu AVaR investora vieme alternativne vyjadrit pomocou 67 (t) ako

oW (t)
&
Podobne ako pri VaR-RM a LEL-RM stratégii, definujme proces () ako expoziciu

optimalneho AVaR portfolia v rizikovych aktivach, vyjadrend v relativnych jednot-
kach voci nezaistenému portfoliu 6(t) = 62(t) 4(t), t.j.

Q) = — L= Pgnpy

e 6 (16)

1 —paW(t)

q(t) =

Veta 7. Pre ndhodni premenni §(t) definovani v (47) plati

) = L% _nér A
q(t) = W) (G1(t) + 3 /5 pir & r (ylf a) P(fT)) : (48)

Navyse plati, Ze §(t) je ohranicend, t.j. pre kazdé optimdlne AVaR portfilio defino-
vané v (39) existuje konstanta h € R takd, Ze plati ¢(t) < h pre kazdé & € [0,00) a
t 0,77

5 Vlastnosti AVaR stratégie

Podobne ako v predoslych ¢astiach sme predpokladali, ze preferencie investora su
dobre charakterizované izoelastickou funkciou uzito¢nosti definovanou v (3). Trhové
podmienky a preferencie investorov sme simulovali nastavenim volnych parametrov,
ako je uvedené v Tabulke 1.

5.1 Hodnota portfélia v ¢ase T

Standardné nastavenia exogénnych parametrov pre tlohu (29) vedu k uplatneniu
rizikového ohranicenia, v dosledku ¢oho pozorujeme odlisny priebeh vyplatnej fun-
kcie portfolia na troch roznych intervaloch hodnoét stavovej premennej 7. Intervaly
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Obr. 1: Vyplatné funkcie optimalneho AVaR a nezaisteného portfolia v case T,
znazornené ako funkcie stavovej premennej &p.

stt oddelené hrani¢nymi bodmi € a &, definovanymi v (33) a (34). Ak sa trh vyvija
pozitivne, stavova premennd &r nadobtida hodnoty na intervale [0,€) a vyplatna
funkcia AVaR portfolia ma podobny priebeh ako nezaistené portfolio. V désledku
,obstarania“ zaistenia, ktoré v dobrych stavoch nebude uplatnené, nadobida AVaR
portfolio na celom intervale nizsie hodnoty ako nezaistené portfolio.

V pripadoch, ked stavova premenné nadobtida hodnoty na intervale [¢, €), hovo-
rime, Ze portfolio sa nachadza v tzv. ,prechodnych“ stavoch. Hodnota AVaR port-
folia je na tomto intervale plne zaistena na hodnote Wy — ¢, v dosledku ¢oho AVaR
portfolio nadobtda na vic¢sej Casti intervalu vyssie hodnoty ako nezaistené portfo-
lio. V najhorsich stavoch nadobtida stavova premenna hodnoty na intervale [€, 00).
S rasticou hodnotou &r klesa efekt zaistenia hodnoty portfolia, v dosledku ¢oho
cielova hodnota klesa smerom k hodnote nezaisteného portfolia. Tento jav je do-
sledkom vysokej ceny zaistenia v najhorSich stavoch, kedy by zaktpenie tplného
zaistenia nebolo optimélne (Obr. 1).

S vyuzitim predpokladu o rozdeleni stavovej premennej In {7 moézeme simulovat
pravdepodobnostné rozdelenie nahodnej premennej WT(é) Ako dosledok procesu
zaistovania pozorujeme modifikované rozdelenie hodnoty portfolia v case T. Tvar
histogramu naznacuje oblast znizenej pravdepodobnosti v tzv. Tavom chvoste roz-
delenia, t.j. pravdepodobnost dosiahnutia najvyznamnejsich strat AVaR portfolia je
nizsia ako v pripade nezaisteného portfolia (Obr. 2).

5.2 Dynamicka investi¢ni stratégia v Case t < T

Dynamika nahodnej premennej ¢(t) pre rozne hodnoty stavovej premennej & je
v roznych ¢asoch znazornend na Obr. 3. V dobrych stavoch je expozicia v riziko-
vych aktivach AVaR portfélia podobné expozicii nezaisteného portfolia (¢(t) =~ 1).
Pri zvySovani stavovej premennej AVaR investor postupne zatvara pozicie v riziko-
vych aktivach s cielom udrzat hodnotu portfolia nad zaistenou hodnotou. V najhor-
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Obr. 2: Simulované pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty optimalneho AVaR port-
folia v case T, pre hodnoty parametrov uvedené v Tab. 1. Zostrojené na zéklade
10000 simulécii.

sich stavoch pozorujeme efekt tzv. pdkovania pozicie v rizikovych aktivach (G(t) > 1),
t.j. investor si na trhu pozic¢iava dodatoc¢né zdroje otvorenim kratkej pozicie v bez-
rizikovych aktivach a relativne velkej dlhej pozicie v rizikovych aktivach. Cielom je
snaha o zvySenie hodnoty portfélia nad pozadovani hranicu, s vyuzitim aj mensieho
rastu cien.

Pre ¢asy dostato¢ne vzdialené od investi¢ného horizontu, st zasahy AVaR stra-
tégie relativne malé. Ako sa vSak Cas blizi k T, stratégia reaguje na nové trhové
podmienky pomerne razantnym prevazovanim portfolia. Takato vlastnost by mohla
pri niektorych stratégiach sposobovat problémy pre ¢asy ¢ — T, kedy by sa rela-
tivna expozicia v rizikovych aktivach mohla za uréitych podmienok limitne blizit
k +o0o. Pre AVaR stratégiu sa uvedenym problémom zaobera Veta 7, v ktorej je
preukizané, 7e relativna expozicia v rizikovych aktivach ¢(t) je pre optimalne AVaR
portfolia za kazdych okolnosti ohranicena.

5.3 Porovnanie so stratégiami VaR-RM a LEL-RM

V tejto casti analyzujeme vysledky porovnania zédkladnych vlastnosti predstavene;j
stratégie so stratégiami VaR-RM a LEL-RM, definovanymi v praci [2].

5.3.1 Parametrizicia modelov

Nakolko uvedené stratégie pracuju s odli¥nou mnozinou exogénnych parametrov, pre
vzajomné porovnanie je potrebné definovat kritérium, ktoré by viedlo k porovna-
telnym nastaveniam vSetkych troch modelov. Pre tento tcel sme zvolili nasledovny
pristup:

1. spolo¢né parametre T, 7, ||s||, o, p, Wy, definujice investi¢ny horizont, vlast-
nosti trhu, parametre stvisiace s averziu k riziku a pociato¢nti hodnotu port-
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Obr. 3: Dynamika relativnej expozicie v rizikovych aktivach optiméalneho AVaR port-
folia q(t) v ¢asoch t = {0,5;0,75;0,95}, znézornené ako funkcie stavovej premennej

&

folia sme pre oba modely nastavili podla Tabulky 1,

2. parameter 0, Specificky pre AVaR portfolio sme ponechali na hodnote podla
Tabulky 1 a parameter LEL-RM stratégie, ¢, sme nastavili na rovnaka hod-
notu,

3. parameter W, Specificky pre VaR-RM a LEL-RM portf6lia sme nastavili tak,
aby vSetky porovnavané portfolia viedli k rovnakym urcitostnym ekvivalentom.

Vyssie popisana procedira viedla k nastaveniu parametra W pre VaR-RM model
na hodnotu 0,949 a pre LEL-RM model na hodnotu 1,176. Takto definované nastave-
nia viedli u vSetkych troch portfolif k ur¢itostnému ekvivalentu na trovni C' = 1,064.

5.3.2 Vyplatné funkcie stratégii

Na Obr. 4 je znazorneny priebeh vyplatnych funkcii vSetkych troch portfolii v case
T. Zakladnym odliSovacim prvkom u vSetkych troch vyplatnych funkcii je hodnota
W, ktord zvolili VaR-RM aj LEL-RM investori na vysSej trovni, ako je hodnota
Wy —¢ implicitne dana rieSenim tlohy AVaR investora. Taktiez pozorujeme, Ze oblast
prechodnych stavov je vyrazne uzsia pre LEL-RM portfolio a taktiez pre VaR-RM
portfolio, t.j. LEL-RM a VaR-RM investori volia tplné zaistenie skor ako AVaR
investor a zaroven, v pripade pokracujiceho prepadu trhov, aj skor tato stratégiu
opustaju.

AVaR investor sa snazi o iplné zaistenie na SirSom intervale a plynule prechadza
k ¢iastoénému zaisteniu, pri¢om v najhorsich pripadoch voli vys$siu hodnotu portfolia
ako VaR-RM a LEL-RM investori.
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Obr. 4: Vyplatné funkcie optimalneho AVaR, VaR-RM a LEL-RM portfélia v ¢ase
T, znazornené ako funkcie stavovej premennej &7.
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Obr. 5: Relativna expozicia v rizikovych aktivach AVaR, VaR-RM a LEL-RM port-
folia v Case t = 0,75, zndzornené ako funkcie stavovej premennej &;.

5.3.3 Relativna expozicia v rizikovych aktivach

Relativne expozicie v rizikovych aktivach ¢(t), ¢V (t) a ¢“FX(t) v ¢ase t = 0,75 st
znazornené na Obr. 5. V dobrych stavoch volia vSetci porovnavani investori relativne
podobné expozicie v rizikovych aktivach ako nezaisteny investor. Ak sa trh prestane
vyvijat dobre a portfélia sa dostavaju do prechodnych stavov, vSetci investori v re-
akcii na vyvoj trhu zatvaraja pozicie v rizikovych aktivach, s ciefom udrzat hodnoty
portfolii nad pozadovanou troviou.

Zaujimavé je porovnanie tvaru funkcii pre najhorsie stavy, t.j. £ € [£,00) (kde
hodnotu € si kazdy investor voli na inej tirovni). Zatial ¢o LEL-RM investor sa v naj-
horsich stavoch blizi vyskou expozicie v rizikovych aktivach nezaistenému portfoliu
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Obr. 6: Simulované kumulativne distribu¢né funkcie hodnoty AVaR, VaR-RM a LEL-
RM portfolii v ¢ase T.

zdola, VaR-RM a AVaR portfolia v ur¢itom bode preskakuju tiato expoziciu, t.j. sna-
7ia sa zvySenim pakového efektu zvysit hodnotu portfolii nad pozadovand turoven,
a pre dalSie zvySovanie stavovej premennej & konverguji k nezaistenému portfoliu

zhora (Obr. 5).

5.3.4 Pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty portfélii

Simulovanim rozdelenia ndhodnej premennej £ mozeme pre dané parametre zostro-
jit empirické pravdepodobnostné rozdelenia hodnoty jednotlivych portfolii v ¢ase T'.
Na Obr. 6 st znadzornené kumulativne distribu¢né funkcie AVaR, VaR-RM a LEL-
RM portfolif na celom rozsahu simulovanych hodnot &7 pre 10000 simulacii. Priebeh
distribu¢nych funkcii naznacuje, ze stratégia AVaR v danej simulacii dominuje stra-
tégie VaR-RM a LEL-RM v oblasti najhor8ich (lava ¢ast grafu) a tieZ najlepsich
stavov (prava Cast grafu). V centréalnej casti grafu naopak AVaR stratégii dominuja
LEL-RM a na relativne tizkom intervale VaR-RM.

6 Zaver

V tejto préaci sme analyzovali dynamické zaistené investic¢né stratégie, ktoré si okrem
optimalizacie vynosnosti kladu za ciel tiez kontrolu rizikovej expozicie portfolia.
Hlavnym prinosom préce je vytvorenie dynamickej stratégie zaloZzenej na koherentne;j
rizikovej miere AVaR, ktord mdze za urcitych podmienok viest ku kvalitativne lepSim
portfoliAm, ako st napr. zaistené portfolia zalozené na rizikovych mierach VaR a
LEL, definované v praci [2].

Problém AVaR investora sme definovali ako ilohu maximalizacie o¢akavanej uzi-
to¢nosti na uplnom trhu. Rizikovost portfélia je kontrolovana definovanim horného
limitu na velkost rizikovej miery AVaR v kone¢nom investi¢nom horizonte. Na za-
klade vysledkov prace [9] sme zakladnt ulohu AVaR investora previedli na alterna-
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tivnu tlohu, ktoré vedie za urcitych okolnosti k rovnakému portféliu. V alternativnej
ulohe je rizikova miera AVaR reprezentovana pribuznym funkciondlom, ktory sa javi
byt vhodnejsim pre pouzitie v optimaliza¢nych tlohach.

RieSenim alternativnej alohy sme odvodili optiméalnu vyplatni funkciu AVaR
portfolia v ¢ase investi¢ného horizontu. S vyuzitim stochastického kalkulu a teorie
martingalov sme odvodili proces optimalnej hodnoty portfolia v ¢asoch pred in-
vesti¢nym horizontom a taktiez portfolio generujicu dynamickd investi¢nt straté-
giu. Priebehy vyplatnych funkcii a dynamiku stratégie sme analyzovali v zavislosti
od hodnoty stavovej premennej. Analyza vlastnosti optimalneho portfolia preuka-
zala, ze vyplatné funkcia v kazdom ¢ase vykazuje odlisny priebeh na troch oblastiach
stavov, v akych sa trh nachidza. V dobrych stavoch trhu ma optimélna vyplatna
funkcia AVaR portfélia podobny priebeh ako vyplatna funkcia nezaisteného portfo-
lia. V prechodnych stavoch voli AVaR stratégia uplné zaistenie na hodnote, ktoréa
je implicitne dan& nastavenim exogénnych premennych. V najhorsich stavoch trhu
stratégia implikuje vyplatni funkciu, ktorad sa zvySovanim stavovej premennej zhora
blizi k vyplatnej funkcii nezaisteného portfolia, vdaka comu vykazuje AVaR portfolio
mensie straty v ¢ase investi¢ného horizontu ako nezaistené portfolio.

Optiméalna expozicia v rizikovych aktivach AVaR portfolia je ndsobkom expo-
zicie nezaisteného portfolia, kde multiplikdtor zavisi od casu a stavu, v akom sa
trh nachadza. To umoziuje zmenou pakového efektu menit citlivost AVaR portfolia
na zmeny cien rizikovych aktiv a reagovat tak na aktualnu situaciu na trhu.

Dolezitym vysledkom prace je analyza ohrani¢enosti expozicie v rizikovych akti-
vach. Aj ked analyza preukazala, 7e AVaR stratégia moze v zlych stavoch trhu im-
plikovat vySSie trovne pakovania pozicie ako nezaistené stratégia, velkost expozicie
v rizikovych aktivach je v kazdom stave a case pre kazdé AVaR portfélio ohranicené.
Tato vlastnost je podla nas doleZita pre pouZitie stratégie v realnych aplikaciach
riadenia portfolia.

Simulacie pre standardné trhové nastavenia preukazali, ze AVaR stratégia vedie
za urcitych okolnosti k niz§im a menej pravdepodobnym stratam v oblasti najhorsich
stavov, ako porovnavané stratégie VaR-RM a LEL-RM.

Literatiara

[1] Artzner, P., Delbaen, F., Eber, J.M., Heath, D.: Coherent measures of risk.
Mathematical Finance, 9, 203-228 (1999)

[2] Basak, S., Shapiro, A.: Value-at-risk based risk management: optimal policies
and asset prices. Review of Financial Studies, 14, 371-405 (2001)

|3] Duffie, D.: Dynamic asset pricing theory. Princeton Series in Finance, Princeton
University Press, 3rd edition (2001)

[4] Follmer, H., Schied, A.: Stochastic finance - an introduction in discrete time.
Walter de Gruyter, Berlin (2002)

|5] Follmer, H., Schied, A.: Convex and coherent risk measures. Encyclopedia of
Quantitative Finance, John Wiley & Sons, 355-363 (2010)

19



|6] Gollier, C.: The economics of risk and time. The MIT Press (1999)

|7] Krokhmal, P., Palmquist, J., Uryasev, S.P.: Portfolio optimization with condi-
tional value-at-risk objective and constraints. The Journal of Risk, Vol. 4, 2,
11-27 (2002)

|8] Krommerovéa, Cs.: Dynamic portfolio optimization with risk management and
strategy constraints. Dizertacna préaca, Univerzita Komenského v Bratislave
(2013)

[9] Rockafellar, R.T., Uryasev, S.P.: Optimization of conditional value-at-risk.
Journal of Risk, 2, 21-42 (2000)

[10] Rockafellar, R.T., Uryasev, S.P.: Conditional value-at-risk for general loss dis-
tributions. Journal of Banking and Finance, 26, 1443-1471 (2002)

Zoznam publikicii

Optimalizdcia portfolia s ohranicenim na rizikovost mierou Conditional Value-at-
Risk, Zbornik z prvého cesko-slovenského workshopu mladych ekonémov, Katedra
hospodarskej politiky, ISBN 978-80-225-3498-7 (elektronicky dokument), 2012

Risk Adjusted dynamic hedging strategies, Mathematical and Statistical Methods
for Actuarial Sciences and Finance: International Conference, 6th, Vietri sul Mare,
Springer, ISBN 978-3-319-05013-3, s. 117-120 (2014)

Ucast na konferenciach

e EAPG 2012: Prvy cesko-slovensky workshop v Belusskych Slatinéch, 31.5.-
3.6.2012

o ISCAMI 2013: 14th International Student Conference on Applied Mathematics
and Informatics, Malenovice, 2.5.-5.5.2013

o MAF 2014: Sixth International Conference on Mathematical and Statistical
Methods for Actuarial Sciences and Finance, Vietri Sul Mare, 22.4.-24.4.2014

Thesis Overview

We investigated dynamic hedging strategies which are based on risk measures. We
developed a new investment strategy, driven by the coherent risk measure Average
Value-at-Risk (AVaR). The expected utility maximization problem in finite inves-
tment horizon on complete market is constrained by an upper limit defined on the
AVaR functional. By solving a static optimization problem we proposed the optimal
portfolio payoff function in investment horizon as well as the dynamic investment
strategy implied by the optimal portfolio. Numerical simulations show that strategy
can reasonably outperform other investment strategies based on risk measures, such
as well known VaR-RM and LEL-RM strategies proposed in [2].
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