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Abstrakt

HARCEK, Martin: Dynamické riadenie portfolia s pouZitim rizikovych mier. |[Dizer-
tatna praca| - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. - Skolitel: doc. Mgr. Igor
Melicher¢ik, PhD., - Bratislava: FMFI UK, 2014. /80 s./

V naSom vyskume sa zaoberame zaistenymi investi¢nymi stratégiami s vyuzitim ri-
zikovych mier. V praci definujeme novt dynamicka stratégiu, zaloZzeni na koherent-
nej rizikovej miere Average Value-at-Risk (AVaR). Ulohu formulujeme ako problém
investora maximalizujiceho oc¢akavani uzito¢nost z hodnoty portfélia na konci in-
vesti¢ného horizontu, obchodujiceho na dplnom trhu. Investor kontroluje rizikovi
expoziciu portfélia uplatnenim limitu na velkost rizikovej miery AVaR. V praci od-
vadzame optimalnu vyplatni funkciu AVaR portfolia v ¢ase investi¢ného horizontu,
ako rieSenie statickej optimalizacnej tlohy a tiez dynamicku investi¢nu stratégiu ve-
dicu k optimélnej hodnote portfolia. Vysledky numerickych simulacii naznacuju,
ze stratégia dokaze efektivne konkurovat inym dynamickym stratégiam, zalozenym
na rizikovych mierach, ako st napriklad stratégie VaR-RM a LEL-RM definované
v praci [6].

KTluacové slova: dynamicka optimalizacia portfolia, zaistené stratégie, rizikové miery,
Average Value-at-Risk



Abstract

HARCEK, Martin: Dynamic portfolio management using risk measures. |Disserta-
tion Thesis| - Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics; Department of Applied Mathematics and Statistics. - Supervisor:
doc. Mgr. Igor Melicher¢ik, PhD., - Bratislava: FMFT UK, 2012. /80 p./

We investigate dynamic hedging strategies which are based on risk measures. We
develop a new investment strategy, driven by the coherent risk measure Average
Value-at-Risk (AVaR). The expected utility maximization problem in finite inves-
tment horizon on complete market is constrained by an upper limit defined on the
AVaR functional. By solving a static optimization problem we propose the optimal
portfolio payoff function in investment horizon as well as the dynamic investment
strategy implied by the optimal portfolio. Numerical simulations show that strategy
can reasonably outperform other investment strategies based on risk measures, such
as well known VaR-RM and LEL-RM strategies proposed in [6].

Keywords: dynamic portfolio optimization, hedging strategies, risk measures, Ave-
rage Value-at-Risk
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Uvod

Otéazke optimélneho rozlozenia investicie v portfoliu s ndhodnym vynosom sa do-
posial venovalo mnoho vyskumov. Problém byva Standardne formulovany ako opti-
maliza¢na uloha, s cielom maximalizacie o¢akavanej uzito¢nosti z hodnoty portfo-
lia v kone¢nom investicnom horizonte. Castokrat je sucastou problému aj mnozina
ohrani¢eni, motivovana ekonomickou interpretaciou.

Ako jeden z prvych, skimal problém optiméalneho vyberu portfélia Samuelson
vo svojej praci [47] z roku 1969. Autor v praci uvazuje jednoduchy trh zostaveny
z jedného bezrizikového a jedného rizikového aktiva. Diskrétny optimaliza¢ny prob-
lém definuje ako tlohu stochastického dynamického programovania a odvadza opti-
malnu investicnt stratégiu, ktord vedie na konStantné rozloZenie investicie v Case.
Na pracu nadvizuje mnoho vyskumov, okrem iného aj praca Mertona [33], v ktorej
autor uvazuje spojity model a potvrdzuje konstantnost stratégie aj v tomto pripade.

Zaistené investicné stratégie si zalozené na myslienke ohranic¢enia moznych strat
na hodnote portfélia, v pripade negativneho vyvoja trhu. Jedna z prvych zaistenych
stratégii je stratégia CPPI, z angl. Constant Propotion Portfolio Insurance, ktora
v roku 1986 definoval Perold [37]. Ide o tzv. dynamickt stratégiu, t.j. investor do-
siahne efekt zaistenia kontinualnym prevazovanim portfélia v ¢ase. Stratégia definuje
pojem tzv. bezpecnostného vankusa, ktory zodpoveda vzdialenosti hodnoty portfo-
lia od dna garantujtceho cielovi zaistent hodnotu a do rizikovych aktiv investuje
konstantny nasobok vankuga. Takymto sposobom sa snazi udrzat hodnotu portfolia
nad zaistenou hodnotou.

S ciefom priblizit vlastnosti stratégie redlnemu pouzitiu pre riadenie portfolia
bolo definovanych mnoho rozsireni CPPI stratégie. V préacach [5] a [23] autori sku-
maju efektivnost zaistenia za predpokladu diskrétneho obchodovania a analyzuju
pravdepodobnost padu hodnoty portfélia pod garantovant hranicu, ktory v takomto
pripade moze nastat. V praci [9] autori skiimaji vplyv ohranic¢enia na vysku expozi-
cie v rizikovych aktivach, ktora sa s rastiicim trhom zvySuje. Viaceré rozsirenia CPPI
stratégie su analyzované v praci [35], okrem inych aj implementacia tzv. stop-loss
kritéria, zahrnutie poplatkov za spravu portfélia a tiez rizikovych mier. Autor v praci
tiez definuje modifikaciu stratégie s pohybujicim sa investicnym horizontom, moti-
vovani legislativnymi poziadavkami v systéme dochodkového sporenia v Slovenskej
Republike.

Dalsou relativne znamou zaistenou stratégiou, definovanou v roku 1976 je stra-
tégia OBPI, z angl. Option Based Portfolio Insurance, ktorej autormi st Leland
a Rubinstein [22]. Standardné OBPI portfolio pozostava z rizikového aktiva a pre-
dajnej opcie eurdpskeho typu vypisanej na dané aktivum. Zaistend hodnota port-
folia v Case expirdcie opcie je rovnd jej realizaCnej cene. V pripade, Ze na trhu nie



je potrebna opcia obchodovand, tato moze byt replikovanid vhodnou dynamickou
stratégiou. Podobne ako v predoslom pripade, aj ku stratégii OBPI bolo definova-
nych viacero modifikdcii. Zaujimavy je vysledok prace |7], v ktorej autori definuju
prepojenie medzi oboma stratégiami. Za predpokladu variabilného multiplikatora
pre expoziciu v rizikovych aktivach je OBPI zovseobecnend verzia CPPI stratégie.

V inovativnej préaci z roku 1952 definuje Markowitz [30] zaklady pre novu oblast
vyskumu, tzv. mean-variance analyzu portfolia. Autor v praci uvazuje ako vynos-
nost, tak aj rizikovost portfolia, ktori odhaduje pomocou variancie. Markowitzov
pristup k meraniu rizika vedie k otézke, ¢i existuje aj iny sposob vyjadrenia ri-
zikovosti portfolia. Odpovedou si Specidlne funkcionédly nazyvané rizikové miery.
V prelomovej praci |3| z roku 1999 autori Artzner, Delbaen, Eber a Heath polozili
zaklady modernej analyzy vlastnosti rizikovych mier. V praci definovali skupinu za-
kladnych axiém motivovanych ekonomickou interpreticiou, ktoré by rizikové miery
mali splitiat. Definovali tieZ triedu tzv. koherentnych rizikovych mier, ktoré maja
vlastnosti zarucujice efektivne meranie rizikovej expozicie a riadenie finanénych ri-
zik.

Na pricu nadvizuje mnoho vyskumov, okrem inych aj praca [17] autorov Foll-
mer a Schied, ktori definuji o nieco Sir§iu triedu tzv. konvexnych rizikovych mier,
vykazujucich vhodné vlastnosti pre pouzitie v optimaliza¢nych tlohach. V pracach
[45], [24] a [49] autori analyzujt ina triedu tzv. safety-first rizikovych mier, ktoré si
vo vSeobecnosti zalozené na pravdepodobnosti poklesu hodnoty portfolia pod stano-
venu kritickG hodnotu. Inym smerom sa zaobera praca autorov Cvitanic a Karatzas
[11], ktori definujt tzv. dynamické rizikové miery, sledujuce rizikovost portfolia v de-
finovanom ¢asovom obdobi.

Modelovanim preferencii investora vo vztahu k vynosom a k riziku sa zaobera
napr. praca [36], v ktorej autor zavadza pojem ocakévanej uzito¢nosti. V préacach [2]
a [40] autori Arrow a Pratt definuji pojmy absolitnej a relativnej averzie k riziku,
ktoré umoznuji vzajomné porovnanie rizikovych preferencii, reprezentovanych vhod-
nou funkciou uzito¢nosti. V praci [14] je poukézané na fakt, 7e aj ked mean-variance
analyza nie je priamo zaloZenéa na koncepte oc¢akavanej uzito¢nosti, za urcitych pod-
mienok vedie maximalizicia ocakavanej uzitocnosti k mean-variance optimalnym
portfoliam.

S narastom volatility na finan¢nych trhoch koncom osemdesiatych rokov minu-
lého storodia sa vo finanénom sektore s publikovanim metodiky tzv. RiskMetrics
[21] zacala presadzovat rizikova miera Value-at-Risk (skr. VaR). Miera je definovana
ako hodnota kvantilu rozdelenia strat pre definovanii hladinu vyznamnosti. Mnoho
vyskumov skiimalo vhodné metoédy odhadu miery VaR (pozri napr. prace [13], [4],
[28], alebo tiez [19]), pripadne vhodné metddy testovania presnosti mier na danej
vzorke (napr. prace [29] a [20]). Akokol'vek, s prichodom axiomatiky rizikovych mier
sa ukazalo, 7Ze rizikovd miera VaR nevykazuje vhodné vlastnosti pre meranie trho-
vych rizik, ¢o moze mat v urcitych pripadoch za nasledok pomerne Casté zlyhanie
investi¢nych stratégii zaloZenych na tejto rizikovej miere. V praci [6] autori Basak a
Shapiro definuju problém maximalizacie uzito¢nosti portfélia, s rizikovym ohranice-
nim v podobe limitu na velkost miery VaR v kone¢nom investi¢énom horizonte.

V praci poukazuju na nevhodné vlastnosti VaR-RM stratégie pre riadenie rizi-
kovosti portfolia, ktoré st priamym doésledkom definicie miery VaR. Ich hlavnym



argumentom je skuto¢nost, ze miera VaR kontroluje iba pravdepodobnost vyskytu
najvacsich strat a nie ich velkost, v dosledku ¢oho moze VaR-RM stratégia v zlych
stavoch implikovat daleko vysSie straty, ako by dosiahlo portfélio bez rizikového
ohrani¢enia. Autori v préaci definujia alternativnu rizikovi mieru LEL (a angl. Li-
mited Expected Losses), ktora okrem pravdepodobnosti vyskytu vyznamnych stréat
kontroluje aj ich velkost. Definuju tieZ investi¢na stratégiu zalozent na miere LEL,
ktora vedie ku kvalitativne lepsim portfoliAm ako stratégia zalozena na miere VaR.
Rizikovi mieru definuju ako cenu predajnej opcie eurépskeho typu, t.j. velkost rizika
je vyjadrena cenou poistenia hodnoty portfolia. Na nevhodné vlastnosti miery VaR
nezéavisle upozoriiuje aj praca [8], v ktorej autor na jednoduchom priklade pouka-
zuje na fakt, Ze cena poistenia portfolia pre dlhsi investi¢ny horizont rastie, zatial ¢o
pravdepodobnost straty s predlzujicim sa horizontom klesa, ¢o si navzajom v istom
zmysle odporuje. Na pracu [6] nadvizuje okrem inych aj praca [27], ktora analyzuje
vlastnosti a pripustnost rieSenia tlohy pre rézne konvexné ohranicenia. V praci au-
torka poukazuje na fakt, Ze stratégie VaR-RM mozu za urcitych okolnosti a pre ¢asy
blizke investicnému horizontu implikovat nekone¢né hodnoty expozicie v rizikovych
aktivach.

Samotni autori prace [6] upozornuju, Ze rizikova miera LEL, rovnako ako aj miera
VaR, nepatri do triedy koherentnych mier, ¢o naznac¢uje, ze miera LEL nemusi byt
efektivna v merani rizikového profilu portfélia. Uvedena skutocnost je motivujica
pre hTadanie alternativnej rizikovej miery, ktora by svojimi vlastnostami bola vhod-
nejSia k riadeniu rizikovej expozicie portfélia. Takouto mierou sa javi byt relativne
mlad4 rizikovi miera nazyvanad AVaR, z angl. Average Value-at-Risk, ktort v préaci
[43] z roku 2000 definovali Rockafellar a Uryasev. Autori v praci definuju diskrétny
model zaloZeny na minimalizacii miery AVaR, ktory vedie na tlohu linedrneho prog-
ramovania. Koherentnost miery bola dokdzana v préci [38] a vlastnosti miery si pod-
robne analyzované napr. v praci [39]. Miera AVaR okrem pravdepodobnosti vyskytu
kontroluje aj prvy moment rozdelenia vyznamnych strat, ¢o ju predurcuje k pouzitiu
v riadeni rizikového profilu portfélia. Tato praca priamo nadvéizuje na vysSie uve-
dené vysledky definovanim dynamickej investi¢nej stratégie, umoznujicej kontrolu
rizikovej expozicie s pouzitim miery AVaR.

Praca je organizovana nasledovne. Prva kapitola je venovana rizikovym mie-
ram. SU v nej definované pojmy riziko, rizikova miera a formou axiém vymedzené
mnozina vlastnosti, ktorymi by za idealnych okolnosti rizikové miery mali dispo-
novat. Kazda z vysSie uvedenych vlastnosti ma svoje ekonomické opodstatnenie,
motivované pouzitim mier pre riadenie rizik vo finanénom sektore. Zaujimavé st
triedy tzv. koherentnych a konvexnych mier, ktoré st vo vSeobecnosti povazované
za vhodné pre riadenie finan¢nych rizik. V druhej casti kapitoly st preskimané
vlastnosti vybranych rizikovych mier VaR, LEL a AVaR, ktoré budeme vyuzivat
v dalgich ¢astiach préace.

Druhé kapitola sa zaoberd investiénymi stratégiami s iplnym zaistenim. V dvode
kapitoly st definované zakladné pojmy z teorie preferencii vo vztahu k vynosom a
finan¢nym rizikAm. Na pojmy ocakavanej uzitoCnosti, urcitostného ekvivalentu a
averzie k riziku sa budeme odvolavat v dalSich ¢astiach prace. Dalej st v kapitole
definované zaistené stratégie CPPI a OBPI a analyzované ich zakladné vlastnosti.
Prepojenim medzi oboma stratégiami je uz spominana skutoc¢nost, ze OBPI je mozné



za urcitych podmienok povazovat za zovSeobecneni verziu stratégie CPPI.

V tretej kapitole predstavime stratégie ciasto¢ného zaistenia, pre ktoré je zvolena
hodnota portfolia garantovana iba na urcitej hladine vyznamnosti. V tivode kapitoly
definujeme zakladny model trhu, na ktory sa budi odkazovat stratégie definované
v dal8ich ¢astiach. f)alej predstavime zaistené stratégie nezaisteného investora a
stratégie VaR-RM a LEL-RM, ktoré si vysledkom rieSenia tlohy maximalizacie
uzito¢nosti z hodnoty portfélia na tplnom trhu v koneénom investicnom horizonte.
Obe stratégie s podrobne analyzované v zmysle metodiky definovanej v praci [6].

V poslednych troch kapitolach sa zaoberame novou zaistenou stratégiu zaloZzenou
na koherentnej miere AVaR. Vo §tvrtej kapitole definujeme zakladni tlohu AVaR
investora a popisujeme tiez prechod k tlohe, ktord je za urcitych podmienok ek-
vivalentn& povodnej tlohe. Po transformécii definujeme alternativnu tlohu AVaR
investora a odvodime optimélnu vyplatni funkciu portfolia v ¢ase investi¢ného ho-
rizontu. Definujeme tiez optimélnu vyplatni funkciu v case pred investicnym hori-
zontom a optimalnu stratégiu AVaR portfélia, ktord vedie k tejto vyplatnej funkeii.
V zéavere kapitoly uviddzame Vetu o ohranicenosti expozicie v rizikovych aktivach,
ktort povazujeme za dolezitt vlastnost stratégie.

V piatej kapitole analyzujeme vlastnosti novovytvorenej stratégie s pouzitim vy-
stupov z numerickych simulacii. Skiimame tvar vyplatnych funkcii portfolii, vy-
voj relativnej expozicie v rizikovych aktivach a vykoname tiez analyzu senzitivity
na zmenu trhovych parametrov a parametrov preferencii. V zavere kapitoly je uve-
dena komparativna analyza so stratégiami VaR-RM a LEL-RM vo vztahu k tvaru
vyplatnych funkcii, priebehu expozicie v rizikovych aktivach a tiez pravdepodob-
nostnych rozdeleni portfolii v ¢ase investi¢ného horizontu.

Siesta kapitola obsahuje pripadovi stidiu, v ktorej demonstrujeme pouzitie stra-
tégie AVaR v redlnom prostredi riadenia akciového portfolia, kedy platnost vsetkych
predpokladov modelu nemoze byt zarucena. Priebeh AVaR portfolia je podrobne
analyzovany a porovnavany s vyvojom nezaisteného portfélia s rovnakymi para-
metrami. V zavere prace uvadzame zhrnutie hlavnych vysledkov a prinosov nasho
vyskumu a zoznam pouzitej literatury.



Kapitola 1
Rizikové miery

V praci |3] z roku 1999 autori Artzner, Delbaen, Eber a Heath polozili zéklady
pre moderni analyzu rizikovych mier. Definovali pojem riziko a vymedzili mnozinu
portfolii, ktoré si pre investora prijatelné, ¢ uz s ohladom na postoj investora
k riziku alebo kvoli regula¢nym poziadavkam dohladu nad finan¢nym trhom. Autori
tiez definovali zakladné vlastnosti, ktoré by mali rizikové miery spliiat v zaujme
efektivneho merania rizikovej expozicie a zaviedli pojem tzv. koherentnych mier,
ktoré tymito vlastnostami disponuju.

Na uvedent pracu nadvizuje mnoho vyskumov, okrem inych aj praca [17] autorov
Follmer a Schied, ktori zaviedli vlastnost konvexnosti a definovali triedu tzv. konvex-
nych mier, ktoré disponuji vhodnymi vlastnostami pre pouZitie v optimaliza¢nych
tlohéach.

1.1 Axiomatika rizikovych mier

Uvazujme pravdepodobnostny priestor (€2, P). Rizikom budeme nazyvat nahodnu
premenni X vyjadrujicu vynos portfolia v ¢ase kone¢ného investi¢ného horizontu
T, ktory v stave w € Q nadobudne hodnotu X (w). Nech G je mnozina vSetkych
rizik, t.j. v8etkych funkcii X : Q@ — R a nech A je tzv. mnozina akceptovatelnosti,
t.j. mnozina takych rizik, ktoré su pre investora akceptovatelné z pohladu moznych
strat na hodnote portfolia a dosledkov plynucich z tychto strat (napr. bankrot, in-
solventnost investora, a.i.). Nizsie uvadzame axiémy pre mnoziny akceptovatelnosti,
ako boli definované v praci [3].

Axiéma 1. Mnozina akceptovatelnosti A obsahuje mnoZinu L., kde L je mnoZina
vsetkiyjch nezdpornijch prvkov mnoziny G.

Axiéma 2. Mnozina akceptovatelnosti A sa neprekrjva s mnoZinou L__, kde
L _={X|Vwe, X(w)<0}.

Axioma 3. Pre mnoZinu akceptovatelnosti A plati: ANL_ = {0}, kde L_ je mno-
Zina véetkych zdporngch prvkov mnoZiny G a {0}.

Axiéma 4. Mnozina A je konvernd.



Axiéma 5. Mnozina A je pozitivne homogénny kuZzel.

V dalsom texte ozna¢me rizikovit mieru ako funkciu p(-). Kladni hodnotu p(X)
mozeme interpretovat ako poziadavku na navySenie kapitalu, po ktorom si straty
na hodnote portfolia pre investora akceptovatelné. Zaporna hodnota p(X) nazna-
¢uje, ze po znizeni kapitalu vo vyske p(X) st mozné straty na hodnote portfolia
pre investora stale akceptovatelné (pod pojmom kapital moézeme rozumiet napriklad
vlastné imanie investi¢nej spolo¢nosti, t.j. navySenim imania si spolo¢nost vytvara
rezervy, z ktorych vie vykryt pripadné straty na hodnote portfolia).

Nizsie uvadzame vSeobecntu definiciu rizikovej miery, definujeme jej vztah s mno-
7inou akceptovatelnosti a uvadzame tiez zdkladné axiomy, ktoré zarucuju vhodné
vlastnosti rizikovych mier.

Definicia 1. Rizikova miera je zobrazenie z mnoziny G do R.

Definicia 2. Rizikovd miera spojend s mnozZinou akceptovatelnosti A je zobrazenie
2G do R ozn. pa, definované:

par(X)=inf{meR|m-r+ X € A},
kde r je vinos referencného investicného ndstroja (napr. bezrizikového dlhopisu).

Definicia 3. MnoZina akceptovatelnosti spojend s rizikovou mierou p je mnoZina
A, definovand:
A, ={X € G|p(X) <0}

Axiéma T. Translacnd invariancia: VX € GaVeeR: p(X+c-1r)=p(X)—c.
Axioéma S. Subaditivita: VX aY € G: p(X +Y) < p(X) + p(Y).

Axioma PH. Pozitivna homogenita: VA > 0aVX € G:  p(AX) = Ap(X).
Axioma M. Monotonnost: VX aY € G: X <Y = p(X) > p(Y).

Axiéma R. Relevantnost: VX : X <0a X #0 = p(X) > 0.

Vys&sie uvedené axiomy maji pomerne zrejmi ekonomickl interpretaciu. Vlast-
nost T zarucuje, Ze miera pracuje v rovnakych jednotkach ako je vyjadrena hodnota
portfolia. Pokial ma miera vlastnost T, potom pre kazdé X plati: p(X +p(X)-r) = 0,
kde uvedena rovnost priamo suvisi s definiciou mnoziny akceptovatelnosti spojenej
s mierou p(-). Vlastnost S stuvisi so vztahom diverzifikicie portfolia a rizika, t.j. miera
s vlastnostou S priradi diverzifikovanému portféliu pozostavajiceho z dvojice pozicii
X +Y nanajvys taki rizikovi vahu ako oddelenym portfoliam X a Y v sucte. Miera,
ktord mé vlastnost PH je linearna vzhIladom k velkosti portfolia. Miera s vlastnos-
tou M priradi rizikovejSiemu portfoliu vyssiu rizikovii vahu a nakoniec vlastnost R
zarucuje, ze pokial riziko existuje, rizikova miera ho zachyti.



1.2 Koherentné a konvexné miery

Autori prace [3] definovali koherentni mieru nasledovne:

Definicia 4. Rizikovd miera s vlastnostami translacnej invariancie, subaditivity,
pozitivnej homogenity a monotonnosti sa nazijva koherentna.

Pozndmka: Autori do formuldcie rizikovej miery a jej vlastnosti zakomponovali vynos
referencného aktiva vo wviske r, ktorym prepocitavaju budicu hodnotu strdt na si-
casni. Je dolezité poznamenat, Ze uvedeny prepocet nemd zdsadny vplyv na vlastnosti
skiimanijch rizikovijch mier a preto budeme v dalSom texte predpokladat vinos refe-
rencného aktiva rovng 1.

Na préacu [3| nadvizuji autori prac [16] a [17] definovanim vlastnosti konvexnosti
a triedy tzv. konvexnijch rizikovijch mier a sformulovanim jej zakladnych vlastnosti.

Axiéoma K. Konvernost: VX aY € GaVA e [0,1]: pAX +(1=N)Y) < Ip(X)+
(1= M)pY).

Definicia 5. Rizikovd miera s vlastnostami translacnej invariancie, monotonnosti
a konvexnosti sa nazjva konvexna.

Veta 1. Konvernd rizikovd miera s vlastnostami pozitivnej homogenity je kohe-
renind.

Dokaz. Nech p(-) je konvexna rizikova miera (méa vlastnosti translacnej invariancie,
monotonnosti a konvexnosti).

Potom VX a Y € G a VA € |0, 1] z definicie vlastnosti konvexnosti plati: p(AX +
(1=N)Y) <Mp(X)+ (1 =XN)p(Y). Zvolme A = 0,5. Potom plati:

0.50(X +Y) "= p(

0,5(X +Y)) <0,5(p(X) +p(Y)),
— p(-) splita vlastnost subaditivity = p(-) je koherentna. O
Veta 2. Pozitivna homogenita a subaditivita implikuji konvexnost miery.

Doékaz. Nech je rizikova miera p(+) pozitivne homogénna a ma vlastnost subaditivity,
potom VX aY € G a VA > 0 plati:

A(X) 4 (1= Np(¥) E0 p0X) 1 p((1 = NY) S p(AX + (1 - N)Y) = p()

je konvexna. O

O vztahu medzi konvexnymi mierami a mnozinami akceptovatelnosti hovori na-
sledovna Veta (formulacia podla préace |42], dokaz je uvedeny napr. v praci [16]).

Veta 3. Nech p je konveznd miera s mnozZinou akceptovatelnosti A,, potom plati
pa, = p a mnozina A= A, md nasledovné vlastnosti:

(1) mnozina A je konvexnd a neprdzdna,
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(ii) ak X € A aY € G potom Y > X implikuje Y € A,
(iii) ak je miera p(X) koherentnd, potom A je konvexny kuZel.

Naopak, ak A je neprizdna konveznd podmnozina G s vlastnostou (ii) a k nej pri-
slichagica funkcia py spliia pa(0) > —oo potom plati:

(iv) pa je konvexnd rizikovd miera,

(v) ak A je kuZel, potom p4 je koherentnd rizikovd miera.

1.3 Klasifikacia vybranych rizikovych mier

V tejto ¢asti preskimame vlastnosti vybranych rizikovych mier s ohladom na axi-
omatiku predstavenu v predoslej ¢asti. Zaoberame sa mierami, ktoré vyuzijeme ako
rizikové ohrani¢enia v tlohach skamanych v dalsich kapitolach.

1.3.1 Value-at-Risk

Rizikova miera Value-at-Risk (skr. VaR), ako jedna z najznamejsich rizikovych mier,
nachidza uplatnenie v mnohych aplikovanych odboroch. V aplikicii na riadenie
finan¢nych rizitk mézeme mieru definovat ako zapornt hodnotu a-kvantilu rozdelenia
ndhodnej premennej X, vyjadrujicej vynos portfélia v ¢ase investi¢ného horizontu.
Nizsie uvadzame definiciu podla [3]

VaR,(X) = —inf{m e R: P(X <m) > a}, (1.1)

kde a € [0,1] je exogénny parameter (tzv. hladina vyznamnosti). Miera VaR je
oblibena najméa kvoli jednoduchej interpretacii. Hodnota VaR,(X) predstavuje
najvyssiu stratu, ktora za normalnych okolnosti (s pravdepodobnostou 1—a) nebude
prekroc¢ena. Miera VaR je v dokumente BASEL II odporac¢ana na meranie rizikovej
expozicie finan¢nych institacii a vypocet kapitalovej poziadavky. Zakladné vlastnosti
miery VaR sme sformulovali do nizsie uvedenej Vety.

Veta 4. Rizikovd miera VaR md vlastnost translacnej invariancie, pozitivne) homo-
genity, monotonnosti, relevantnosti a nesplna vlastnost subaditivity a konvernosti.

Dokaz.
1. Translacénd invariancia: VX € GaVee R :
VaR (X +¢) = —inf{m|P(X +c<m)>a}
= —inf{m|P(X <m—c)>a}
= —inf{z|P(X <z2)>a}+c=VaR,(X)+c.
2. Pozitivna homogenita: VA > 0a VX € G :
VaR,(AX) = —inf{m|P(AX <m) > «a}
= —inf{m|P(X <m/X) > a}
= —Ainf{z|P(X <2) > a} = A\WaR,(X).
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3. Monoténnost: Vlastnost je zrejma z definicie miery.
4. Relevantnost: Vlastnost je zrejméa z definicie miery.

5. Subaditivita: Miera VaR pre $pecialne portfolia nespliia vlastnost subaditi-
vity. Ako priklad uvazujme portfolio z prace [3]. Na trhu je dostupna akcia s cenou
S; a na nu vypisané digitalne opcie s cenami U; a L; s realiza¢nymi cenami Ky a
K. V ¢ase maturity oboch opcii, ozn. T, je hodnota Ur rovna 1000, ak St > K,
inak 0 a hodnota Lz je rovna 1000, ak Sp < K, inak 0. Predpokladajme, Ze
plati K < Ky. Nech K a Ky sa zvolené tak, ze plati: P(Sr < Kp) = P(Sp >
Ky) = 0,008. Potom hodnota VaR na hladine vyznamnosti 1% pre investora drzia-
ceho kratku poziciu v jednej opcii U (resp. L) je —U,; (resp. —L;), avSak hodnota
VaRyy ((—=Ur) 4+ (—Lr)) pre investora drziaceho portfolio dvoch opcii U a L v krat-
kej pozicii je kladna a rovnd 1000 — U; — Ly, ¢o je v spore s vlastnostou subaditivity.

Poznamka: Je dolezité poznamenat, Ze miera VaR md vlastnost subaditivity za pred-
pokladu normdlneho rozdelenia ndhodnej premennej X (vid napr. [3]). Kritici miery
VaR argumentuji, Ze hypotéza o normalite financénijch vynosov bola empirickou ana-
lyzou zamietnutd (vid napr. [15]).

6. Konvexznost: Dosledkom nespliiania vlastnosti subaditivity je nesplitanie vlast-
nosti konvexnosti. O

Désledok 1. Rizikovd miera VaR nie je koherentnd ani konvexrnd miera.

1.3.2 Limited Expected Losses

Miera Limited Expected Losses (skr. LEL) bola definované v praci [6] autormi Basak
a Shapiro v roku 2001. Autori mieru definuju ako cenu poistenia hodnoty portfolia
v Case investi¢ného horizontu, ¢o je ekvivalentné cene predajnej opcie eurdpskeho
typu, vypisanej na hodnotu portfolia

LELg(X) = e "EY(K — X)"] = EF[¢p(K — X)), (1.2)

kde (-)* = max(+,0), r je bezrizikova trokova miera, T je investi¢ny horizont, K je
realizaCné cena opcie vyjadrujtca poistent hodnotu portfolia, P je objektivna prav-
depodobnostna miera, Q je rizikovo-neutralna miera a e"’ép = dQ/dP je Radon-
Nikodymové derivacia. Pripomenime, Ze pre ocenenie eur6épskych opcii existuji za ur-
¢itych predpokladov explicitné formuly, vid napr. vztahy (2.9) a (2.10) v dalgich
castiach prace.

Autori boli pri definovani miery LEL motivovani nevhodnymi vlastnostami miery
VaR pri aplikovani na riadenie rizikovej expozicie portfélia v optimaliza¢nych tlo-
hach. Autori poukazuji najméi na skuto¢nost, zZe miera VaR skima iba pravdepo-
dobnost vyskytu extrémnych strat ale nesktima ich vel'kost, ¢o moZe viest k nespréav-
nemu odhadu rizikovosti portfolia. Zakladné vlastnosti miery LEL sme sformulovali
do nizsie uvedenej Vety.

Veta 5. Miera LEL mad vlastnost subaditivity, pozitivnej homogenity, monotonnosti,
relevantnosti a konvexnosti a nemd vlastnost translacnej invariancie.
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Dokaz.
1. Subaditivita: VX aY € G :

LELg(X+Y) = ¢ "E°[(K— (X +Y)" | <eE*[(K+K-X-Y)"]
< eER[(K - X)" + (K -Y)"]
< eMEY[(K-X)' ] +eEY[(K—Y)"]

= LELkg(X)+ LELk(Y).
2. Pozitivna homogenita: VA > 0a VX € G :

LE Ly, (AX) e TR [(Kyx — AX)"] = e "TEL [(AKx — AX)"]

e "TE? [M(Kx — X)'] = ALELk (X).

Pozndmka: 'V dokaze je naznacené, Ze realizacnd cena opcie K zdvisi od pociatocnej
hodnoty portfolia. Inak by vlastnost pozitivnej homogenity by nebola splnend.

3. Monoténnost: vX aYeG: X <Y —
e E[(K - X)"]| > e ™E[(K - Y)"] = LELk(X)> LELk(Y).
4. Relevantnost: Vlastnost je zrejmé z definicie miery.

5. Konvernost: VX aY € Ga VA e [0,1]:

LELKk(AX +(1=2)Y) = e E?[(K — (AX + (1 - \)Y))"]

e TER [(AK + (1 - N)K — (AX + (1 = \)Y)) ]
e TEC[(K — X) ]+ (1= Ne E?[(K —Y)"]
AMLELg(X)+ (1 = NLELg(Y).

IN

6. Translacnd invariancia: VX € GaVee R:
LELg(X +ce'T) = ¢ 'TEQ [(K (X cerT))+]

= e "TEY [((K —ce) — X)+]

)
> e "EY[(K—-X)'] —c=LELg(X)—c

—>  spor s vlastnostou transla¢nej invariancie.

Uvazujme nasledovny protipriklad. Ozna¢me S akciu, ktora v kazdom case nado-
bida iba hodnoty 1 alebo 3, obe s rizikovo-neutralnou pravdepodobnostou ¢ = 0,5.
Oznac¢me P predajnu opciu vypisant na toto aktivum, s realiza¢nou cenou 2 a ma-
turitou v ¢ase T a B bezrizikovii investiciu, ktora vyplati hodnotu 2 v ¢ase T' (nech
r = 0). Spoc¢itanim hodnoty LEL pre portfolio zostavené z opcie a bezrizikovej
investicie dostavame LELy(P + B) = 0, zatial ¢o LELy(P)— B =1/2—-2= —3/2.

m

Doésledok 2. Rizikovd miera LEL nie je koherentnd ani konvernd miera.
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1.3.3 Average Value-at-Risk

Rizikova miera Average Value-at-Risk (skr. AVaR), zndma tie7 pod nazvami Condi-
tional Value-at-Risk (CVaR), Tail Value-at-Risk (TVaR) a Ezpected Shortfall (ES),
bola definovana v praci [43] ako odpoved na nevhodné vlastnosti miery VaR pre po-
uzitie na meranie rizikovej expozicie. V praci [39] je rizikova miera AVaR definovana

1 o
AVaR,(X) = —/ VaR,(X) dp, (1.3)
@ Jo
kde v € (0, 1] je hladina vyznamnosti a rizikovad miera VaR,(X) je definovana ako
v (1.1). Zakladné kvalitativne vlastnosti miery AVaR sme sformulovali do nizsie

uvedenej Vety.

Veta 6. Rizikovd miera AVaR md vlastnost translacnej invariancie, pozitivnej ho-
mogenity, subaditivity, monotonnosti, relevantnosti a konvexnosti.

Pre nazornost uvadzame nizSie dokaz vlastnosti miery AVaR za predpokladu
nahodnej premennej X so spojitou, diferencovatelnou a rastticou distribu¢nou fun-
kciou. Pre zovseobecnené odvodenie vlastnosti miery AVaR vid napriklad préacu
[39].

Dokaz. Nech X je ndhodnd premenna so spojitou, diferencovatelnou a rasticou
distribu¢nou funkciou. Rizikova mieru AVaR,(X) je moZné v takomto pripade al-
ternativne vyjadrit [1]

AVaR,(X) = —E[X | X < —VaR.(X)],

a odvodenie vlastnosti AVaR je zhrnuté v bodoch 1. az 6.
1. Translacnd invariancia: VX € G a Ve € R :

AVaR (X +¢) = E[-X —c| X +¢ < =VaR, (X + ¢)]
= E[-X —c|X+c< —VaR,(X) + ¢
= E[-X|X < —VaR,(X)] —c=AVaR,(X) — ¢,

kde druha rovnost vyplyva z vlastnosti miery VaR (Veta 4 - ¢ast Translacna inva-
riancia).

2. Subaditivita: Dokaz vlastnosti subaditivity je uvedeny napr. v praci [1].
VXaYeGaZ=X+Y:

AVaR,(Z) — AVaR.(X) — AVaR,(Y) =

1

= (E [Z12<«—vara(z) — X Ix<—vara(x) — Y ly<—var.(v))])

1
= ——(]E [X (1Z§—VQRQ(Z) - 1X§—VaRa(X))

(8]
~Y (1z<-vara(z) = y<—varav)) ])
1
—a( —VaR,(X)E |:1Z§—V(ZRQ(Z) — 1X§—VaRa(X)}
+VaRy(Y)E [12< vara(2) — ly<-varav)] )

_ _é( — VaRo(X) (o — ) + VaRa(Y) (0 — a) ) =0,

IN
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kde 1., je funkcia indikator.
3. Pozitivna homogenita: VA > 0a VX € G :

AVaR,(AX) = E[-AX|AX < —VaR,(\X)]
= E[-AX|X < —VaR,(X)]
= ME[-X|X < —VaR,(X)]
= MNAVaR,(X),
kde druhé rovnost vyplyva z vlastnosti miery VaR (Veta 4 - ¢ast Pozitivna homo-
genita).
4. Monotonnost: Vlastnost je zrejméa z definicie miery.
5. Relevantnost: Vlastnost je zrejméa z definicie miery.

6. Konvernost: Dokaz je ekvivalentny s dokazom platnosti subaditivity pre na-
stavenie X = A a Y = (1 - \)B.
O

Désledok 3. Rizikovd miera AVaR patri do triedy koherentnijch aj konvexngch
maier.

Na rozdiel od rizikovych mier VaR a LEL, rizikova miera AVaR splia vietky po-
ziadavky kladené na rizikové miery v zaujme efektivneho merania rizikovej expozicie.
Tato skutocnost je pomerne silnou motivaciou k vyuZzitiu miery AVaR pri hTadani
optimalnej investi¢nej stratégie s ohrani¢enim na rizikovy profil investicie.
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Kapitola 2

Zalstené investicné stratégie

V tejto Casti st predstavené investicné stratégie, ktoré maju za ciel okrem oca-
kavaného vynosu kontrolovat aj velkost potencidlnych strat na hodnote portfolia.
Na zadiatku kapitoly st predstavené zakladné pojmy z tedrie preferencii, na ktoré
budeme odkazovat v dalsom texte. f)alej st analyzované pomerne zname stratégie
CPPI a OBPI, ktoré sa odliSnym pristupom snazia o zaistenie minimélnej hodnoty
investicie, v pripade nepriaznivého vyvoja na trhu. V zavere kapitoly je definovany
vztah medzi oboma stratégiami, kde za urcitych podmienok je stratégiu OBPI mozné
povazovat za zovSeobecneni verziu CPPI stratégie.

2.1 Modelovanie preferencii

2.1.1 Oc¢akavana uzito¢énost

Jednym zo zakladnych vysledkov modernej tedrie portfolia je modelovanie preferencii
investora vo vztahu k vyberu vhodného portfolia. Medzi zdkladné charakteristiky
portfolia, ktoré maji priamy dopad na preferencie, patri ocakdvany vinos a riziko
plyntce z investicie. Uvaha o preferenciach investora vo vztahu k obom spominanym
charakteristikAm je pomerne jednoznacéna. Uvazujme pre jednoduchost dve portfolia
generujice ndhodny vynos:

e ak st obe portfolia rovnako rizikové, investor preferuje portfolio s vyssim oca-
kédvanym vynosom,

e ak maja obe portfolid rovnaka oc¢akavanu vynosnost, investor preferuje menej
rizikové portfolio.

Vo v8eobecnosti sa portfolid lisia sucasne vynosnostou aj rizikovostou a pre ich
odlisenie z pohladu preferencii je potrebné definovat zlozitejsie kritéria. Jednym
z moznych sposobov, ako modelovat preferencie vo vztahu k vyberu portfolia je
koncept ocakdvanej uzitocnosti.

Uvazujme podobne ako v predo$lej ¢asti pravdepodobnostny priestor (€2, P), zo-
brazenie X : ) — R reprezentujice portfélio s nahodnym vynosom a ozna¢me G
mnozinu vSetkych portfolii. Funkciou uzitocnosti nazyvame zobrazenie u : G — R
so Specidlnymi vlastnostami vymedzenymi suborom axiém definovanych v teorii
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preferencii [46]. Funkcia u(-) priradi kazdej realizacii ndhodnej premennej skore,
tzv. uzitoc¢nost. V nadvéznosti na axiomy budeme v naSej praci predpokladat fun-
kciu uzitocnosti, ktora je

1. spojita, dvakrat diferencovatelna

3. konkavna

e I R
N e N e

(2.
2. rasttca (2.
(2.
(2.

4. a plati limu'(z) = oo a lim u'(z) =0,
z—0 T—00
kde rasticost je zakladna poziadavka kladena na funkcie uzito¢nosti, konkavnost
funkcie je ekvivalentna predpokladu tzv. rizikovo averzného investora [2| a ostatné
technické vlastnosti st nevyhnutné pre dalsie vyuzite funkcie v tejto praci.
Ocakavanou uzito¢nostou nazyvame operator E[u(X)], ktory slizi na porovna-
nie preferencii medzi dvoma alebo viacerymi portféliami. V teorii portfolia sa po-
merne ¢asto riesi iloha maximalizacie ocakavanej uzitoc¢nosti, t.j. ilohou je spomedzi
vSetkych portfélii vybrat to, ktoré pre investora generuje maximalny dzitok po zo-
hIadneni ndhodného rozdelenia vynosov jednotlivych portfolii a preferencii investora
vyjadrenych vhodnou funkciou uzito¢nosti.

2.1.2 Urcitostny ekvivalent

Urcitostnym ekvivalentom pre portfolio s ndhodnym vynosom X nazyvame hodnotu
C € R, pre ktoru plati
u(C) = E[u(X)], (2.5)

kde preferencie investora st modelované pomocou funkcie uzito¢nosti wu(-). Urdi-
tostny ekvivalent predstavuje bezrizikové portfélio s hodnotou C, ktoré investor
nevie z pohladu svojich preferencii odligit od rizikového portfolia X, nakolko obe
portfolia generuji rovnaku ocakéavanu uzito¢nost. Pre detailnejSie informacie o kon-
cepte ur¢itostného ekvivalentu pozri napr. pracu [42].

2.1.3 Averzia k riziku

V pracach [2] a [40] autori definovali sposob, akym sa d4 pre daného investora vhodne
vyjadrit miera averzie k riziku. Za predpokladu vlastnosti (2.1)-(2.4) pre funkciu
uzito¢nosti u(-) definujeme Arrow-Prattov koeficient absolutnej averzie k riziku ako

1
ag(z) = _d (z)
u'(x)
a koeficient relativnej averzie k riziku ako
u//(x)
O‘r(x) =z U,<I> ) (26)

kde vyssia hodnota koeficientu vyjadruje vys§iu troven averzie k riziku. Z definicii
je zrejmé, ze averzia, vyjadrend absolitnym alebo relativnym koeficientom, moze
byt pre rézne trovne realizicie ndhodnej premennej X odlisna. Existuja vsak aj
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funkcie uzito¢nosti, ktoré vykazuju konStantny priebeh rizikovej averzie na celom
defini¢nom obore.

Priklad: Uvazujme funkciu uzZitocnosti definovani

P

u(z) = % p<1,p=#0. (2.7)

Pre koeficient relativne) averzie k riziku plati

Koeficient relativnej averzie k riziku pre funkciu (2.7) je konstantny na celom rozsahu
x. Takéto funkcie sa zvyknu nazyvat tzv. izoelastické funkcie, alebo tiez CRRA
(z angl. Constant Relative Risk Aversion). Cim je hodnota p vy&ia, tym je investor
menej rizikovo averzny. V praci [31] autori definovali rozsah vhodnych nastaveni
averzie k riziku vo vztahu k redlnym aplikdcidm na drovni [2,10], ¢o zodpoveda
nastaveniam parametra p € [—1, —9]. V dalsich ¢astiach budeme pracovat s funkciou
(2.7) a rizikovi averziu investora budeme popisovat vztahom 1 — p.

2.2 Stratégia CPPI

Investi¢na stratégia CPPI (z angl. Constant Proportion Portfolio Insurance), pred-
stavena v praci [37], je zalozené na relativne jednoduchom pravidle prerozdelovania
investicie medzi bezrizikové aktivum a portfolio rizikovych aktiv.

2.2.1 Definicia stratégie

Ozna¢me W (t) hodnotu portfolia v case t € [0,00). Cielom stratégie je v kazdom
¢ase udrzat hodnotu portfolia nad garantovanou troviiou F'(t). Standardna CPPI
stratégia predpoklada, ze garantovana hodnota F'(t) sa v ¢ase vyvija v zmysle jed-
noduchej diferencialnej rovnice [41]

dF(t) = F(t)rdt,

kde r je konStantna trokova miera a pre garantovani hodnotu v ¢ase t = 0 plati
F(0) < W(0). Definujme proces C(t) ako rozdiel hodnoty portfolia a garantovanej
urovne

C(t) = W(t) - F(1),

t.j. ndhodna premenna C(t) vyjadruje tzv. bezpeénostny vankus pre hodnotu port-
folia v Case t. Zaistena stratégia 0(t) pre stratégiu CPPI, vyjadrujica expoziciu
v portfoliu rizikovych aktiv, je definované

mC(t) alk  W(t) > F(t)
0(t) = { 0 ak  W(t) < F(t),

18



kde m > 0 je zvoleny multiplikator [34|. Z definicie stratégie vyplyva, ze po do-
siahnuti garantovanej hodnoty F'(t) v Tubovolnom ¢ase ¢, stratégia zatvori poziciu
v rizikovych aktivach a hodnota portfolia sa dalej vyvija ako bezrizikova investicia.
Predpokladajme, Ze dynamika ceny rizikového portfélia S je modelovana geometric-
kym Brownovym pohybom, t.j. pre prirastky ceny plati

dS(t) = S(t) [pdt + odw(t)], (2.8)

kde 1 je konstantny drift, ¢ konStantna volatilita prirastkov a w(t) je Wienerov
proces |32]. Hodnota CPPI portfolia v ¢ase t je potom rovna [10]

0= 0 00 (50) e { (1 (r- ) - 22 ).

2.2.2 VoI'ba multiplikatora

Vhodnym nastavenim parametra m moze investor do stratégie zahrnut preferencie
averzie k riziku. Pre nizke hodnoty multiplikdtora bude hodnota portfélia vystavena
mensim fluktuaciam v dosledku precenenia portfolia rizikovych aktiv, no zaroven
portfolio nedokaze vyuzit potencial rastu, v pripade pozitivneho vyvoja trhu. Na-
opak, pre vyssie hodnoty multiplikdtora stratégia dokaze vo vi¢Sej miere vyuzit rast
ceny podkladovych rizikovych aktiv, avsak v pripade nepriaznivého vyvoja ceny ak-
tiv, sa cena portfolia skor dostane na garantovani hranicu a expozicia v rizikovych
aktivach sa prepne na hodnotu 6(t) = 0.
Pre ocakavani hodnotu a varianciu hodnoty CPPI portfélia plati

E[W(t)] = F(0)e" + C(0)elrtm=rt
Var [W(#)] = C(0)° <€m2‘72t — 1) e2(r+m(u=r))t

Obe charakteristiky s rasttice funkcie podla parametra m a volatilita rizikového
portfélia nemé vplyv na ocakidvani hodnotu. ZvySovanim hodnoty multiplikitora
v8ak rastie tiez pravdepodobnost dosiahnutia garantovanej hodnoty F'(t), ktoré zna-
mend definitivne zatvorenie pozicie v rizikovych aktivach. Rastiica ocakadvana hod-
nota portfélia je vychylena vysokymi hodnotami portfélia na malom pocte trajek-
torii, ktoré st vSak malo pravdepodobné [50].

2.2.3 Rozsirenia stratégie

V zékladnej CPPI stratégii dochadza so zvySovanim hodnoty portfolia aj k tiimer-
nému zvySovaniu podielu investicie v rizikovych aktivach, ¢o nemusi byt vzdy opti-
malne. Existuji preto upravené stratégie s dodato¢nymi ohrani¢eniami na velkost
tejto expozicie. V pripade pozitivneho vyvoja trhu a pre relativne malé hodnoty
multiplikiatora sa portfolio moze natolko vzdialit od garantovanej hranice, Ze tato
prestava plnit svoju tlohu. Preto boli definované upravené CPPI stratégie s pohybli-
vou garantovanou hranicou, ktoré by mali predchédzat vyssie uvedenym problémom.
Viacero originalnych rozsireni stratégie je analyzovanych v praci [35].
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2.3 Stratégia OBPI

Stratégia OBPI (z angl. Option Based Portfolio Insurance) bola predstavena v roku
1976 v praci [22]. Stratégia vyuziva kombinaciu Standardnych rizikovych aktiv a
opc¢nych derivatov. Zakupenim dlhej pozicie v rizikovom aktive a predajnej opcie
europskeho typu s realiza¢nou cenou K, bude mat portfélio v ¢ase maturity 7" hod-
notu vzdy vac¢siu alebo rovni K. Oznaéme S cenu podkladového rizikového aktiva
(napr. akcie) a B cenu bezrizikového aktiva (napr. dlhopisu). Vyvoj bezrizikového
aktiva je modelovany diferencidlnou rovnicou

dB(t) = B(t)rdt,

kde r je konstantny trokovy vynos a hodnota rizikového aktiva sa vyvija v zmysle
vztahu (2.8).

2.3.1 Definicia stratégie

OBPI portfolio je definované zaktipenim ¢ kusov aktiva S a ¢ kusov eurdpskej pre-
dajnej opcie s maturitou v ¢ase 1" a realizacnou cenou K.
Hodnota OBPI portfolia v ¢ase maturity je rovna

W(T) =q (S(T)+ (K - S(T))"),

kde (-) = max(-,0). S pouzitim parity kipnej a predajnej opcie [32| sa da Tahko
ukéazat, ze hodnota portfolia v ¢ase T' je rovna

W(T) =q (K +(S(T) - K)"),

t.j. hodnota portfolia v ¢ase expiracie je zdola ohrani¢ena hodnotou K. Pre hodnotu
v Case t < T dalej plati

W(t) = q(S(t)+ (K —S(t)") =q(St)+ P(t, S, K))
= q(Ke™ T +(S(t) - K)") =q(Ke ")+ O(t,8,K)),
kde P(t,S, K) a C(t, S, K) st hodnoty eur6pskej predajnej a kipnej opcie v case ¢,
kde S je podkladové aktivum a K je realiza¢nd cena opcie. Hodnoty eurépskych opcii

sa za ur¢itych predpokladov daju odvodit pomocou Black-Scholesovej ocenovacej
formuly

C(t,S,K) = St)®(dy(K)) — Ke " d (dy( K)) (2.9)
P(t,5K) = Ke T (—dy(K)) — S(t)® (—dy(K)), (2.10)
kde
nS(t nr r+ % —
di(z) = 50 +< i 2> 2 (2.11)

oV —
do(x) = dy(x) —ovVT —t. (2.12)

Analogicky sa zo vztahu (2.9) da nahliadnut, ze garantovana minimalna hodnota
OBPI stratégie je v kazdom case qKe 7T,

~
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2.3.2 VolI'ba parametrov

Garantovana hodnota portfélia v ¢ase T' sa zvyc¢ajne definuje ako podiel z pociato¢ne]
hodnoty investicie W (0). Ozna¢me tento podiel p a predpokladajme, Ze plati p < e,
7 predoslych vztahov vyplyvaju rovnosti

pW(0) =p (¢Ke " +¢C(0, 5, K)) = K,

kde C(0, S, K) je cena eurdpskej kupnej opcie, definovana napr. v (2.9). Zo vztahu
vyplyva, ze pre zvySujicu sa hodnotu parametra p, musi rast aj realizacna cena
opcie K. S vyuzitim parity kipnej a predajnej opcie po tprave dostavame

W(0)
S(0) + P(0, S, K)’

q:

kde P(0, S, K) je cena eurdpskej predajnej opcie, definovana napr. v (2.10). Z uve-
denych vztahov vyplyva, Ze pre danu pociatoéna hodnotu investicie W (0) a dany
podiel p st parametre realiza¢nej ceny opcie K a poc¢tu zakapenych rizikovych aktiv
q jednoznacne urcené [42].

2.3.3 Rozsirenia stratégie

Zovseobecnenim europskej predajnej opcie na Iubovolny vhodny derivat s vyplatnou
funkciou v ¢ase maturity H (7)) je mozné definovat rozne rozsirenia stratégie [42].
Hodnota portfolia v ¢ase expiracie je rovna

W(T)=q(K+ Hr),

kde H(T) ja ndhodna premenné nadobidajica nezaporné hodnoty. Volba derivatu
s vyplatnou funkciou H(7T') moze zavisiet na viacerych faktoroch, napr.

e ocakévania trhu: narast alebo pokles trhu, zmena drovne volatility, a.i.,
e typ rizikového aktiva: finan¢ny index, hedzovy fond, a.i.,
e naklady na obstaranie roznych typov derivatovych struktur: lookback opcie,

op¢né stratégie typu corridor, a.i.

2.3.4 Vztah medzi CPPI a OBPI

V préaci [7] autori poukazali na vztah medzi oboma predstavenymi stratégiami.
Stratégia OBPI je zovSeobecnena verzia CPPI, kde multiplikitor m je variabilny
a pre jeho hodnotu plati

OBPI _ S(t) @ (di (F(0)e™))
LS K)

m(t)

kde ®(-) je kumulativna distribu¢na funkcia rozdelenia N(0, 1), funkcia C(¢, S, K)
je definovana ako vo vztahu (2.9) a dy(-) v (2.11).
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Kapitola 3
Stratégie s vyuzitim rizikovych mier

Rizikovu expoziciu portfélia je mozné ucinne merat a kontrolovat s pouzitim vhod-
nej rizikovej miery. Jednym zo sposobov je definovanie maximélneho limitu na vel-
kost zvolenej rizikovej miery v Case investi¢ného horizontu. V tejto ¢asti popisujeme
investi¢né stratégie VaR-RM a LEL-RM definované v praci [6], ktoré s zalozené
na rizikovych mierach predstavenych v Kapitole 1. V tivode ¢asti definujeme model
trhu a optimalne portfolio bez zaistenia, definované v pracach [47] a [33], na ktoré
budeme odkazovat v dalSom texte.

3.1 Zakladné predpoklady

Uvazujme filtrovany pravdepodobnostny priestor (€, F, {F;} >0, P). Investor méa
moznost investicie do N rizikovych aktiv s ndhodnym vynosom (napr. akcie bez divi-
dendového vynosu) a jedného bezrizikového aktiva s deterministickym vynosom 7(t)
(napr. $tatny dlhopis s vysokym ratingovym hodnotenim). Vsetky aktiva dostupné
na trhu je mozné zobchodovat za trhové ceny v Tubovolnych (resp. dostatoénych)
mnozstvach. Vo financiach sa takyto trh nazyva likvidnyg.

Podobne ako v predoslych ¢astiach, ozna¢me S(t) vektor reprezentujici cenu ri-
zikovych aktiv a B(t) cenu dlhopisu v ¢ase t. Nahodné ceny rizikovych aktiv mode-
lujeme s pomocou N-rozmerného geometrického Brownovho pohybu, t.j. dynamika
trhu je dané nasledujicimi rovnicami

dS(t) = SHut)dt + S(t)o(t)dw(t)
dB(t) = B(t)r(t)dt,

kde p(t) = (ua(t),...,pun(t))" je vektor driftov, matica o(t) = {oji(t);j,k =
1,...,N} je matica volatilit rizikovych aktiv a w(t) = (wi(t),...,wn(t))" je N-
rozmerny Wienerov proces. VSetky stochastické procesy v modeli st adaptované
k filtracii generovanej procesom w(t).

Ozna¢me W (0) pociatoéna hodnotu portfolia. Investor si zvoli koneény inves-
ti¢ny horizont 7', vyplatnt funkciu portfolia W (T') a investi¢nu stratégiu 0(t), ktora
vyjadruje podiel investicie v jednotlivych rizikovych aktivach. Potom pre hodnotu
portfolia v Tubovolnom ¢ase t € (0,7T) plati

AW (t) = W(t)0(t) " (u(t)dt + odw(t)) + W(t) (1 —0(t) 1) r(t) dt, (3.1)
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kde 1 = (1,1,...,1)". Takto definovany trh je 4plny, t.j. kazd4 vyplatna funkcia
v buditicnosti moze byt zaistena obchodovanim dostupnych aktiv [12]. Tento pred-
poklad implikuje existenciu jedinej rizikovo-neutralnej pravdepodobnostnej miery a
s hou spojeného procesu zmeny miery £(t), ktory je dany vztahom

de(t) = —€&(tr(t)dt — §(t)n(t) dw(t)
£0) = 1, (3.2)

kde k(t) = o(t)~! (u(t) — r(t)1) je Sharpeov koeficient trhovej ceny rizika. VA¢Sina
aplikacii predpoklada konstantné x(t) = k a r(t) = r, niektoré tvrdenia si vsak
vSeobecnejsie a pripustaju nekonStantné parametre. V dalSom texte budeme kon-
Stantnost parametrov v pripade potreby explicitne deklarovat.

Néhodnu premennt £(7', w) moézeme interpretovat ako cenu Arrow-Debreu aktiva
(vid napr. pracu [18]), resp. ako cenu zaistenia jednotkovej vyplaty portfolia v stave
w € Q na jednotku pravdepodobnosti P v ¢ase T'. Nizke hodnoty £(t) reprezentuji
pozitivny trend (ceny aktiv rasti), budeme ich nazyvat ,,dobré stavy“, zatial ¢o vy-
soké hodnoty £(t) reprezentuji trend poklesu cien, budeme ich nazyvat ,z1é stavy®.
V dalsich analyzach budeme premennii £(t) uvazovat ako stavovi premenni'.

Nakoniec predpokladame, Ze preferencie investora vo vztahu k riziku st dobre

charakterizované funkciou uzito¢nosti u(-) s vlastnostami (2.1) az (2.4).

3.2 Optimalizacia nezaisteného portfélia

Cielom investora je, volbou vhodnej vyplatnej funkcie Wr, maximalizovat ocaka-
vani uzito¢nost z hodnoty portfolia v ¢ase investi¢ného horizontu. Predpoklad o upl-
nosti trhu implikuje tzv. rozpoctové ohranicenie

E [&rWr] < W, (3.3)

kde &7 je stavova premennd urcend vztahom (3.2) a Wy je poc¢iatofnéa hodnota port-
folia. Investovanim na dplnom trhu méa kazdy investor moznost zaistenia [ubovolne;j
vyplatnej funkcie v budicnosti, napriklad zaktipenim derivatovej Struktary s vyspo-
riadanim v ¢ase T'. Investor si moze dovolit kupit iba portfolid s obstaravacou cenou
neprevysujiucou vysku jeho podiato¢nych zdrojov Wy [12].

Spojenim vyssie definovanej ucelovej funkcie a ohranicenia (3.3) definujeme tzv.
Ulohu nezaisteného investora

max E[u(Wr)]
E[srWr] < Wy, (3.4)

kde u(-) je zvolena funkcia uzito¢nosti. RieSenim tlohy (3.4) je portfolio reprezen-
tované vyplatnou funkciou W2 definované vo Vete 7.

Veta 7. Riesenim ilohy nezaisteného investora, definovanej vo vztahu (3.4), je vy-

platnd funkcia WB = W(T) definovand
Wy = I(yér), (3:5)

'Pre lepsiu ¢itatelnost matematickych zépisov budeme premenné W (0), W (7)), £(0),£(t), £(T)
v pripade potreby v dalSom texte znacit Wy, Wr, &, & a .
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kde I(-) je inverznd funkcia prvej derivdcie funkcie u(-), a y > 0 je rieenim rovnice
E [&W(T;y)| = Wo. (3.6)

Dokaz. Optimalne rieSenie bude vzdy lezat na hranici rozpo¢tového ohranicenia,
inak by existovalo portfolio leziace na hranici, ktoré by generovalo vyssiu o¢akavanu
uzito¢nost (napr. investicia do bezrizikového dlhopisu), ¢o je v rozpore s optimalitou.
Pri riegeni tilohy méZeme preto uvazovat rovnost v ohrani¢eni (3.3). Ulohu riesime
ako optimaliza¢nt tlohu s viazanym extrémom, definovanim Lagrangeovej tcelovej
funkcie, ako je uvedené v nasledovnej Leme.

Lema 1. Funkcia WE definovand vo vztahu (3.5) je riesenim lohy

max u(W) — y&rW,

WeR
kde &0 > 0 a y > 0 je Lagrangeov multiplikdtor.
Dokaz. Zderivovanim tucelovej funkcie dostavame

%(U(W) —y&eW) =o' (W) — yér,

t.j. pre bod lokalneho optima plati

(W) —yér = 0 (3.7)
¢o je ekvivalentné funkcii vo vyraze (3.5). O

Uvazujme opét tlohu (3.4). Nech Wy je Tubovolny kandidat na optimalne riee-
nie. Potom plati

E[u(Wr)] — E[u(Wr)]
= Elu(Wr)] = E[u(Wr)] = §Wo + §Wo
> Elu(Wr)] — Elu(Wr)] — §E[ErWr] + JE[ErWr]
> 0,
kde g je rieenim rovnosti (3.6) a druha nerovnost vyplyva z Lemy 1. O

Pre detailnejsiu analyzu vid napr. povodny ¢lanok [33]. Ako $pecialny pripad
uvazujme nastavenie trhu, kde stavova premenné £ = konst. Takyto pripad moze
nastat, ak pre koeficient suvisiaci s trhovou cenou rizika plati |x|| = 0 a 7(¢) = konst.
V takomto pripade pre rieSenie ulohy (3.4) plati

E[WT] = Wo/ér
Z Jensenovej nerovnosti pre funkciu u(-) plati

ViVr o Elu(Wr)] < u(E[Wr]),
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w(T)]

Obr. 3.1: Vyplatna funkcia optimélneho nezaisteného portfolia v ¢ase T', zobrazené
v zavislosti od hodnoty stavovej premennej &7.

t.j. optimélne rieSenie je konStantna (vzhladom na stavovi premennt) vyplatna
funkcia
Wr =Wy /&r.

Priebeh vyplatnej funkcie optimalneho portfolia W2 v zavislosti od stavovej pre-
mennej {7 je znazorneny na Obr. 3.1.

Opit, za predpokladu konstantnych parametrov s a r je ndhodna premenna In &,
z normalneho rozdelenia a s uvazovanim funkcie uzito¢nosti definovanej vo vztahu
(2.7) je z definicie optimalneho portfolia a vztahov (3.1) a (3.2) mozné odvodit
proces optimélnej hodnoty portfolia

WE(t) = ?/;ll exp{pf : (lnft—i— (% —r) (T—t)) }

a tiez optimalnu investi¢ént stratégiu nezaisteného investora v ¢ase t € (0,7) (vid
napr. pracu [27]), ktord je dana vztahom

1
=15

0 (c") "k (3.9)

Optimalnu stratégiu 05 (t) vyuZijeme v dalgich ¢astiach prace na analyzu dynamiky
investi¢nych stratégii.

3.3 Stratégia VaR-RM

Investor moze okrem optimalneho o¢akavaného vynosu svojej investicie pozadovat
aj kontrolu nad rizikovym profilom portfélia. Jednym z moznych sposobov merania
rizikovosti portfolia je miera VaR, definovana vo vztahu (1.1), na ktorej je zalozena
investi¢na stratégia VaR-RM (z angl. Value-at-Risk Risk Management).
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3.3.1 Definicia tlohy

Pripomenme, 7e miera VaR je definovana ako velkost straty na hodnote portfolia
za obdobie [0, T, ktora je prekro¢end s pravdepodobnostou «, t.j. plati

P (WO — WT S VCLRQ(WT — Wo)) =1-oa. (310)

Investor, v snahe udrzat rizikova expoziciu portfolia na prijatelnej arovni, moze
na hodnotu miery VaR nastavit limit, ozn. W, pre ktory plati

VaRa(WT — W[)) S Wo - W (311)

Spojenim vztahov (3.10) a (3.11) ziskavame ohrani¢enie rizikovej expozicie investic-
nej stratégie VaR-RM
P(Wy> W) >1—a.

Pridanim uvedeného ohrani¢enia do tlohy (3.4) dostavame tlohu VaR-RM investora,
ako bola definovana v praci [6]

max E[u(Wr)]
E[&rWr] < Wy (3.12)
P(Wr >W)>1-a,

kde « je parameter hladiny vyznamnosti, u(-) je zvolena funkcia uzitoénosti, W
podiato¢na hodnota investicie a {1 stavova premennd definovana ako v tlohe (3.4).

Definované rizikové ohranicenie je zaujimavé svojou univerzalnostou. Ak investor
zvoli hodnotu parametra a = 1, tuloha je ekvivalentna optimalizacii nezaisteného
portfolia, definovaného vo vztahu (3.4), a naopak, volbou parametra o = 0 bude
investor volit plne zaistené portfolio (vid napr. stratégiu OBPI v predoslej kapitole).

3.3.2 RieSenie v ¢ase T

Riesenim tlohy (3.12) je vyplatna funkcia W% = W (T') definovana vo Vete 8.

Veta 8. Optimdlna viplaind funkcia VaR-RM portfolia v case T je rovnd

I(zST) ak fT < § 3
Wyt =¢ w ok £<&r <& (3.13)
I(ZgT) ak 5 S €T7

kde funkcia I(-) je inverznd funkcia prvej derivdcie funkcie uZitocnosti u(-), § =

W (W) /z, € je riesenim rovnice

P(ér>¢§) =a

az >0 rest X
E[&TW<T§ Z)] = W.

Rizikové ohranicenie VaR je uplatnené prdve vtedy, ked § < £
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Obr. 3.2: Optiméalna vyplatna funkcia VaR-RM portfolia v ¢ase T pri uplatneni ri-
zikového ohranicenia a nezaisteného portfolia, znadzornené ako funkcie stavovej pre-
mennej &r.

Dokaz je uvedeny v [6]. Na Obr. 3.2 je znazorneny priebeh vyplatnej funkcie
optimélneho VaR-RM a nezaisteného portfolia, v zavislosti od hodnoty stavovej
premennej {7. Funkcia vykazuje pre nizke hodnoty stavovej premennej &7 podobny
priebeh ako vyplatna funkcia nezaisteného portfolia. V pripadoch, kedy &7 € [€, €],

je priebeh hodnoty portfolia konstantny, t.j. investor pre tieto stavy zaistil hodnotu
portfolia na drovni W. Pre hodnoty stavovej premennej na intervale &p € [E, 00)
investor opusta zaistenie a skokovo voli navrat k hodnotdm blizkym nezaistenému
portfoliu. Na rozdiel od nezaisteného portfolia vyplatna funkcia VaR-RM portfolia
vykazuje v dosledku uplatnenia rizikového ohranic¢enia bod nespojitosti v hodnote
&, ¢o moZe za urdéitych okolnosti viest k nerealizovatelnej investi¢nej stratégii [27].

V préci [6] autori poukazuji na nevhodnu vlastnost VaR-RM portfolia, ktora
je priamym dosledkom principu fungovania rizikovej miery VaR. Veta 9 pouka-
zuje na skutoc¢nost, ze VaR-RM portfélia dosahujt najzévaznejsie straty na hodnote
(napr. pre {7 € [€,00)) s mensou pravdepodobnostou ako nezaistené portfolia, aviak
tieto straty st vo vSeobecnosti vicgie. Tato skutoCnost moéze zaisteného investora
za, urGitych podmienok vystavit neprimerane velkému riziku a efektivita takéhoto
zaistenia je otazna.

Veta 9. Nech funkcia u(-) je definovand ako v (2.7) a parametre r a r si konstantné.
Definugme bod

=

[ 1(28) ak €<
R ak  £>

|

a definujme tieZ dvojicu funkciondlov merajicich ocakdvani velkost strdt v najhorsich
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stavoch

L(Wr—W) = E [(g — W) 1%—%0}

Ly(Wp —-W) = E [ST (W —Wwr) 1WT—ESO} ;

kde 1(y je funkcia indikdtor. Potom plati:
(i) Li(WgF — W) > Li(W7)

(ii) Ly(Wy ™R — W) > Ly(WE),

kde WY o je riesenie tilohy (3.12) a WP je riesenie 1ilohy (3.4).

Dokaz je uvedeny v [6].

3.3.3 Vlastnosti VaR-RM stratégie

Uvazujme opat funkciu uzito¢nosti definovant ako vo vztahu (2.7) a konstantné
parametre r a k. Potom pre hodnotu optimélneho VaR-RM portfélia v ¢asoch t < T

plati 6]
WVeR(y = eF(t; _[ er(l q)(_dl(é))_we—r(T—t)q)(_dz(g))]
o e
| ) - me-f@-“@(—dz(@)] , 5.1

kde ®(-) je kumulativna distribu¢na funkcia rozdelenia N'(0,1), £ = 1/(zW""?), £ a
z st definované ako vo Vete 8 a

r(t) = L<r+”“”2)(T—t)+(%)2”“”2@4) (3.15)

1—0p 2 —p 2
_ ISP (o
Inx —In& + (r 5 (T —1)
da () (3.16)
: InllvT =1
VI —t
Pre optimalnu investi¢ni stratégiu VaR-RM investora plati [6]
0V (t) = ¢" (1) 05 (1), (3.18)
kde 05(t) je stratégia nezaisteného investora definovana vo vzfahu (3.9) a
VaR(t) —1_ we_T(T_t)<(I)(_d2<§)) - (I)(_dQ(E)))
q W VaR(f)
1—p)(W — W)e TP (dy(€
(1= P~ W)~ T0(ds(E)) 519

WVeR(@)|[sllVT =1
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Obr. 3.3: Relativna expozicia v rizikovych aktivach VaR-RM portfélia, znazornené
v zavislosti od hodnoty stavovej premennej &;.

Ako sa da zo vzfahu (3.18) nahliadnut, funkcia ¢V *%(¢) vyjadruje relativnu expoziciu
v rizikovych aktivach voci nezaistenému portfoliu. To znamené, ze VaR-RM investor
si zvoli rovnaké vahy v rizikovych aktivach ako nezaisteny investor, nebude ich v8ak
udrziavat konsStantné, ale v zavislosti od vyvoja trhu bude upravovat tzv. pakovy
efekt portfolia. Priebeh relativnej expozicie v zavislosti od stavovej premennej & je
znazorneny na Obr. 3.3. Pre malé hodnoty & voli VaR-RM investor podobné pozicie
v rizikovych aktivach ako nezaisteny investor. Pre vysSie hodnoty & (oblast pre-
chodnych stavov) VaR-RM investor postupne zatvara pozicie v rizikovych aktivach
s ciefom znizit citlivost portfélia na klesajice ceny aktiv a udrzat tak hodnotu port-
folia nad zaistenou troviou W. Pre najvyssie hodnoty stavovej premennej investor
zvySuje pakovy efekt portfolia, s ciefom zvysit hodnotu portfélia nad pozadovani
uroven. Takéto spravanie je povaZované za rizikové a moze viest k relativne velkym
stratAm na hodnote portfolia. Relativna expozicia pre VaR-RM portfolio je vzdy

nezapornd a plati

lim ¢V*f(t) = lim ¢"*f(t) = 1.
&:—0 Er—00

Ak je rizikové ohranicenie uplatnené, t.j. £ < &, potom ¢"*#(t) > 1 prave vtedy, ked
& > &, kde & je deterministické, ohranicené a plati

gge(r—llfﬁH?/?)(T—t) <& < ge(f—\\H\\2/2)(T—t)€(||H|\2/(1—p))(T—t).

Simulované rozdelenie hodnoty VaR-RM portfolia v ¢ase T je znédzornené na Obr. 3.4.
Vlastnosti rozdelenia st bliz§ie analyzované v dalsich ¢astiach préce.
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Obr. 3.4: Simulované pravdepodobné rozdelenie ndhodnej premennej W\ %f pre hod-

noty parametrov Wy = 1,r = 0,03, k = 04, p = —1,5, W = 0,9 a a = 0,05.
Zostrojené na zaklade 10000 simulacii.

3.4 Stratégia LEL-RM

Na nedostatky VaR-RM stratégie naznacené vo Vete 9 reaguji autori navrhom al-
ternativnej stratégie. K riadeniu rizika portfélia pouziji mieru definovani vo vztahu
(1.2) a stratégiu zalozent na tejto miere nazyvaji LEL-RM. Pripomenime, Ze miera
LEL vyjadruje cenu eurépskej predajnej opcie s realizatnou cenou W (exogénny pa-
rameter), ktora na rozdiel od miery VaR, kontroluje okrem pravdepodobnosti prekro-
Cenia zvolenej garantovanej hodnoty taktiez velkost dosiahnutej straty. V désledku
toho, vlastnosti LEL-RM stratégie poukazuju na moznost dosiahnutia mensich strat,
ako s pouzitim VaR-RM stratégie.

3.4.1 Definicia ulohy

Nastavenim horného limitu na velkost rizikovej miery LEL definujeme ohrani¢enie
E[&r(W = Wr)lw,<w)] <, (3.20)

kde ¢ > 0. Podobne ako pri VaR-RM stratégii, pripustné si aj Specidlne pripady
nastavenia limitu e. Pre hodnotu € = 0o je cena zaistenia neohranicena. V takomto
pripade LEL-RM investor zvoli rovnaké portfélio ako nezaisteny investor. Naopak,
pre hodnotu € = 0 investor neakceptuje ziadne straty pod garantovanou aroviou W
a voli plne zaistené portfolio (opat, vid napr. stratégiu OBPI v predoslej kapitole).

Zapojenim ohranicenia (3.20) do tlohy (3.4) dostavame ulohu LEL-RM investora
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ako bola definovana v praci 6]

max E[u(Wr)]
E[&rWr] < Wy (3.21)
E[gr(W — Wr)lwr<w)] <,

kde u(-), Wy a & st definované ako v tlohe (3.4), parametre W a e vyjadrujice
postoj investora k riziku s zvolené exogénne.

3.4.2 RieSenie v Case T

Riegenim tlohy (3.21) je ndhodnéa premenna WZLEL = W (T) definovans vo Vete 10.

Veta 10. Optimdlna vyplatnd funkcia LEL-RM portfélia v case T je rovnd

](21£T> ak gT < §5
WHELE =S W ak £ <&p<E, (3.22)
I((z1 = 22) &r) ak & <&r,
kde
§ = ud(W)/= 3.23
£ = v(W)/(21 — 2) (3.24)

a 21,29 > 0 su riesenim systému

E[&rWr(Ti2,2)] = W (3.25)
a
E [&(w — WT(T; 21, 22))1WT(T;21’22)§E} = e, (3.26)

alebo E [ﬁT(E — Wi (T; 2, 22))1WT(T;Z1,2:2)§E} < €az=0  (3.27)

Rizikové ohranicenie LEL-RM stratégie je uplatnené prave vtedy, /ﬂ:ed’gE <&,
Dokaz je uvedeny v praci [6]. Pre vy&islenie konstant {_a &, je potrebné vyriesit

pomerne komplexny systém rovnic, definovany vztahmi 3.23 az 3.27. Uvazujme izo-
elasticki funkciu uzito¢nosti zo vztahu (2.7) a konStantné parametre r a . Potom
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konstanty £ a €, st dané implicitne, ako riesenie stistavy rovnic [25]

1 p 15| p°T|k|
— 5 L (B LT
Wo We exp { 1—-p ( T * 2(1 —p)?

(- (%)
e w0 (g V) = (i VT ) )

—L p s p°T||x|?
Werr £ (T T) 4+ £
+ eXp{l—p<r T +2(1—p)2

Hy, pVT |5
(I)(\/THHH T ) (3.28)

e - we%( VT u)
\/_|| |
e P 5] Tkl
_ P _ T - T JE L S,
e eXp{l —p ( i) o pp

Hy  pVT|xl|
q’(ﬁ”,{” o ) (3.29)

kde

H = —rT—|&|*T —1In¢ (3.30)
Hy = —rT —|&|*T —Iné.. (3.31)

Tento systém je vdaka monotéonnemu priebehu mozné riesit jednoduchymi nume-
rickymi metodami, ako je napr. metdéda polenia intervalov. Pre detailnt analyzu
vlastnosti ststavy (3.28)-(3.31) vid préacu [25].

Na Obr. 3.5 je znazornena Standardna vyplatna funkcia LEL-RM portfolia. Prie-
beh vyplatnej funkcie na intervale {7 < & (dobré stavy) je podobny, ako priebeh
nezaisteného portfolia. Pre hodnoty &r € [, &) (prechodné stavy) je portfolio plne
zaistené na hodnote W. Dalsim zvySovanim stavovej premennej nad hodnotu &, in-
vestor postupne znizuje mieru zaistenia, v désledku ¢oho sa cielova hodnota portfolia
postupne znizuje a priblizuje hodnote nezaisteného portfolia. Investor voli ¢iasto¢né
zaistenie, nakol’ko v najhor8ich stavoch je jeho cena relativne vysoké a investor ne-
povazuje zakipenie zaistenia vo velkych mnozstvach za optimalne.

Na Obr. 3.6 je znazornené simulované pravdepodobnostné rozdelenie ndhodne;]
premennej WEFL Ako désledok procesu zaistenia pozorujeme podobne ako pri stra-
tégii VaR-RM, upravené pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty portfélia v case T

3.4.3 Vlastnosti LEL-RM stratégie

Uvazujme opat funkciu uzito¢nosti definovant ako vo vztahu (2.7) a konstantné
parametre r a k. Potom pre hodnotu optimélneho LEL-RM portfélia v ¢asoch t < T
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Obr. 3.5: Optimalna vyplatna funkcia LEL-RM portfélia v ¢ase T v pripade uplatne-
nia rizikového ohranicenia a nezaisteného portfélia, zndzornené v zavislosti od hod-
noty stavovej premennej 7.

plati [6]
WLEL@) _ el
(&)
o)

- —1¢>(—d1(§6))—EG‘T(T_”@(—dz(ée))]

:(Zlft)l_p
6F(t) _ _

+ 1 <I)(_dl 56)) _KB_T(T_t)q)(_dQ(ge))] 5

_((21 - 22)@)?” (

kde I'(t) je definované ako vo vztahu (3.15), di(x), d2(x) ako vo vztahoch (3.17) a
(3.16), multiplikdtory z; a 2z st definované ako vo Vete 10 a pre konStanty §€ a &,
plati

1
§5 - lelfp
- 1
S = (21 — 29) WP

Optimalnu investi¢nu stratégiu je podobne ako pri VaR-RM modeli mozné vy-
jadrit ako
OFEL (1) = ¢M L ()65 (1), (3.32)

kde 67 (t) je stratégia nezaisteného portfolia definovaného v (3.9) a expozicia v rizi-

kovych aktivach relativne k nezaistenému portfoliu ¢“#* je definovana

We™T=D(P(—dy — O(—dy(€,
o — 1 - e (WL(E%Q) (=€) (3.3
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Obr. 3.6: Simulované pravdepodobné rozdelenie ndhodnej premennej WEEE pre hod-
noty parametrov Wy = 1,r = 0,03, x = 0,04, p = =15, W = 0,9 a ¢ = 0,01.
Zostrojené na zaklade 10000 simulacii.

Zaujimavou vlastnostou stratégie je ohranicenost relativnej expozicie. Zatial ¢o stra-
tégia VaR-RM moze za urcitych okolnosti implikovat relativne vysoké hodnoty pa-
kovania pozicie, t.j. ¢Vf(t) > 1, relativna expozicia v rizikovych aktivach LEL-RM
stratégie je ohranic¢end a plati

0 < ¢y <1 (3.34)
lim ¢“*X(t) = lim ¢"#*(t) = 1. (3.35)
Ef,—>0 5,5—)00

Priebeh funkcie ¢“L(t) v zavislosti od hodnoty stavovej premennej &; je zndzorneny
na Obr. 3.7. Pre malé hodnoty &; voli LEL-RM investor podobné pozicie v rizikovych
aktivach ako nezaisteny investor. Pre vyssie hodnoty & (oblast prechodnych stavov)
investor postupne zatvara pozicie v rizikovych aktivach, s ciefom zniZit citlivost
portfolia na klesajuce ceny aktiv a udrzat tak hodnotu portfélia nad zaistenou trov-
nou W. Pre najvyssie hodnoty stavovej premennej investor optsta proces zaistenia a
pozicia v rizikovych aktivach sa pre zvySujice hodnoty & postupne zdola blizi k po-
zicii nezaisteného portfolia. Na rozdiel od VaR-RM stratégie, portfolio za ziadnych
okolnosti neimplikuje hodnoty ¢*FL(t) > 1, o autori stratégie povazuji za menej
rizikové spravanie ako stratégia VaR-RM investora. Ich tvrdenie podporuje Veta 11,
ktorej dosledkom je skutoc¢nost, ze hodnota LEL-RM portfélia je v najhorsich sta-
voch vzdy vacsia alebo rovné, ako hodnota nezaisteného portfolia.

Veta 11. UvaZujme 2z a zy definované systémom (8.25)-(3.27). Lagrangeov multip-
likdtor z1 je klesajict v hodnote € a plati zy > vy, kde y je Lagrangeov multiplikdtor
nezaisteného portfilia definovany vo vztahu (3.6). Navyse plati zy — zo < y, v db-
sledku céoho nadobiida funkciondl WEPL definovany vo vztahu (3.22), na intervale
&r € [€,, 00) wyssie hodnoty ako W.E zo vztahu (3.5).
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Obr. 3.7: Relativna expozicia v rizikovych aktivach LEL-RM portfélia, znazornené
v zavislosti od hodnoty stavovej premennej &;.

Dokaz je uvedeny v [6]. Aj napriek pozitivnym vlastnostiam uvedenym vyssie je
dolezité pripomentt, ze miera LEL nepatri do skupiny koherentnych rizikovych mier
definovanych v Definicii 4, nakoIko nespliia axiomu transla¢nej invariantnosti. V do-
sledku toho moze stratégia LEL-RM vykazovat v niektorych pripadoch nevhodné
vlastnosti pre riadenie rizikovosti portfolia.
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Kapitola 4

Stratégia AVaR

Rizikova miera AVaR, ktorej autormi su Palmquist a Uryasev |26], sa stala pomerne
oblibenou mierou medzi akademikmi, najmé vdaka vlastnosti koherentnosti, kto-
rou nedisponuje napr. ani jedna z mier, na ktorych boli zalozené stratégie uvedené
v predoslej kapitole. Za povSimnutie stoji tiez skuto¢nost, Zze miera AVaR okrem
pravdepodobnosti dosiahnutia vyznamnych strat kontroluje aj ich velkost, pri¢om
prave absencia kontroly velkosti strat je jednym z hlavnych argumentov kritikov
rizikovych mier, zalozenych na kvantilovej analyze rozdelenia vynosov, medzi ktoré
do urcitej miery patri aj miera AVaR. Uvedené skuto¢nosti naznac¢uju, 7e investi¢né
stratégie vytvorené s pouzitim miery AVaR by mohli dosiahnut kvalitativne vyssiu
uroven, ako stratégie VaR-RM a LEL-RM. V tejto kapitole popisujeme konstrukciu
investi¢nej stratégie zalozenej na miere AVaR.

4.1 Definicia tlohy

Ozna¢me X7 ndhodnt premennt, ktord vyjadruje zmenu hodnoty portfolia od ¢asu
0 do c¢asu T'. Rizikovost portfolia mozeme pomocou miery AVaR vyjadrit

AVaR,(Xy) — é / VaR,(Xr) dp, (4.1)
VaR,(Xr) = —inf{meR:P(Xr <m) > p}, (4.2)

kde p € (0,1] je exogénny parameter, ktory urc¢uje vyznamnost strat (tzv. chvost
rozdelenia). V zéujme kontroly rizikového profilu portfolia méze investor nastavit
limit na hodnoty AVaR, ktory vyjadruje maximélnu akceptovatelni mieru rizika.
Limit mo6ze byt vyjadreny ako podiel z pociato¢nej hodnoty portfolia Wy, rizikové
ohranicenie je potom dané AVaR,(Wr — Wy) < W, t.j.

1 / VaR,(Wr — W) dp < 6W,, (4.3)
0

(0%

kde § € [0,00) je exogénny parameter.

4.1.1 Zakladna uloha

Opét uvazujeme model trhu definovany v ¢asti 3.1. Pridanim ohranicenia (4.3)
do ulohy nezaisteného investora definovaného vo vztahu (3.4) definujeme tzv. Zd-
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kladny probléem AVaR investora

HVlVaTXE [w (Wr)]

E [£&xWr] < W
AV@RQ<WT — Wo) < 5W0 (44)

kde u(-), Wy a & st definované ako v ulohe (3.4) a a a § st exogénne parametre.
Druhé ohranicenie kontroluje rizikovi expoziciu formou limitu na hodnotu miery

AVaR v ¢ase T.

4.1.2 Prechod k alternativnej tilohe

Nakolko uloha (4.4) obsahuje relativne komplexné rizikové ohranicenie, definujeme
alternativnu formulaciu tlohy, ktoré je za urcitych okolnosti ekvivalentné povodne;j
tulohe AVaR investora. Definujme funkcional [44]

Go(X.c) = o+ éE (=X — )] (4.5)

kde X : © — R je ndhodna premenna, ¢ € R, a € (0, 1] je exogénny parameter a
()t = max(-,0). V dalsom texte uvadzame relevantné vysledky, ktoré vyuzijeme
pri transformécii povodnej tlohy.

Veta 12. Funkcia G, (X, c) definovand v (4.5) je konvexnd a spojite diferencovatelnd
podla parametra c a rizikovi mieru AVaR, (X) mozno ekvivalentne vyjadrit

AVaR, (X) =min G, (X, ¢).

ceR

Mnozina vsetkych hodndt c, pre ktoré je dosiahnuté minimum
Ao (X) = argrcréiélGa(X, c),
je neprazdny, uzavrety, ohraniceny interval a pre hodnotu Value-at-Risk plati
VaR, (X) = dolnd hranica intervalu A,(X).

Zdroven plati

AVaR, (X) = Gu(X,VaR, (X)).
Dokaz je uvedeny v [26].
Veta 13. Je dany funkciondlny priestor
L' ={Wr : E[|Wr|] < oo}
a podpriestor

S = {WT : WT > O, E [U(WT)] > —00, E [fTWT} < Wo} N El.
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Optimalizacné lohy

max E [u(Wr)]

AV@RQ<WT — Wo) S 5Wo (46)

max E [u(WWr)]
(Wrp,c)eSXR

GQ(WT - Wo, C) S (SWO, (47)

kde funkciondl AVaR,(X) je definovang v (4.1) a Go(X,¢) v (4.5), si ekvivalentné
v tom zmysle, Ze ich icelové funkcie dosahuju rovnaké mazimd. Navyse, ak je AVaR
ohranicenie v tlohe (4.6) aktivne, tloha (4.7) dosahuje mazimum v bode (Wy,¢)
prdve vtedy, ked (4.6) dosahuje mazimum v bode Wroaée A, (WT) V specidlnom
pripade, ak A,(Wr) obsahuje jeding bod, iloha (4.7) dosahuje mazimum v bode
(Wr, ¢), kde Wy mazimalizuje dcelovi funkeiv a ¢ = VaRy(X).

Doékaz (=) Nech bod (Wr, ) € S x R je Tubovolné pripustné riesenie ulohy (4 7).
Potom plati 6Wy > Go(Wr—Wo, &) > mineer Go(Wr—Wo, ¢) = AVaRo(Wr — W),
kde ekvivalencia je dana Vetou 12. T.j. bod Wi je pripustné riesenie ulohy (4.6)
a ucelové funkcie v oboch tlohach dosahuja v tychto bodoch rovnaki hodnotu.

(«<=) Analogicky, nech Wi € S je l'ubovolné pripustné rieSenie tlohy (4.6). Potom
plati AVaRa(WT — Wh) = mingcr GQ(WT — Wo, ¢) < Wy, kde ekvivalencia je dana
Vetou 12. Ozna¢me ¢ rieSenie tilohy arg mineeg Go(Wr — Wy, ¢). Potom bod (Wi, &)
je pripustné riesenie tlohy (4.7) a ucelové funkcie v oboch ulohéch dosahuju v tychto
bodoch rovnaka hodnotu. O]

4.1.3 Alternativna 1loha AVaR investora

Na zéklade vyssie uvedenych tvrdeni definujeme Alternativnu formuldciu wlohy

max E [u (Wr)]

T,C

E[&rWr] < Wy (4.8)
Go(Wr = Wo, c) < W,

kde funkcional G, (Wr— Wy, ¢) je dany v (4.5), u(-), Wo, Wr, a, § a &p st definované
ako v tlohe (4.4) a ¢ € R je nova premennda v procese optimalizécie.
4.2 Optimalne portfolio v case T'

V tejto casti definujeme optimalne cielové portfélio ako riegenie tlohy (4.8). Ulohu
rieSime v dvoch krokoch. RieSenim optimalizacie cez prvi premennu definujeme
optimalne portfélio na priestore Wy x &p, t.j. pre kazdé fixované c. Ako vysledok
druhostupnovej optimalizacie, ndjdeme optimum cez vSetky hodnoty parametra c.
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W(T)

Wo—c¢

W(T)

(1)

Obr. 4.1: VIavo: Optimalne portfolio v ¢ase T pri neuplatneni rizikového ohranicenia.
Vpravo: Mozné tvary tcelovej funkcie pre & € [0,€).

Veta 14 (Optimalne portfolio v ¢ase T'). Nech ¢ € R a plati ¢ < 0Wy. Definujme
funkciu

I(y:&r) ak & < §
WT<C, Y1, y2> =Wy —c ak § < fT < E (49)

I(pér —2) ak & <&,
kde y1 > 0, y2 > 0, I(-) je inverznd funkcia u'(-) a
= A We—d)n, (410)
- (u’(WO—c)—F%) Jyi- (4.11)

| o

Nech y1 = 01, yo2 = Uo je riesenim systému rovnic (4.12) a (4.13)

E [§xWr(c, y1,y2)] = §Wo (4.12)
c+ lE [(Wo — Wr(c,yr,y2) — ¢)F] = 0Wo; alebo
a

1
c+ aE [(WO — WT(C, Y1, yg) — C)—q < (SW() a Y = 0. (413)
Potom pre fizné c idloha (4.8) dosahuje mazimum v bode
WT(C> = Wr(c, i, 9o). (4.14)

Dékaz. V pripadoch, ked je splnena nerovnost ¢+ 1E [(Wy — Wy (c, 1, 92) — ) 1] <
dW, rizikové ohranicenie sa neuplatni, { = € a rieenie (4.14) sa zjednodusi na tvar
Wr =1 (71ér), t.j. rieSenie je ekvivalentné rieSeniu ulohy nezaisteného portfolia
definovaného v (3.4). Vyplatna funkcia optimalneho portfolia v takomto pripade
je zndzornena na Obr. 4.1. V ostatnych pripadoch sa rizikové ohrani¢enie uplatni,
t.j. plati rovnost ¢ + LE [(Wo — Wr(c, i1, 82) — ¢)T] = 0W, a ulohu dalej riesime
zostavenim Lagrangeovej ucelovej funkcie, ako je uvedené v nasledovnej Leme.
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Lema 2. Funkcia Wr(c,y1,y2) definovand v (4.9) je rieSenim tilohy

maxu (W) — y1&eW — yoa ' (Wo — W — )7,

WeR
kde & > 0,a € (0,1] a ¢ € R si exogénne parametre a y; > 0 a yo > 0 su
Lagrangeové multiplikdtory.

Dékaz. V prvom kroku definujme mnozinu kandiddtov na bod globalneho optima.
Kedze ucelova funkcia je nediferencovatelna v bode Wy — ¢, kandidatov hladame
nezavisle na intervaloch [0, Wy — ¢) a [Wy — ¢,00). Nutné podmienky optimality
pre ucelovu funkciu st

W — I(ylgT_%) ak W € [O,WO—C)
I (y1ér) ak W € [Wy — ¢, 00).

T.j. mame troch kandidatov pre bod globalneho optima: I (y1&7), Wo—ca I (y1&r — 2)
(z vlastnosti ucelovej funkcie je zrejmé, ze globalne optimum nebude lezat v bodoch
0 a 00). Kedze ucelova funkcia moze nadobudnit rozne tvary pre rozne nastavenia
exogénnych parametrov definujtcich vlastnosti trhu, preskiimat optimalitu je nutné
pre vietky moZné konfiguracie dlohy a hodnoty stavovej premennej {r. Oznac¢me §

a & body, v ktorych platia rovnosti

§ I(y1§):Wo—c

§ I<Z/1§-%>=W0—c.

Ak premennd {r nadobtda hodnoty v intervale [0,&), z vlastnosti funkcie I(-)
plati I (y1ér) > Wo —c a I (yié&r —2) > Wy — ¢, t.j. v oboch pripadoch lezia
body lokalneho optima vpravo od Wy — ¢ a pre hodnoty tucelovej funkcie plati
u(I (1&r)) —nérd (i) +yo =L (&) > u(Wo —¢) —yi&rl (Wo — ) + 4o 21 (Wo — ),
¢ize uloha dosahuje maximum v bode I(y1&r) (Obr. 4.1). Ak parameter {r nado-
btda hodnoty v intervale [¢,00), 7z vlastnosti funkcie I(-) plati I (y1&r) < Wy — ¢
al (ylfT — %2) < Wy — ¢ a pre hodnoty ucelovej funkcie plati u (] (ylz — 7%")) —
Il (ylg — %) +21 (ylg — %) >u(Wy —c) =y &E(Wo —c) + £(Wy — c), ¢ize tloha
dosahuje maximum v bode [ (y1§ — %2) (Obr. 4.2). Nakoniec, ak parameter {7 na-
dobtda hodnoty v intervale [¢, €), z vlastnosti funkcie I(-) plati I(y,&r) < Wy — ¢
al (ylfT — %) > Wy — ¢, t.j. bod Wy — ¢ je jedinym kandidatom pre optimum a
tloha nadobuda maximum v tomto bode (Obr. 4.2).

Analyza v8etkych moznych konfiguracii uc¢elovej funkcie ukéazala, ze funkcia (4.14)
je bodom globalneho optima pre vSetky mozné hodnoty &7.

[]

Uvazujme opét tlohu (4.8). Nech Wr je Tubovolny kandidat pre optimalne rie-
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u(-)] u(-)

<)

~

Obr. 4.2: VTavo: Mozné tvary Gcelovej funkcie pre {7 € [€,00). Vpravo: Mozné tvary
celovej funkcie pre & € [€,€).

Senie, potom plati
E[u(Wr)] — E[u(Wr)]
— Efu(Wr)] — E[u(Wr)] — 1 Wo + inWo — %5% + %m)
> Elu(Wr)] — Elu(Wr)] — :E[SrWr] + §1E[§rWr]

~

» (c+lE (e —%—c)*]) g <c—i— éE [(Wy —WT—CH)

o}
> 0.

Prva z nerovnosti vyplyva z platnosti

ElerWr] = Wy
Q_IE[<WO—WT—C)+] == 5WO

El¢rWr]
Oé_lE[(WO — WT — C>+]

Wo
Wy

IA A

(vid prvy odstavec dokazu) a druha nerovnost vyplyva z Lemy 2. ZloZené rieSenie
tlohy (4.8) pre vSetky moZné hodnoty & je znazornené na Obr. 4.3. O

Veta 14 definuje optimélne portfolio WT(C) ako funkciu parametra ¢ (prvostup-
fiové rieSenie). RieSenie tlohy dosiahneme maximalizaciou! tlohy (4.15) cez vsetky
mozné hodnoty ¢

max E [u <WT(C)>} : (4.15)

ceR

1Ulohu (4.15) rie§ime numericky, nakol'ko analyza rieSenia nie je nasim primarnym cielom, tto
ponechavame pre d'alsi vyskum.

41



w(T)]

Wop—ect—=---—-——--
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Obr. 4.3: V8eobecné rieSenie pre tlohu AVaR investora, zndzornené v zavislosti
od hodnoty stavovej premennej &7.

4.3 Optimalne portfélio v case t < T

Vyplatna funkcia optimélneho portfolia v ¢ase T je definovana v (4.9). Pre inves-
tora je tiez dolezité poznat hodnotu portfolia v kazdom case t a v kazdom stave
& pred investié¢nym horizontom. Pre odvodenie hodnoty optimalneho portfélia opat
predpokladame, ze preferencie investora st dobre charakterizované izoelastickou fun-
kciou uzito¢nosti, definovanou napr. v (2.7) ako

P

u(z) = % p<0,p#1. (4.16)

Z toho pre inverznu funkciu derivacie funkcie u(x) plati

1) = (). (4.17)
Taktiez predpokladame, 7e exogénne parametre 7(t) a x(t) si konStantné v case.

Z definicie (3.2) je proces In&; gaussovskg, t.j. podmienené rozdelenie In &y v Case t,
kde T' >t je

nérlF~ A (= (r SIP) (=L I6T=0) . @y
Definujme funkciu
f(t.6) = E E—TW() m} _E E—TW() | gt} , (4.19)

kde druha rovnost vyplyva zo skutocnosti, ze & v sebe nesie vSetku informéciu
od ¢asu 0 do casu t. Funkcia f(¢,&;), ekvivalentna rizikovo-neutralnej sucasnej hod-
note vyplatnej funkcie WT(é), je markovska, navySe vyplatna funkcia portfolia v I'u-
bovolnom ¢ase t € [0,T] existuje a je jednozna¢ne definovana v nasledovnej Vete.
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Veta 15 (Proces optimalnej hodnoty portfolia). Pre t € [0,T] je proces optimdlnej

vyplatnej funkcie (4.14) rovng
W(t) = Gi(t) + Ga(t) + Gs(t),

kde funkcie Gy 23(t) su dané

p—1 2
o - e s (1,
W(]—C
Go(t) = 3 exp{lnft—r(T—t)}(QJ(dQ)—
Gs(t) = é/g &r (m&—%)mdﬂ”(&)
. 1n§—1n§t+(r—§%||ﬁ||2>(T—t)
L IslvVT —1
by = MEn = ) (7
[kl[VT —
D 11
s =
p—1

a ®(-) je kumulativna distribuénd funkcia N(0,1).

(4.20)

7“) (T —t)) }(I)(dl) (4.21)

@(dg)) (4.22)

(4.23)
(4.24)
(4.25)

(4.26)

Dékaz. Dosadenim riesenia (4.14) do rovnice (4.19) dostavame

W) = f(tg) —E [%

+(0)

1
1§<5T) }

J/

1 Y2
= gEt [fT (I(thT)l&ng + Wo—&)lece, e +1 <3/15T ) 1§<£T)i|
1 . Y2 ﬁ
= aEt §r | (11ér) 7T lgpee + (Wo — C>1§§5T<Z + (ylgT - E) le<e,
1 Inér\ 5ot
= —E¢ & (11€™7) 7 lingp<ine
& B
~ Y2
+(Wo — C)lln§§1n§T<1nZ + (y1£ - a)
= Wo — ¢
= Y Et |:ep ! 11nfT<ln§] + 0 ]Et |:6IH€T11n§§1n£T<lngi|
& & =
G:Et) G;?t)
1
+—E
&

{fT <Z/1§T - %) o 1g<gT:| :

kde 1(,
Gs(t) vyplyva z Lemy 3.
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Gs(t)

je funkcia indikator. Odvodenie analytického vyjadrenia pre funkcie G1(t) a



Lema 3 (Stredna hodnota lognormalnej nahodnej premennej). Nech Y ~ N (m, s?)
ayy < yy. Potom plalid

o a2 a2
E [eayly1§Y<y2] - eam+%a2$2 (q) <?/2 L ) - @ (yl noe >) )
s s
kde ®(-) je kumulativna distribuénd funkcia rozdelenia N(0,1).

Dokaz je uvedeny v [51]. Aplikovanim Lemy 3 na funkcie G;(t) a Gy(t) s para-
metrami

Gi(t): Y =Iné&r Ga(t): Y =Ingr
QZLI a=1

- 1 =1In¢

Yy = —0 -

Yy =In¢ Yo = Ing

Giat): m = m&—«w+;mwa—n
s* = |7 1)

odvodime analytické vyjadrenie

Gi(t) = ylgt exp{pf 3 (1n§t+ (2!?”—& —7") (T—t)) }

mé—Ing + (r R M?) (T — 1)
[kl[VT =t

Go(t) = Wof— éexp{lnft — (T — t)} [q) (ln§ —Ing |—||-,€|(’7“ —T§_H:H ) (T — t))

e <1n§_ & + (r— 1|x)?) (T —t))
l&llvVT —t

Pre funkciu G3(t) nepozname analytické vyjadrenie, budeme ju reprezentovat

x ®

Gs(t) = %/:O r (ylfT - %)pil dP(&r).

4.4 Optimalna investi¢cna stratégia

Pripomeiime, ze 0(t) vyjadruje podiel investicie v rizikovych aktivach, t.j. repre-
zentuje riadiacu premenni, prostrednictvom ktorej investor zadava pokyny na pre-
vazovanie svojich pozicii. V nasledujtacich Vetach definujeme vSeobecni optimalnu
stratégiu, ktora je implikovana blizsie ne$pecifikovanym procesom W (t) a tiez opti-
malnu stratégiu AVaR investora.
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Veta 16 (Optimalna (vSeobecnd) investi¢na stratégia). Nech proces & wvyhovuje

stochastickej diferencidlnej rovnici (3.2), W (t) je dané (3.1), Wy > 0 a plati W (t) =

W (t,&). Potom plati

(67) " koW (1)
W) o0&

Dékaz. Pre diferencial W (t) z Itovej lemy plati

oW W) 1AW
e L

Dosadenim vztahov (3.1) a (3.2) za dW (t) a d&; pre stochastické ¢leny plati

w0 = - Ve

po tpravach dostavame vztah (4.27). O

o(t) = — £ (4.27)

AW (t)

Veta 17 (Optimalna stratégia AVaR investora). Nech proces & vyhovuje stochas-
tickej diferencidlnej rovnici (3.2) a proces W (t) je definovany v (4.20). Optimdlna
investicnd stratégia AVaR investora je

R —1 t 1 2 2
oy — e [Gilt) R (ENCn =
W) |p—1 2r|klVT —t p—12p—2 2
« (?ﬁ&)ﬁ + (WO . é)e—r(T—t) (e—d§/2 . €—d§/2> ) + §t8G3(t) .
3
Dokaz. Zderivovanim funkcii G1(t) a G(t) dostavame
9G (1) p( lIsl?
- ) (T -t
o6~ PlL-1\m-2 )Y
1 \ ,
Y (&) 7T e
X & d(dy) —
=1 M T g T
" 2 2
_ Gl(t) o (ylgt) exp{ p ( HKH o T) (T _ t) o ﬁ}
(p—1D&  Vor&|sl|VT —¢ p—1\2p—2 2
0Gs(t) _ (Wo—¢)e ™ <@—d§/2 _ e—d§/2> .
& V2r&||k||IVT —t
Dosadenim do vztahov (4.20), (4.27) a dals$imi upravami dostavame finalny vztah.

]

4.5 Relativna expozicia v rizikovych aktivach

Pripometime, Ze 07 (t) je investi¢na stratégia nezaisteného investora definované v (3.9)
ako




Optimalnu stratégiu AVaR investora vieme alternativne vyjadrit pomocou 87 (t) ako

oW (t)
&
Podobne ako pri VaR-RM a LEL-RM stratégii, definujme proces ¢(t) ako expoziciu

optimalneho AVaR portfolia v rizikovych aktivach, vyjadrent v relativnych jednot-
kach voc¢i nezaistenému portféliu

i) = —;V;(;)’e%)

& (4.28)

t.j.
_1-poW()
W(t) &

q(t) = & (4.29)

4.6 Ohranicenost expozicie v rizikovych aktivach

Vo vzfahu (3.34) je okrem iného poukézané na ohranifenost relativnej expozicie
stratégie LEL-RM, kde stratégia nadobuda hodnoty na intervale [0, 1]. V préci [27]
autorka naopak poukazuje na nevhodnu vlastnost stratégie VaR-RM, ktoré za urdi-
tych okolnosti moze viest k nekonecnej hodnote ¢V (t), pre ¢asy blizke T'. Uvedené
skuto¢nost je priamym dosledkom nespojitosti vyplatnej funkcie VaR-RM portfo-
lia v ¢ase T'. Zaujimavy vyskumny problém je preskiimanie ohranicenosti relativne;j
expozicie v rizikovych aktivach pre stratégiu AVaR, nakolko tuto vlastnost povazu-
jeme za dolezitt v redlnych aplikiciach stratégie na riadenie portfolia.

Analyzou vyplatnej funkcie AVaR portfolia v ¢ase T' mozeme Tahko nahliadnut,
ze pre Casy bliziace sa k T', vedie uvedenad stratégia za kazdych okolnosti ku kone¢ne;j
hodnote ¢(t). Pripomeinime, zZe optimélna vyplatna funkcia v ¢ase T', dana vzfahom
(4.14), je

X I(y:iér) ak &r < &
Wr(e) = ¢ Wy —é ak £ <& <€
I (nér — %) ak £ <¢&p,

t.j. funkcia je definovana v zavislosti od stavu &7, v ktorom sa trh v ¢ase T nachédza.
Derivovanim funkcie sa a dosadenim do rovnice (4.29) dostavame

1 ak§T<§
@(T): 0 ak£<£T<§
(ylg;—% ak5<§T.

Funkcia (y1&ép — y2/a) dosahuje pre fixné hodnoty y1, y2 a @ minimum v bode & =
((Wg — é)p_l + yz/a) /yl, tJ

VST S [g, OO) : (ylfT — %) > (WO — é)pil > 0.
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Zaroven plati

— 24 ¥ —
yi€r — A R - R Y2 — 1+ 2w —e " <,

(ylfT - %) a ayiér —y2 « (ylg — yg/a) a

kde h je kone¢né konstanta. Tento zaver bol motivaciou pre detailnejsiu analyzu
vlastnosti optimélnej AVaR stratégie, ktoré potvrdzuja predpoklad o ohranic¢enosti
v kazdom case a stave. Relevantné vysledky analyzy st zhrnuté v nasledovnej Vete.

Veta 18. Pre ndhodni premennd ¢(t) definovani v (4.29) plati

ilt) = — (Gl(t>+ - L (m&—%)”llﬂ”(&)) (4.30)

W (t) & ¢ hér —

Navyse plati, Ze §(t) je ohranicend, t.j. pre kazdé optimdlne AVaR portfdlio defino-
vané v (4.20) existuje konstanta h € R takd, Ze plati §(t) < h pre kazdé & € [0, 00)
atel0,T].

Dékaz. Podla vztahu (4.10) plati y; = (Wy — ¢)P~'/ & Dosadenim do funkcie G1(t)
a derivovanim dostavame

Git) = (Wy—0) (%)pllexp{pfl (ZLL“E—T) (T—t)}@(dl)
a(ggt T g (%)pllexp{pgl(2|z|ﬂ22_r) <T_t)}

% q)(dl) _ G_d%/Q
p=1  on|s|lVT -1

e () ) o)

e—d1/2

X :
V2r||k||VT —t

SN—
=
|
o>

7 (4.26) plati
sV -t

dl = dg
p—1
(T—t)  lkIVT -t
d2 — d2 ||,€||( _2 d
D R T p—1
= 2 r— el (T —1)
p—1 T —
N TR n o) |
& 2(p—1) p—1
£j.
0G1(t) — Gi(t) Wo—c¢ —r(T—1)-d3/2.

0¢; P—D& V& |mllVT — ¢
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Zo vztahu (4.18) pre ndhodni premennit &7 | & plati

&r = &', (4.31)

[§

g<z>:—<r+”§ )<T—t>—||n||¢T—tz

a z je ndhodna premenné z rozdelenia A(0,1). Zmenou integracnej premennej
vo funkcii G3(t), s vyuzitim vztahu (4.31) a ekvivalencie & > € & M > z, kde

Iné —Iné — (7"4—@) (T —1)
M= ,
[kllvVT —t

(4.32)

dostavame

M 1
Gs(t) = / e’ (ylfteg(z) - %) " dP(z).

oo «

Derivovanim funkcie G5(¢) a dosadenim vztahu (4.11) za y; dostavame

9alt) _ E Mo =0 R [ oy 1 (ygentn ~ Y
06 G Vom|w|VT—t  Joo -1

Z (4.25) a (4.32) plati
M = —dy—||&|VT —t
2
M? = &3+ |[k|]P(T —t) +2 (mZ —In& + (r — @) (T — t))

-M?%/2 _ éefr(Tft)fdg/Q’

t.j.

0Gs(t)  Wo—2@)e 0y /M 29(z) Y1 Y2\t
= e 7+ 29 2 eI — 2 dP(z).
0& V27r&||k|IIVT —t oo p—1 <y1€t a> (2)

Pripomeiime, ze derivacia funkcie Gy(t) je

P ,
G, (t) _ Wo—¢)e (e—d2/2 _ €—d3/2). (4.33)
& V27E || RIVT —t
S¢itanim parcidlnych derivacii funkcii G1(t), Go(t) a G3(t) dostavame
oW ()  0Gi(t) N dGy(t) N OG5 (t)
3 3 3 3
Gi(t) /M 29() U1 Y2\ ot
- T e 2 edx) _ 22 dP(z). (4.34
oone St (e - 2) T aRG). (439
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Z definicie funkcie ¢(t) po dosadeni za aW Vyplyva
. 1—p oW (¢
it = L2280,
Wi(t) 0&
= = ! (Gl(t) + & /M e*)y, <y15t€g(z) - %> o~ dP(Z)) ;
W (t) —o0 a
3G1( ) 3G3( )

kde funkcia 2620 g4 po s¢itani vynulovala s ¢astou funkcie . Zmenou

06
integra¢nej premennej podla vzfahu (4.31) dostavame

= WL(t) (Gl(t) + é /:0 %5 <y1§T - %) (§T)> :

Je zrejmé, ze funkcia

Yiér ylfT—y—z+y—2_1+ Y2

yi€r — o nér — 2 B ayiér — Yo

je na intervale [E, oo) pre fixné hodnoty 31, y2 a a dobre definovana a nadobuda
maximum na lavej hranici tohto intervalu, t.j. plati

4 1 ?Jlg L[~ Y2 =
qit) < WT@(GI@HMEA {r <y1fT a) P(fT))

Zmensenim menovatela W (t) volbou funkeii Gy(t) a Gs(t) pre menovatel prvého a
druhého sc¢itanca, po niekol’kych tpravach dostavame

<1+ y;é < h,
€~
kde h je kone¢na konstanta, ¢o dokazuje ohrani¢enost funkcie G(t). ]
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Kapitola 5

Vlastnosti AVaR stratégie

V tejto casti popiSeme zakladné vlastnosti a dynamiku odvodenej investicnej straté-
gie, v zavislosti od ¢asu a hodnoty stavovej premennej &;. S pouzitim vysledkov nu-
merickych simulécii vykreslime a popiSeme Standardné priebehy vyplatnych funkcii
v ¢ase investi¢ného horizontu a v ¢asoch pred nim. PopiSeme tiez dynamiku inves-
ti¢nej stratégie reprezentovanej procesom ¢(t), ktory vyjadruje relativnu expoziciu
v rizikovych aktivach voc¢i nezaistenému portfoliu. V poslednych ¢astiach kapitoly
vykoname tiez porovnavaciu analyzu so stratégiami VaR-RM a LEL-RM, defino-
vanymi v praci [6]. Porovnavat budeme charakter simulovanych vyplatnych funkeit,
dynamiku stratégii ¢(t), ¢V *%(t) a ¢*FL(t) a tiez generované pravdepodobnostné roz-
delenia hodnoty portfélii v ¢ase investicného horizontu.

5.1 Nastavenia trhu

Trhové podmienky a preferencie investorov sme v tejto ¢asti simulovali nastavenim
volnych parametrov, ako je uvedené v Tabulke 5.1. Pre tieto nastavenia viedlo
rieSenie ulohy (4.15) k hodnote

¢ =0,129.

V zmysle Vety 13 je tato hodnota rovna hodnote Value-at-Risk portfolia v case
T, t.j. pravdepodobnost, Ze hodnota portfélia klesne pod hranicu Wy — ¢ je « -
100%. Pre pouzité nastavenia je na hladine vyznamnosti 5% hranica na trovni 87,1%
z hodnoty Wj.

Tabulka 5.1: Nastavenie parametrov

Popis parametra Oznacenie Hodnota
investi¢ny horizont T 1
bezrizikova tirokova miera r 0,03
koef. siivisiaci so Sharpeovym pomerom &l 0,4
hladina vyznamnosti « 0,05
ohranicenie na cenu poistenia ) 0,15
koeficient vyjadrujuci rizikové preferencie D —-1,5
pociato¢na hodnota investicie Wo 1
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Podobne ako v predoslych c¢astiach sme predpokladali, ze preferencie investora
st dobre charakterizované izoelastickou funkciou uzito¢nosti definovanou v (2.7).
Pripomenme, Ze parameter p v zvolenej funkcii uzito¢nosti vyjadruje postoj investora
k riziku a v zmysle vztahu (2.6) plati, Ze koeficient relativnej averzie k riziku je
pre investora rovny o, = 1 — p = 2,5.

5.2 Hodnota portfélia v case T

Standardné nastavenia exogénnych parametrov pre @lohu (4.4) vedu k uplatneniu ri-
zikového ohranicenia, v dosledku ¢oho pozorujeme odlisny priebeh vyplatnej funkcie
portfolia na troch roznych intervaloch hodnoét stavovej premennej &p. Intervaly st
oddelené hrani¢nymi bodmi ¢ a &, definovanymi v (4.10) a (4.11). Ak sa trh vyvija
pozitivne, stavova premennd &p nadobtida hodnoty na intervale [0,€) a vyplatna
funkcia AVaR portfolia ma podobny priebeh ako nezaistené portfolio. V désledku
,obstarania® zaistenia, ktoré v dobrych stavoch nebude uplatnené, nadobtida AVaR
portfolio na celom intervale nizsie hodnoty ako nezaistené portfolio.

V pripadoch, ked stavova premenna nadobtuda hodnoty na intervale [£ ,E), hovo-
rime, Ze portfolio sa nachadza v tzv. ,prechodnych“ stavoch. Hodnota AVaR port-
folia je na tomto intervale plne zaistend na hodnote Wy — ¢, v dosledku ¢oho AVaR
portfolio nadobtuida na vic¢sej ¢asti intervalu vyssie hodnoty ako nezaistené portfo-
lio. V najhorsich stavoch nadobuda stavova premenna hodnoty na intervale [E, 00).
S rastticou hodnotou &7 klesa efekt zaistenia hodnoty portfolia, v désledku ¢oho
cielova hodnota klesd smerom k hodnote nezaisteného portfélia. Tento jav je do-
sledkom vysokej ceny zaistenia v najhorSich stavoch, kedy by zaktpenie tplného
zaistenia nebolo optimélne (Obr. 5.1).

W(T)

1.4 — AVaR
13 -
12 -
11 -

----- Benchmark

0,9 -
0,8 -
0,7 -
0,6 -

04 T T T T T T | E_,(T)
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

Obr. 5.1: Vyplatné funkcie optimélneho AVaR a nezaisteného portfélia v case T,
znazornené ako funkcie stavovej premennej &r.
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Obr. 5.2: Simulované pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty optimalneho AVaR
portfolia v ¢ase T', pre hodnoty parametrov uvedené v Tab. 5.1. Zostrojené na za-
klade 10000 simulécii.

S vyuzitim predpokladu o rozdeleni stavovej premennej In {7 definovanom v (4.18)
mozeme simulovat pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnej premennej WT(é) Ako
dosledok procesu zaistovania pozorujeme modifikované rozdelenie hodnoty portfolia
v ¢ase T'. Tvar histogramu naznacuje oblast znizenej pravdepodobnosti v tzv. [avom
chvoste rozdelenia, t.j. pravdepodobnost dosiahnutia najvyznamnejsich strat AVaR
portfolia je niZsia ako v pripade nezaisteného portfolia (Obr. 5.2).

5.3 Hodnota portfélia a investi¢na stratégia v case
t<T

Hodnotu AVaR portfélia v ¢asoch pred investiénym horizontom, danid vztahom
(4.20), mozeme taktiez znazornit ako vyplatni funkciu, v zavislosti od hodnoty
stavovej premennej & (Obr. 5.3). V ¢asoch dostato¢ne vzdialenych od T sa vyplatna
funkcia tvarom prili§ neligi od vyplatnej funkcie nezaisteného portfolia. Stratégia
predpoklada, 7e do investi¢ného horizontu méa portfélio stéle dostatocne dlhy cas
na to, aby sa jeho hodnota zvySila nad zaistend turoven aj bez zmeny vyplatného
diagramu. Ako sa ¢as blizi k investi¢cnému horizontu, vyplatna funkcia sa tvarom
zacina priblizovat k optimélnej vyplatnej funkcii v ¢ase T'. Konvergenciu vyplatnej
funkcie k WT(é) povazujeme za dokaz vnitornej konzistencie odvodeného rieSenia
s rieSenim tlohy (4.4).

Dynamika ndhodnej premennej () pre rozne hodnoty stavovej premennej &; je
v roznych ¢asoch zndzornend na Obr. 5.4. V dobrych stavoch je expozicia v riziko-
vych aktivach AVaR portfolia podobné expozicii nezaisteného portfolia (G(t) =~ 1).
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0.9

0.85

0.8
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Obr. 5.3: Vyplatné funkcie optimalneho AVaR portfélia v ¢asoch t =
{0,5;0,75;0,95}, znazornené ako funkcie stavovej premennej &;.

Pri zvySovani stavovej premennej AVaR investor postupne zatvara pozicie v riziko-
vych aktivach s cielom udrzat hodnotu portfolia nad zaistenou hodnotou. V najhor-
Sich stavoch pozorujeme efekt tzv. pdkovania pozicie v rizikovych aktivach (¢(t) > 1),

q(®
1.4 -
24 f ==
[ SRRSO SO A
0.8 -
0.6 -
----- t=0.5
0.4 1 -==t=0.75
t=0.95
0.2 -
--------- Benchmark
0 T T T T T T 1 EJ(t)
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Obr. 5.4: Dynamika relativnej expozicie v rizikovych aktivach optimalneho AVaR
portfolia ¢(t) v ¢asoch t = {0,5;0,75;0,95}, znizornené ako funkcie stavovej pre-

mennej &;.
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t.j. investor si na trhu pozi¢iava dodatocné zdroje otvorenim kratkej pozicie v bez-
rizikovych aktivach a relativne velkej dlhej pozicie v rizikovych aktivach. Cielom je
snaha o zvysSenie hodnoty portfélia nad pozadovani hranicu, s vyuzitim aj mensieho
rastu cien.

Pre ¢asy dostato¢ne vzdialené od investi¢ného horizontu, st zdsahy AVaR stra-
tégie relativne malé. Ako sa vSak cas blizi k T, stratégia reaguje na nové trhoveé
podmienky pomerne razantnym prevazovanim portfolia. Takato vlastnost by mohla
pri niektorych stratégidch sposobovat problémy pre ¢asy t — T, kedy by sa rela-
tivna expozicia v rizikovych aktivach mohla za urcéitych podmienok limitne blizit
k +o00. Pre AVaR stratégiu sa uvedenym problémom zaoberd Veta 18, v ktorej je
preukizané, ze relativna expozicia v rizikovych aktivach ¢(t) je pre optiméalne AVaR
portfolia za kazdych okolnosti ohrani¢ené.

5.4 Vplyv trhovych parametrov na tvar vyplatnej
funkcie

Ako bolo spomenuté v skorSich ¢astiach, vyplatna funkcia WT(é) vykazuje rozdielny
priebeh na troch disjunktnych intervaloch hodnot stavovej premennej £7. R6zne na-
stavenia exogénnych trhovych parametrov a preferencii investora (vid Tabulka 5.1)
implikuju rozdielne tvary vyplatnej funkcie. Z definicii jednotlivych parametrov mo-
delu a z vysledkov simulécii sme odvodili zadkladné zéavislosti priebehu vyplatnej
funkcie od hodnot parametrov. Pozorované zavislosti sa daja schematicky definovat

S = N a Wo-éN
o/ = EN = [E-& N\

Zakladny rozdiel, ktory mozeme porovnavanim viacerych vyplatnych diagramov
AVaR portfolii WT(é) pozorovat, je v hodnote portfélia na intervale prechodnych
stavov, t.j. &r € [S,E) a tiez v Sirke tohto intervalu, na ktorom funkcia vykazuje
kongtantny priebeh na trovni Wy — é. Aj ked je hodnota Wy — ¢ dana implicitne
rieSenim tlohy (4.15), investor ju moze nepriamo zvySovaft, alebo znizovat zmenou
parametra o, definujiceho limit pre rizikové ohranicenie. Taktiez existuje priama
zavislost medzi hodnotou parametra « a Sirkou intervalu prechodnych stavov. S vy-
uzitim vyssie uvedenych zavislosti moze investor jednoducho upravovat priebeh vy-
platnej funkcie AVaR portfolia na pozadovany tvar, vratane Specidlnych pripadov
nezaisteného portfolia, pripadne tzv. plne zaisteného portfolia (vid napr. stratégiu
OBPI v ¢asti 2.3). Vplyv parametrov « a § na tvar vyplatnej funkcie je simulovany
na Obr. 5.5 a 5.6.

(5.1)

5.5 Porovnanie so stratégiami VaR-RM a LEL-RM

V tejto casti analyzujeme vysledky porovnania zédkladnych vlastnosti predstavenej
stratégie so stratégiami VaR-RM a LEL-RM, definovanymi v praci [6].
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Obr. 5.5: Priebeh vyplatnej funkcie AVaR portfélia pre rézne nastavenia para-
metra ¢.
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Obr. 5.6: Priebeh vyplatnej funkcie AVaR portfolia pre rézne nastavenia para-
metra a.
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5.5.1 Parametrizacia modelov

Nakolko uvedené stratégie pracuju s odlinou mnozinou exogénnych parametrov, pre
vzajomné porovnanie je potrebné definovat kritérium, ktoré by viedlo k porovna-
telnym nastaveniam vSetkych troch modelov. Pre tento tcel sme zvolili nasledovny
pristup:

1. spolofné parametre T, 7, ||s||, o, p, Wy, definujtce investi¢ny horizont, vlast-
nosti trhu, parametre suvisiace s averziu k riziku a pociato¢ni hodnotu port-
folia sme pre oba modely nastavili podla Tabulky 5.1,

2. parameter 0, Specificky pre AVaR portfolio sme ponechali na hodnote podla
Tabulky 5.1 a parameter LEL-RM stratégie, €, sme nastavili na rovnaku hod-
notu,

3. parameter W, Specificky pre VaR-RM a LEL-RM portf6lia sme nastavili tak,
aby vSetky porovnavané portfolia viedli k rovnakym urcitostnym ekvivalentom
(vid Cast 2.1.2).

VysSie popisand procedura viedla k nastaveniu parametra W pre VaR-RM mo-
del na hodnotu 0,949 a pre LEL-RM model na hodnotu 1,176. Takto definované
nastavenia viedli u vSetkych troch portfolii k ur¢itostnému ekvivalentu na trovni
C = 1,064. Za povsimnutie stoji fakt, ze LEL-RM investor si pre dosiahnutie rovna-
kého urcitostného ekvivalentu portfolia ako zvysné dve stratégie, zvolil ako jediny
hodnotu W nad pociato¢nou hodnotou svojho portfolia (W, = 1). Uvedena sku-
tocnost je dosledkom nastavenia maximélnej ceny zaistenia € na pomerne vysoki
uroven pre LEL-RM investora. Pripomenime, Ze LEL-RM investor, meria cenu zais-
tenia portfolia ako cenu predajnej opcie euroépskeho typu, ktord priblizne zodpoveda
oCakavanej hodnote vynosu pre hodnoty portfélia pod realiza¢nou cenou, zatial ¢o
AVaR a VaR-RM investori vyjadruji cenu zaistenia ako relativne extrémne kvantily
rozdelenia vynosov portfolii. Je zrejmé, ze zvoleny limit € je pre LEL-RM portfo-
lio relativne vysoky, ¢o mu umozni volit garantovant hranicu W na vysokej trovni
(cena europskej predajnej opcie je rasticou funkciou podla realizacnej ceny opcie,
v tomto pripade ekvivalentnej hodnote W, vid napr. [48]).

5.5.2 Vyplatné funkcie stratégii

Na Obr. 5.7 je znazorneny priebeh vyplatnych funkcii vSetkych troch portfolii v case
T. Zakladnym odliSovacim prvkom u vSetkych troch vyplatnych funkcii je hodnota
W, ktord zvolili VaR-RM aj LEL-RM investori na vy$sej trovni, ako je hodnota
Wy — ¢ implicitne dané rieSenim tlohy AVaR investora. Taktiez pozorujeme, Ze ob-
last prechodnych stavov je vyrazne uzsia pre LEL-RM portfélio a taktiez pre VaR-
RM portfolio, t.j. LEL-RM a VaR-RM investori volia tiplné zaistenie skor ako AVaR
investor a zaroven, v pripade pokracujiceho prepadu trhov, aj skor tiato stratégiu
opustaju. AVaR investor sa snazi o iplné zaistenie na $irSom intervale a plynule pre-
chadza k ¢iastoénému zaisteniu, pricom v najhorsich pripadoch voli vys$siu hodnotu
portfolia ako VaR-RM a LEL-RM investori.
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w(I)

Obr. 5.7: Vyplatné funkcie optimalneho AVaR, VaR-RM a LEL-RM portfolia v ¢ase
T, znazornené ako funkcie stavovej premennej &r.

5.5.3 Relativna expozicia v rizikovych aktivach

Relativne expozicie v rizikovych aktivach ¢(t), ¢V*%(t) a ¢"PL(t) v ¢ase t = 0,75
st znazornené na Obr. 5.8. V dobrych stavoch volia vSetci porovnavani investori
relativne podobné expozicie v rizikovych aktivach ako nezaisteny investor. Ak sa
trh prestane vyvijat dobre a portfolia sa dostavaji do prechodnych stavov, vSetci
investori v reakcii na vyvoj trhu zatvaraju pozicie v rizikovych aktivach, s cielom
udrzat hodnoty portfolii nad pozadovanou droviiou. Za povSimnutie stoji fakt, ze
kazdé z portfolii ma definovana vlastni oblast prechodnych stavov. Ako prvy rea-
guje na zhorSenie LEL-RM investor, ako druhy VaR-RM investor a AVaR investor
mé oblast prechodnych stavov definovant pre relativne najvyssie hodnoty stavovej

.....

Zaujimaveé je porovnanie tvaru funkeii pre najhorsie stavy, t.j. £ € [£,00) (kde
hodnotu € si kazdy investor voli na inej tirovni). Zatial ¢o LEL-RM investor sa v naj-
horsich stavoch blizi vyskou expozicie v rizikovych aktivach nezaistenému portfoliu
zdola, VaR-RM a AVaR portfolid v ur¢itom bode preskakuju tito expoziciu, t.j. sna-
7ia sa zvySenim pakového efektu zvysit hodnotu portfolii nad pozadovand troven,
a pre dalSie zvySovanie stavovej premennej & konverguji k nezaistenému portfoliu

zhora (Obr. 5.8).

5.5.4 Pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty portfélii

Simulovanim rozdelenia ndhodnej premennej &7 odvodeného zo vztahu (4.18) mo-
zeme pre dané parametre zostrojit empirické pravdepodobnostné rozdelenia hodnoty
jednotlivych portfolii v ¢ase T'. Na Obr. 5.9 st znazornené kumulativne distribu¢né
funkcie AVaR, VaR-RM a LEL-RM portfolif na celom rozsahu simulovanych hodnot
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Obr. 5.8: Relativna expozicia v rizikovych aktivach AVaR, VaR-RM a LEL-RM
portfolia v ¢ase t = 0,75, znazornené ako funkcie stavovej premennej &;.
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Obr. 5.9: Simulované kumulativne distribu¢né funkcie hodnoty AVaR, VaR-RM a
LEL-RM portfolii v case T

&r pre 10000 simulécii. Priebeh distribuénych funkceii naznacuje, ze stratégia AVaR
v danej simulacii dominuge stratégie VaR-RM a LEL-RM v oblasti najhorsich (Tava
Cast grafu) a tieZ najlep8ich stavov (prava Cast grafu). V centralnej ¢asti grafu na-
opak AVaR stratégii dominuji LEL-RM a na relativne tizkom intervale VaR-RM.
Na Obr. 5.10 je znazornena zviacSend oblast grafu 5.9, zodpovedajica najvac-
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$im stratdm na hodnote portfolii. Z grafov vyplyva, ze predstavena AVaR stratégia
moze za urcitych okolnosti viest k portfolidm, ktoré budu dosahovat najvyznamnej-
Sie straty na hodnote s mensou pravdepodobnostou, ako portfélia riadené stratégiou
VaR-RM a LEL-RM.

Probability
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0,35 -
0,3 -

0,25 -
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3,6E-03
3,1E-03
2,6E-03
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Obr. 5.10: Simulované kumulativne distribuéné funkcie hodnoty portfolii v case T
zvacSena oblast zodpovedajica najvac¢sim stratdm na hodnote portfolii.
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Kapitola 6

Pripadova studia

Na rozdiel od predoslych kapitol, v ktorych sme cenovy vyvoj aktiv simulovali
geometrickym Brownovym pohybom, v tejto casti preskimame vlastnosti AVaR
stratégie na ilustrativnom portféliu zostavenom z reélnych aktiv. Nasim cielom je
demonstrovat pouzitie stratégie v redlnom prostredi a skiamat jej vlastnosti v pod-
mienkach, kedy platnost predpokladov, s ktorymi pracuju predstavené modely, ne-
moze byt zaru¢end. Analyzujeme najmaé vyvoj hodnoty portfélia v ¢ase a dynamiku
stratégie reprezentovant procesmi é(t) a ((t), ktoré vyjadruju absolitnu a relativnu
(voci nezaistenému portfoliu) velkost otvorenej pozicie v jednotlivych rizikovych
aktivach. Vysledky porovnavame s nezaistenym portféliom, ktoré pouzijeme ako re-
feren¢ny index pre stratégiu AVaR.

6.1 Parametre portfolia

6.1.1 Vyber aktiv

Portfolio sme zostavili z piatich vysoko likvidnych akciovych titulov obchodova-
nych na americkom kapitdlovom trhu. Vybrali sme akcie spolo¢nosti, ktoré mali ku
diiu 30.11.2013 najvicsiu vahu! v akciovom indexe Dow Jones Industrial Average
(skr. DJI). Vybrané spolo¢nosti patria k najviac kapitalizovanym na americkom ak-
ciovom trhu. V su¢te sa na hodnote indexu DJI podielajt priblizne 30% vahou a
vo vSeobecnosti st povazované za likvidné cenné papiere. Vybrané akciové tituly, ich
podiel na hodnote indexu v ¢ase vyberu a prepocitané pociatoéné vahy v portfoliach
uvadzame v Tabulke 6.1. Vyvoj hodnoty aktiv a zakladné charakteristiky dennych
zatvaracich cien v obdobi poslednych rokov uvadzame na Obr. 6.1 a v Tabulke 6.2.

6.1.2 Casové obdobie

Na zéaklade vyvoja historickej volatility indexu DJI sme pre simulaciu zvolili obdobie
rokov 2010 az 20132. Na Obr. 6.2 pozorujeme do konca roku 2009 kontinualny pokles
historickej volatility indexu DJI, ¢o mozno povazovat za dosledok tzv. ,finan¢nej

1Po vyluceni akcii spolo¢nosti VISA, kvoli nedostatocnej dizke ¢asového radu.
2Koniec §tvrtého obdobia je ku ditu 31.10.2013.
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Tabulka 6.1: Zoznam akcii v simulovanych portfolidch, ich zastupenie v indexe DJI
ku diu 30.11.2013 a prepocitané pociatoc¢né vahy portfolii.

Skratka Nézov spolo¢nosti Vaha v indexe DJI Pociatocné vaha
IBM Intl Business Machines Corp. 7,86% 26,38%
GS Goldman Sachs Group Inc. 6,72% 22.55%
CVX Chevron Corp. 5,16% 17,32%
MMM  3M Co. 5,07% 17,01%
BA Boeing Co. 4,99% 16,74%

SPOLU 29,80% 100,00%

Tabulka 6.2: Parametre rozdelenia dennych zatvaracich cien vybranych aktiv v ob-
dobi rokov 2010 - 10/2013.

Skratka Priemer Volatilita 1. kvartil Median 3. kvartil

IBM 167,88 30,12 138,67 177,84 192,42
GS 133,05 24,01 113,04 137,96 153,51
CVX 95,06 17,86 79,25 97,56 107,76
MMM 87,12 12,35 77,99 84,32 90,74
BA 71,79 13,56 62,98 69,15 73,09

krizy“ z roku 2008. Pre simulaciu sme zvolili obdobie po stabilizovani volatility az
na dnesné urovne.

Nakolko vyvoj aktiv vykazuje v kazdom zo sledovanych rokov mierne odligné
vlastnosti (trend, volatilita, o¢akdvania, a.i.), vlastnosti a priebeh stratégii vyhod-
notime v kazdom roku nezavisle, t.j. na zaciatku kazdého sledovaného obdobia nasta-
vime investicny horizont stratégie na cas T' = 1,08, ¢o zodpoveda ¢asovému obdobiu
1 rok a 1 mesiac. Takéto nastavenie okrem iného umozni investorovi do urcitej miery
kontrolovat rizikovy profil portfélia na konci kazdého u¢tovného obdobia.

6.1.3 Preferencie vo vztahu k riziku

Za tucelom demonstracie efektu zaistenia AVaR portfolia, sme v tejto ilustrativne;
studii ponechali hodnotu parametra p ako v predoslych ¢astiach, na arovni p = —1,5,
¢o zodpovedé relativne nizkej averzii k riziku 1—p = 2,5. V dosledku toho bude inves-
tor volit portfolia s vyssim pakovym efektom, t.j. portfolio bude citlivej$ie na zmeny
cien podkladovych aktiv. Ostatné parametre, vyjadrujice postoj investora k riziku
sme nastavili na hodnoty a = 0,01 a § = 0,30. Pripomenme, Ze « vyjadruje hla-
dinu vyznamnosti, ktora definuje vlastnosti rizikového ohranic¢enia a W, vyjadruje
horny limit definovany pre velkost rizikovej miery AVaR. To znamend, Ze investor
pozaduje, aby ocakdvana hodnota 1% najvyznamnejSich strat portfolia v case T,
bola mengia ako 30% z pociato¢nej hodnoty investicie.
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Obr. 6.1: Index vyvoja cien vybranych akcii v obdobi 2010-10/2013 (baza 3.1.2010).
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Obr. 6.2: Vyvoj plavajucej volatility dennych logaritmickych vynosov DJI v obdobi
2009-2013, pre velkosti okien 20, 120 a 250 obchodnych dni.
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Obr. 6.3: Kalibracia modelu pre rok 2010: priebeh ocakévanej uzito¢nosti hodnoty
AVaR portfélia v ¢ase T' pre rozne hodnoty parametra c.

6.1.4 Kalibracia modelu

V predoslych analyzach sme vyvoj aktiv simulovali geometrickym Brownovym pohy-
bom, ktorého parametre boli zname. V tejto analyze nepozname skuto¢né parametre
trhu ani jednotlivych aktiv a musime ich odhadnit vhodnou metédou. Na zaklade
predoslych sktusenosti a dostupnych informacii v ¢ase experimentu sme pre odhad
trhovych parametrov zvolili nasledovnii proceduru:

1. vektor driftov p sme odhadli standardnym sp6sobom z dennych logaritmickych
vynosov aktiv za obdobie poslednych 252 dni ku dnu kalibracie,

2. jednotlivé prvky kovarianénej matice o2 odhadneme ako vyberové kovariancie
dennych logaritmickych vynosov aktiv za obdobie poslednych 252 dni ku diu
kalibréicie, maticu o odvodime numericky s pouzitim Choleskeho dekompozicie,

3. bezrizikovi trokovi mieru r uré¢ime ako vynos 10-roénych americkych statnych
dlhopisov ku diu kalibrécie.

Tabulka 6.3: Odhady parametrov (okrem driftov a volatilit) pre jednotlivé obdobia.
Parameter 2010 2011 2012 2013

r 0,0383 10,0332 0,0196 0,0190
||| 224 1,03 331 1,89
3 198,41 16,65 366,28 119,14
3 797 3,11 57,09 5,09
é 0,15 0,28 0,26 021
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Akcia | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
IBM | 43,17 | 14,03 | 24,62 | 6,86
GS 70,01 | -0,81 | -59,34 | 34,41
CVX | 7,56 | 17,76 | 21,65 | 3,11
MMM | 37,86 | 7,48 | -0,34 | 14,58
BA | 26,76 | 16,85 | 12,92 | 6,60

Tabulka 6.4: Odhady driftov vybranych aktiv.

Tabulka 6.5: Odhady kovarian¢nych matic po rozklade Choleskeho dekompoziciou.

Akcia 2010 2011

IBM | 27,44 3523 16,49 16,53 17,58 | 17,72 11,71 13,63 13,01 17,42
GS 48,96 11,12 11,26 10,97 28,06 3,88 2,74 6,47
CVX 20,08 10,62 16,40 1504 6,85 7,01
MMM 21,81 8,63 14,16 5,71
BA 28,63 21,19
Akcia 2012 2013

IBM | 22,48 20,85 17,54 19,06 21,46 | 16,33 12,13 9,57 825 9,23
GS 32,28 10,51 11,67 10,30 2548 527 540 4381
CVX 19,14 7,98 6,93 13,80 3,96 3,07
MMM 15,22 4,69 9,64 6,14
BA 17,27 13,96

Na zaklade vyssie uvedenych odhadov vypocitame parametre koncovej vyplatnej
funkcie y1, 12, &, € a tiez hodnotu ¢, ako rieSenie optimaliza¢nej tlohy (4.15). Ulohu
riesime Standardnymi numerickymi metodami, ilustraény priebeh ucelovej funkeie
pre rozne hodnoty parametra c je uvedeny na Obr. 6.3. Parametre rekalibrujeme
na zaciatku kazdého rocného obdobia a po zbytok obdobia predpokladame ich kon-
Stantnost. Hodnoty odhadnutych parametrov st uvedené v Tabulkach 6.3, 6.4 a 6.5.

Pre odvodenie optiméalnej hodnoty portfolia a expozicie v rizikovych aktivach
v kazdom case je potrebné poznat stav, v akom sa trh nachadza. Pre vypocet uve-
denych veli¢in sme postupovali nasledovne:

e v Case t vypocitame na zaklade trhovych cien aktualnu hodnotu portfélia W(t),

e dosadenim hodnoty portfélia do vztahu (4.20) numericky riesime implicitny
vztah pre aktualny stav trhu &,

e dosadenim hodnot W (t) a & do vzfahu (4.28) dostavame optimalne rozloze-
nie investicie v rizikovych aktivach v case ¢, na zéklade ktorého vykoname
prevazenie portfolia.
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Obr. 6.4: Vyvoj hodnoty AVaR a nezaisteného portfolia v roku 2010.

6.2 Vysledky a diskusia

6.2.1 1. obdobie

Vyvoj hodnoty AVaR portfolia a taktiez nezaisteného portfolia pocas roku 2010 je
znazorneny na Obr. 6.4. V obdobi prvého kvartalu hodnota oboch portfolii rastie,
nezaistené portfolio dosahuje o nieco vyssie vynosy ako AVaR portfolio. Tento vyvoj
je v sulade s predpokladom bezarbitrazneho prostredia: AVaR investor obetoval ¢ast
prostriedkov na zakipenie zaistenia, preto musi v dobrych ¢asoch dosahovat mensi
vynos ako nezaisteny investor. V dal$ich mesiacoch roku 2010 sa trend otaca a obe
portfolia znizuju svoju hodnotu. Hodnota AVaR portfolia sa v dosledku zaistenia
drzi priblizne na hranici 85% z pociato¢nej hodnoty portfolia, ¢o zodpoveda hod-
note vyplatnej funkcie v tzv. prechodnych stavoch. Potvrdzuje to aj vyvoj stavovej
premennej & na Obr. 6.5, ktora sa v poslednych dvoch tretinach zvacsa drzi me-
dzi hrani¢nymi hodnotami € a €, ktoré vymedzuju spominané obdobie prechodnych
stavov. Na Obr. 6.6 s znazornené vahy v rizikovych aktivach pre AVaR stratégiu.
Vahy v nezaistenom portfoliu st konstantné pocas celého obdobia, ¢omu sa dalo
nahliadnut uz zo vztahu (3.9). Pre zachovanie konstantnych véah je taktiez potrebné
neustale upravovanie pozicii, nakolko sa aj nezaistené portfélio prevazuje vplyvom
precenenia jednotlivych aktiv. Stucet vah v portfolidch nemusi byt nutne rovny 1.
Sucet mensi ako 1 naznacCuje diverzifikiciu portfélia medzi rizikové a bezrizikové
aktivum. Sucet vacsi ako 1 indikuje tzv. pakovanie pozicie v rizikovych aktivach,
t.j. investor otvara kratku poziciu v bezrizikovom aktive (poZifiava si dodato¢né
zdroje) a navySuje pozicie v rizikovych aktivach. Z priebehu stratégie AVaR inves-
tora je zrejmé, ze investor pri poklese hodnoty portfélia postupne zatvara pozicie
v rizikovych aktivach, v dosledku ¢oho znizuje pakovy efekt a tym zmensuje citli-
vost portfolia na d'alsi pokles cien (Obr. 6.7). Pozorovany vyvoj portfolia je v sulade
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Obr. 6.5: Vyvoj stavovej premennej & AVaR portfélia v roku 2010.
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Obr. 6.6: Vyvoj expozicie v rizikovych aktivach AVaR portfélia v roku 2010.
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Obr. 6.7: Priebeh relativnej expozicie v rizikovych aktivach AVaR portfélia v roku
2010.

s vlastnostami AVaR stratégie, odvodenymi v predoslych ¢astiach (vid napr. ¢ast
5.3) a je priamym dosledkom uplatnenia rizikového ohranic¢enia v definicii zakladne;
ulohy AVaR investora.

6.2.2 2. obdobie

Vyvoj hodnoty oboch portfolii je znazorneny na Obr. 6.8. V prvej polovici roku
2011 hodnota oboch portfélii rychlo rastie, AVaR aj nezaistené portfolio udrzuji
porovnatelné pozicie. Priblizne v polovici roka pozorujeme prudky pokles hodnoty
oboch portfolii, ktora sa znizi relativne blizko ku kritickej hodnote AVaR portfolia
na urovni 72% z pociatoc¢nej hodnoty investicie. AVaR stratégia v zmysle o¢akavani
vyhodnoti negativne smerovanie trhu, zvysi hodnoty stavovej premennej &, ktora
sa v tomto obdobi zdola blizi k hodnote £ (Obr. 6.9). V dosledku toho pozorujeme
v druhej polovici roka zniZovanie pakového efektu u AVaR portfolia, ¢o viak na tejto
trajektorii sposobuje spomalenie potencidlneho rastu portfélia na pévodné trovne
a v dosledku toho na konci obdobia AVaR portfolio nadobida nizsie hodnoty ako
nezaistené portfolio. Vyvoj absoliutnej aj relativnej expozicie v rizikovych aktivach
pre AVaR portfélio je zndzorneny na Obr. 6.10 a 6.11.
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Obr. 6.9: Vyvoj stavovej premennej & AVaR portfélia v roku 2011.

6.2.3 3. obdobie

Vyvoj hodnoty oboch portfolii v roku 2012 je na zndzorneny na Obr. 6.12. Toto
obdobie je charakterizované poklesom hodnoty oboch portfélii v dosledku otocenia
trendov medzi rokmi 2011 a 2012. Nakolko kalibracia pracuje iba s idajmi z roku
2011, dochédza k vyraznému odchyleniu o¢akavaného vyvoja cien od skutocnosti a
ani jedna zo stratégif nie je schopnd zachytit redlny trend vyvoja aktiv. Takejto situ-
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Obr. 6.12: Priebeh hodnoty AVaR a nezaisteného portfolia v roku 2012.
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Obr. 6.13: Vyvoj stavovej premennej & AVaR portfélia v roku 2012. Kvoli velkému
rozsahu hodnét je graf zobrazeny v logaritmickej skale.

acii sa v redlnych aplikaciach da predist castejSou rekalibraciou modelu. Z Obr. 6.13
vyplyva, ze AVaR portfélio sa od prvych dni nachadza v oblasti najhorsich stavov,
t.j. nad hranicou &.

V tejto oblasti sa AVaR stratégia vo vhodnej chvili snazi o zvySenie pakového
efektu, s cielom zvy8it hodnotu portfolia nad pozadovanu troveii. Portfolio sa vdaka
vplyvu aktivneho zaistenia drzi takmer po celi dobu nad hodnotou nezaisteného

70



portfolia, v zévere roka jeho hodnota poklesne priblizne na troven nezaisteného
portfolia. Vyvoj absolitnej aj relativnej expozicie v rizikovych aktivach pre AVaR
portfolio je zndzorneny na Obr. 6.14 a 6.15.
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Obr. 6.14: Vyvoj expozicie v rizikovych aktivach AVaR portfolia v roku 2012.
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Obr. 6.15: Priebeh relativnej expozicie v rizikovych aktivach AVaR portfolia v roku
2012.
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6.2.4 4. obdobie

Vyvoj hodnoty oboch portfélii je na znazorneny na Obr. 6.16. V tomto obdobi
pozorujeme rast portfélii, AVaR portfolio sa poc¢as celého obdobia nachadza vysoko
nad kritickou hodnotou 79% z pociato¢nej hodnoty investicie, ¢o potvrdzuje aj vyvoj
stavovej premennej & na Obr. 6.17. V dobrych stavoch sa efekt zaistenia prejavuje
miniméalne a AVaR portfélio sa vyvija podobne ako nezaistené portfolio. V dosledku
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Obr. 6.16: Priebeh hodnoty AVaR a nezaisteného portfélia v roku 2013.
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Obr. 6.17: Vyvoj stavovej premennej & AVaR portfolia v roku 2013.
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bezarbitrazneho prostredia je hodnota AVaR portfélia v dobrych stavoch vzdy nizsia
ako hodnota nezaisteného portfolia.

Na Obr. 6.18 a 6.19 je znazorneny priebeh absoltutnej a relativnej expozicie v ri-
zikovych aktivach AVaR portfélia. Pozorujeme, Ze pocas celého obdobia sa expozicia
AVaR portfolia vyraznejsie nelisi od stratégie nezaisteného investora, ¢o je v silade

s vlastnostami odvodenymi v predoslych c¢astiach.
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Obr. 6.18: Vyvoj expozicie v rizikovych aktivach AVaR portfélia v roku 2013.

q(®)
12 -

0,8 -

0,6 -

04 -

1-13 4-13 6-13 9-13

Obr. 6.19: Priebeh relativnej expozicie v rizikovych aktivach AVaR portfolia v roku
2013.
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6.2.5 Vyhodnotenie

V tejto casti sme analyzovali vlastnosti AVaR stratégie pri riadeni portfélia zosta-
veného z redlnych finanénych aktiv. Cielom bolo preukizat vhodnost pouZitia pred-
stavenej stratégie v podmienkach zodpovedajicich redlnym situacidm na finanénom
trhu. Stratégiu sme aplikovali na portfélio v rokoch 2010 az 2013, pricom kazdé
z obdobi bolo charakteristické odliSnymi trhovymi podmienkami. Vo vSetkych sle-
dovanych obdobiach dosahovala AVaR stratégia vynosy porovnatelné s nezaistenym
portfoliom. AVaR stratégia menila pékovanie portfélia v zavislosti od vyvoja tr-
hovych podmienok, ¢im umoziovala do istej miery kontrolovat rizikovi expoziciu
portfolia v case T'. Vysledky analyzy potvrdili zavery diskutované v cCasti 5.3 a to
najma:

e AVaR stratégia, na rozdiel od nezaisteného portfolia, reaguje na smerovanie
trhu zmenou pakového efektu. Nezaistené portfolio udrziava vahy kongtantné
za kazdych podmienok,

e v dobrych stavoch zvoli AVaR stratégia podobnu expoziciu v rizikovych akti-
vach ako nezaistené portfélio, v dosledku ¢oho sa portfélia vyvijaji porovna-
telne,

e v dobrych stavoch je hodnota AVaR portfélia mensia ako hodnota nezaisteného
portfolia, ¢o je v stlade s predpokladom bezarbitrazneho trhového prostredia,

e v prechodnych stavoch je hodnota AVaR portfolia pritahovana k hodnote Wy —
¢, vdaka ¢omu moze hodnota AVaR portfolia dosahovat vyssie tGrovne ako
hodnota nezaisteného portfélia,

e v najhorSich stavoch AVaR stratégia zvysuje pakovy efekt s cielom zvysit
hodnotu portfélia nad pozadovani uroven, vdaka ¢omu moze hodnota AVaR
portfolia prevysit hodnotu nezaisteného portfolia.

Vysgie uvedené zavery, spolu s vysledkom o ohranicenosti stratégie AVaR portfolia
v kazdom Case a stave naznacuju, 7ze AVaR stratégia moze za uréitych okolnosti
efektivne konkurovat nezaistenej stratégii, na rozdiel od ktorej kontroluje rizikovu
expoziciu, voci ktorej je investicia vystavena.
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Zaver

V tejto préaci sme analyzovali dynamické zaistené investi¢né stratégie, ktoré si okrem
optimalizicie vynosnosti kladu za ciel tiez kontrolu rizikovej expozicie portfolia.
Hlavnym prinosom préce je vytvorenie dynamickej stratégie zalozenej na koherentne;j
rizikovej miere AVaR, ktord méze za urcitych podmienok viest ku kvalitativne lep§im
portfoliam, ako st napr. zaistené portfolia zalozené na rizikovych mierach VaR a
LEL, definované v praci [6].

Problém AVaR investora sme definovali ako tilohu maximalizacie o¢akavanej uzi-
to¢nosti na uplnom trhu. Rizikovost portfélia je kontrolovana definovanim horného
limitu na velkost rizikovej miery AVaR v kone¢nom investi¢nom horizonte. Na za-
klade vysledkov préace [43| sme zékladni tlohu AVaR investora previedli na alterna-
tivnu tlohu, ktoré vedie za urcitych okolnosti k rovnakému portféliu. V alternativnej
ulohe je rizikova miera AVaR reprezentované pribuznym funkcionalom, ktory sa javi
byt vhodnejsim pre pouzitie v optimaliza¢nych ulohéach.

RieSenim alternativnej ulohy sme odvodili optiméalnu vyplatni funkciu AVaR
portfolia v ¢ase investi¢ného horizontu. S vyuzitim stochastického kalkulu a teorie
martingalov sme odvodili proces optimalnej hodnoty portfélia v ¢asoch pred in-
vesticnym horizontom a taktiez portfélio generujicu dynamicki investi¢na straté-
giu. Priebehy vyplatnych funkcii a dynamiku stratégie sme analyzovali v zavislosti
od hodnoty stavovej premennej. Analyza vlastnosti optimalneho portfolia preuka-
zala, ze vyplatné funkcia v kazdom ¢ase vykazuje odlisny priebeh na troch oblastiach
stavov, v akych sa trh nachédza. V dobrych stavoch trhu ma optimélna vyplatna
funkcia AVaR portfélia podobny priebeh ako vyplatna funkcia nezaisteného portfs-
lia. V prechodnych stavoch voli AVaR stratégia uplné zaistenie na hodnote, ktoréa
je implicitne dand nastavenim exogénnych premennych. V najhorsich stavoch trhu
stratégia implikuje vyplatnta funkciu, ktord sa zvySovanim stavovej premennej zhora
blizi k vyplatnej funkcii nezaisteného portfolia, vdaka comu vykazuje AVaR portfolio
mensie straty v ¢ase investi¢ného horizontu ako nezaistené portfolio.

Optimalna expozicia v rizikovych aktivach AVaR portfolia je nasobkom expo-
zicie nezaisteného portfolia, kde multiplikdtor zavisi od ¢asu a stavu, v akom sa
trh nachadza. To umoziuje zmenou pakového efektu menit citlivost AVaR portfolia
na zmeny cien rizikovych aktiv a reagovat tak na aktualnu situaciu na trhu.

Dolezitym vysledkom prace je analyza ohrani¢enosti expozicie v rizikovych akti-
vach. Aj ked analyza preukazala, ze AVaR stratégia moze v zlych stavoch trhu im-
plikovat vy$Sie trovne pakovania pozicie ako nezaistené stratégia, velkost expozicie
v rizikovych aktivach je v kazdom stave a case pre kazdé AVaR portfélio ohrani¢ené.
Tato vlastnost je podla nas dolezita pre pouzitie stratégie v realnych aplikaciach
riadenia portfolia.

75



Simulacie pre standardné trhové nastavenia preukazali, ze AVaR stratégia vedie
za urcitych okolnosti k niz§im a menej pravdepodobnym stratdm v oblasti najhor-
Sich stavov, ako porovnavané stratégie VaR-RM a LEL-RM. Vysledky realizovanej
pripadovej $tidie na portfoliu zostaveného z redlnych akciovych titulov potvrdili
vhodnost pouzitia AVaR stratégie v prostredi, kedy platnost v8etkych predpokla-
dov nemoéze byt zarucena. AVaR stratégia dokéazala s prijatelnymi transakénymi
nakladmi do uréitej miery kontrolovat rizikovi expoziciu portfélia.
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