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Abstrakt

HARCEK, Martin: Dynamické riadenie portfólia s pouºitím rizikových mier. [Dizer-
ta£ná práca] - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky. - �kolite©: doc. Mgr. Igor
Melicher£ík, PhD., - Bratislava: FMFI UK, 2014. /80 s./

V na²om výskume sa zaoberáme zaistenými investi£nými stratégiami s vyuºitím ri-
zikových mier. V práci de�nujeme novú dynamickú stratégiu, zaloºenú na koherent-
nej rizikovej miere Average Value-at-Risk (AVaR). Úlohu formulujeme ako problém
investora maximalizujúceho o£akávanú uºito£nos´ z hodnoty portfólia na konci in-
vesti£ného horizontu, obchodujúceho na úplnom trhu. Investor kontroluje rizikovú
expozíciu portfólia uplatnením limitu na ve©kos´ rizikovej miery AVaR. V práci od-
vádzame optimálnu výplatnú funkciu AVaR portfólia v £ase investi£ného horizontu,
ako rie²enie statickej optimaliza£nej úlohy a tieº dynamickú investi£nú stratégiu ve-
dúcu k optimálnej hodnote portfólia. Výsledky numerických simulácií nazna£ujú,
ºe stratégia dokáºe efektívne konkurova´ iným dynamickým stratégiám, zaloºeným
na rizikových mierach, ako sú napríklad stratégie VaR-RM a LEL-RM de�nované
v práci [6].

K©ú£ové slová: dynamická optimalizácia portfólia, zaistené stratégie, rizikové miery,
Average Value-at-Risk



Abstract

HARCEK, Martin: Dynamic portfolio management using risk measures. [Disserta-
tion Thesis] - Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics; Department of Applied Mathematics and Statistics. - Supervisor:
doc. Mgr. Igor Melicher£ík, PhD., - Bratislava: FMFI UK, 2012. /80 p./

We investigate dynamic hedging strategies which are based on risk measures. We
develop a new investment strategy, driven by the coherent risk measure Average
Value-at-Risk (AVaR). The expected utility maximization problem in �nite inves-
tment horizon on complete market is constrained by an upper limit de�ned on the
AVaR functional. By solving a static optimization problem we propose the optimal
portfolio payo� function in investment horizon as well as the dynamic investment
strategy implied by the optimal portfolio. Numerical simulations show that strategy
can reasonably outperform other investment strategies based on risk measures, such
as well known VaR-RM and LEL-RM strategies proposed in [6].

Keywords: dynamic portfolio optimization, hedging strategies, risk measures, Ave-
rage Value-at-Risk
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Úvod

Otázke optimálneho rozloºenia investície v portfóliu s náhodným výnosom sa do-
posia© venovalo mnoho výskumov. Problém býva ²tandardne formulovaný ako opti-
maliza£ná úloha, s cie©om maximalizácie o£akávanej uºito£nosti z hodnoty portfó-
lia v kone£nom investi£nom horizonte. �astokrát je sú£as´ou problému aj mnoºina
ohrani£ení, motivovaná ekonomickou interpretáciou.

Ako jeden z prvých, skúmal problém optimálneho výberu portfólia Samuelson
vo svojej práci [47] z roku 1969. Autor v práci uvaºuje jednoduchý trh zostavený
z jedného bezrizikového a jedného rizikového aktíva. Diskrétny optimaliza£ný prob-
lém de�nuje ako úlohu stochastického dynamického programovania a odvádza opti-
málnu investi£nú stratégiu, ktorá vedie na kon²tantné rozloºenie investície v £ase.
Na prácu nadväzuje mnoho výskumov, okrem iného aj práca Mertona [33], v ktorej
autor uvaºuje spojitý model a potvrdzuje kon²tantnos´ stratégie aj v tomto prípade.

Zaistené investi£né stratégie sú zaloºené na my²lienke ohrani£enia moºných strát
na hodnote portfólia, v prípade negatívneho vývoja trhu. Jedna z prvých zaistených
stratégii je stratégia CPPI, z angl. Constant Propotion Portfolio Insurance, ktorú
v roku 1986 de�noval Perold [37]. Ide o tzv. dynamickú stratégiu, t.j. investor do-
siahne efekt zaistenia kontinuálnym prevaºovaním portfólia v £ase. Stratégia de�nuje
pojem tzv. bezpe£nostného vankú²a, ktorý zodpovedá vzdialenosti hodnoty portfó-
lia od dna garantujúceho cie©ovú zaistenú hodnotu a do rizikových aktív investuje
kon²tantný násobok vankú²a. Takýmto spôsobom sa snaºí udrºa´ hodnotu portfólia
nad zaistenou hodnotou.

S cie©om priblíºi´ vlastnosti stratégie reálnemu pouºitiu pre riadenie portfólia
bolo de�novaných mnoho roz²írení CPPI stratégie. V prácach [5] a [23] autori skú-
majú efektívnos´ zaistenia za predpokladu diskrétneho obchodovania a analyzujú
pravdepodobnos´ pádu hodnoty portfólia pod garantovanú hranicu, ktorý v takomto
prípade môºe nasta´. V práci [9] autori skúmajú vplyv ohrani£enia na vý²ku expozí-
cie v rizikových aktívach, ktorá sa s rastúcim trhom zvy²uje. Viaceré roz²írenia CPPI
stratégie sú analyzované v práci [35], okrem iných aj implementácia tzv. stop-loss
kritéria, zahrnutie poplatkov za správu portfólia a tieº rizikových mier. Autor v práci
tieº de�nuje modi�káciu stratégie s pohybujúcim sa investi£ným horizontom, moti-
vovanú legislatívnymi poºiadavkami v systéme dôchodkového sporenia v Slovenskej
Republike.

�al²ou relatívne známou zaistenou stratégiou, de�novanou v roku 1976 je stra-
tégia OBPI, z angl. Option Based Portfolio Insurance, ktorej autormi sú Leland
a Rubinstein [22]. �tandardné OBPI portfólio pozostáva z rizikového aktíva a pre-
dajnej opcie európskeho typu vypísanej na dané aktívum. Zaistená hodnota port-
fólia v £ase expirácie opcie je rovná jej realiza£nej cene. V prípade, ºe na trhu nie
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je potrebná opcia obchodovaná, táto môºe by´ replikovaná vhodnou dynamickou
stratégiou. Podobne ako v predo²lom prípade, aj ku stratégii OBPI bolo de�nova-
ných viacero modi�kácií. Zaujímavý je výsledok práce [7], v ktorej autori de�nujú
prepojenie medzi oboma stratégiami. Za predpokladu variabilného multiplikátora
pre expozíciu v rizikových aktívach je OBPI zov²eobecnená verzia CPPI stratégie.

V inovatívnej práci z roku 1952 de�nuje Markowitz [30] základy pre novú oblas´
výskumu, tzv. mean-variance analýzu portfólia. Autor v práci uvaºuje ako výnos-
nos´, tak aj rizikovos´ portfólia, ktorú odhaduje pomocou variancie. Markowitzov
prístup k meraniu rizika vedie k otázke, £i existuje aj iný spôsob vyjadrenia ri-
zikovosti portfólia. Odpove¤ou sú ²peciálne funkcionály nazývané rizikové miery.
V prelomovej práci [3] z roku 1999 autori Artzner, Delbaen, Eber a Heath poloºili
základy modernej analýzy vlastností rizikových mier. V práci de�novali skupinu zá-
kladných axióm motivovaných ekonomickou interpretáciou, ktoré by rizikové miery
mali sp¨¬a´. De�novali tieº triedu tzv. koherentných rizikových mier, ktoré majú
vlastnosti zaru£ujúce efektívne meranie rizikovej expozície a riadenie �nan£ných ri-
zík.

Na prácu nadväzuje mnoho výskumov, okrem iných aj práca [17] autorov Föll-
mer a Schied, ktorí de�nujú o nie£o ²ir²iu triedu tzv. konvexných rizikových mier,
vykazujúcich vhodné vlastnosti pre pouºitie v optimaliza£ných úlohách. V prácach
[45], [24] a [49] autori analyzujú inú triedu tzv. safety-�rst rizikových mier, ktoré sú
vo v²eobecnosti zaloºené na pravdepodobnosti poklesu hodnoty portfólia pod stano-
venú kritickú hodnotu. Iným smerom sa zaoberá práca autorov Cvitanic a Karatzas
[11], ktorí de�nujú tzv. dynamické rizikové miery, sledujúce rizikovos´ portfólia v de-
�novanom £asovom období.

Modelovaním preferencií investora vo vz´ahu k výnosom a k riziku sa zaoberá
napr. práca [36], v ktorej autor zavádza pojem o£akávanej uºito£nosti. V prácach [2]
a [40] autori Arrow a Pratt de�nujú pojmy absolútnej a relatívnej averzie k riziku,
ktoré umoº¬ujú vzájomné porovnanie rizikových preferencií, reprezentovaných vhod-
nou funkciou uºito£nosti. V práci [14] je poukázané na fakt, ºe aj ke¤ mean-variance
analýza nie je priamo zaloºená na koncepte o£akávanej uºito£nosti, za ur£itých pod-
mienok vedie maximalizácia o£akávanej uºito£nosti k mean-variance optimálnym
portfóliám.

S nárastom volatility na �nan£ných trhoch koncom osemdesiatych rokov minu-
lého storo£ia sa vo �nan£nom sektore s publikovaním metodiky tzv. RiskMetrics
[21] za£ala presadzova´ riziková miera Value-at-Risk (skr. VaR). Miera je de�novaná
ako hodnota kvantilu rozdelenia strát pre de�novanú hladinu významnosti. Mnoho
výskumov skúmalo vhodné metódy odhadu miery VaR (pozri napr. práce [13], [4],
[28], alebo tieº [19]), prípadne vhodné metódy testovania presnosti mier na danej
vzorke (napr. práce [29] a [20]). Akoko©vek, s príchodom axiomatiky rizikových mier
sa ukázalo, ºe riziková miera VaR nevykazuje vhodné vlastnosti pre meranie trho-
vých rizík, £o môºe ma´ v ur£itých prípadoch za následok pomerne £asté zlyhanie
investi£ných stratégií zaloºených na tejto rizikovej miere. V práci [6] autori Basak a
Shapiro de�nujú problém maximalizácie uºito£nosti portfólia, s rizikovým ohrani£e-
ním v podobe limitu na ve©kos´ miery VaR v kone£nom investi£nom horizonte.

V práci poukazujú na nevhodné vlastnosti VaR-RM stratégie pre riadenie rizi-
kovosti portfólia, ktoré sú priamym dôsledkom de�nície miery VaR. Ich hlavným
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argumentom je skuto£nos´, ºe miera VaR kontroluje iba pravdepodobnos´ výskytu
najvä£²ích strát a nie ich ve©kos´, v dôsledku £oho môºe VaR-RM stratégia v zlých
stavoch implikova´ ¤aleko vy²²ie straty, ako by dosiahlo portfólio bez rizikového
ohrani£enia. Autori v práci de�nujú alternatívnu rizikovú mieru LEL (a angl. Li-
mited Expected Losses), ktorá okrem pravdepodobnosti výskytu významných strát
kontroluje aj ich ve©kos´. De�nujú tieº investi£nú stratégiu zaloºenú na miere LEL,
ktorá vedie ku kvalitatívne lep²ím portfóliám ako stratégia zaloºená na miere VaR.
Rizikovú mieru de�nujú ako cenu predajnej opcie európskeho typu, t.j. ve©kos´ rizika
je vyjadrená cenou poistenia hodnoty portfólia. Na nevhodné vlastnosti miery VaR
nezávisle upozor¬uje aj práca [8], v ktorej autor na jednoduchom príklade pouka-
zuje na fakt, ºe cena poistenia portfólia pre dlh²í investi£ný horizont rastie, zatia© £o
pravdepodobnos´ straty s predlºujúcim sa horizontom klesá, £o si navzájom v istom
zmysle odporuje. Na prácu [6] nadväzuje okrem iných aj práca [27], ktorá analyzuje
vlastnosti a prípustnos´ rie²enia úlohy pre rôzne konvexné ohrani£enia. V práci au-
torka poukazuje na fakt, ºe stratégie VaR-RM môºu za ur£itých okolností a pre £asy
blízke investi£nému horizontu implikova´ nekone£né hodnoty expozície v rizikových
aktívach.

Samotní autori práce [6] upozor¬ujú, ºe riziková miera LEL, rovnako ako aj miera
VaR, nepatrí do triedy koherentných mier, £o nazna£uje, ºe miera LEL nemusí by´
efektívna v meraní rizikového pro�lu portfólia. Uvedená skuto£nos´ je motivujúca
pre h©adanie alternatívnej rizikovej miery, ktorá by svojimi vlastnos´ami bola vhod-
nej²ia k riadeniu rizikovej expozície portfólia. Takouto mierou sa javí by´ relatívne
mladá riziková miera nazývaná AVaR, z angl. Average Value-at-Risk, ktorú v práci
[43] z roku 2000 de�novali Rockafellar a Uryasev. Autori v práci de�nujú diskrétny
model zaloºený na minimalizácii miery AVaR, ktorý vedie na úlohu lineárneho prog-
ramovania. Koherentnos´ miery bola dokázaná v práci [38] a vlastnosti miery sú pod-
robne analyzované napr. v práci [39]. Miera AVaR okrem pravdepodobnosti výskytu
kontroluje aj prvý moment rozdelenia významných strát, £o ju predur£uje k pouºitiu
v riadení rizikového pro�lu portfólia. Táto práca priamo nadväzuje na vy²²ie uve-
dené výsledky de�novaním dynamickej investi£nej stratégie, umoº¬ujúcej kontrolu
rizikovej expozície s pouºitím miery AVaR.

Práca je organizovaná nasledovne. Prvá kapitola je venovaná rizikovým mie-
ram. Sú v nej de�nované pojmy riziko, riziková miera a formou axióm vymedzená
mnoºina vlastností, ktorými by za ideálnych okolností rizikové miery mali dispo-
nova´. Kaºdá z vy²²ie uvedených vlastností má svoje ekonomické opodstatnenie,
motivované pouºitím mier pre riadenie rizík vo �nan£nom sektore. Zaujímavé sú
triedy tzv. koherentných a konvexných mier, ktoré sú vo v²eobecnosti povaºované
za vhodné pre riadenie �nan£ných rizík. V druhej £asti kapitoly sú preskúmané
vlastnosti vybraných rizikových mier VaR, LEL a AVaR, ktoré budeme vyuºíva´
v ¤al²ích £astiach práce.

Druhá kapitola sa zaoberá investi£nými stratégiami s úplným zaistením. V úvode
kapitoly sú de�nované základné pojmy z teórie preferencií vo vz´ahu k výnosom a
�nan£ným rizikám. Na pojmy o£akávanej uºito£nosti, ur£itostného ekvivalentu a
averzie k riziku sa budeme odvoláva´ v ¤al²ích £astiach práce. �alej sú v kapitole
de�nované zaistené stratégie CPPI a OBPI a analyzované ich základné vlastnosti.
Prepojením medzi oboma stratégiami je uº spomínaná skuto£nos´, ºe OBPI je moºné
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za ur£itých podmienok povaºova´ za zov²eobecnenú verziu stratégie CPPI.
V tretej kapitole predstavíme stratégie £iasto£ného zaistenia, pre ktoré je zvolená

hodnota portfólia garantovaná iba na ur£itej hladine významnosti. V úvode kapitoly
de�nujeme základný model trhu, na ktorý sa budú odkazova´ stratégie de�nované
v ¤al²ích £astiach. �alej predstavíme zaistené stratégie nezaisteného investora a
stratégie VaR-RM a LEL-RM, ktoré sú výsledkom rie²enia úlohy maximalizácie
uºito£nosti z hodnoty portfólia na úplnom trhu v kone£nom investi£nom horizonte.
Obe stratégie sú podrobne analyzované v zmysle metodiky de�novanej v práci [6].

V posledných troch kapitolách sa zaoberáme novou zaistenou stratégiu zaloºenou
na koherentnej miere AVaR. Vo ²tvrtej kapitole de�nujeme základnú úlohu AVaR
investora a popisujeme tieº prechod k úlohe, ktorá je za ur£itých podmienok ek-
vivalentná pôvodnej úlohe. Po transformácii de�nujeme alternatívnu úlohu AVaR
investora a odvodíme optimálnu výplatnú funkciu portfólia v £ase investi£ného ho-
rizontu. De�nujeme tieº optimálnu výplatnú funkciu v £ase pred investi£ným hori-
zontom a optimálnu stratégiu AVaR portfólia, ktorá vedie k tejto výplatnej funkcii.
V závere kapitoly uvádzame Vetu o ohrani£enosti expozície v rizikových aktívach,
ktorú povaºujeme za dôleºitú vlastnos´ stratégie.

V piatej kapitole analyzujeme vlastnosti novovytvorenej stratégie s pouºitím vý-
stupov z numerických simulácií. Skúmame tvar výplatných funkcií portfólií, vý-
voj relatívnej expozície v rizikových aktívach a vykonáme tieº analýzu senzitivity
na zmenu trhových parametrov a parametrov preferencií. V závere kapitoly je uve-
dená komparatívna analýza so stratégiami VaR-RM a LEL-RM vo vz´ahu k tvaru
výplatných funkcií, priebehu expozície v rizikových aktívach a tieº pravdepodob-
nostných rozdelení portfólií v £ase investi£ného horizontu.

�iesta kapitola obsahuje prípadovú ²túdiu, v ktorej demon²trujeme pouºitie stra-
tégie AVaR v reálnom prostredí riadenia akciového portfólia, kedy platnos´ v²etkých
predpokladov modelu nemôºe by´ zaru£ená. Priebeh AVaR portfólia je podrobne
analyzovaný a porovnávaný s vývojom nezaisteného portfólia s rovnakými para-
metrami. V závere práce uvádzame zhrnutie hlavných výsledkov a prínosov ná²ho
výskumu a zoznam pouºitej literatúry.
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Kapitola 1

Rizikové miery

V práci [3] z roku 1999 autori Artzner, Delbaen, Eber a Heath poloºili základy
pre modernú analýzu rizikových mier. De�novali pojem riziko a vymedzili mnoºinu
portfólií, ktoré sú pre investora prijate©né, £i uº s oh©adom na postoj investora
k riziku alebo kvôli regula£ným poºiadavkám doh©adu nad �nan£ným trhom. Autori
tieº de�novali základné vlastnosti, ktoré by mali rizikové miery sp¨¬a´ v záujme
efektívneho merania rizikovej expozície a zaviedli pojem tzv. koherentných mier,
ktoré týmito vlastnos´ami disponujú.

Na uvedenú prácu nadväzuje mnoho výskumov, okrem iných aj práca [17] autorov
Föllmer a Schied, ktorí zaviedli vlastnos´ konvexnosti a de�novali triedu tzv. konvex-
ných mier, ktoré disponujú vhodnými vlastnos´ami pre pouºitie v optimaliza£ných
úlohách.

1.1 Axiomatika rizikových mier

Uvaºujme pravdepodobnostný priestor (Ω,P). Rizikom budeme nazýva´ náhodnú
premennú X vyjadrujúcu výnos portfólia v £ase kone£ného investi£ného horizontu
T , ktorý v stave ω ∈ Ω nadobudne hodnotu X(ω). Nech G je mnoºina v²etkých
rizík, t.j. v²etkých funkcií X : Ω → R a nech A je tzv. mnoºina akceptovate©nosti,
t.j. mnoºina takých rizík, ktoré sú pre investora akceptovate©né z poh©adu moºných
strát na hodnote portfólia a dôsledkov plynúcich z týchto strát (napr. bankrot, in-
solventnos´ investora, a.i.). Niº²ie uvádzame axiómy pre mnoºiny akceptovate©nosti,
ako boli de�nované v práci [3].

Axióma 1. Mnoºina akceptovate©nosti A obsahuje mnoºinu L+, kde L+ je mnoºina
v²etkých nezáporných prvkov mnoºiny G.

Axióma 2. Mnoºina akceptovate©nosti A sa neprekrýva s mnoºinou L−−, kde

L−− ≡ {X | ∀ω ∈ Ω, X(ω) < 0}.

Axióma 3. Pre mnoºinu akceptovate©nosti A platí: A∩L− = {0}, kde L− je mno-
ºina v²etkých záporných prvkov mnoºiny G a {0}.

Axióma 4. Mnoºina A je konvexná.
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Axióma 5. Mnoºina A je pozitívne homogénny kuºe©.

V ¤al²om texte ozna£me rizikovú mieru ako funkciu ρ(·). Kladnú hodnotu ρ(X)
môºeme interpretova´ ako poºiadavku na navý²enie kapitálu, po ktorom sú straty
na hodnote portfólia pre investora akceptovate©né. Záporná hodnota ρ(X) nazna-
£uje, ºe po zníºení kapitálu vo vý²ke ρ(X) sú moºné straty na hodnote portfólia
pre investora stále akceptovate©né (pod pojmom kapitál môºeme rozumie´ napríklad
vlastné imanie investi£nej spolo£nosti, t.j. navý²ením imania si spolo£nos´ vytvára
rezervy, z ktorých vie vykry´ prípadné straty na hodnote portfólia).

Niº²ie uvádzame v²eobecnú de�níciu rizikovej miery, de�nujeme jej vz´ah s mno-
ºinou akceptovate©nosti a uvádzame tieº základné axiómy, ktoré zaru£ujú vhodné
vlastnosti rizikových mier.

De�nícia 1. Riziková miera je zobrazenie z mnoºiny G do R.

De�nícia 2. Riziková miera spojená s mnoºinou akceptovate©nosti A je zobrazenie
z G do R ozn. ρA,r de�nované:

ρA,r(X) ≡ inf{m ∈ R |m · r +X ∈ A},

kde r je výnos referen£ného investi£ného nástroja (napr. bezrizikového dlhopisu).

De�nícia 3. Mnoºina akceptovate©nosti spojená s rizikovou mierou ρ je mnoºina
Aρ de�novaná:

Aρ ≡ {X ∈ G | ρ(X) ≤ 0}.

Axióma T. Transla£ná invariancia: ∀X ∈ G a ∀c ∈ R : ρ(X + c · r) = ρ(X)− c.

Axióma S. Subaditivita: ∀X a Y ∈ G : ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ).

Axióma PH. Pozitívna homogenita: ∀λ ≥ 0 a ∀X ∈ G : ρ(λX) = λρ(X).

Axióma M. Monotónnos´: ∀X a Y ∈ G : X ≤ Y =⇒ ρ(X) ≥ ρ(Y ).

Axióma R. Relevantnos´: ∀X : X ≤ 0 a X 6≡ 0 =⇒ ρ(X) > 0.

Vy²²ie uvedené axiómy majú pomerne zrejmú ekonomickú interpretáciu. Vlast-
nos´ T zaru£uje, ºe miera pracuje v rovnakých jednotkách ako je vyjadrená hodnota
portfólia. Pokia© má miera vlastnos´ T, potom pre kaºdéX platí: ρ(X+ρ(X)·r) = 0,
kde uvedená rovnos´ priamo súvisí s de�níciou mnoºiny akceptovate©nosti spojenej
s mierou ρ(·). Vlastnos´ S súvisí so vz´ahom diverzi�kácie portfólia a rizika, t.j. miera
s vlastnos´ou S priradí diverzi�kovanému portfóliu pozostávajúceho z dvojice pozícií
X+Y nanajvý² takú rizikovú váhu ako oddeleným portfóliám X a Y v sú£te. Miera,
ktorá má vlastnos´ PH je lineárna vzh©adom k ve©kosti portfólia. Miera s vlastnos-
´ou M priradí rizikovej²iemu portfóliu vy²²iu rizikovú váhu a nakoniec vlastnos´ R
zaru£uje, ºe pokia© riziko existuje, riziková miera ho zachytí.
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1.2 Koherentné a konvexné miery

Autori práce [3] de�novali koherentnú mieru nasledovne:

De�nícia 4. Riziková miera s vlastnos´ami transla£nej invariancie, subaditivity,
pozitívnej homogenity a monotónnosti sa nazýva koherentná.

Poznámka: Autori do formulácie rizikovej miery a jej vlastností zakomponovali výnos
referen£ného aktíva vo vý²ke r, ktorým prepo£ítavajú budúcu hodnotu strát na sú-
£asnú. Je dôleºité poznamena´, ºe uvedený prepo£et nemá zásadný vplyv na vlastnosti
skúmaných rizikových mier a preto budeme v ¤al²om texte predpoklada´ výnos refe-
ren£ného aktíva rovný 1.

Na prácu [3] nadväzujú autori prác [16] a [17] de�novaním vlastnosti konvexnosti
a triedy tzv. konvexných rizikových mier a sformulovaním jej základných vlastností.

Axióma K. Konvexnos´: ∀X a Y ∈ G a ∀λ ∈ [0, 1] : ρ(λX+ (1−λ)Y ) ≤ λρ(X) +
(1− λ)ρ(Y ).

De�nícia 5. Riziková miera s vlastnos´ami transla£nej invariancie, monotónnosti
a konvexnosti sa nazýva konvexná.

Veta 1. Konvexná riziková miera s vlastnos´ami pozitívnej homogenity je kohe-
rentná.

Dôkaz. Nech ρ(·) je konvexná riziková miera (má vlastnosti transla£nej invariancie,
monotónnosti a konvexnosti).

Potom ∀X a Y ∈ G a ∀λ ∈ [0, 1] z de�nície vlastnosti konvexnosti platí: ρ(λX +
(1− λ)Y ) ≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(Y ). Zvo©me λ = 0,5. Potom platí:

0,5ρ(X + Y )
(PH)
= ρ

(
0,5(X + Y )

)
≤ 0,5

(
ρ(X) + ρ(Y )

)
,

=⇒ ρ(·) sp¨¬a vlastnos´ subaditivity =⇒ ρ(·) je koherentná.

Veta 2. Pozitívna homogenita a subaditivita implikujú konvexnos´ miery.

Dôkaz. Nech je riziková miera ρ(·) pozitívne homogénna a má vlastnos´ subaditivity,
potom ∀X a Y ∈ G a ∀λ ≥ 0 platí:

λρ(X) + (1− λ)ρ(Y )
(PH)
= ρ(λX) + ρ

(
(1− λ)Y

) (S)

≥ ρ
(
λX + (1− λ)Y

)
=⇒ ρ(·)

je konvexná.

O vz´ahu medzi konvexnými mierami a mnoºinami akceptovate©nosti hovorí na-
sledovná Veta (formulácia pod©a práce [42], dôkaz je uvedený napr. v práci [16]).

Veta 3. Nech ρ je konvexná miera s mnoºinou akceptovate©nosti Aρ, potom platí
ρAρ = ρ a mnoºina A = Aρ má nasledovné vlastnosti:

(i) mnoºina A je konvexná a neprázdna,
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(ii) ak X ∈ A a Y ∈ G potom Y ≥ X implikuje Y ∈ A,

(iii) ak je miera ρ(X) koherentná, potom A je konvexný kuºe©.

Naopak, ak A je neprázdna konvexná podmnoºina G s vlastnos´ou (ii) a k nej pri-
slúchajúca funkcia ρA sp¨¬a ρA(0) > −∞ potom platí:

(iv) ρA je konvexná riziková miera,

(v) ak A je kuºe©, potom ρA je koherentná riziková miera.

1.3 Klasi�kácia vybraných rizikových mier

V tejto £asti preskúmame vlastnosti vybraných rizikových mier s oh©adom na axi-
omatiku predstavenú v predo²lej £asti. Zaoberáme sa mierami, ktoré vyuºijeme ako
rizikové ohrani£enia v úlohách skúmaných v ¤al²ích kapitolách.

1.3.1 Value-at-Risk

Riziková miera Value-at-Risk (skr. VaR), ako jedna z najznámej²ích rizikových mier,
nachádza uplatnenie v mnohých aplikovaných odboroch. V aplikácii na riadenie
�nan£ných rizík môºeme mieru de�nova´ ako zápornú hodnotu α-kvantilu rozdelenia
náhodnej premennej X, vyjadrujúcej výnos portfólia v £ase investi£ného horizontu.
Niº²ie uvádzame de�níciu pod©a [3]

V aRα(X) = − inf{m ∈ R : P(X ≤ m) > α}, (1.1)

kde α ∈ [0, 1] je exogénny parameter (tzv. hladina významnosti). Miera VaR je
ob©úbená najmä kvôli jednoduchej interpretácii. Hodnota V aRα(X) predstavuje
najvy²²iu stratu, ktorá za normálnych okolností (s pravdepodobnos´ou 1−α) nebude
prekro£ená. Miera VaR je v dokumente BASEL II odporú£aná na meranie rizikovej
expozície �nan£ných in²titúcií a výpo£et kapitálovej poºiadavky. Základné vlastnosti
miery VaR sme sformulovali do niº²ie uvedenej Vety.

Veta 4. Riziková miera VaR má vlastnos´ transla£nej invariancie, pozitívnej homo-
genity, monotónnosti, relevantnosti a nesp¨¬a vlastnos´ subaditivity a konvexnosti.

Dôkaz.
1. Transla£ná invariancia: ∀X ∈ G a ∀c ∈ R :

V aRα(X + c) = − inf{m |P(X + c ≤ m) > α}
= − inf{m |P(X ≤ m− c) > α}
= − inf{z |P(X ≤ z) > α}+ c = V aRα(X) + c.

2. Pozitívna homogenita: ∀λ ≥ 0 a ∀X ∈ G :

V aRα(λX) = − inf{m|P(λX ≤ m) > α}
= − inf{m|P(X ≤ m/λ) > α}
= −λ inf{z |P(X ≤ z) > α} = λV aRα(X).
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3. Monotónnos´: Vlastnos´ je zrejmá z de�nície miery.

4. Relevantnos´: Vlastnos´ je zrejmá z de�nície miery.

5. Subaditivita: Miera VaR pre ²peciálne portfóliá nesp¨¬a vlastnos´ subaditi-
vity. Ako príklad uvaºujme portfólio z práce [3]. Na trhu je dostupná akcia s cenou
St a na ¬u vypísané digitálne opcie s cenami Ut a Lt s realiza£nými cenami KU a
KL. V £ase maturity oboch opcií, ozn. T , je hodnota UT rovná 1000, ak ST > KU ,
inak 0 a hodnota LT je rovná 1000, ak ST < KL, inak 0. Predpokladajme, ºe
platí KL < KU . Nech KL a KU sú zvolené tak, ºe platí: P(ST < KL) = P(ST >
KU) = 0,008. Potom hodnota VaR na hladine významnosti 1% pre investora drºia-
ceho krátku pozíciu v jednej opcii U (resp. L) je −Ut (resp. −Lt), av²ak hodnota
V aR1% ((−UT ) + (−LT )) pre investora drºiaceho portfólio dvoch opcií U a L v krát-
kej pozícii je kladná a rovná 1000−Ut−Lt, £o je v spore s vlastnos´ou subaditivity.

Poznámka: Je dôleºité poznamena´, ºe miera VaR má vlastnos´ subaditivity za pred-
pokladu normálneho rozdelenia náhodnej premennej X (vi¤ napr. [3]). Kritici miery
VaR argumentujú, ºe hypotéza o normalite �nan£ných výnosov bola empirickou ana-
lýzou zamietnutá (vi¤ napr. [15]).

6. Konvexnos´: Dôsledkom nesp¨¬ania vlastnosti subaditivity je nesp¨¬anie vlast-
nosti konvexnosti.

Dôsledok 1. Riziková miera VaR nie je koherentná ani konvexná miera.

1.3.2 Limited Expected Losses

Miera Limited Expected Losses (skr. LEL) bola de�novaná v práci [6] autormi Basak
a Shapiro v roku 2001. Autori mieru de�nujú ako cenu poistenia hodnoty portfólia
v £ase investi£ného horizontu, £o je ekvivalentné cene predajnej opcie európskeho
typu, vypísanej na hodnotu portfólia

LELK(X) = e−rTEQ[(K −X)+] = EP[ξT (K −X)+], (1.2)

kde (·)+ ≡ max(·, 0), r je bezriziková úroková miera, T je investi£ný horizont, K je
realiza£ná cena opcie vyjadrujúca poistenú hodnotu portfólia, P je objektívna prav-
depodobnostná miera, Q je rizikovo-neutrálna miera a erT ξT = dQ/dP je Radon-
Nikodymová derivácia. Pripome¬me, ºe pre ocenenie európskych opcií existujú za ur-
£itých predpokladov explicitné formuly, vi¤ napr. vz´ahy (2.9) a (2.10) v ¤al²ích
£astiach práce.

Autori boli pri de�novaní miery LEL motivovaní nevhodnými vlastnos´ami miery
VaR pri aplikovaní na riadenie rizikovej expozície portfólia v optimaliza£ných úlo-
hách. Autori poukazujú najmä na skuto£nos´, ºe miera VaR skúma iba pravdepo-
dobnos´ výskytu extrémnych strát ale neskúma ich ve©kos´, £o môºe vies´ k nespráv-
nemu odhadu rizikovosti portfólia. Základné vlastnosti miery LEL sme sformulovali
do niº²ie uvedenej Vety.

Veta 5. Miera LEL má vlastnos´ subaditivity, pozitívnej homogenity, monotónnosti,
relevantnosti a konvexnosti a nemá vlastnos´ transla£nej invariancie.
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Dôkaz.
1. Subaditivita: ∀X a Y ∈ G :

LELK(X + Y ) = e−rTEQ [(K − (X + Y ))+] ≤ e−rTEQ [(K +K −X − Y )+]
≤ e−rTEQ [(K −X)+ + (K − Y )+]
≤ e−rTEQ [(K −X)+]+ e−rTEQ [(K − Y )+]
= LELK(X) + LELK(Y ).

2. Pozitívna homogenita: ∀λ ≥ 0 a ∀X ∈ G :

LELKλX (λX) = e−rTEQ [(KλX − λX)+] = e−rTEQ [(λKX − λX)+]
= e−rTEQ [λ (KX −X)+] = λLELKX (X).

Poznámka: V dôkaze je nazna£ené, ºe realiza£ná cena opcie K závisí od po£iato£nej
hodnoty portfólia. Inak by vlastnos´ pozitívnej homogenity by nebola splnená.

3. Monotónnos´: ∀X a Y ∈ G : X ≤ Y =⇒

e−rTEQ [(K −X)+] ≥ e−rTEQ [(K − Y )+] =⇒ LELK(X) ≥ LELK(Y ).

4. Relevantnos´: Vlastnos´ je zrejmá z de�nície miery.

5. Konvexnos´: ∀X a Y ∈ G a ∀λ ∈ [0, 1] :

LELK(λX + (1− λ)Y ) = e−rTEQ [(K − (λX + (1− λ)Y ))+]
= e−rTEQ [(λK + (1− λ)K − (λX + (1− λ)Y ))+]
≤ λe−rTEQ [(K −X)+]+ (1− λ)e−rTEQ [(K − Y )+]
= λLELK(X) + (1− λ)LELK(Y ).

6. Transla£ná invariancia: ∀X ∈ G a ∀c ∈ R :

LELK(X + cerT ) = e−rTEQ
[(
K − (X + cerT )

)+
]

= e−rTEQ
[(

(K − cerT )−X
)+
]

(!)

≥ e−rTEQ [(K −X)+]− c = LELK(X)− c
=⇒ spor s vlastnos´ou transla£nej invariancie.

Uvaºujme nasledovný protipríklad. Ozna£me S akciu, ktorá v kaºdom £ase nado-
búda iba hodnoty 1 alebo 3, obe s rizikovo-neutrálnou pravdepodobnos´ou q = 0,5.
Ozna£me P predajnú opciu vypísanú na toto aktívum, s realiza£nou cenou 2 a ma-
turitou v £ase T a B bezrizikovú investíciu, ktorá vyplatí hodnotu 2 v £ase T (nech
r = 0). Spo£ítaním hodnoty LEL pre portfólio zostavené z opcie a bezrizikovej
investície dostávame LEL2(P +B) = 0, zatia© £o LEL2(P )−B = 1/2− 2 = −3/2.

Dôsledok 2. Riziková miera LEL nie je koherentná ani konvexná miera.
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1.3.3 Average Value-at-Risk

Riziková miera Average Value-at-Risk (skr. AVaR), známa tieº pod názvami Condi-
tional Value-at-Risk (CVaR), Tail Value-at-Risk (TVaR) a Expected Shortfall (ES),
bola de�novaná v práci [43] ako odpove¤ na nevhodné vlastnosti miery VaR pre po-
uºitie na meranie rizikovej expozície. V práci [39] je riziková miera AVaR de�novaná

AV aRα(X) =
1

α

∫ α

0

V aRp(X) dp, (1.3)

kde α ∈ (0, 1] je hladina významnosti a riziková miera V aRp(X) je de�novaná ako
v (1.1). Základné kvalitatívne vlastnosti miery AVaR sme sformulovali do niº²ie
uvedenej Vety.

Veta 6. Riziková miera AVaR má vlastnos´ transla£nej invariancie, pozitívnej ho-
mogenity, subaditivity, monotónnosti, relevantnosti a konvexnosti.

Pre názornos´ uvádzame niº²ie dôkaz vlastností miery AVaR za predpokladu
náhodnej premennej X so spojitou, diferencovate©nou a rastúcou distribu£nou fun-
kciou. Pre zov²eobecnené odvodenie vlastností miery AVaR vi¤ napríklad prácu
[39].

Dôkaz. Nech X je náhodná premenná so spojitou, diferencovate©nou a rastúcou
distribu£nou funkciou. Rizikovú mieru AV aRα(X) je moºné v takomto prípade al-
ternatívne vyjadri´ [1]

AV aRα(X) = −E [X |X ≤ −V aRα(X)] ,

a odvodenie vlastností AVaR je zhrnuté v bodoch 1. aº 6.
1. Transla£ná invariancia: ∀X ∈ G a ∀c ∈ R :

AV aRα(X + c) = E [−X − c |X + c ≤ −V aRα(X + c)]

= E [−X − c |X + c ≤ −V aRα(X) + c]

= E [−X |X ≤ −V aRα(X)]− c = AV aRα(X)− c,

kde druhá rovnos´ vyplýva z vlastností miery VaR (Veta 4 - £as´ Transla£ná inva-
riancia).

2. Subaditivita: Dôkaz vlastnosti subaditivity je uvedený napr. v práci [1].
∀X a Y ∈ G a Z = X + Y :

AV aRα(Z)− AV aRα(X)− AV aRα(Y ) =

= − 1

α

(
E
[
Z 1Z≤−V aRα(Z) −X 1X≤−V aRα(X) − Y 1Y≤−V aRα(Y )

])
= − 1

α

(
E
[
X
(
1Z≤−V aRα(Z) − 1X≤−V aRα(X)

)
−Y

(
1Z≤−V aRα(Z) − 1Y≤−V aRα(Y )

) ])
≤ − 1

α

(
− V aRα(X)E

[
1Z≤−V aRα(Z) − 1X≤−V aRα(X)

]
+V aRα(Y )E

[
1Z≤−V aRα(Z) − 1Y≤−V aRα(Y )

] )
= − 1

α

(
− V aRα(X) (α− α) + V aRα(Y ) (α− α)

)
= 0,
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kde 1(·) je funkcia indikátor.
3. Pozitívna homogenita: ∀λ ≥ 0 a ∀X ∈ G :

AV aRα(λX) = E [−λX |λX ≤ −V aRα(λX)]

= E [−λX |X ≤ −V aRα(X)]

= λE [−X |X ≤ −V aRα(X)]

= λAV aRα(X),

kde druhá rovnos´ vyplýva z vlastností miery VaR (Veta 4 - £as´ Pozitívna homo-
genita).

4. Monotónnos´: Vlastnos´ je zrejmá z de�nície miery.

5. Relevantnos´: Vlastnos´ je zrejmá z de�nície miery.

6. Konvexnos´: Dôkaz je ekvivalentný s dôkazom platnosti subaditivity pre na-
stavenie X = λA a Y = (1− λ)B.

Dôsledok 3. Riziková miera AVaR patrí do triedy koherentných aj konvexných
mier.

Na rozdiel od rizikových mier VaR a LEL, riziková miera AVaR sp¨¬a v²etky po-
ºiadavky kladené na rizikové miery v záujme efektívneho merania rizikovej expozície.
Táto skuto£nos´ je pomerne silnou motiváciou k vyuºitiu miery AVaR pri h©adaní
optimálnej investi£nej stratégie s ohrani£ením na rizikový pro�l investície.
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Kapitola 2

Zaistené investi£né stratégie

V tejto £asti sú predstavené investi£né stratégie, ktoré majú za cie© okrem o£a-
kávaného výnosu kontrolova´ aj ve©kos´ potenciálnych strát na hodnote portfólia.
Na za£iatku kapitoly sú predstavené základné pojmy z teórie preferencií, na ktoré
budeme odkazova´ v ¤al²om texte. �alej sú analyzované pomerne známe stratégie
CPPI a OBPI, ktoré sa odli²ným prístupom snaºia o zaistenie minimálnej hodnoty
investície, v prípade nepriaznivého vývoja na trhu. V závere kapitoly je de�novaný
vz´ah medzi oboma stratégiami, kde za ur£itých podmienok je stratégiu OBPI moºné
povaºova´ za zov²eobecnenú verziu CPPI stratégie.

2.1 Modelovanie preferencií

2.1.1 O£akávaná uºito£nos´

Jedným zo základných výsledkov modernej teórie portfólia je modelovanie preferencií
investora vo vz´ahu k výberu vhodného portfólia. Medzi základné charakteristiky
portfólia, ktoré majú priamy dopad na preferencie, patrí o£akávaný výnos a riziko
plynúce z investície. Úvaha o preferenciách investora vo vz´ahu k obom spomínaným
charakteristikám je pomerne jednozna£ná. Uvaºujme pre jednoduchos´ dve portfóliá
generujúce náhodný výnos:

• ak sú obe portfóliá rovnako rizikové, investor preferuje portfólio s vy²²ím o£a-
kávaným výnosom,

• ak majú obe portfóliá rovnakú o£akávanú výnosnos´, investor preferuje menej
rizikové portfólio.

Vo v²eobecnosti sa portfóliá lí²ia sú£asne výnosnos´ou aj rizikovos´ou a pre ich
odlí²enie z poh©adu preferencií je potrebné de�nova´ zloºitej²ie kritériá. Jedným
z moºných spôsobov, ako modelova´ preferencie vo vz´ahu k výberu portfólia je
koncept o£akávanej uºito£nosti.

Uvaºujme podobne ako v predo²lej £asti pravdepodobnostný priestor (Ω,P), zo-
brazenie X : Ω → R reprezentujúce portfólio s náhodným výnosom a ozna£me G
mnoºinu v²etkých portfólií. Funkciou uºito£nosti nazývame zobrazenie u : G → R
so ²peciálnymi vlastnos´ami vymedzenými súborom axióm de�novaných v teórii
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preferencií [46]. Funkcia u(·) priradí kaºdej realizácii náhodnej premennej skóre,
tzv. uºito£nos´. V nadväznosti na axiómy budeme v na²ej práci predpoklada´ fun-
kciu uºito£nosti, ktorá je

1. spojitá, dvakrát diferencovate©ná (2.1)
2. rastúca (2.2)
3. konkávna (2.3)
4. a platí lim

x→0
u′(x) =∞ a lim

x→∞
u′(x) = 0, (2.4)

kde rastúcos´ je základná poºiadavka kladená na funkcie uºito£nosti, konkávnos´
funkcie je ekvivalentná predpokladu tzv. rizikovo averzného investora [2] a ostatné
technické vlastnosti sú nevyhnutné pre ¤al²ie vyuºite funkcie v tejto práci.

O£akávanou uºito£nos´ou nazývame operátor E[u(X)], ktorý slúºi na porovna-
nie preferencií medzi dvoma alebo viacerými portfóliami. V teórii portfólia sa po-
merne £asto rie²i úloha maximalizácie o£akávanej uºito£nosti, t.j. úlohou je spomedzi
v²etkých portfólií vybra´ to, ktoré pre investora generuje maximálny úºitok po zo-
h©adnení náhodného rozdelenia výnosov jednotlivých portfólií a preferencií investora
vyjadrených vhodnou funkciou uºito£nosti.

2.1.2 Ur£itostný ekvivalent

Ur£itostným ekvivalentom pre portfólio s náhodným výnosom X nazývame hodnotu
C ∈ R, pre ktorú platí

u(C) = E [u(X)] , (2.5)

kde preferencie investora sú modelované pomocou funkcie uºito£nosti u(·). Ur£i-
tostný ekvivalent predstavuje bezrizikové portfólio s hodnotou C, ktoré investor
nevie z poh©adu svojich preferencií odlí²i´ od rizikového portfólia X, nako©ko obe
portfóliá generujú rovnakú o£akávanú uºito£nos´. Pre detailnej²ie informácie o kon-
cepte ur£itostného ekvivalentu pozri napr. prácu [42].

2.1.3 Averzia k riziku

V prácach [2] a [40] autori de�novali spôsob, akým sa dá pre daného investora vhodne
vyjadri´ miera averzie k riziku. Za predpokladu vlastností (2.1)-(2.4) pre funkciu
uºito£nosti u(·) de�nujeme Arrow-Prattov koe�cient absolútnej averzie k riziku ako

αa(x) = −u
′′(x)

u′(x)

a koe�cient relatívnej averzie k riziku ako

αr(x) = −xu
′′(x)

u′(x)
, (2.6)

kde vy²²ia hodnota koe�cientu vyjadruje vy²²iu úrove¬ averzie k riziku. Z de�nícií
je zrejmé, ºe averzia, vyjadrená absolútnym alebo relatívnym koe�cientom, môºe
by´ pre rôzne úrovne realizácie náhodnej premennej X odli²ná. Existujú v²ak aj
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funkcie uºito£nosti, ktoré vykazujú kon²tantný priebeh rizikovej averzie na celom
de�ni£nom obore.

Príklad: Uvaºujme funkciu uºito£nosti de�novanú

u(x) =
xp

p
p < 1, p 6= 0. (2.7)

Pre koe�cient relatívnej averzie k riziku platí

αr(x) = −xu
′′(x)

u′(x)
= −xx

p−2

xp−1
(p− 1) = 1− p.

Koe�cient relatívnej averzie k riziku pre funkciu (2.7) je kon²tantný na celom rozsahu
x. Takéto funkcie sa zvyknú nazýva´ tzv. izoelastické funkcie, alebo tieº CRRA
(z angl. Constant Relative Risk Aversion). �ím je hodnota p vy²²ia, tým je investor
menej rizikovo averzný. V práci [31] autori de�novali rozsah vhodných nastavení
averzie k riziku vo vz´ahu k reálnym aplikáciám na úrovni [2, 10], £o zodpovedá
nastaveniam parametra p ∈ [−1,−9]. V ¤al²ích £astiach budeme pracova´ s funkciou
(2.7) a rizikovú averziu investora budeme popisova´ vz´ahom 1− p.

2.2 Stratégia CPPI

Investi£ná stratégia CPPI (z angl. Constant Proportion Portfolio Insurance), pred-
stavená v práci [37], je zaloºená na relatívne jednoduchom pravidle prerozde©ovania
investície medzi bezrizikové aktívum a portfólio rizikových aktív.

2.2.1 De�nícia stratégie

Ozna£me W (t) hodnotu portfólia v £ase t ∈ [0,∞). Cie©om stratégie je v kaºdom
£ase udrºa´ hodnotu portfólia nad garantovanou úrov¬ou F (t). �tandardná CPPI
stratégia predpokladá, ºe garantovaná hodnota F (t) sa v £ase vyvíja v zmysle jed-
noduchej diferenciálnej rovnice [41]

dF (t) = F (t) rdt,

kde r je kon²tantná úroková miera a pre garantovanú hodnotu v £ase t = 0 platí
F (0) < W (0). De�nujme proces C(t) ako rozdiel hodnoty portfólia a garantovanej
úrovne

C(t) = W (t)− F (t),

t.j. náhodná premenná C(t) vyjadruje tzv. bezpe£nostný vankú² pre hodnotu port-
fólia v £ase t. Zaistená stratégia θ(t) pre stratégiu CPPI, vyjadrujúca expozíciu
v portfóliu rizikových aktív, je de�novaná

θ(t) =

{
mC(t) ak W (t) > F (t)
0 ak W (t) ≤ F (t),
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kde m ≥ 0 je zvolený multiplikátor [34]. Z de�nície stratégie vyplýva, ºe po do-
siahnutí garantovanej hodnoty F (t) v ©ubovo©nom £ase t, stratégia zatvorí pozíciu
v rizikových aktívach a hodnota portfólia sa ¤alej vyvíja ako bezriziková investícia.
Predpokladajme, ºe dynamika ceny rizikového portfólia S je modelovaná geometric-
kým Brownovým pohybom, t.j. pre prírastky ceny platí

dS(t) = S(t) [µdt+ σdw(t)] , (2.8)

kde µ je kon²tantný drift, σ kon²tantná volatilita prírastkov a w(t) je Wienerov
proces [32]. Hodnota CPPI portfólia v £ase t je potom rovná [10]

W (t) = F (0)ert + C(0)

(
S(t)

S(0)

)m
exp

{(
r −m

(
r − σ2

2

)
− m2σ2

2

)
t

}
.

2.2.2 Vo©ba multiplikátora

Vhodným nastavením parametra m môºe investor do stratégie zahrnú´ preferencie
averzie k riziku. Pre nízke hodnoty multiplikátora bude hodnota portfólia vystavená
men²ím �uktuáciám v dôsledku precenenia portfólia rizikových aktív, no zárove¬
portfólio nedokáºe vyuºi´ potenciál rastu, v prípade pozitívneho vývoja trhu. Na-
opak, pre vy²²ie hodnoty multiplikátora stratégia dokáºe vo vä£²ej miere vyuºi´ rast
ceny podkladových rizikových aktív, av²ak v prípade nepriaznivého vývoja ceny ak-
tív, sa cena portfólia skôr dostane na garantovanú hranicu a expozícia v rizikových
aktívach sa prepne na hodnotu θ(t) = 0.

Pre o£akávanú hodnotu a varianciu hodnoty CPPI portfólia platí

E [W (t)] = F (0)ert + C(0)e(r+m(µ−r))t

V ar [W (t)] = C(0)2
(
em

2σ2t − 1
)
e2(r+m(µ−r))t.

Obe charakteristiky sú rastúce funkcie pod©a parametra m a volatilita rizikového
portfólia nemá vplyv na o£akávanú hodnotu. Zvy²ovaním hodnoty multiplikátora
v²ak rastie tieº pravdepodobnos´ dosiahnutia garantovanej hodnoty F (t), ktoré zna-
mená de�nitívne zatvorenie pozície v rizikových aktívach. Rastúca o£akávaná hod-
nota portfólia je vychýlená vysokými hodnotami portfólia na malom po£te trajek-
tórií, ktoré sú v²ak málo pravdepodobné [50].

2.2.3 Roz²írenia stratégie

V základnej CPPI stratégii dochádza so zvy²ovaním hodnoty portfólia aj k úmer-
nému zvy²ovaniu podielu investície v rizikových aktívach, £o nemusí by´ vºdy opti-
málne. Existujú preto upravené stratégie s dodato£nými ohrani£eniami na ve©kos´
tejto expozície. V prípade pozitívneho vývoja trhu a pre relatívne malé hodnoty
multiplikátora sa portfólio môºe nato©ko vzdiali´ od garantovanej hranice, ºe táto
prestáva plni´ svoju úlohu. Preto boli de�nované upravené CPPI stratégie s pohybli-
vou garantovanou hranicou, ktoré by mali predchádza´ vy²²ie uvedeným problémom.
Viacero originálnych roz²írení stratégie je analyzovaných v práci [35].
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2.3 Stratégia OBPI

Stratégia OBPI (z angl. Option Based Portfolio Insurance) bola predstavená v roku
1976 v práci [22]. Stratégia vyuºíva kombináciu ²tandardných rizikových aktív a
op£ných derivátov. Zakúpením dlhej pozície v rizikovom aktíve a predajnej opcie
európskeho typu s realiza£nou cenou K, bude ma´ portfólio v £ase maturity T hod-
notu vºdy vä£²iu alebo rovnú K. Ozna£me S cenu podkladového rizikového aktíva
(napr. akcie) a B cenu bezrizikového aktíva (napr. dlhopisu). Vývoj bezrizikového
aktíva je modelovaný diferenciálnou rovnicou

dB(t) = B(t)rdt,

kde r je kon²tantný úrokový výnos a hodnota rizikového aktíva sa vyvíja v zmysle
vz´ahu (2.8).

2.3.1 De�nícia stratégie

OBPI portfólio je de�nované zakúpením q kusov aktíva S a q kusov európskej pre-
dajnej opcie s maturitou v £ase T a realiza£nou cenou K.

Hodnota OBPI portfólia v £ase maturity je rovná

W (T ) = q
(
S(T ) + (K − S(T ))+

)
,

kde (·) ≡ max(·, 0). S pouºitím parity kúpnej a predajnej opcie [32] sa dá ©ahko
ukáza´, ºe hodnota portfólia v £ase T je rovná

W (T ) = q
(
K + (S(T )−K)+

)
,

t.j. hodnota portfólia v £ase expirácie je zdola ohrani£ená hodnotou K. Pre hodnotu
v £ase t < T ¤alej platí

W (t) = q
(
S(t) + (K − S(t))+

)
= q (S(t) + P (t, S,K))

= q
(
Ke−r(T−t) + (S(t)−K)+

)
= q

(
Ke−r(T−t) + C(t, S,K)

)
,

kde P (t, S,K) a C(t, S,K) sú hodnoty európskej predajnej a kúpnej opcie v £ase t,
kde S je podkladové aktívum aK je realiza£ná cena opcie. Hodnoty európskych opcií
sa za ur£itých predpokladov dajú odvodi´ pomocou Black-Scholesovej oce¬ovacej
formuly

C(t, S,K) = S(t)Φ (d1(K))−Ke−r(T−t)Φ (d2(K)) (2.9)
P (t, S,K) = Ke−r(T−t)Φ (−d2(K))− S(t)Φ (−d1(K)) , (2.10)

kde

d1(x) =
lnS(t)− lnx+

(
r + σ2

2

)
(T − t)

σ
√
T − t

(2.11)

d2(x) = d1(x)− σ
√
T − t. (2.12)

Analogicky sa zo vz´ahu (2.9) dá nahliadnu´, ºe garantovaná minimálna hodnota
OBPI stratégie je v kaºdom £ase qKe−r(T−t).
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2.3.2 Vo©ba parametrov

Garantovaná hodnota portfólia v £ase T sa zvy£ajne de�nuje ako podiel z po£iato£nej
hodnoty investícieW (0). Ozna£me tento podiel p a predpokladajme, ºe platí p ≤ erT .
Z predo²lých vz´ahov vyplývajú rovnosti

pW (0) = p
(
qKe−rT + qC(0, S,K)

)
= qK,

kde C(0, S,K) je cena európskej kúpnej opcie, de�novaná napr. v (2.9). Zo vz´ahu
vyplýva, ºe pre zvy²ujúcu sa hodnotu parametra p, musí rás´ aj realiza£ná cena
opcie K. S vyuºitím parity kúpnej a predajnej opcie po úprave dostávame

q =
W (0)

S(0) + P (0, S,K)
,

kde P (0, S,K) je cena európskej predajnej opcie, de�novaná napr. v (2.10). Z uve-
dených vz´ahov vyplýva, ºe pre danú po£iato£nú hodnotu investície W (0) a daný
podiel p sú parametre realiza£nej ceny opcie K a po£tu zakúpených rizikových aktív
q jednozna£ne ur£ené [42].

2.3.3 Roz²írenia stratégie

Zov²eobecnením európskej predajnej opcie na ©ubovo©ný vhodný derivát s výplatnou
funkciou v £ase maturity H(T ) je moºné de�nova´ rôzne roz²írenia stratégie [42].
Hodnota portfólia v £ase expirácie je rovná

W (T ) = q (K +HT ) ,

kde H(T ) ja náhodná premenná nadobúdajúca nezáporné hodnoty. Vo©ba derivátu
s výplatnou funkciou H(T ) môºe závisie´ na viacerých faktoroch, napr.

• o£akávania trhu: nárast alebo pokles trhu, zmena úrovne volatility, a.i.,

• typ rizikového aktíva: �nan£ný index, hedºový fond, a.i.,

• náklady na obstaranie rôznych typov derivátových ²truktúr: lookback opcie,
op£né stratégie typu corridor, a.i.

2.3.4 Vz´ah medzi CPPI a OBPI

V práci [7] autori poukázali na vz´ah medzi oboma predstavenými stratégiami.
Stratégia OBPI je zov²eobecnená verzia CPPI, kde multiplikátor m je variabilný
a pre jeho hodnotu platí

m(t)OBPI =
S(t) Φ

(
d1

(
F (0)erT

))
C(t, S,K)

,

kde Φ(·) je kumulatívna distribu£ná funkcia rozdelenia N (0, 1), funkcia C(t, S,K)
je de�novaná ako vo vz´ahu (2.9) a d1(·) v (2.11).
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Kapitola 3

Stratégie s vyuºitím rizikových mier

Rizikovú expozíciu portfólia je moºné ú£inne mera´ a kontrolova´ s pouºitím vhod-
nej rizikovej miery. Jedným zo spôsobov je de�novanie maximálneho limitu na ve©-
kos´ zvolenej rizikovej miery v £ase investi£ného horizontu. V tejto £asti popisujeme
investi£né stratégie VaR-RM a LEL-RM de�nované v práci [6], ktoré sú zaloºené
na rizikových mierach predstavených v Kapitole 1. V úvode £asti de�nujeme model
trhu a optimálne portfólio bez zaistenia, de�nované v prácach [47] a [33], na ktoré
budeme odkazova´ v ¤al²om texte.

3.1 Základné predpoklady

Uvaºujme �ltrovaný pravdepodobnostný priestor (Ω,F , {Ft}t≥0,P). Investor má
moºnos´ investície do N rizikových aktív s náhodným výnosom (napr. akcie bez divi-
dendového výnosu) a jedného bezrizikového aktíva s deterministickým výnosom r(t)
(napr. ²tátny dlhopis s vysokým ratingovým hodnotením). V²etky aktíva dostupné
na trhu je moºné zobchodova´ za trhové ceny v ©ubovo©ných (resp. dostato£ných)
mnoºstvách. Vo �nanciách sa takýto trh nazýva likvidný.

Podobne ako v predo²lých £astiach, ozna£me S(t) vektor reprezentujúci cenu ri-
zikových aktív a B(t) cenu dlhopisu v £ase t. Náhodné ceny rizikových aktív mode-
lujeme s pomocou N -rozmerného geometrického Brownovho pohybu, t.j. dynamika
trhu je daná nasledujúcimi rovnicami

dS(t) = S(t)µ(t)dt+ S(t)σ(t)dw(t)

dB(t) = B(t)r(t)dt,

kde µ(t) ≡ (µ1(t), . . . , µN(t))> je vektor driftov, matica σ(t) ≡ {σjk(t); j, k =
1, . . . , N} je matica volatilít rizikových aktív a w(t) ≡ (w1(t), . . . , wN(t))> je N -
rozmerný Wienerov proces. V²etky stochastické procesy v modeli sú adaptované
k �ltrácii generovanej procesom w(t).

Ozna£me W (0) po£iato£nú hodnotu portfólia. Investor si zvolí kone£ný inves-
ti£ný horizont T , výplatnú funkciu portfólia W (T ) a investi£nú stratégiu θ(t), ktorá
vyjadruje podiel investície v jednotlivých rizikových aktívach. Potom pre hodnotu
portfólia v ©ubovo©nom £ase t ∈ (0, T ) platí

dW (t) = W (t) θ(t)>
(
µ(t)dt+ σdw(t)

)
+W (t)

(
1− θ(t)>1

)
r(t) dt, (3.1)
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kde 1 ≡ (1, 1, . . . , 1)>. Takto de�novaný trh je úplný, t.j. kaºdá výplatná funkcia
v budúcnosti môºe by´ zaistená obchodovaním dostupných aktív [12]. Tento pred-
poklad implikuje existenciu jedinej rizikovo-neutrálnej pravdepodobnostnej miery a
s ¬ou spojeného procesu zmeny miery ξ(t), ktorý je daný vz´ahom

dξ(t) = −ξ(t)r(t)dt− ξ(t)κ(t)>dw(t)

ξ(0) = 1, (3.2)

kde κ(t) = σ(t)−1 (µ(t)− r(t)1) je Sharpeov koe�cient trhovej ceny rizika. Vä£²ina
aplikácií predpokladá kon²tantné κ(t) ≡ κ a r(t) ≡ r, niektoré tvrdenia sú v²ak
v²eobecnej²ie a pripú²´ajú nekon²tantné parametre. V ¤al²om texte budeme kon-
²tantnos´ parametrov v prípade potreby explicitne deklarova´.

Náhodnú premennú ξ(T, ω) môºeme interpretova´ ako cenu Arrow-Debreu aktíva
(vi¤ napr. prácu [18]), resp. ako cenu zaistenia jednotkovej výplaty portfólia v stave
ω ∈ Ω na jednotku pravdepodobnosti P v £ase T . Nízke hodnoty ξ(t) reprezentujú
pozitívny trend (ceny aktív rastú), budeme ich nazýva´ �dobré stavy� , zatia© £o vy-
soké hodnoty ξ(t) reprezentujú trend poklesu cien, budeme ich nazýva´ �zlé stavy� .
V ¤al²ích analýzach budeme premennú ξ(t) uvaºova´ ako stavovú premennú1.

Nakoniec predpokladáme, ºe preferencie investora vo vz´ahu k riziku sú dobre
charakterizované funkciou uºito£nosti u(·) s vlastnos´ami (2.1) aº (2.4).

3.2 Optimalizácia nezaisteného portfólia

Cie©om investora je, vo©bou vhodnej výplatnej funkcie WT , maximalizova´ o£aká-
vanú uºito£nos´ z hodnoty portfólia v £ase investi£ného horizontu. Predpoklad o úpl-
nosti trhu implikuje tzv. rozpo£tové ohrani£enie

E [ξTWT ] ≤ W0, (3.3)

kde ξT je stavová premenná ur£ená vz´ahom (3.2) a W0 je po£iato£ná hodnota port-
fólia. Investovaním na úplnom trhu má kaºdý investor moºnos´ zaistenia ©ubovo©nej
výplatnej funkcie v budúcnosti, napríklad zakúpením derivátovej ²truktúry s vyspo-
riadaním v £ase T . Investor si môºe dovoli´ kúpi´ iba portfóliá s obstarávacou cenou
neprevy²ujúcou vý²ku jeho po£iato£ných zdrojov W0 [12].

Spojením vy²²ie de�novanej ú£elovej funkcie a ohrani£enia (3.3) de�nujeme tzv.
Úlohu nezaisteného investora

maxE[u(WT )]

E[ξTWT ] ≤ W0, (3.4)

kde u(·) je zvolená funkcia uºito£nosti. Rie²ením úlohy (3.4) je portfólio reprezen-
tované výplatnou funkciou WB

T de�nované vo Vete 7.

Veta 7. Rie²ením úlohy nezaisteného investora, de�novanej vo vz´ahu (3.4), je vý-
platná funkcia WB

T ≡ Ŵ (T ) de�novaná

WB
T = I(yξT ), (3.5)

1Pre lep²iu £itate©nos´ matematických zápisov budeme premenné W (0),W (T ), ξ(0), ξ(t), ξ(T )
v prípade potreby v ¤a©²om texte zna£i´ W0,WT , ξ0, ξt a ξT .
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kde I(·) je inverzná funkcia prvej derivácie funkcie u(·), a y ≥ 0 je rie²ením rovnice

E
[
ξT Ŵ (T ; y)

]
= W0. (3.6)

Dôkaz. Optimálne rie²enie bude vºdy leºa´ na hranici rozpo£tového ohrani£enia,
inak by existovalo portfólio leºiace na hranici, ktoré by generovalo vy²²iu o£akávanú
uºito£nos´ (napr. investícia do bezrizikového dlhopisu), £o je v rozpore s optimalitou.
Pri rie²ení úlohy môºeme preto uvaºova´ rovnos´ v ohrani£ení (3.3). Úlohu rie²ime
ako optimaliza£nú úlohu s viazaným extrémom, de�novaním Lagrangeovej ú£elovej
funkcie, ako je uvedené v nasledovnej Leme.

Lema 1. Funkcia WB
T de�novaná vo vz´ahu (3.5) je rie²ením úlohy

max
W∈R

u(W )− yξTW,

kde ξT ≥ 0 a y ≥ 0 je Lagrangeov multiplikátor.

Dôkaz. Zderivovaním ú£elovej funkcie dostávame

∂

∂W

(
u(W )− yξTW

)
= u′(W )− yξT ,

t.j. pre bod lokálneho optima platí

u′(Ŵ )− yξT = 0 (3.7)
Ŵ = I(yξT ), (3.8)

£o je ekvivalentné funkcii vo výraze (3.5).

Uvaºujme opä´ úlohu (3.4). Nech WT je ©ubovo©ný kandidát na optimálne rie²e-
nie. Potom platí

E[u(ŴT )]− E[u(WT )]

= E[u(ŴT )]− E[u(WT )]− ŷW0 + ŷW0

≥ E[u(ŴT )]− E[u(WT )]− ŷE[ξT ŴT ] + ŷE[ξTWT ]

≥ 0,

kde ŷ je rie²ením rovnosti (3.6) a druhá nerovnos´ vyplýva z Lemy 1.

Pre detailnej²iu analýzu vi¤ napr. pôvodný £lánok [33]. Ako ²peciálny prípad
uvaºujme nastavenie trhu, kde stavová premenná ξT = kon²t. Takýto prípad môºe
nasta´, ak pre koe�cient súvisiaci s trhovou cenou rizika platí ‖κ‖ = 0 a r(t) = kon²t.
V takomto prípade pre rie²enie úlohy (3.4) platí

E[ŴT ] = W0/ξT .

Z Jensenovej nerovnosti pre funkciu u(·) platí

∀WT : E[u(WT )] ≤ u (E[WT ]) ,
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Obr. 3.1: Výplatná funkcia optimálneho nezaisteného portfólia v £ase T , zobrazená
v závislosti od hodnoty stavovej premennej ξT .

t.j. optimálne rie²enie je kon²tantná (vzh©adom na stavovú premennú) výplatná
funkcia

ŴT = W0/ξT .

Priebeh výplatnej funkcie optimálneho portfólia WB
T v závislosti od stavovej pre-

mennej ξT je znázornený na Obr. 3.1.
Opä´, za predpokladu kon²tantných parametrov κ a r je náhodná premenná ln ξt

z normálneho rozdelenia a s uvaºovaním funkcie uºito£nosti de�novanej vo vz´ahu
(2.7) je z de�nície optimálneho portfólia a vz´ahov (3.1) a (3.2) moºné odvodi´
proces optimálnej hodnoty portfólia

WB(t) =
y

1
p−1

ξt
exp

{
p

p− 1

(
ln ξt +

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)(

T − t
))}

a tieº optimálnu investi£nú stratégiu nezaisteného investora v £ase t ∈ (0, T ) (vi¤
napr. prácu [27]), ktorá je daná vz´ahom

θB(t) =
1

1− p
(
σ>
)−1

κ. (3.9)

Optimálnu stratégiu θB(t) vyuºijeme v ¤al²ích £astiach práce na analýzu dynamiky
investi£ných stratégií.

3.3 Stratégia VaR-RM

Investor môºe okrem optimálneho o£akávaného výnosu svojej investície poºadova´
aj kontrolu nad rizikovým pro�lom portfólia. Jedným z moºných spôsobov merania
rizikovosti portfólia je miera VaR, de�novaná vo vz´ahu (1.1), na ktorej je zaloºená
investi£ná stratégia VaR-RM (z angl. Value-at-Risk Risk Management).
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3.3.1 De�nícia úlohy

Pripome¬me, ºe miera VaR je de�novaná ako ve©kos´ straty na hodnote portfólia
za obdobie [0, T ], ktorá je prekro£ená s pravdepodobnos´ou α, t.j. platí

P (W0 −WT ≤ V aRα(WT −W0)) = 1− α. (3.10)

Investor, v snahe udrºa´ rizikovú expozíciu portfólia na prijate©nej úrovni, môºe
na hodnotu miery VaR nastavi´ limit, ozn. W , pre ktorý platí

V aRα(WT −W0) ≤ W0 −W. (3.11)

Spojením vz´ahov (3.10) a (3.11) získavame ohrani£enie rizikovej expozície investi£-
nej stratégie VaR-RM

P(WT ≥ W ) ≥ 1− α.

Pridaním uvedeného ohrani£enia do úlohy (3.4) dostávame úlohu VaR-RM investora,
ako bola de�novaná v práci [6]

maxE[u(WT )]

E[ξTWT ] ≤ W0 (3.12)
P(WT ≥ W ) ≥ 1− α,

kde α je parameter hladiny významnosti, u(·) je zvolená funkcia uºito£nosti, W0

po£iato£ná hodnota investície a ξT stavová premenná de�novaná ako v úlohe (3.4).
De�nované rizikové ohrani£enie je zaujímavé svojou univerzálnos´ou. Ak investor

zvolí hodnotu parametra α = 1, úloha je ekvivalentná optimalizácii nezaisteného
portfólia, de�novaného vo vz´ahu (3.4), a naopak, vo©bou parametra α = 0 bude
investor voli´ plne zaistené portfólio (vi¤ napr. stratégiu OBPI v predo²lej kapitole).

3.3.2 Rie²enie v £ase T

Rie²ením úlohy (3.12) je výplatná funkcia W V aR
T ≡ Ŵ (T ) de�novaná vo Vete 8.

Veta 8. Optimálna výplatná funkcia VaR-RM portfólia v £ase T je rovná

W V aR
T =


I(zξT ) ak ξT < ξ

W ak ξ ≤ ξT < ξ

I(zξT ) ak ξ ≤ ξT ,

(3.13)

kde funkcia I(·) je inverzná funkcia prvej derivácie funkcie uºito£nosti u(·), ξ =

u′(W )/z, ξ je rie²ením rovnice

P(ξT > ξ) = α

a z ≥ 0 rie²i
E[ξT Ŵ (T ; z)] = W0.

Rizikové ohrani£enie VaR je uplatnené práve vtedy, ke¤ ξ < ξ.
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Obr. 3.2: Optimálna výplatná funkcia VaR-RM portfólia v £ase T pri uplatnení ri-
zikového ohrani£enia a nezaisteného portfólia, znázornené ako funkcie stavovej pre-
mennej ξT .

Dôkaz je uvedený v [6]. Na Obr. 3.2 je znázornený priebeh výplatnej funkcie
optimálneho VaR-RM a nezaisteného portfólia, v závislosti od hodnoty stavovej
premennej ξT . Funkcia vykazuje pre nízke hodnoty stavovej premennej ξT podobný
priebeh ako výplatná funkcia nezaisteného portfólia. V prípadoch, kedy ξT ∈ [ξ, ξ],
je priebeh hodnoty portfólia kon²tantný, t.j. investor pre tieto stavy zaistil hodnotu
portfólia na úrovni W . Pre hodnoty stavovej premennej na intervale ξT ∈ [ξ,∞)
investor opú²´a zaistenie a skokovo volí návrat k hodnotám blízkym nezaistenému
portfóliu. Na rozdiel od nezaisteného portfólia výplatná funkcia VaR-RM portfólia
vykazuje v dôsledku uplatnenia rizikového ohrani£enia bod nespojitosti v hodnote
ξ, £o môºe za ur£itých okolností vies´ k nerealizovate©nej investi£nej stratégii [27].

V práci [6] autori poukazujú na nevhodnú vlastnos´ VaR-RM portfólia, ktorá
je priamym dôsledkom princípu fungovania rizikovej miery VaR. Veta 9 pouka-
zuje na skuto£nos´, ºe VaR-RM portfóliá dosahujú najzávaºnej²ie straty na hodnote
(napr. pre ξT ∈ [ξ,∞)) s men²ou pravdepodobnos´ou ako nezaistené portfóliá, av²ak
tieto straty sú vo v²eobecnosti vä£²ie. Táto skuto£nos´ môºe zaisteného investora
za ur£itých podmienok vystavi´ neprimerane ve©kému riziku a efektivita takéhoto
zaistenia je otázna.

Veta 9. Nech funkcia u(·) je de�novaná ako v (2.7) a parametre r a κ sú kon²tantné.
De�nujme bod

W ≡
{
I(zξ) ak ξ < ξ

W ak ξ ≥ ξ

a de�nujme tieº dvojicu funkcionálov merajúcich o£akávanú ve©kos´ strát v najhor²ích
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stavoch

L1(WT −W ) = E
[(
W −WT

)
1WT−W≤0

]
L2(WT −W ) = E

[
ξT
(
W −WT

)
1WT−W≤0

]
,

kde 1(·) je funkcia indikátor. Potom platí:

(i) L1(W V aR
T −W ) ≥ L1(WB

T )

(ii) L2(W V aR
T −W ) ≥ L2(WB

T ),

kde W V aR
T je rie²enie úlohy (3.12) a WB je rie²enie úlohy (3.4).

Dôkaz je uvedený v [6].

3.3.3 Vlastnosti VaR-RM stratégie

Uvaºujme opä´ funkciu uºito£nosti de�novanú ako vo vz´ahu (2.7) a kon²tantné
parametre r a κ. Potom pre hodnotu optimálneho VaR-RM portfólia v £asoch t < T
platí [6]

W V aR(t) =
eΓ(t)

(zξt)
1

1−p
−

[
eΓ(t)

(zξt)
1

1−p
Φ(−d1(ξ))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξ))

]

+

[
eΓ(t)

(zξt)
1

1−p
Φ(−d1(ξ))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξ))

]
, (3.14)

kde Φ(·) je kumulatívna distribu£ná funkcia rozdelenia N (0, 1), ξ = 1/(zW 1−p), ξ a
z sú de�nované ako vo Vete 8 a

Γ(t) =
p

1− p

(
r +
‖κ‖2

2

)
(T − t) +

(
p

1− p

)2 ‖κ‖2

2
(T − t) (3.15)

d2(x) =

lnx− ln ξt +

(
r − ‖κ‖

2

2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

(3.16)

d1(x) = d2(x) +
‖κ‖
√
T − t

1− p
. (3.17)

Pre optimálnu investi£nú stratégiu VaR-RM investora platí [6]

θV aR(t) = qV aR(t) θB(t), (3.18)

kde θB(t) je stratégia nezaisteného investora de�novaná vo vz´ahu (3.9) a

qV aR(t) = 1−
We−r(T−t)(Φ(−d2(ξ))− Φ(−d2(ξ)))

W V aR(t)

+
(1− p)(W −W )e−r(T−t)Φ(d2(ξ))

W V aR(t)‖κ‖
√
T − t

. (3.19)
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Obr. 3.3: Relatívna expozícia v rizikových aktívach VaR-RM portfólia, znázornená
v závislosti od hodnoty stavovej premennej ξt.

Ako sa dá zo vz´ahu (3.18) nahliadnu´, funkcia qV aR(t) vyjadruje relatívnu expozíciu
v rizikových aktívach vo£i nezaistenému portfóliu. To znamená, ºe VaR-RM investor
si zvolí rovnaké váhy v rizikových aktívach ako nezaistený investor, nebude ich v²ak
udrºiava´ kon²tantné, ale v závislosti od vývoja trhu bude upravova´ tzv. pákový
efekt portfólia. Priebeh relatívnej expozície v závislosti od stavovej premennej ξt je
znázornený na Obr. 3.3. Pre malé hodnoty ξt volí VaR-RM investor podobné pozície
v rizikových aktívach ako nezaistený investor. Pre vy²²ie hodnoty ξt (oblas´ pre-
chodných stavov) VaR-RM investor postupne zatvára pozície v rizikových aktívach
s cie©om zníºi´ citlivos´ portfólia na klesajúce ceny aktív a udrºa´ tak hodnotu port-
fólia nad zaistenou úrov¬ou W . Pre najvy²²ie hodnoty stavovej premennej investor
zvy²uje pákový efekt portfólia, s cie©om zvý²i´ hodnotu portfólia nad poºadovanú
úrove¬. Takéto správanie je povaºované za rizikové a môºe vies´ k relatívne ve©kým
stratám na hodnote portfólia. Relatívna expozícia pre VaR-RM portfólio je vºdy
nezáporná a platí

lim
ξt→0

qV aR(t) = lim
ξt→∞

qV aR(t) = 1.

Ak je rizikové ohrani£enie uplatnené, t.j. ξ < ξ, potom qV aR(t) > 1 práve vtedy, ke¤
ξt > ξ∗t , kde ξ

∗
t je deterministické, ohrani£ené a platí√
ξξe(r−||κ||2/2)(T−t) ≤ ξ∗t ≤ ξe(r−||κ||2/2)(T−t)e(||κ||2/(1−p))(T−t).

Simulované rozdelenie hodnoty VaR-RM portfólia v £ase T je znázornené na Obr. 3.4.
Vlastnosti rozdelenia sú bliº²ie analyzované v ¤al²ích £astiach práce.
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Obr. 3.4: Simulované pravdepodobné rozdelenie náhodnej premennejW V aR
T pre hod-

noty parametrov W0 = 1, r = 0,03, κ = 0,4, p = −1,5, W = 0,9 a α = 0,05.
Zostrojené na základe 10000 simulácií.

3.4 Stratégia LEL-RM

Na nedostatky VaR-RM stratégie nazna£ené vo Vete 9 reagujú autori návrhom al-
ternatívnej stratégie. K riadeniu rizika portfólia pouºijú mieru de�novanú vo vz´ahu
(1.2) a stratégiu zaloºenú na tejto miere nazývajú LEL-RM. Pripome¬me, ºe miera
LEL vyjadruje cenu európskej predajnej opcie s realiza£nou cenou W (exogénny pa-
rameter), ktorá na rozdiel od miery VaR, kontroluje okrem pravdepodobnosti prekro-
£enia zvolenej garantovanej hodnoty taktieº ve©kos´ dosiahnutej straty. V dôsledku
toho, vlastnosti LEL-RM stratégie poukazujú na moºnos´ dosiahnutia men²ích strát,
ako s pouºitím VaR-RM stratégie.

3.4.1 De�nícia úlohy

Nastavením horného limitu na ve©kos´ rizikovej miery LEL de�nujeme ohrani£enie

E [ξT (W −WT )1WT≤W )] ≤ ε, (3.20)

kde ε ≥ 0. Podobne ako pri VaR-RM stratégii, prípustné sú aj ²peciálne prípady
nastavenia limitu ε. Pre hodnotu ε =∞ je cena zaistenia neohrani£ená. V takomto
prípade LEL-RM investor zvolí rovnaké portfólio ako nezaistený investor. Naopak,
pre hodnotu ε = 0 investor neakceptuje ºiadne straty pod garantovanou úrov¬ou W
a volí plne zaistené portfólio (opä´, vi¤ napr. stratégiu OBPI v predo²lej kapitole).

Zapojením ohrani£enia (3.20) do úlohy (3.4) dostávame úlohu LEL-RM investora
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ako bola de�novaná v práci [6]

maxE[u(WT )]

E[ξTWT ] ≤ W0 (3.21)
E[ξT (W −WT )1WT≤W )] ≤ ε,

kde u(·), W0 a ξT sú de�nované ako v úlohe (3.4), parametre W a ε vyjadrujúce
postoj investora k riziku sú zvolené exogénne.

3.4.2 Rie²enie v £ase T

Rie²ením úlohy (3.21) je náhodná premenná WLEL ≡ Ŵ (T ) de�novaná vo Vete 10.

Veta 10. Optimálna výplatná funkcia LEL-RM portfólia v £ase T je rovná

WLEL
T =


I(z1ξT ) ak ξT < ξ

ε

W ak ξ
ε
≤ ξT < ξε

I ((z1 − z2) ξT ) ak ξε ≤ ξT ,

(3.22)

kde

ξ
ε

= u′(W )/z1 (3.23)

ξε = u′(W )/(z1 − z2) (3.24)

a z1, z2 ≥ 0 sú rie²ením systému

E
[
ξT ŴT (T ; z1, z2)

]
= W0 (3.25)

a

E
[
ξT (W − ŴT (T ; z1, z2))1ŴT (T ;z1,z2)≤W

]
= ε, (3.26)

alebo E
[
ξT (W − ŴT (T ; z1, z2))1ŴT (T ;z1,z2)≤W

]
< ε a z2 = 0. (3.27)

Rizikové ohrani£enie LEL-RM stratégie je uplatnené práve vtedy, ke¤ ξ
ε
< ξε.

Dôkaz je uvedený v práci [6]. Pre vy£íslenie kon²tánt ξ
ε
a ξε je potrebné vyrie²i´

pomerne komplexný systém rovníc, de�novaný vz´ahmi 3.23 aº 3.27. Uvaºujme izo-
elastickú funkciu uºito£nosti zo vz´ahu (2.7) a kon²tantné parametre r a κ. Potom
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kon²tanty ξ
ε
a ξε sú dané implicitne, ako rie²enie sústavy rovníc [25]

W0 = Wξ
1

1−p
ε

exp

{
p

1− p

(
rT +

‖κ‖2

2
T

)
+
p2T‖κ‖2

2(1− p)2

}
×

(
1− Φ

(
H1√
T‖κ‖

− p
√
T‖κ‖

1− p

))

+ We−rT
(

Φ

(
H1√
T‖κ‖

+ ‖κ‖
√
T

)
− Φ

(
H2√
T‖κ‖

+ ‖κ‖
√
T

))
+ Wξ

1
1−p
ε exp

{
p

1− p

(
rT +

‖κ‖2

2
T

)
+
p2T‖κ‖2

2(1− p)2

}
×Φ

(
H2√
T‖κ‖

− p
√
T‖κ‖

1− p

)
(3.28)

ε = We−rTΦ

(
H2√
T‖κ‖

+
√
T‖κ‖

)
− Wξ

1
1−p
ε exp

{
p

1− p

(
rT +

‖κ‖2

2
T

)
+
p2T‖κ‖2

2(1− p)2

}
×Φ

(
H2√
T‖κ‖

− p
√
T‖κ‖

1− p

)
, (3.29)

kde

H1 = −rT − ‖κ‖2T − ln ξ
ε

(3.30)

H2 = −rT − ‖κ‖2T − ln ξε. (3.31)

Tento systém je v¤aka monotónnemu priebehu moºné rie²i´ jednoduchými nume-
rickými metódami, ako je napr. metóda polenia intervalov. Pre detailnú analýzu
vlastností sústavy (3.28)-(3.31) vi¤ prácu [25].

Na Obr. 3.5 je znázornená ²tandardná výplatná funkcia LEL-RM portfólia. Prie-
beh výplatnej funkcie na intervale ξT < ξε (dobré stavy) je podobný, ako priebeh
nezaisteného portfólia. Pre hodnoty ξT ∈ [ξε, ξε) (prechodné stavy) je portfólio plne
zaistené na hodnote W . �al²ím zvy²ovaním stavovej premennej nad hodnotu ξε in-
vestor postupne zniºuje mieru zaistenia, v dôsledku £oho sa cie©ová hodnota portfólia
postupne zniºuje a pribliºuje hodnote nezaisteného portfólia. Investor volí £iasto£né
zaistenie, nako©ko v najhor²ích stavoch je jeho cena relatívne vysoká a investor ne-
povaºuje zakúpenie zaistenia vo ve©kých mnoºstvách za optimálne.

Na Obr. 3.6 je znázornené simulované pravdepodobnostné rozdelenie náhodnej
premennejWLEL

T . Ako dôsledok procesu zaistenia pozorujeme podobne ako pri stra-
tégii VaR-RM, upravené pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty portfólia v £ase T .

3.4.3 Vlastnosti LEL-RM stratégie

Uvaºujme opä´ funkciu uºito£nosti de�novanú ako vo vz´ahu (2.7) a kon²tantné
parametre r a κ. Potom pre hodnotu optimálneho LEL-RM portfólia v £asoch t < T
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Obr. 3.5: Optimálna výplatná funkcia LEL-RM portfólia v £ase T v prípade uplatne-
nia rizikového ohrani£enia a nezaisteného portfólia, znázornené v závislosti od hod-
noty stavovej premennej ξT .

platí [6]

WLEL(t) =
eΓ(t)

(z1ξt)
1

1−p

−

[
eΓ(t)

(z1ξt)
1

1−p
Φ(−d1(ξ

ε
))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξ

ε
))

]

+

[
eΓ(t)

((z1 − z2)ξt)
1

1−p
Φ(−d1(ξε))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξε))

]
,

kde Γ(t) je de�nované ako vo vz´ahu (3.15), d1(x), d2(x) ako vo vz´ahoch (3.17) a
(3.16), multiplikátory z1 a z2 sú de�nované ako vo Vete 10 a pre kon²tanty ξ

ε
a ξε

platí

ξ
ε

=
1

z1W
1−p

ξε =
1

(z1 − z2)W 1−p .

Optimálnu investi£nú stratégiu je podobne ako pri VaR-RM modeli moºné vy-
jadri´ ako

θLEL(t) = qLEL(t)θB(t), (3.32)

kde θB(t) je stratégia nezaisteného portfólia de�novaného v (3.9) a expozícia v rizi-
kových aktívach relatívne k nezaistenému portfóliu qLEL je de�novaná

qLEL(t) = 1−
We−r(T−t)(Φ(−d2(ξ

ε
))− Φ(−d2(ξε)))

WLEL(t)
. (3.33)
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Obr. 3.6: Simulované pravdepodobné rozdelenie náhodnej premennejWLEL
T pre hod-

noty parametrov W0 = 1, r = 0,03, κ = 0,04, p = −1,5, W = 0,9 a ε = 0,01.
Zostrojené na základe 10000 simulácií.

Zaujímavou vlastnos´ou stratégie je ohrani£enos´ relatívnej expozície. Zatia© £o stra-
tégia VaR-RM môºe za ur£itých okolností implikova´ relatívne vysoké hodnoty pá-
kovania pozície, t.j. qV aR(t)� 1, relatívna expozícia v rizikových aktívach LEL-RM
stratégie je ohrani£ená a platí

0 ≤ qLEL(t) ≤ 1 (3.34)
lim
ξt→0

qLEL(t) = lim
ξt→∞

qLEL(t) = 1. (3.35)

Priebeh funkcie qLEL(t) v závislosti od hodnoty stavovej premennej ξt je znázornený
na Obr. 3.7. Pre malé hodnoty ξt volí LEL-RM investor podobné pozície v rizikových
aktívach ako nezaistený investor. Pre vy²²ie hodnoty ξt (oblas´ prechodných stavov)
investor postupne zatvára pozície v rizikových aktívach, s cie©om zníºi´ citlivos´
portfólia na klesajúce ceny aktív a udrºa´ tak hodnotu portfólia nad zaistenou úrov-
¬ouW . Pre najvy²²ie hodnoty stavovej premennej investor opú²´a proces zaistenia a
pozícia v rizikových aktívach sa pre zvy²ujúce hodnoty ξt postupne zdola blíºi k po-
zícii nezaisteného portfólia. Na rozdiel od VaR-RM stratégie, portfólio za ºiadnych
okolností neimplikuje hodnoty qLEL(t) > 1, £o autori stratégie povaºujú za menej
rizikové správanie ako stratégia VaR-RM investora. Ich tvrdenie podporuje Veta 11,
ktorej dôsledkom je skuto£nos´, ºe hodnota LEL-RM portfólia je v najhor²ích sta-
voch vºdy vä£²ia alebo rovná, ako hodnota nezaisteného portfólia.

Veta 11. Uvaºujme z1 a z2 de�nované systémom (3.25)-(3.27). Lagrangeov multip-
likátor z1 je klesajúci v hodnote ε a platí z1 ≥ y, kde y je Lagrangeov multiplikátor
nezaisteného portfólia de�novaný vo vz´ahu (3.6). Navy²e platí z1 − z2 ≤ y, v dô-
sledku £oho nadobúda funkcionál WLEL

T , de�novaný vo vz´ahu (3.22), na intervale
ξT ∈ [ξε,∞) vy²²ie hodnoty ako WB

T zo vz´ahu (3.5).
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Obr. 3.7: Relatívna expozícia v rizikových aktívach LEL-RM portfólia, znázornená
v závislosti od hodnoty stavovej premennej ξt.

Dôkaz je uvedený v [6]. Aj napriek pozitívnym vlastnostiam uvedeným vy²²ie je
dôleºité pripomenú´, ºe miera LEL nepatrí do skupiny koherentných rizikových mier
de�novaných v De�nícii 4, nako©ko nesp¨¬a axiómu transla£nej invariantnosti. V dô-
sledku toho môºe stratégia LEL-RM vykazova´ v niektorých prípadoch nevhodné
vlastnosti pre riadenie rizikovosti portfólia.
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Kapitola 4

Stratégia AVaR

Riziková miera AVaR, ktorej autormi sú Palmquist a Uryasev [26], sa stala pomerne
ob©úbenou mierou medzi akademikmi, najmä v¤aka vlastnosti koherentnosti, kto-
rou nedisponuje napr. ani jedna z mier, na ktorých boli zaloºené stratégie uvedené
v predo²lej kapitole. Za pov²imnutie stojí tieº skuto£nos´, ºe miera AVaR okrem
pravdepodobnosti dosiahnutia významných strát kontroluje aj ich ve©kos´, pri£om
práve absencia kontroly ve©kosti strát je jedným z hlavných argumentov kritikov
rizikových mier, zaloºených na kvantilovej analýze rozdelenia výnosov, medzi ktoré
do ur£itej miery patrí aj miera AVaR. Uvedené skuto£nosti nazna£ujú, ºe investi£né
stratégie vytvorené s pouºitím miery AVaR by mohli dosiahnu´ kvalitatívne vy²²iu
úrove¬, ako stratégie VaR-RM a LEL-RM. V tejto kapitole popisujeme kon²trukciu
investi£nej stratégie zaloºenej na miere AVaR.

4.1 De�nícia úlohy

Ozna£me XT náhodnú premennú, ktorá vyjadruje zmenu hodnoty portfólia od £asu
0 do £asu T . Rizikovos´ portfólia môºeme pomocou miery AVaR vyjadri´

AV aRα(XT ) =
1

α

∫ α

0

V aRp(XT ) dp, (4.1)

V aRp(XT ) = − inf {m ∈ R : P (XT ≤ m) > p} , (4.2)

kde p ∈ (0, 1] je exogénny parameter, ktorý ur£uje významnos´ strát (tzv. chvost
rozdelenia). V záujme kontroly rizikového pro�lu portfólia môºe investor nastavi´
limit na hodnoty AVaR, ktorý vyjadruje maximálnu akceptovate©nú mieru rizika.
Limit môºe by´ vyjadrený ako podiel z po£iato£nej hodnoty portfólia δW0, rizikové
ohrani£enie je potom dané AV aRα(WT −W0) ≤ δW0, t.j.

1

α

∫ α

0

V aRp(WT −W0) dp ≤ δW0, (4.3)

kde δ ∈ [0,∞) je exogénny parameter.

4.1.1 Základná úloha

Opä´ uvaºujeme model trhu de�novaný v £asti 3.1. Pridaním ohrani£enia (4.3)
do úlohy nezaisteného investora de�novaného vo vz´ahu (3.4) de�nujeme tzv. Zá-
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kladný problém AVaR investora

max
WT

E [u (WT )]

E [ξTWT ] ≤ W0

AV aRα(WT −W0) ≤ δW0 (4.4)

kde u(·), W0 a ξT sú de�nované ako v úlohe (3.4) a α a δ sú exogénne parametre.
Druhé ohrani£enie kontroluje rizikovú expozíciu formou limitu na hodnotu miery
AVaR v £ase T .

4.1.2 Prechod k alternatívnej úlohe

Nako©ko úloha (4.4) obsahuje relatívne komplexné rizikové ohrani£enie, de�nujeme
alternatívnu formuláciu úlohy, ktorá je za ur£itých okolností ekvivalentná pôvodnej
úlohe AVaR investora. De�nujme funkcionál [44]

Gα(X, c) = c+
1

α
E
[
(−X − c)+

]
(4.5)

kde X : Ω → R je náhodná premenná, c ∈ R, α ∈ (0, 1] je exogénny parameter a
(·)+ ≡ max(· , 0). V ¤al²om texte uvádzame relevantné výsledky, ktoré vyuºijeme
pri transformácii pôvodnej úlohy.

Veta 12. Funkcia Gα(X, c) de�novaná v (4.5) je konvexná a spojite diferencovate©ná
pod©a parametra c a rizikovú mieru AV aRα (X) moºno ekvivalentne vyjadri´

AV aRα (X) = min
c∈R

Gα(X, c).

Mnoºina v²etkých hodnôt c, pre ktoré je dosiahnuté minimum

Aα(X) = arg min
c∈R

Gα(X, c),

je neprázdny, uzavretý, ohrani£ený interval a pre hodnotu Value-at-Risk platí

V aRα (X) = dolná hranica intervalu Aα(X).

Zárove¬ platí
AV aRα (X) = Gα(X, V aRα (X)).

Dôkaz je uvedený v [26].

Veta 13. Je daný funkcionálny priestor

L1 = {WT : E[|WT |] <∞}

a podpriestor

S = {WT : WT > 0, E [u(WT )] > −∞, E [ξTWT ] ≤ W0} ∩ L1.
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Optimaliza£né úlohy

max
WT∈S

E [u(WT )]

AV aRα(WT −W0) ≤ δW0 (4.6)

a

max
(WT ,c)∈S×R

E [u(WT )]

Gα(WT −W0, c) ≤ δW0, (4.7)

kde funkcionál AV aRα(X) je de�novaný v (4.1) a Gα(X, c) v (4.5), sú ekvivalentné
v tom zmysle, ºe ich ú£elové funkcie dosahujú rovnaké maximá. Navy²e, ak je AVaR
ohrani£enie v úlohe (4.6) aktívne, úloha (4.7) dosahuje maximum v bode (ŴT , ĉ)
práve vtedy, ke¤ (4.6) dosahuje maximum v bode ŴT a ĉ ∈ Aα(ŴT ). V ²peciálnom
prípade, ak Aα(ŴT ) obsahuje jediný bod, úloha (4.7) dosahuje maximum v bode
(ŴT , ĉ), kde ŴT maximalizuje ú£elovú funkciu a ĉ ≡ V aRα(X).

Dôkaz. (⇒) Nech bod (ŴT , ĉ) ∈ S ×R je ©ubovo©né prípustné rie²enie úlohy (4.7).
Potom platí δW0 ≥ Gα(ŴT−W0, ĉ) ≥ minc∈RGα(ŴT−W0, c) ≡ AV aRα(ŴT−W0),
kde ekvivalencia je daná Vetou 12. T.j. bod ŴT je prípustné rie²enie úlohy (4.6)
a ú£elové funkcie v oboch úlohách dosahujú v týchto bodoch rovnakú hodnotu.

(⇐) Analogicky, nech ŴT ∈ S je ©ubovo©né prípustné rie²enie úlohy (4.6). Potom
platí AV aRα(ŴT −W0) ≡ minc∈RGα(ŴT −W0, c) ≤ δW0, kde ekvivalencia je daná
Vetou 12. Ozna£me ĉ rie²enie úlohy arg minc∈RGα(ŴT −W0, c). Potom bod (ŴT , ĉ)
je prípustné rie²enie úlohy (4.7) a ú£elové funkcie v oboch úlohách dosahujú v týchto
bodoch rovnakú hodnotu.

4.1.3 Alternatívna úloha AVaR investora

Na základe vy²²ie uvedených tvrdení de�nujeme Alternatívnu formuláciu úlohy

max
WT ,c

E [u (WT )]

E [ξTWT ] ≤ W0 (4.8)
Gα(WT −W0, c) ≤ δW0,

kde funkcionál Gα(WT −W0, c) je daný v (4.5), u(·),W0,WT , α, δ a ξT sú de�nované
ako v úlohe (4.4) a c ∈ R je nová premenná v procese optimalizácie.

4.2 Optimálne portfólio v £ase T

V tejto £asti de�nujeme optimálne cie©ové portfólio ako rie²enie úlohy (4.8). Úlohu
rie²ime v dvoch krokoch. Rie²ením optimalizácie cez prvú premennú de�nujeme
optimálne portfólio na priestore WT × ξT , t.j. pre kaºdé �xované c. Ako výsledok
druhostup¬ovej optimalizácie, nájdeme optimum cez v²etky hodnoty parametra c.
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Obr. 4.1: V©avo: Optimálne portfólio v £ase T pri neuplatnení rizikového ohrani£enia.
Vpravo: Moºné tvary ú£elovej funkcie pre ξT ∈ [0, ξ).

Veta 14 (Optimálne portfólio v £ase T ). Nech c ∈ R a platí c ≤ δW0. De�nujme
funkciu

WT (c, y1, y2) =


I(y1ξT ) ak ξT < ξ

W0 − c ak ξ ≤ ξT < ξ

I
(
y1ξT − y2

α

)
ak ξ ≤ ξT ,

(4.9)

kde y1 > 0, y2 ≥ 0, I(·) je inverzná funkcia u′(·) a

ξ = u′(W0 − c) / y1 (4.10)

ξ =
(
u′(W0 − c) +

y2

α

)
/y1. (4.11)

Nech y1 = ŷ1, y2 = ŷ2 je rie²ením systému rovníc (4.12) a (4.13)

E [ξTWT (c, y1, y2)] = ξ0W0 (4.12)

c+
1

α
E
[
(W0 −WT (c, y1, y2)− c)+

]
= δW0; alebo

c+
1

α
E
[
(W0 −WT (c, y1, y2)− c)+

]
< δW0 a y2 = 0. (4.13)

Potom pre �xné c úloha (4.8) dosahuje maximum v bode

ŴT (c) ≡ WT (c, ŷ1, ŷ2). (4.14)

Dôkaz. V prípadoch, ke¤ je splnená nerovnos´ c+ 1
α
E [(W0 −WT (c, ŷ1, ŷ2)− c)+] <

δW0, rizikové ohrani£enie sa neuplatní, ξ = ξ a rie²enie (4.14) sa zjednodu²í na tvar
ŴT = I (ŷ1ξT ), t.j. rie²enie je ekvivalentné rie²eniu úlohy nezaisteného portfólia
de�novaného v (3.4). Výplatná funkcia optimálneho portfólia v takomto prípade
je znázornená na Obr. 4.1. V ostatných prípadoch sa rizikové ohrani£enie uplatní,
t.j. platí rovnos´ c + 1

α
E [(W0 −WT (c, ŷ1, ŷ2)− c)+] = δW0 a úlohu ¤alej rie²ime

zostavením Lagrangeovej ú£elovej funkcie, ako je uvedené v nasledovnej Leme.
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Lema 2. Funkcia WT (c, y1, y2) de�novaná v (4.9) je rie²ením úlohy

max
W∈R

u (W )− y1ξTW − y2α
−1(W0 −W − c)+,

kde ξT ≥ 0, α ∈ (0, 1] a c ∈ R sú exogénne parametre a y1 ≥ 0 a y2 ≥ 0 sú
Lagrangeové multiplikátory.

Dôkaz. V prvom kroku de�nujme mnoºinu kandidátov na bod globálneho optima.
Ke¤ºe ú£elová funkcia je nediferencovate©ná v bode W0 − c, kandidátov h©adáme
nezávisle na intervaloch [0,W0 − c) a [W0 − c,∞). Nutné podmienky optimality
pre ú£elovú funkciu sú

W =

{
I
(
y1ξT − y2

α

)
ak W ∈ [0,W0 − c)

I (y1ξT ) ak W ∈ [W0 − c,∞).

T.j. máme troch kandidátov pre bod globálneho optima: I (y1ξT ),W0−c a I
(
y1ξT − y2

α

)
(z vlastností ú£elovej funkcie je zrejmé, ºe globálne optimum nebude leºa´ v bodoch
0 a ∞). Ke¤ºe ú£elová funkcia môºe nadobudnú´ rôzne tvary pre rôzne nastavenia
exogénnych parametrov de�nujúcich vlastnosti trhu, preskúma´ optimalitu je nutné
pre v²etky moºné kon�gurácie úlohy a hodnoty stavovej premennej ξT . Ozna£me ξ
a ξ body, v ktorých platia rovnosti

ξ : I
(
y1ξ
)

= W0 − c

ξ : I
(
y1ξ −

y2

α

)
= W0 − c.

Ak premenná ξT nadobúda hodnoty v intervale [0, ξ), z vlastností funkcie I(·)
platí I (y1ξT ) > W0 − c a I

(
y1ξT − y2

α

)
> W0 − c, t.j. v oboch prípadoch leºia

body lokálneho optima vpravo od W0 − c a pre hodnoty ú£elovej funkcie platí
u(I (y1ξT ))−y1ξT I(y1ξT )+y2

1
α
I(y1ξT ) > u(W0− c)−y1ξT I(W0− c)+y2

1
α
I(W0− c),

£iºe úloha dosahuje maximum v bode I(y1ξT ) (Obr. 4.1). Ak parameter ξT nado-
búda hodnoty v intervale [ξ,∞), z vlastností funkcie I(·) platí I (y1ξT ) < W0 − c
a I
(
y1ξT − y2

α

)
≤ W0 − c a pre hodnoty ú£elovej funkcie platí u

(
I
(
y1ξ − y2

α

))
−

y1ξI
(
y1ξ − y2

α

)
+ y2

α
I
(
y1ξ − y2

α

)
≥ u (W0 − c)− y1ξ(W0− c) + y2

α
(W0− c), £iºe úloha

dosahuje maximum v bode I
(
y1ξT − y2

α

)
(Obr. 4.2). Nakoniec, ak parameter ξT na-

dobúda hodnoty v intervale [ξ, ξ), z vlastností funkcie I(·) platí I(y1ξT ) ≤ W0 − c
a I
(
y1ξT − y2

α

)
> W0 − c, t.j. bod W0 − c je jediným kandidátom pre optimum a

úloha nadobúda maximum v tomto bode (Obr. 4.2).
Analýza v²etkých moºných kon�gurácií ú£elovej funkcie ukázala, ºe funkcia (4.14)

je bodom globálneho optima pre v²etky moºné hodnoty ξT .

Uvaºujme opä´ úlohu (4.8). Nech WT je ©ubovo©ný kandidát pre optimálne rie-
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Obr. 4.2: V©avo: Moºné tvary ú£elovej funkcie pre ξT ∈ [ξ,∞). Vpravo: Moºné tvary
ú£elovej funkcie pre ξT ∈ [ξ, ξ).

²enie, potom platí

E[u(ŴT )]− E[u(WT )]

= E[u(ŴT )]− E[u(WT )]− ŷ1W0 + ŷ1W0 −
ŷ2

α
δW0 +

ŷ2

α
δW0

≥ E[u(ŴT )]− E[u(WT )]− ŷ1E[ξT ŴT ] + ŷ1E[ξTWT ]

−ŷ2

(
c+

1

α
E
[
(W0 − ŴT − c)+

])
+ ŷ2

(
c+

1

α
E
[
(W0 −WT − c)+

])
≥ 0.

Prvá z nerovností vyplýva z platnosti

E[ξT ŴT ] = W0

α−1E[(W0 − ŴT − c)+] = δW0

a

E[ξTWT ] ≤ W0

α−1E[(W0 −WT − c)+] ≤ δW0

(vi¤ prvý odstavec dôkazu) a druhá nerovnos´ vyplýva z Lemy 2. Zloºené rie²enie
úlohy (4.8) pre v²etky moºné hodnoty ξT je znázornené na Obr. 4.3.

Veta 14 de�nuje optimálne portfólio ŴT (c) ako funkciu parametra c (prvostup-
¬ové rie²enie). Rie²enie úlohy dosiahneme maximalizáciou1 úlohy (4.15) cez v²etky
moºné hodnoty c

max
c∈R

E
[
u
(
ŴT (c)

)]
. (4.15)

1Úlohu (4.15) rie²ime numericky, nako©ko analýza rie²enia nie je na²ím primárnym cie©om, túto
ponechávame pre ¤al²í výskum.
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Obr. 4.3: V²eobecné rie²enie pre úlohu AVaR investora, znázornené v závislosti
od hodnoty stavovej premennej ξT .

4.3 Optimálne portfólio v £ase t < T

Výplatná funkcia optimálneho portfólia v £ase T je de�novaná v (4.9). Pre inves-
tora je tieº dôleºité pozna´ hodnotu portfólia v kaºdom £ase t a v kaºdom stave
ξt pred investi£ným horizontom. Pre odvodenie hodnoty optimálneho portfólia opä´
predpokladáme, ºe preferencie investora sú dobre charakterizované izoelastickou fun-
kciou uºito£nosti, de�novanou napr. v (2.7) ako

u(x) =
xp

p
p < 0, p 6= 1. (4.16)

Z toho pre inverznú funkciu derivácie funkcie u(x) platí

I(·) = (·)
1
p−1 . (4.17)

Taktieº predpokladáme, ºe exogénne parametre r(t) a κ(t) sú kon²tantné v £ase.
Z de�nície (3.2) je proces ln ξt gaussovský, t.j. podmienené rozdelenie ln ξT v £ase t,
kde T ≥ t je

ln ξT |Ft ∼ N
(

ln ξt −
(
r +

1

2
‖κ‖2

)
(T − t), ‖κ‖2(T − t)

)
. (4.18)

De�nujme funkciu

f(t, ξt) = E
[
ξT
ξt
ŴT (ĉ) | Ft

]
= E

[
ξT
ξt
ŴT (ĉ) | ξt

]
, (4.19)

kde druhá rovnos´ vyplýva zo skuto£nosti, ºe ξt v sebe nesie v²etku informáciu
od £asu 0 do £asu t. Funkcia f(t, ξt), ekvivalentná rizikovo-neutrálnej sú£asnej hod-
note výplatnej funkcie ŴT (ĉ), je markovská, navy²e výplatná funkcia portfólia v ©u-
bovo©nom £ase t ∈ [0, T ] existuje a je jednozna£ne de�novaná v nasledovnej Vete.
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Veta 15 (Proces optimálnej hodnoty portfólia). Pre t ∈ [0, T ] je proces optimálnej
výplatnej funkcie (4.14) rovný

Ŵ (t) = G1(t) +G2(t) +G3(t), (4.20)

kde funkcie G1,2,3(t) sú dané

G1(t) =
y

1
p−1

1

ξt
exp

{
p

p− 1

(
ln ξt +

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)(

T − t
))}

Φ(d1) (4.21)

G2(t) =
W0 − c
ξt

exp
{

ln ξt − r(T − t)
}(

Φ(d2)− Φ(d3)
)

(4.22)

G3(t) =
1

ξt

∫ ∞
ξ

ξT

(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1

dP(ξT ) (4.23)

d1 =
ln ξ − ln ξt +

(
r − 1

2
p+1
p−1
‖κ‖2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

(4.24)

d2 =
ln ξ − ln ξt +

(
r − 1

2
‖κ‖2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

(4.25)

d3 = d1 +
‖κ‖
√
T − t

p− 1
(4.26)

a Φ(·) je kumulatívna distribu£ná funkcia N (0, 1).

Dôkaz. Dosadením rie²enia (4.14) do rovnice (4.19) dostávame

Ŵ (t) = f(t, ξt) = Et
[
ξT
ξt
ŴT (ĉ)

]
=

1

ξt
Et
[
ξT

(
I(y1ξT )1ξT≤ξ + (W0 − ĉ)1ξ≤ξT<ξ + I

(
y1ξT −

y2

α

)
1ξ≤ξT

)]
=

1

ξt
Et
[
ξT

(
(y1ξT )

1
p−1 1ξT≤ξ + (W0 − ĉ)1ξ≤ξT<ξ +

(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1

1ξ≤ξT

)]
=

1

ξt
Et
[
ξT

((
y1e

ln ξT
) 1
p−1 1ln ξT≤ln ξ

+(W0 − ĉ)1ln ξ≤ln ξT<ln ξ +
(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1

1ξ≤ξT

)]

=
y

1
p−1

1

ξt
Et
[
e

p
p−1

ln ξT 1ln ξT≤ln ξ

]
︸ ︷︷ ︸

G1(t)

+
W0 − ĉ
ξt

Et
[
eln ξT 1ln ξ≤ln ξT<ln ξ

]
︸ ︷︷ ︸

G2(t)

+
1

ξt
Et
[
ξT

(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1

1ξ≤ξT

]
︸ ︷︷ ︸

G3(t)

,

kde 1(·) je funkcia indikátor. Odvodenie analytického vyjadrenia pre funkcie G1(t) a
G2(t) vyplýva z Lemy 3.

43



Lema 3 (Stredná hodnota lognormálnej náhodnej premennej). Nech Y ∼ N (m, s2)
a y1 ≤ y2. Potom platí

E
[
eαY 1y1≤Y <y2

]
= eαm+ 1

2
α2s2

(
Φ

(
y2 −m− αs2

s

)
− Φ

(
y1 −m− αs2

s

))
,

kde Φ(·) je kumulatívna distribu£ná funkcia rozdelenia N (0, 1).

Dôkaz je uvedený v [51]. Aplikovaním Lemy 3 na funkcie G1(t) a G2(t) s para-
metrami

G1(t) : Y = ln ξT

α =
p

p− 1

y1 = −∞
y2 = ln ξ

G2(t) : Y = ln ξT

α = 1

y1 = ln ξ

y2 = ln ξ

G1,2(t) : m = lnξt − (r +
1

2
‖κ‖2)(T − t)

s2 = ‖κ‖2(T − t)

odvodíme analytické vyjadrenie

G1(t) =
y

1
p−1

1

ξt
exp

{
p

p− 1

(
ln ξt +

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)(

T − t
))}

×Φ

 ln ξ − ln ξt +
(
r − p+1

2(p−1)
‖κ‖2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t


G2(t) =

W0 − ĉ
ξt

exp
{

ln ξt − r(T − t)
}[

Φ

(
ln ξ − ln ξt +

(
r − 1

2
‖κ‖2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

)

−Φ

(
ln ξ − ln ξt +

(
r − 1

2
‖κ‖2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

)]
.

Pre funkciu G3(t) nepoznáme analytické vyjadrenie, budeme ju reprezentova´

G3(t) =
1

ξt

∫ ∞
ξ

ξT

(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1

dP(ξT ).

4.4 Optimálna investi£ná stratégia

Pripome¬me, ºe θ(t) vyjadruje podiel investície v rizikových aktívach, t.j. repre-
zentuje riadiacu premennú, prostredníctvom ktorej investor zadáva pokyny na pre-
vaºovanie svojich pozícií. V nasledujúcich Vetách de�nujeme v²eobecnú optimálnu
stratégiu, ktorá je implikovaná bliº²ie ne²peci�kovaným procesom W (t) a tieº opti-
málnu stratégiu AVaR investora.
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Veta 16 (Optimálna (v²eobecná) investi£ná stratégia). Nech proces ξt vyhovuje
stochastickej diferenciálnej rovnici (3.2), W (t) je dané (3.1), W0 > 0 a platí W (t) ≡
W (t, ξt). Potom platí

θ(t) = −
(
σ>
)−1

κ

W (t)

∂W (t)

∂ξt
ξt. (4.27)

Dôkaz. Pre diferenciál W (t) z Itôvej lemy platí

dW (t) =
∂W (t)

∂ξt
dξt +

(
∂W (t)

∂t
+

1

2

∂2W (t)

∂ξ2
t

ξ2
t ‖κ‖2

)
dt.

Dosadením vz´ahov (3.1) a (3.2) za dW (t) a dξt pre stochastické £leny platí

W (t)θ(t)>σ = −∂W (t)

∂ξt
ξtκ
>,

po úpravách dostávame vz´ah (4.27).

Veta 17 (Optimálna stratégia AVaR investora). Nech proces ξt vyhovuje stochas-
tickej diferenciálnej rovnici (3.2) a proces W (t) je de�novaný v (4.20). Optimálna
investi£ná stratégia AVaR investora je

θ̂(t) = −(σ>)−1κ

Ŵ (t)

[
G1(t)

p− 1
− 1√

2π‖κ‖
√
T − t

(
exp

{(
p

p− 1

‖κ‖2

2p− 2
− r
)

(T − t)− d2
1

2

}

× (y1ξt)
1
p−1 + (W0 − ĉ)e−r(T−t)

(
e−d

2
2/2 − e−d23/2

))
+ ξt

∂G3(t)

∂ξt

]
.

Dôkaz. Zderivovaním funkcií G1(t) a G2(t) dostávame

∂G1(t)

∂ξt
= exp

{
p

p− 1

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)

(T − t)
}

×

 y
1
p−1

1

p− 1
ξ

2−p
p−1

t Φ(d1)− (y1ξt)
1
p−1 e−d

2
1/2

√
2πξt‖κ‖

√
T − t


=

G1(t)

(p− 1)ξt
− (y1ξt)

1
p−1

√
2πξt‖κ‖

√
T − t

exp

{
p

p− 1

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)

(T − t)− d2
1

2

}
∂G2(t)

∂ξt
= − (W0 − ĉ) e−r(T−t)√

2πξt‖κ‖
√
T − t

(
e−d

2
2/2 − e−d23/2

)
.

Dosadením do vz´ahov (4.20), (4.27) a ¤al²ími úpravami dostávame �nálny vz´ah.

4.5 Relatívna expozícia v rizikových aktívach

Pripome¬me, ºe θB(t) je investi£ná stratégia nezaisteného investora de�novaná v (3.9)
ako

θB(t) =
1

1− p
(
σ>
)−1

κ.
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Optimálnu stratégiu AVaR investora vieme alternatívne vyjadri´ pomocou θB(t) ako

θ̂(t) = −1− p
W (t)

θB(t)
∂W (t)

∂ξt
ξt. (4.28)

Podobne ako pri VaR-RM a LEL-RM stratégii, de�nujme proces q̂(t) ako expozíciu
optimálneho AVaR portfólia v rizikových aktívach, vyjadrenú v relatívnych jednot-
kách vo£i nezaistenému portfóliu

θ̂(t) = θB(t) q̂(t),

t.j.

q̂(t) = −1− p
Ŵ (t)

∂Ŵ (t)

∂ξt
ξt. (4.29)

4.6 Ohrani£enos´ expozície v rizikových aktívach

Vo vz´ahu (3.34) je okrem iného poukázané na ohrani£enos´ relatívnej expozície
stratégie LEL-RM, kde stratégia nadobúda hodnoty na intervale [0, 1]. V práci [27]
autorka naopak poukazuje na nevhodnú vlastnos´ stratégie VaR-RM, ktorá za ur£i-
tých okolností môºe vies´ k nekone£nej hodnote qV aR(t), pre £asy blízke T . Uvedená
skuto£nos´ je priamym dôsledkom nespojitosti výplatnej funkcie VaR-RM portfó-
lia v £ase T . Zaujímavý výskumný problém je preskúmanie ohrani£enosti relatívnej
expozície v rizikových aktívach pre stratégiu AVaR, nako©ko túto vlastnos´ povaºu-
jeme za dôleºitú v reálnych aplikáciách stratégie na riadenie portfólia.

Analýzou výplatnej funkcie AVaR portfólia v £ase T môºeme ©ahko nahliadnu´,
ºe pre £asy blíºiace sa k T , vedie uvedená stratégia za kaºdých okolností ku kone£nej
hodnote q̂(t). Pripome¬me, ºe optimálna výplatná funkcia v £ase T , daná vz´ahom
(4.14), je

ŴT (ĉ) =


I(y1ξT ) ak ξT < ξ

W0 − ĉ ak ξ ≤ ξT < ξ

I
(
y1ξT − y2

α

)
ak ξ ≤ ξT ,

t.j. funkcia je de�novaná v závislosti od stavu ξT , v ktorom sa trh v £ase T nachádza.
Derivovaním funkcie sa a dosadením do rovnice (4.29) dostávame

q̂(T ) =


1 ak ξT < ξ

0 ak ξ < ξT < ξ
y1ξT

(y1ξT− y2α )
ak ξ < ξT .

Funkcia (y1ξT − y2/α) dosahuje pre �xné hodnoty y1, y2 a α minimum v bode ξ =(
(W0 − ĉ)p−1 + y2/α

)
/y1, t.j.

∀ξT ∈ [ξ,∞) :
(
y1ξT −

y2

α

)
≥ (W0 − ĉ)p−1 > 0.
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Zárove¬ platí

y1ξT − y2
α

+ y2
α(

y1ξT − y2
α

) = 1 +
y2

αy1ξT − y2

≤ 1 +
y2

α
(
y1ξ − y2/α

) = 1 +
y2

α
(W0 − ĉ)1−p < h,

kde h je kone£ná kon²tanta. Tento záver bol motiváciou pre detailnej²iu analýzu
vlastností optimálnej AVaR stratégie, ktoré potvrdzujú predpoklad o ohrani£enosti
v kaºdom £ase a stave. Relevantné výsledky analýzy sú zhrnuté v nasledovnej Vete.

Veta 18. Pre náhodnú premennú q̂(t) de�novanú v (4.29) platí

q̂(t) =
1

Ŵ (t)

(
G1(t) +

1

ξt

∫ ∞
ξ

y1ξT
y1ξT − y2

α

ξT

(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1 P(ξT )

)
. (4.30)

Navy²e platí, ºe q̂(t) je ohrani£ená, t.j. pre kaºdé optimálne AVaR portfólio de�no-
vané v (4.20) existuje kon²tanta h ∈ R taká, ºe platí q̂(t) < h pre kaºdé ξt ∈ [0,∞)
a t ∈ [0, T ].

Dôkaz. Pod©a vz´ahu (4.10) platí y1 = (W0 − ĉ)p−1/ ξ. Dosadením do funkcie G1(t)
a derivovaním dostávame

G1(t) = (W0 − ĉ)
(
ξt
ξ

) 1
p−1

exp

{
p

p− 1

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)

(T − t)
}

Φ(d1)

∂G1(t)

∂ξt
=

W0 − ĉ
ξt

(
ξt
ξ

) 1
p−1

exp

{
p

p− 1

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)

(T − t)
}

×

(
Φ(d1)

p− 1
− e−d

2
1/2

√
2π‖κ‖

√
T − t

)

=
G1(t)

(p− 1)ξt
− W0 − ĉ

ξt

(
ξt
ξ

) 1
p−1

exp

{
p

p− 1

(
‖κ‖2

2p− 2
− r
)

(T − t)
}

× e−d
2
1/2

√
2π‖κ‖

√
T − t

.

Z (4.26) platí

d1 = d3 −
‖κ‖
√
T − t

p− 1

d2
1 = d2

3 +
‖κ‖2(T − t)

(p− 1)2
− 2
‖κ‖
√
T − t

p− 1
d3

e−d
2
1/2 =

(
ξ

ξt

) 1
p−1

exp

−d2
3/2−

‖κ‖2(T − t)
2(p− 1)2

+

(
r − ‖κ‖

2

2

)
(T − t)

p− 1

 ,

t.j.

∂G1(t)

∂ξt
=

G1(t)

(p− 1)ξt
− W0 − ĉ√

2πξt‖κ‖
√
T − t

e−r(T−t)−d
2
3/2.
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Zo vz´ahu (4.18) pre náhodnú premennú ξT | ξt platí

ξT = ξte
g(z), (4.31)

kde

g(z) = −
(
r +
‖κ‖2

2

)
(T − t)− ‖κ‖

√
T − t z

a z je náhodná premenná z rozdelenia N (0, 1). Zmenou integra£nej premennej
vo funkcii G3(t), s vyuºitím vz´ahu (4.31) a ekvivalencie ξT > ξ ⇔M > z, kde

M =
ln ξt − ln ξ −

(
r + ‖κ‖2

2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

, (4.32)

dostávame

G3(t) =

∫ M

−∞
eg(z)

(
y1ξte

g(z) − y2

α

) 1
p−1

dP(z).

Derivovaním funkcie G3(t) a dosadením vz´ahu (4.11) za y1 dostávame

∂G3(t)

∂ξt
=

ξ

ξ2
t

(W0 − ĉ) e−M
2/2

√
2π‖κ‖

√
T − t

+

∫ M

−∞
e2g(z) y1

p− 1

(
y1ξte

g(z) − y2

α

) 2−p
p−1

dP(z).

Z (4.25) a (4.32) platí

M = −d2 − ‖κ‖
√
T − t

M2 = d2
2 + ‖κ‖2(T − t) + 2

(
ln ξ − ln ξt +

(
r − ‖κ‖

2

2

)
(T − t)

)
e−M

2/2 =
ξt

ξ
e−r(T−t)−d

2
2/2,

t.j.

∂G3(t)

∂ξt
=

(W0 − ĉ) e−r(T−t)√
2πξt‖κ‖

√
T − t

e−d
2
2/2 +

∫ M

−∞
e2g(z) y1

p− 1

(
y1ξte

g(z) − y2

α

) 2−p
p−1

dP(z).

Pripome¬me, ºe derivácia funkcie G2(t) je

∂G2(t)

∂ξt
= − (W0 − ĉ) e−r(T−t)√

2πξt‖κ‖
√
T − t

(
e−d

2
2/2 − e−d23/2

)
. (4.33)

S£ítaním parciálnych derivácií funkcií G1(t), G2(t) a G3(t) dostávame

∂Ŵ (t)

∂ξt
=

∂G1(t)

∂ξt
+
∂G2(t)

∂ξt
+
∂G3(t)

∂ξt

=
G1(t)

(p− 1)ξt
+

∫ M

−∞
e2g(z) y1

p− 1

(
y1ξte

g(z) − y2

α

) 2−p
p−1

dP(z). (4.34)
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Z de�nície funkcie q̂(t) po dosadení za ∂Ŵ (t)
∂ξt

vyplýva

q̂(t) = −(1− p)
Ŵ (t)

∂Ŵ (t)

∂ξt
ξt

=
1

Ŵ (t)

(
G1(t) + ξt

∫ M

−∞
e2g(z)y1

(
y1ξte

g(z) − y2

α

) 2−p
p−1

dP(z)

)
,

kde funkcia ∂G2(t)
∂ξt

sa po s£ítaní vynulovala s £as´ou funkcie ∂G1(t)
∂ξt

+ ∂G3(t)
∂ξt

. Zmenou
integra£nej premennej pod©a vz´ahu (4.31) dostávame

=
1

Ŵ (t)

(
G1(t) +

1

ξt

∫ ∞
ξ

y1ξT
y1ξT − y2

α

ξT

(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1 P(ξT )

)
.

Je zrejmé, ºe funkcia

y1ξT
y1ξT − y2

α

=
y1ξT − y2

α
+ y2

α

y1ξT − y2
α

= 1 +
y2

αy1ξT − y2

je na intervale [ξ,∞) pre �xné hodnoty y1, y2 a α dobre de�novaná a nadobúda
maximum na ©avej hranici tohto intervalu, t.j. platí

q̂(t) ≤ 1

Ŵ (t)

(
G1(t) +

y1ξ

y1ξ − y2
α

1

ξt

∫ ∞
ξ

ξT

(
y1ξT −

y2

α

) 1
p−1 P(ξT )

)

=
1

Ŵ (t)

(
G1(t) +

y1ξ

y1ξ − y2
α

G3(t)

)
.

Zmen²ením menovate©a Ŵ (t) vo©bou funkcií G1(t) a G3(t) pre menovate© prvého a
druhého s£ítanca, po nieko©kých úpravách dostávame

≤ 1 +
y1ξ

y1ξ − y2
α

< h,

kde h je kone£ná kon²tanta, £o dokazuje ohrani£enos´ funkcie q̂(t).
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Kapitola 5

Vlastnosti AVaR stratégie

V tejto £asti popí²eme základné vlastnosti a dynamiku odvodenej investi£nej straté-
gie, v závislosti od £asu a hodnoty stavovej premennej ξt. S pouºitím výsledkov nu-
merických simulácií vykreslíme a popí²eme ²tandardné priebehy výplatných funkcií
v £ase investi£ného horizontu a v £asoch pred ním. Popí²eme tieº dynamiku inves-
ti£nej stratégie reprezentovanej procesom q̂(t), ktorý vyjadruje relatívnu expozíciu
v rizikových aktívach vo£i nezaistenému portfóliu. V posledných £astiach kapitoly
vykonáme tieº porovnávaciu analýzu so stratégiami VaR-RM a LEL-RM, de�no-
vanými v práci [6]. Porovnáva´ budeme charakter simulovaných výplatných funkcií,
dynamiku stratégií q̂(t), qV aR(t) a qLEL(t) a tieº generované pravdepodobnostné roz-
delenia hodnoty portfólií v £ase investi£ného horizontu.

5.1 Nastavenia trhu

Trhové podmienky a preferencie investorov sme v tejto £asti simulovali nastavením
vo©ných parametrov, ako je uvedené v Tabu©ke 5.1. Pre tieto nastavenia viedlo
rie²enie úlohy (4.15) k hodnote

ĉ = 0,129.

V zmysle Vety 13 je táto hodnota rovná hodnote Value-at-Risk portfólia v £ase
T , t.j. pravdepodobnos´, ºe hodnota portfólia klesne pod hranicu W0 − ĉ je α ·
100%. Pre pouºité nastavenia je na hladine významnosti 5% hranica na úrovni 87,1%
z hodnoty W0.

Tabu©ka 5.1: Nastavenie parametrov
Popis parametra Ozna£enie Hodnota

investi£ný horizont T 1
bezriziková úroková miera r 0,03
koef. súvisiaci so Sharpeovým pomerom ‖κ‖ 0,4
hladina významnosti α 0,05
ohrani£enie na cenu poistenia δ 0,15
koe�cient vyjadrujúci rizikové preferencie p −1,5
po£iato£ná hodnota investície W0 1
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Podobne ako v predo²lých £astiach sme predpokladali, ºe preferencie investora
sú dobre charakterizované izoelastickou funkciou uºito£nosti de�novanou v (2.7).
Pripome¬me, ºe parameter p v zvolenej funkcii uºito£nosti vyjadruje postoj investora
k riziku a v zmysle vz´ahu (2.6) platí, ºe koe�cient relatívnej averzie k riziku je
pre investora rovný αr = 1− p = 2,5.

5.2 Hodnota portfólia v £ase T

�tandardné nastavenia exogénnych parametrov pre úlohu (4.4) vedú k uplatneniu ri-
zikového ohrani£enia, v dôsledku £oho pozorujeme odli²ný priebeh výplatnej funkcie
portfólia na troch rôznych intervaloch hodnôt stavovej premennej ξT . Intervaly sú
oddelené hrani£nými bodmi ξ a ξ, de�novanými v (4.10) a (4.11). Ak sa trh vyvíja
pozitívne, stavová premenná ξT nadobúda hodnoty na intervale [0, ξ) a výplatná
funkcia AVaR portfólia má podobný priebeh ako nezaistené portfólio. V dôsledku
�obstarania� zaistenia, ktoré v dobrých stavoch nebude uplatnené, nadobúda AVaR
portfólio na celom intervale niº²ie hodnoty ako nezaistené portfólio.

V prípadoch, ke¤ stavová premenná nadobúda hodnoty na intervale [ξ, ξ), hovo-
ríme, ºe portfólio sa nachádza v tzv. �prechodných� stavoch. Hodnota AVaR port-
fólia je na tomto intervale plne zaistená na hodnote W0 − ĉ, v dôsledku £oho AVaR
portfólio nadobúda na vä£²ej £asti intervalu vy²²ie hodnoty ako nezaistené portfó-
lio. V najhor²ích stavoch nadobúda stavová premenná hodnoty na intervale [ξ,∞).
S rastúcou hodnotou ξT klesá efekt zaistenia hodnoty portfólia, v dôsledku £oho
cie©ová hodnota klesá smerom k hodnote nezaisteného portfólia. Tento jav je dô-
sledkom vysokej ceny zaistenia v najhor²ích stavoch, kedy by zakúpenie úplného
zaistenia nebolo optimálne (Obr. 5.1).
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Obr. 5.1: Výplatné funkcie optimálneho AVaR a nezaisteného portfólia v £ase T ,
znázornené ako funkcie stavovej premennej ξT .
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Obr. 5.2: Simulované pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty optimálneho AVaR
portfólia v £ase T , pre hodnoty parametrov uvedené v Tab. 5.1. Zostrojené na zá-
klade 10000 simulácií.

S vyuºitím predpokladu o rozdelení stavovej premennej ln ξT de�novanom v (4.18)
môºeme simulova´ pravdepodobnostné rozdelenie náhodnej premennej ŴT (ĉ). Ako
dôsledok procesu zais´ovania pozorujeme modi�kované rozdelenie hodnoty portfólia
v £ase T . Tvar histogramu nazna£uje oblas´ zníºenej pravdepodobnosti v tzv. ©avom
chvoste rozdelenia, t.j. pravdepodobnos´ dosiahnutia najvýznamnej²ích strát AVaR
portfólia je niº²ia ako v prípade nezaisteného portfólia (Obr. 5.2).

5.3 Hodnota portfólia a investi£ná stratégia v £ase

t < T

Hodnotu AVaR portfólia v £asoch pred investi£ným horizontom, danú vz´ahom
(4.20), môºeme taktieº znázorni´ ako výplatnú funkciu, v závislosti od hodnoty
stavovej premennej ξt (Obr. 5.3). V £asoch dostato£ne vzdialených od T sa výplatná
funkcia tvarom príli² nelí²i od výplatnej funkcie nezaisteného portfólia. Stratégia
predpokladá, ºe do investi£ného horizontu má portfólio stále dostato£ne dlhý £as
na to, aby sa jeho hodnota zvý²ila nad zaistenú úrove¬ aj bez zmeny výplatného
diagramu. Ako sa £as blíºi k investi£nému horizontu, výplatná funkcia sa tvarom
za£ína pribliºova´ k optimálnej výplatnej funkcii v £ase T . Konvergenciu výplatnej
funkcie k ŴT (ĉ) povaºujeme za dôkaz vnútornej konzistencie odvodeného rie²enia
s rie²ením úlohy (4.4).

Dynamika náhodnej premennej q̂(t) pre rôzne hodnoty stavovej premennej ξt je
v rôznych £asoch znázornená na Obr. 5.4. V dobrých stavoch je expozícia v riziko-
vých aktívach AVaR portfólia podobná expozícii nezaisteného portfólia (q̂(t) ≈ 1).
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Obr. 5.3: Výplatné funkcie optimálneho AVaR portfólia v £asoch t =
{0,5; 0,75; 0,95}, znázornené ako funkcie stavovej premennej ξt.

Pri zvy²ovaní stavovej premennej AVaR investor postupne zatvára pozície v riziko-
vých aktívach s cie©om udrºa´ hodnotu portfólia nad zaistenou hodnotou. V najhor-
²ích stavoch pozorujeme efekt tzv. pákovania pozície v rizikových aktívach (q̂(t) > 1),

Obr. 5.4: Dynamika relatívnej expozície v rizikových aktívach optimálneho AVaR
portfólia q̂(t) v £asoch t = {0,5; 0,75; 0,95}, znázornené ako funkcie stavovej pre-
mennej ξt.
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t.j. investor si na trhu poºi£iava dodato£né zdroje otvorením krátkej pozície v bez-
rizikových aktívach a relatívne ve©kej dlhej pozície v rizikových aktívach. Cie©om je
snaha o zvý²enie hodnoty portfólia nad poºadovanú hranicu, s vyuºitím aj men²ieho
rastu cien.

Pre £asy dostato£ne vzdialené od investi£ného horizontu, sú zásahy AVaR stra-
tégie relatívne malé. Ako sa v²ak £as blíºi k T , stratégia reaguje na nové trhové
podmienky pomerne razantným prevaºovaním portfólia. Takáto vlastnos´ by mohla
pri niektorých stratégiách spôsobova´ problémy pre £asy t → T , kedy by sa rela-
tívna expozícia v rizikových aktívach mohla za ur£itých podmienok limitne blíºi´
k +∞. Pre AVaR stratégiu sa uvedeným problémom zaoberá Veta 18, v ktorej je
preukázané, ºe relatívna expozícia v rizikových aktívach q̂(t) je pre optimálne AVaR
portfóliá za kaºdých okolností ohrani£ená.

5.4 Vplyv trhových parametrov na tvar výplatnej

funkcie

Ako bolo spomenuté v skor²ích £astiach, výplatná funkcia ŴT (ĉ) vykazuje rozdielny
priebeh na troch disjunktných intervaloch hodnôt stavovej premennej ξT . Rôzne na-
stavenia exogénnych trhových parametrov a preferencií investora (vi¤ Tabu©ka 5.1)
implikujú rozdielne tvary výplatnej funkcie. Z de�nícií jednotlivých parametrov mo-
delu a z výsledkov simulácií sme odvodili základné závislosti priebehu výplatnej
funkcie od hodnôt parametrov. Pozorované závislosti sa dajú schematicky de�nova´

δ ↗ =⇒ |ξ − ξ| ↘ a W0 − ĉ↘
α↗ =⇒ ξ ↘ =⇒ |ξ − ξ| ↘.

(5.1)

Základný rozdiel, ktorý môºeme porovnávaním viacerých výplatných diagramov
AVaR portfólií ŴT (ĉ) pozorova´, je v hodnote portfólia na intervale prechodných
stavov, t.j. ξT ∈ [ξ, ξ) a tieº v ²írke tohto intervalu, na ktorom funkcia vykazuje
kon²tantný priebeh na úrovni W0 − ĉ. Aj ke¤ je hodnota W0 − ĉ daná implicitne
rie²ením úlohy (4.15), investor ju môºe nepriamo zvy²ova´, alebo zniºova´ zmenou
parametra δ, de�nujúceho limit pre rizikové ohrani£enie. Taktieº existuje priama
závislos´ medzi hodnotou parametra α a ²írkou intervalu prechodných stavov. S vy-
uºitím vy²²ie uvedených závislostí môºe investor jednoducho upravova´ priebeh vý-
platnej funkcie AVaR portfólia na poºadovaný tvar, vrátane ²peciálnych prípadov
nezaisteného portfólia, prípadne tzv. plne zaisteného portfólia (vi¤ napr. stratégiu
OBPI v £asti 2.3). Vplyv parametrov α a δ na tvar výplatnej funkcie je simulovaný
na Obr. 5.5 a 5.6.

5.5 Porovnanie so stratégiami VaR-RM a LEL-RM

V tejto £asti analyzujeme výsledky porovnania základných vlastností predstavenej
stratégie so stratégiami VaR-RM a LEL-RM, de�novanými v práci [6].
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Obr. 5.5: Priebeh výplatnej funkcie AVaR portfólia pre rôzne nastavenia para-
metra δ.
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Obr. 5.6: Priebeh výplatnej funkcie AVaR portfólia pre rôzne nastavenia para-
metra α.
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5.5.1 Parametrizácia modelov

Nako©ko uvedené stratégie pracujú s odli²nou mnoºinou exogénnych parametrov, pre
vzájomné porovnanie je potrebné de�nova´ kritérium, ktoré by viedlo k porovna-
te©ným nastaveniam v²etkých troch modelov. Pre tento ú£el sme zvolili nasledovný
prístup:

1. spolo£né parametre T , r, ‖κ‖, α, p, W0, de�nujúce investi£ný horizont, vlast-
nosti trhu, parametre súvisiace s averziu k riziku a po£iato£nú hodnotu port-
fólia sme pre oba modely nastavili pod©a Tabu©ky 5.1,

2. parameter δ, ²peci�cký pre AVaR portfólio sme ponechali na hodnote pod©a
Tabu©ky 5.1 a parameter LEL-RM stratégie, ε, sme nastavili na rovnakú hod-
notu,

3. parameter W , ²peci�cký pre VaR-RM a LEL-RM portfóliá sme nastavili tak,
aby v²etky porovnávané portfóliá viedli k rovnakým ur£itostným ekvivalentom
(vi¤ £as´ 2.1.2).

Vy²²ie popísaná procedúra viedla k nastaveniu parametra W pre VaR-RM mo-
del na hodnotu 0,949 a pre LEL-RM model na hodnotu 1,176. Takto de�nované
nastavenia viedli u v²etkých troch portfólií k ur£itostnému ekvivalentu na úrovni
C = 1,064. Za pov²imnutie stojí fakt, ºe LEL-RM investor si pre dosiahnutie rovna-
kého ur£itostného ekvivalentu portfólia ako zvy²né dve stratégie, zvolil ako jediný
hodnotu W nad po£iato£nou hodnotou svojho portfólia (W0 = 1). Uvedená sku-
to£nos´ je dôsledkom nastavenia maximálnej ceny zaistenia ε na pomerne vysokú
úrove¬ pre LEL-RM investora. Pripome¬me, ºe LEL-RM investor, meria cenu zais-
tenia portfólia ako cenu predajnej opcie európskeho typu, ktorá pribliºne zodpovedá
o£akávanej hodnote výnosu pre hodnoty portfólia pod realiza£nou cenou, zatia© £o
AVaR a VaR-RM investori vyjadrujú cenu zaistenia ako relatívne extrémne kvantily
rozdelenia výnosov portfólií. Je zrejmé, ºe zvolený limit ε je pre LEL-RM portfó-
lio relatívne vysoký, £o mu umoºní voli´ garantovanú hranicu W na vysokej úrovni
(cena európskej predajnej opcie je rastúcou funkciou pod©a realiza£nej ceny opcie,
v tomto prípade ekvivalentnej hodnote W , vi¤ napr. [48]).

5.5.2 Výplatné funkcie stratégií

Na Obr. 5.7 je znázornený priebeh výplatných funkcií v²etkých troch portfólií v £ase
T . Základným odli²ovacím prvkom u v²etkých troch výplatných funkcií je hodnota
W , ktorú zvolili VaR-RM aj LEL-RM investori na vy²²ej úrovni, ako je hodnota
W0 − ĉ implicitne daná rie²ením úlohy AVaR investora. Taktieº pozorujeme, ºe ob-
las´ prechodných stavov je výrazne uº²ia pre LEL-RM portfólio a taktieº pre VaR-
RM portfólio, t.j. LEL-RM a VaR-RM investori volia úplné zaistenie skôr ako AVaR
investor a zárove¬, v prípade pokra£ujúceho prepadu trhov, aj skôr túto stratégiu
opú²´ajú. AVaR investor sa snaºí o úplné zaistenie na ²ir²om intervale a plynule pre-
chádza k £iasto£nému zaisteniu, pri£om v najhor²ích prípadoch volí vy²²iu hodnotu
portfólia ako VaR-RM a LEL-RM investori.
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Obr. 5.7: Výplatné funkcie optimálneho AVaR, VaR-RM a LEL-RM portfólia v £ase
T , znázornené ako funkcie stavovej premennej ξT .

5.5.3 Relatívna expozícia v rizikových aktívach

Relatívne expozície v rizikových aktívach q̂(t), qV aR(t) a qLEL(t) v £ase t = 0,75
sú znázornené na Obr. 5.8. V dobrých stavoch volia v²etci porovnávaní investori
relatívne podobné expozície v rizikových aktívach ako nezaistený investor. Ak sa
trh prestane vyvíja´ dobre a portfóliá sa dostávajú do prechodných stavov, v²etci
investori v reakcii na vývoj trhu zatvárajú pozície v rizikových aktívach, s cie©om
udrºa´ hodnoty portfólií nad poºadovanou úrov¬ou. Za pov²imnutie stojí fakt, ºe
kaºdé z portfólií má de�novanú vlastnú oblas´ prechodných stavov. Ako prvý rea-
guje na zhor²enie LEL-RM investor, ako druhý VaR-RM investor a AVaR investor
má oblas´ prechodných stavov de�novanú pre relatívne najvy²²ie hodnoty stavovej
premennej. Zárove¬ je oblas´ prechodných stavov pre toto portfólio naj²ir²ia.

Zaujímavé je porovnanie tvaru funkcií pre najhor²ie stavy, t.j. ξ ∈ [ξ,∞) (kde
hodnotu ξ si kaºdý investor volí na inej úrovni). Zatia© £o LEL-RM investor sa v naj-
hor²ích stavoch blíºi vý²kou expozície v rizikových aktívach nezaistenému portfóliu
zdola, VaR-RM a AVaR portfóliá v ur£itom bode preskakujú túto expozíciu, t.j. sna-
ºia sa zvý²ením pákového efektu zvý²i´ hodnotu portfólií nad poºadovanú úrove¬,
a pre ¤al²ie zvy²ovanie stavovej premennej ξt konvergujú k nezaistenému portfóliu
zhora (Obr. 5.8).

5.5.4 Pravdepodobnostné rozdelenie hodnoty portfólií

Simulovaním rozdelenia náhodnej premennej ξT odvodeného zo vz´ahu (4.18) mô-
ºeme pre dané parametre zostroji´ empirické pravdepodobnostné rozdelenia hodnoty
jednotlivých portfólií v £ase T . Na Obr. 5.9 sú znázornené kumulatívne distribu£né
funkcie AVaR, VaR-RM a LEL-RM portfólií na celom rozsahu simulovaných hodnôt
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Obr. 5.8: Relatívna expozícia v rizikových aktívach AVaR, VaR-RM a LEL-RM
portfólia v £ase t = 0,75, znázornené ako funkcie stavovej premennej ξt.
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Obr. 5.9: Simulované kumulatívne distribu£né funkcie hodnoty AVaR, VaR-RM a
LEL-RM portfólií v £ase T .

ξT pre 10000 simulácií. Priebeh distribu£ných funkcií nazna£uje, ºe stratégia AVaR
v danej simulácii dominuje stratégie VaR-RM a LEL-RM v oblasti najhor²ích (©avá
£as´ grafu) a tieº najlep²ích stavov (pravá £as´ grafu). V centrálnej £asti grafu na-
opak AVaR stratégií dominujú LEL-RM a na relatívne úzkom intervale VaR-RM.

Na Obr. 5.10 je znázornená zvä£²ená oblas´ grafu 5.9, zodpovedajúca najvä£-
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²ím stratám na hodnote portfólií. Z grafov vyplýva, ºe predstavená AVaR stratégia
môºe za ur£itých okolností vies´ k portfóliám, ktoré budú dosahova´ najvýznamnej-
²ie straty na hodnote s men²ou pravdepodobnos´ou, ako portfóliá riadené stratégiou
VaR-RM a LEL-RM.
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Obr. 5.10: Simulované kumulatívne distribu£né funkcie hodnoty portfólií v £ase T :
zvä£²ená oblas´ zodpovedajúca najvä£²ím stratám na hodnote portfólií.

59



Kapitola 6

Prípadová ²túdia

Na rozdiel od predo²lých kapitol, v ktorých sme cenový vývoj aktív simulovali
geometrickým Brownovým pohybom, v tejto £asti preskúmame vlastnosti AVaR
stratégie na ilustratívnom portfóliu zostavenom z reálnych aktív. Na²ím cie©om je
demon²trova´ pouºitie stratégie v reálnom prostredí a skúma´ jej vlastnosti v pod-
mienkach, kedy platnos´ predpokladov, s ktorými pracujú predstavené modely, ne-
môºe by´ zaru£ená. Analyzujeme najmä vývoj hodnoty portfólia v £ase a dynamiku
stratégie reprezentovanú procesmi θ̂(t) a q̂(t), ktoré vyjadrujú absolútnu a relatívnu
(vo£i nezaistenému portfóliu) ve©kos´ otvorenej pozície v jednotlivých rizikových
aktívach. Výsledky porovnávame s nezaisteným portfóliom, ktoré pouºijeme ako re-
feren£ný index pre stratégiu AVaR.

6.1 Parametre portfólia

6.1.1 Výber aktív

Portfólio sme zostavili z piatich vysoko likvidných akciových titulov obchodova-
ných na americkom kapitálovom trhu. Vybrali sme akcie spolo£ností, ktoré mali ku
d¬u 30.11.2013 najvä£²iu váhu1 v akciovom indexe Dow Jones Industrial Average
(skr. DJI). Vybrané spolo£nosti patria k najviac kapitalizovaným na americkom ak-
ciovom trhu. V sú£te sa na hodnote indexu DJI podie©ajú pribliºne 30% váhou a
vo v²eobecnosti sú povaºované za likvidné cenné papiere. Vybrané akciové tituly, ich
podiel na hodnote indexu v £ase výberu a prepo£ítané po£iato£né váhy v portfóliách
uvádzame v Tabu©ke 6.1. Vývoj hodnoty aktív a základné charakteristiky denných
zatváracích cien v období posledných rokov uvádzame na Obr. 6.1 a v Tabu©ke 6.2.

6.1.2 �asové obdobie

Na základe vývoja historickej volatility indexu DJI sme pre simuláciu zvolili obdobie
rokov 2010 aº 20132. Na Obr. 6.2 pozorujeme do konca roku 2009 kontinuálny pokles
historickej volatility indexu DJI, £o moºno povaºova´ za dôsledok tzv. ��nan£nej

1Po vylú£ení akcií spolo£nosti VISA, kvôli nedostato£nej d¨ºke £asového radu.
2Koniec ²tvrtého obdobia je ku d¬u 31.10.2013.
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Tabu©ka 6.1: Zoznam akcií v simulovaných portfóliách, ich zastúpenie v indexe DJI
ku d¬u 30.11.2013 a prepo£ítané po£iato£né váhy portfólií.

Skratka Názov spolo£nosti Váha v indexe DJI Po£iato£ná váha

IBM Intl Business Machines Corp. 7,86% 26,38%
GS Goldman Sachs Group Inc. 6,72% 22,55%
CVX Chevron Corp. 5,16% 17,32%
MMM 3M Co. 5,07% 17,01%
BA Boeing Co. 4,99% 16,74%

SPOLU 29,80% 100,00%

Tabu©ka 6.2: Parametre rozdelenia denných zatváracích cien vybraných aktív v ob-
dobí rokov 2010 - 10/2013.

Skratka Priemer Volatilita 1. kvartil Medián 3. kvartil

IBM 167,88 30,12 138,67 177,84 192,42
GS 133,05 24,01 113,04 137,96 153,51
CVX 95,06 17,86 79,25 97,56 107,76
MMM 87,12 12,35 77,99 84,32 90,74
BA 71,79 13,56 62,98 69,15 73,09

krízy� z roku 2008. Pre simuláciu sme zvolili obdobie po stabilizovaní volatility aº
na dne²né úrovne.

Nako©ko vývoj aktív vykazuje v kaºdom zo sledovaných rokov mierne odli²né
vlastnosti (trend, volatilita, o£akávania, a.i.), vlastnosti a priebeh stratégií vyhod-
notíme v kaºdom roku nezávisle, t.j. na za£iatku kaºdého sledovaného obdobia nasta-
víme investi£ný horizont stratégie na £as T = 1,08, £o zodpovedá £asovému obdobiu
1 rok a 1 mesiac. Takéto nastavenie okrem iného umoºní investorovi do ur£itej miery
kontrolova´ rizikový pro�l portfólia na konci kaºdého ú£tovného obdobia.

6.1.3 Preferencie vo vz´ahu k riziku

Za ú£elom demon²trácie efektu zaistenia AVaR portfólia, sme v tejto ilustratívnej
²túdii ponechali hodnotu parametra p ako v predo²lých £astiach, na úrovni p = −1,5,
£o zodpovedá relatívne nízkej averzii k riziku 1−p = 2,5. V dôsledku toho bude inves-
tor voli´ portfóliá s vy²²ím pákovým efektom, t.j. portfólio bude citlivej²ie na zmeny
cien podkladových aktív. Ostatné parametre, vyjadrujúce postoj investora k riziku
sme nastavili na hodnoty α = 0,01 a δ = 0,30. Pripome¬me, ºe α vyjadruje hla-
dinu významnosti, ktorá de�nuje vlastnosti rizikového ohrani£enia a δW0 vyjadruje
horný limit de�novaný pre ve©kos´ rizikovej miery AVaR. To znamená, ºe investor
poºaduje, aby o£akávaná hodnota 1% najvýznamnej²ích strát portfólia v £ase T ,
bola men²ia ako 30% z po£iato£nej hodnoty investície.
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Obr. 6.1: Index vývoja cien vybraných akcií v období 2010-10/2013 (báza 3.1.2010).
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Obr. 6.2: Vývoj plávajúcej volatility denných logaritmických výnosov DJI v období
2009-2013, pre ve©kosti okien 20, 120 a 250 obchodných dní.
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Obr. 6.3: Kalibrácia modelu pre rok 2010: priebeh o£akávanej uºito£nosti hodnoty
AVaR portfólia v £ase T pre rôzne hodnoty parametra c.

6.1.4 Kalibrácia modelu

V predo²lých analýzach sme vývoj aktív simulovali geometrickým Brownovým pohy-
bom, ktorého parametre boli známe. V tejto analýze nepoznáme skuto£né parametre
trhu ani jednotlivých aktív a musíme ich odhadnú´ vhodnou metódou. Na základe
predo²lých skúseností a dostupných informácií v £ase experimentu sme pre odhad
trhových parametrov zvolili nasledovnú procedúru:

1. vektor driftov µ sme odhadli ²tandardným spôsobom z denných logaritmických
výnosov aktív za obdobie posledných 252 dní ku d¬u kalibrácie,

2. jednotlivé prvky kovarian£nej matice σ2 odhadneme ako výberové kovariancie
denných logaritmických výnosov aktív za obdobie posledných 252 dní ku d¬u
kalibrácie, maticu σ odvodíme numericky s pouºitím Choleskeho dekompozície,

3. bezrizikovú úrokovú mieru r ur£íme ako výnos 10-ro£ných amerických ²tátnych
dlhopisov ku d¬u kalibrácie.

Tabu©ka 6.3: Odhady parametrov (okrem driftov a volatilít) pre jednotlivé obdobia.

Parameter 2010 2011 2012 2013

r 0,0383 0,0332 0,0196 0,0190
‖κ‖ 2,24 1,03 3,31 1,89
ξ 198,41 16,65 366,28 119,14
ξ 7,97 3,11 57,09 5,09
ĉ 0,15 0,28 0,26 0,21
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Tabu©ka 6.4: Odhady driftov vybraných aktív.
Akcia 2010 2011 2012 2013
IBM 43,17 14,03 24,62 6,86
GS 70,01 -0,81 -59,34 34,41
CVX 7,56 17,76 21,65 3,11
MMM 37,86 7,48 -0,34 14,58
BA 26,76 16,85 12,92 6,60

Tabu©ka 6.5: Odhady kovarian£ných matíc po rozklade Choleskeho dekompozíciou.
Akcia 2010 2011
IBM
GS
CVX
MMM
BA

27,44 35,23 16,49 16,53 17,58
48,96 11,12 11,26 10,97

20,98 10,62 16,40
21,81 8,63

28,63

17,72 11,71 13,63 13,01 17,42
28,96 3,88 2,74 6,47

15,04 6,85 7,01
14,16 5,71

21,19

Akcia 2012 2013
IBM
GS
CVX
MMM
BA

22,48 20,85 17,54 19,06 21,46
32,28 10,51 11,67 10,30

19,14 7,98 6,93
15,22 4,69

17,27

16,33 12,13 9,57 8,25 9,23
25,48 5,27 5,40 4,81

13,80 3,96 3,07
9,64 6,14

13,96

Na základe vy²²ie uvedených odhadov vypo£ítame parametre koncovej výplatnej
funkcie y1, y2, ξ, ξ a tieº hodnotu ĉ, ako rie²enie optimaliza£nej úlohy (4.15). Úlohu
rie²ime ²tandardnými numerickými metódami, ilustra£ný priebeh ú£elovej funkcie
pre rôzne hodnoty parametra c je uvedený na Obr. 6.3. Parametre rekalibrujeme
na za£iatku kaºdého ro£ného obdobia a po zbytok obdobia predpokladáme ich kon-
²tantnos´. Hodnoty odhadnutých parametrov sú uvedené v Tabu©kách 6.3, 6.4 a 6.5.

Pre odvodenie optimálnej hodnoty portfólia a expozície v rizikových aktívach
v kaºdom £ase je potrebné pozna´ stav, v akom sa trh nachádza. Pre výpo£et uve-
dených veli£ín sme postupovali nasledovne:

• v £ase t vypo£ítame na základe trhových cien aktuálnu hodnotu portfólia Ŵ (t),

• dosadením hodnoty portfólia do vz´ahu (4.20) numericky rie²ime implicitný
vz´ah pre aktuálny stav trhu ξt,

• dosadením hodnôt Ŵ (t) a ξt do vz´ahu (4.28) dostávame optimálne rozloºe-
nie investície v rizikových aktívach v £ase t, na základe ktorého vykonáme
preváºenie portfólia.

64



0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1-10 4-10 6-10 9-10

W(t) 

AVaR

Benchmark

W0-c 

Obr. 6.4: Vývoj hodnoty AVaR a nezaisteného portfólia v roku 2010.

6.2 Výsledky a diskusia

6.2.1 1. obdobie

Vývoj hodnoty AVaR portfólia a taktieº nezaisteného portfólia po£as roku 2010 je
znázornený na Obr. 6.4. V období prvého kvartálu hodnota oboch portfólií rastie,
nezaistené portfólio dosahuje o nie£o vy²²ie výnosy ako AVaR portfólio. Tento vývoj
je v súlade s predpokladom bezarbitráºneho prostredia: AVaR investor obetoval £as´
prostriedkov na zakúpenie zaistenia, preto musí v dobrých £asoch dosahova´ men²í
výnos ako nezaistený investor. V ¤al²ích mesiacoch roku 2010 sa trend otá£a a obe
portfóliá zniºujú svoju hodnotu. Hodnota AVaR portfólia sa v dôsledku zaistenia
drºí pribliºne na hranici 85% z po£iato£nej hodnoty portfólia, £o zodpovedá hod-
note výplatnej funkcie v tzv. prechodných stavoch. Potvrdzuje to aj vývoj stavovej
premennej ξt na Obr. 6.5, ktorá sa v posledných dvoch tretinách zvä£²a drºí me-
dzi hrani£nými hodnotami ξ a ξ, ktoré vymedzujú spomínané obdobie prechodných
stavov. Na Obr. 6.6 sú znázornené váhy v rizikových aktívach pre AVaR stratégiu.
Váhy v nezaistenom portfóliu sú kon²tantné po£as celého obdobia, £omu sa dalo
nahliadnu´ uº zo vz´ahu (3.9). Pre zachovanie kon²tantných váh je taktieº potrebné
neustále upravovanie pozícií, nako©ko sa aj nezaistené portfólio prevaºuje vplyvom
precenenia jednotlivých aktív. Sú£et váh v portfóliách nemusí by´ nutne rovný 1.
Sú£et men²í ako 1 nazna£uje diverzi�káciu portfólia medzi rizikové a bezrizikové
aktívum. Sú£et vä£²í ako 1 indikuje tzv. pákovanie pozície v rizikových aktívach,
t.j. investor otvára krátku pozíciu v bezrizikovom aktíve (poºi£iava si dodato£né
zdroje) a navy²uje pozície v rizikových aktívach. Z priebehu stratégie AVaR inves-
tora je zrejmé, ºe investor pri poklese hodnoty portfólia postupne zatvára pozície
v rizikových aktívach, v dôsledku £oho zniºuje pákový efekt a tým zmen²uje citli-
vos´ portfólia na ¤al²í pokles cien (Obr. 6.7). Pozorovaný vývoj portfólia je v súlade
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Obr. 6.5: Vývoj stavovej premennej ξt AVaR portfólia v roku 2010.
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Obr. 6.6: Vývoj expozície v rizikových aktívach AVaR portfólia v roku 2010.
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Obr. 6.7: Priebeh relatívnej expozície v rizikových aktívach AVaR portfólia v roku
2010.

s vlastnos´ami AVaR stratégie, odvodenými v predo²lých £astiach (vi¤ napr. £as´
5.3) a je priamym dôsledkom uplatnenia rizikového ohrani£enia v de�nícii základnej
úlohy AVaR investora.

6.2.2 2. obdobie

Vývoj hodnoty oboch portfólií je znázornený na Obr. 6.8. V prvej polovici roku
2011 hodnota oboch portfólií rýchlo rastie, AVaR aj nezaistené portfólio udrºujú
porovnate©né pozície. Pribliºne v polovici roka pozorujeme prudký pokles hodnoty
oboch portfólií, ktorá sa zníºi relatívne blízko ku kritickej hodnote AVaR portfólia
na úrovni 72% z po£iato£nej hodnoty investície. AVaR stratégia v zmysle o£akávaní
vyhodnotí negatívne smerovanie trhu, zvý²i hodnoty stavovej premennej ξt, ktorá
sa v tomto období zdola blíºi k hodnote ξ (Obr. 6.9). V dôsledku toho pozorujeme
v druhej polovici roka zniºovanie pákového efektu u AVaR portfólia, £o v²ak na tejto
trajektórii spôsobuje spomalenie potenciálneho rastu portfólia na pôvodné úrovne
a v dôsledku toho na konci obdobia AVaR portfólio nadobúda niº²ie hodnoty ako
nezaistené portfólio. Vývoj absolútnej aj relatívnej expozície v rizikových aktívach
pre AVaR portfólio je znázornený na Obr. 6.10 a 6.11.
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Obr. 6.8: Priebeh hodnoty AVaR a nezaisteného portfólia v roku 2011.
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Obr. 6.9: Vývoj stavovej premennej ξt AVaR portfólia v roku 2011.

6.2.3 3. obdobie

Vývoj hodnoty oboch portfólií v roku 2012 je na znázornený na Obr. 6.12. Toto
obdobie je charakterizované poklesom hodnoty oboch portfólií v dôsledku oto£enia
trendov medzi rokmi 2011 a 2012. Nako©ko kalibrácia pracuje iba s údajmi z roku
2011, dochádza k výraznému odchýleniu o£akávaného vývoja cien od skuto£nosti a
ani jedna zo stratégií nie je schopná zachyti´ reálny trend vývoja aktív. Takejto situ-
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Obr. 6.10: Vývoj expozície v rizikových aktívach AVaR portfólia v roku 2011.
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Obr. 6.11: Priebeh relatívnej expozície v rizikových aktívach AVaR portfólia v roku
2011.
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Obr. 6.12: Priebeh hodnoty AVaR a nezaisteného portfólia v roku 2012.
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Obr. 6.13: Vývoj stavovej premennej ξt AVaR portfólia v roku 2012. Kvôli ve©kému
rozsahu hodnôt je graf zobrazený v logaritmickej ²kále.

ácii sa v reálnych aplikáciách dá predís´ £astej²ou rekalibráciou modelu. Z Obr. 6.13
vyplýva, ºe AVaR portfólio sa od prvých dní nachádza v oblasti najhor²ích stavov,
t.j. nad hranicou ξ.

V tejto oblasti sa AVaR stratégia vo vhodnej chvíli snaºí o zvý²enie pákového
efektu, s cie©om zvý²i´ hodnotu portfólia nad poºadovanú úrove¬. Portfólio sa v¤aka
vplyvu aktívneho zaistenia drºí takmer po celú dobu nad hodnotou nezaisteného

70



portfólia, v závere roka jeho hodnota poklesne pribliºne na úrove¬ nezaisteného
portfólia. Vývoj absolútnej aj relatívnej expozície v rizikových aktívach pre AVaR
portfólio je znázornený na Obr. 6.14 a 6.15.
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Obr. 6.14: Vývoj expozície v rizikových aktívach AVaR portfólia v roku 2012.
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Obr. 6.15: Priebeh relatívnej expozície v rizikových aktívach AVaR portfólia v roku
2012.
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6.2.4 4. obdobie

Vývoj hodnoty oboch portfólií je na znázornený na Obr. 6.16. V tomto období
pozorujeme rast portfólií, AVaR portfólio sa po£as celého obdobia nachádza vysoko
nad kritickou hodnotou 79% z po£iato£nej hodnoty investície, £o potvrdzuje aj vývoj
stavovej premennej ξt na Obr. 6.17. V dobrých stavoch sa efekt zaistenia prejavuje
minimálne a AVaR portfólio sa vyvíja podobne ako nezaistené portfólio. V dôsledku
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Obr. 6.16: Priebeh hodnoty AVaR a nezaisteného portfólia v roku 2013.
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Obr. 6.17: Vývoj stavovej premennej ξt AVaR portfólia v roku 2013.
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bezarbitráºneho prostredia je hodnota AVaR portfólia v dobrých stavoch vºdy niº²ia
ako hodnota nezaisteného portfólia.

Na Obr. 6.18 a 6.19 je znázornený priebeh absolútnej a relatívnej expozície v ri-
zikových aktívach AVaR portfólia. Pozorujeme, ºe po£as celého obdobia sa expozícia
AVaR portfólia výraznej²ie nelí²i od stratégie nezaisteného investora, £o je v súlade
s vlastnos´ami odvodenými v predo²lých £astiach.
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Obr. 6.18: Vývoj expozície v rizikových aktívach AVaR portfólia v roku 2013.
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Obr. 6.19: Priebeh relatívnej expozície v rizikových aktívach AVaR portfólia v roku
2013.
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6.2.5 Vyhodnotenie

V tejto £asti sme analyzovali vlastnosti AVaR stratégie pri riadení portfólia zosta-
veného z reálnych �nan£ných aktív. Cie©om bolo preukáza´ vhodnos´ pouºitia pred-
stavenej stratégie v podmienkach zodpovedajúcich reálnym situáciám na �nan£nom
trhu. Stratégiu sme aplikovali na portfólio v rokoch 2010 aº 2013, pri£om kaºdé
z období bolo charakteristické odli²nými trhovými podmienkami. Vo v²etkých sle-
dovaných obdobiach dosahovala AVaR stratégia výnosy porovnate©né s nezaisteným
portfóliom. AVaR stratégia menila pákovanie portfólia v závislosti od vývoja tr-
hových podmienok, £ím umoº¬ovala do istej miery kontrolova´ rizikovú expozíciu
portfólia v £ase T . Výsledky analýzy potvrdili závery diskutované v £asti 5.3 a to
najmä:

• AVaR stratégia, na rozdiel od nezaisteného portfólia, reaguje na smerovanie
trhu zmenou pákového efektu. Nezaistené portfólio udrºiava váhy kon²tantné
za kaºdých podmienok,

• v dobrých stavoch zvolí AVaR stratégia podobnú expozíciu v rizikových aktí-
vach ako nezaistené portfólio, v dôsledku £oho sa portfóliá vyvíjajú porovna-
te©ne,

• v dobrých stavoch je hodnota AVaR portfólia men²ia ako hodnota nezaisteného
portfólia, £o je v súlade s predpokladom bezarbitráºneho trhového prostredia,

• v prechodných stavoch je hodnota AVaR portfólia pri´ahovaná k hodnoteW0−
ĉ, v¤aka £omu môºe hodnota AVaR portfólia dosahova´ vy²²ie úrovne ako
hodnota nezaisteného portfólia,

• v najhor²ích stavoch AVaR stratégia zvy²uje pákový efekt s cie©om zvý²i´
hodnotu portfólia nad poºadovanú úrove¬, v¤aka £omu môºe hodnota AVaR
portfólia prevý²i´ hodnotu nezaisteného portfólia.

Vy²²ie uvedené závery, spolu s výsledkom o ohrani£enosti stratégie AVaR portfólia
v kaºdom £ase a stave nazna£ujú, ºe AVaR stratégia môºe za ur£itých okolností
efektívne konkurova´ nezaistenej stratégii, na rozdiel od ktorej kontroluje rizikovú
expozíciu, vo£i ktorej je investícia vystavená.
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Záver

V tejto práci sme analyzovali dynamické zaistené investi£né stratégie, ktoré si okrem
optimalizácie výnosnosti kladú za cie© tieº kontrolu rizikovej expozície portfólia.
Hlavným prínosom práce je vytvorenie dynamickej stratégie zaloºenej na koherentnej
rizikovej miere AVaR, ktorá môºe za ur£itých podmienok vies´ ku kvalitatívne lep²ím
portfóliám, ako sú napr. zaistené portfóliá zaloºené na rizikových mierach VaR a
LEL, de�nované v práci [6].

Problém AVaR investora sme de�novali ako úlohu maximalizácie o£akávanej uºi-
to£nosti na úplnom trhu. Rizikovos´ portfólia je kontrolovaná de�novaním horného
limitu na ve©kos´ rizikovej miery AVaR v kone£nom investi£nom horizonte. Na zá-
klade výsledkov práce [43] sme základnú úlohu AVaR investora previedli na alterna-
tívnu úlohu, ktorá vedie za ur£itých okolností k rovnakému portfóliu. V alternatívnej
úlohe je riziková miera AVaR reprezentovaná príbuzným funkcionálom, ktorý sa javí
by´ vhodnej²ím pre pouºitie v optimaliza£ných úlohách.

Rie²ením alternatívnej úlohy sme odvodili optimálnu výplatnú funkciu AVaR
portfólia v £ase investi£ného horizontu. S vyuºitím stochastického kalkulu a teórie
martingalov sme odvodili proces optimálnej hodnoty portfólia v £asoch pred in-
vesti£ným horizontom a taktieº portfólio generujúcu dynamickú investi£nú straté-
giu. Priebehy výplatných funkcií a dynamiku stratégie sme analyzovali v závislosti
od hodnoty stavovej premennej. Analýza vlastností optimálneho portfólia preuká-
zala, ºe výplatná funkcia v kaºdom £ase vykazuje odli²ný priebeh na troch oblastiach
stavov, v akých sa trh nachádza. V dobrých stavoch trhu má optimálna výplatná
funkcia AVaR portfólia podobný priebeh ako výplatná funkcia nezaisteného portfó-
lia. V prechodných stavoch volí AVaR stratégia úplné zaistenie na hodnote, ktorá
je implicitne daná nastavením exogénnych premenných. V najhor²ích stavoch trhu
stratégia implikuje výplatnú funkciu, ktorá sa zvy²ovaním stavovej premennej zhora
blíºi k výplatnej funkcii nezaisteného portfólia, v¤aka £omu vykazuje AVaR portfólio
men²ie straty v £ase investi£ného horizontu ako nezaistené portfólio.

Optimálna expozícia v rizikových aktívach AVaR portfólia je násobkom expo-
zície nezaisteného portfólia, kde multiplikátor závisí od £asu a stavu, v akom sa
trh nachádza. To umoº¬uje zmenou pákového efektu meni´ citlivos´ AVaR portfólia
na zmeny cien rizikových aktív a reagova´ tak na aktuálnu situáciu na trhu.

Dôleºitým výsledkom práce je analýza ohrani£enosti expozície v rizikových aktí-
vach. Aj ke¤ analýza preukázala, ºe AVaR stratégia môºe v zlých stavoch trhu im-
plikova´ vy²²ie úrovne pákovania pozície ako nezaistená stratégia, ve©kos´ expozície
v rizikových aktívach je v kaºdom stave a £ase pre kaºdé AVaR portfólio ohrani£ená.
Táto vlastnos´ je pod©a nás dôleºitá pre pouºitie stratégie v reálnych aplikáciách
riadenia portfólia.
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Simulácie pre ²tandardné trhové nastavenia preukázali, ºe AVaR stratégia vedie
za ur£itých okolností k niº²ím a menej pravdepodobným stratám v oblasti najhor-
²ích stavov, ako porovnávané stratégie VaR-RM a LEL-RM. Výsledky realizovanej
prípadovej ²túdie na portfóliu zostaveného z reálnych akciových titulov potvrdili
vhodnos´ pouºitia AVaR stratégie v prostredí, kedy platnos´ v²etkých predpokla-
dov nemôºe by´ zaru£ená. AVaR stratégia dokázala s prijate©nými transak£nými
nákladmi do ur£itej miery kontrolova´ rizikovú expozíciu portfólia.
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