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Abstrakt

HURTIS, Radoslav: Modelovanie a analjza hustotou riadeného pridenia v reaktivnych
pérovitych prostrediach [Dizerta¢nd préacal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a sStatistiky; veduci
prace: doc. Mgr. Peter Guba, PhD., Bratislava, 2023, 76 s.

Hustotou riadené prudenie a prenos reaktivnej rozpustnej latky v saturovanych porovi-
tych prostrediach st pritomné v mnohych hydrogeologickych procesoch. Typické priklady
zahfnaja salinizaciu podzemnej vody vo vodonosnych vrstvach uhli¢itanovych hornin a
Upravu ropnych vrtov pomocou kyseliny v tazobnom priemysle. V tejto praci je klasicky
Elderov problém hustotou riadeného priudenia v dvojrozmernom pérovitom médiu rozsi-
reny tak, aby zahfnal lokalne chemické interakcie medzi rozpustnou latkou v kvapalnej
fdze a pevnou mineralnou struktirou pérovitého prostredia. Predmetom vyskumu je vplyv
geochemickych procesov na pridenie a prenos hmoty. V slabo reaktivnom a konvektiv-
nom pripade st pomocou Fourierovych a Laplaceovych transformécii odvodené analytické
rieSenia pre prudovi funkciu a koncentracie rozpustnej latky, minerdlov a produktov.
Pre pripad reaktivneho a silno hustotou riadené¢ho priadenia v rezime, v ktorom dominuje
diftzny prenos hmoty, je zisteny pokles cistej koncentracie rozpustnej latky v porovnani
s nereaktivnym pripadom. Tento pokles je vyrazny pri vyssich hodnotach Damkohlerovho
cisla, ked je rychlost reakcie rozpustnej latky vécsia ako rychlost difizie rozpustnej latky.
Navyse, struktira prudenia je ovplyvnena produktmi generovanymi pri chemickej reakcii,
ked je Rayleighovo ¢islo pre produkty dostatocne velké. V tomto pripade numerické simu-
lacie ukazuju formovanie zriedenych kvapalnych jazykov vykazujucich tlmené periodické
oscilacie. Numerické vysledky st ziskané vyuzitim pseudospektralnej metédy overenej

na analytickom rieseni pre nereaktivny a cisto diftzny pripad.

Klticové slova: Elderov problém, hustotou riadené prudenie, porovité prostredie,

reaktivna infiltracia, oscilacné prudenie



Abstract

HURTIS, Radoslav: Modelling and analysis of density-driven flow in reactive porous media
[Dissertation Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc.
Mgr. Peter Guba, PhD., Bratislava, 2023, 76p.

Density-driven convection and reactive solute transport in saturated porous media
are present in many hydrogeological processes. Typical examples include the groundwater
salinization in carbonate-rock aquifers and the acid treatment of oil wells in petroleum
drilling industry. In this thesis, the classical Elder problem of density-driven flow in a two-
dimensional porous medium is extended to include the local chemical interactions between
the solute in the liquid phase and the solid mineral structure of the porous medium.
Effects of the geochemical processes on the flow and mass transport are investigated. In
the weakly reactive and convective case, analytical solutions for the streamfunction and
concentrations of the solute, minerals and products are derived using Fourier and Laplace
transforms. For the reactive and strongly density-driven case in the regime dominated
by the diffusive mass transport, a decrease in the net solute concentration is found as
compared to the non-reactive case. This decrease is pronounced at higher values of the
Damkohler number when the solute reaction rate becomes larger than the solute diffusion
rate. Furthermore, the flow structure is affected by products generated by the chemical
reaction when the Rayleigh number for the products is sufficiently high. In this case,
numerical simulations show the formation of diluted fluid tongues exhibiting damped
periodic oscillations. The numerical results are obtained using the pseudospectral method,

verified against the analytical solution for the non-reactive and purely diffusive case.

Keywords: Elder problem, density-driven convection, porous medium, reactive

infiltration, oscillatory convection
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Uvod

Hustotou riadené pridenie v saturovanych pérovitych prostrediach mozno pozorovat v pri-
rodnych alebo laboratérnych podmienkach. Ide o fyzikalny jav, pri ktorom je pohyb kvapa-
liny primarne riadeny gravitacnymi a vztlakovymi silami v désledku zna¢nych hustotnych
zmien kvapaliny. Tieto zmeny si casto vyvolané koncentracnymi alebo teplotnymi gra-
dientmi, ktoré su typicky pritomné v takychto systémoch. Ak hustejsia vrstva kvapaliny
lezi na menej hustej vrstve kvapaliny v porovitom prostredi s dostatoénou permeabilitou,
tak hustejsia kvapalina mé tendenciu klesat nadol a vytlacat ti1 menej hust, ktora na-
sledne stipa nahor a nahradza hustejsiu kvapalinu. Vysledkom je vznik charakteristického
cirkulacného profilu prudenia.

Dodnes bolo hustotou riadené priadenie v pérovitych prostrediach rigorézne studované
vyuzitim matematickych modelovacich technik v mnohych odbornych publikdcidch (po-
zri napr. [19] a [35]) a stale je predmetom dalsich vedeckych vyskumov. Jeden z prvych
laboratérnych a numerickych experimentov charakterizujici tento typ pridenia bol rea-
lizovany J. W. Elderom v roku 1967. Elder vo svojej praci [13] skiimal ¢asovo ustélené
pridenie v pozdlznom tuneli s homogénnym pérovitym materiglom saturovanym viskéz-
nou kvapalinou, kde nahle ohrievanie urcitej ¢asti dolného okraja tunela viedlo k vzniku
vztlakovej nestability. Dovodom vzniku tejto nestability je fakt, ze vrstva kvapaliny s vy-
sSou teplotou ma tendenciu stipat nahor v porovnani s kvapalinou s nizsou teplotou.
Elder nasledne v [14] numericky vypodital ¢asovo zavislé riesenie pre teplotné pole kvapa-
liny, ktoré bolo charakteristické jednym symetrickym vertikalnym pridom. Dalsie rieSenia
tohto problému boli neskor ndjdené vyuzitim pokrocilych numerickych metod ([15], [28],
1], [3)).

Za ucelom eliminovania numerickych chyb stvisiacich s priestorovou diskretizaciou
[1], bola v [41] implementovana pseudospektralna metdda na rieSenie koncentracnej verzie
Elderovho problému. Na rozdiel od pévodného teplotného problému je cirkula¢ny profil
pradenia v koncentracnom Elderovom probléme vyvolany koncentra¢nym gradientom roz-
pustnej latky. Vzhladom na to, Ze sa zdroj s rozpustnou latkou nachadza na casti horného
okraja systému, kvapalina zmiesana s rozpustnou latkou, ktord ma vyssiu koncentraciu
ako nenasytena kvapalina, klesa nadol a vytlaca nahor kvapalinu s nizSou koncentraciou.

V [41] boli zreprodukované vsetky viacnasobné ustéalené riesenia Elderovho problému a
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vypocitany bifurkacény diagram pre ustalené stavy az do hodnoty Rayleighovho ¢isla 400.
Bifurka¢ny diagram potvrdil existenciu troch ustalenych rieseni, ¢o sa zhoduje s vysled-
kami bifurkacnej analyzy vykonanej pomocou numerickej kontinuacnej metédy [28]. Na-
vySe, v [41] bol Elderov problém pre hodnotu Rayleighovho ¢isla 60 odporicany ako
,benchmark” na testovanie numerickych modelov pre hustotou riadené pridenie a pre-
nos hmoty, pretoze pre uvedeni hodnotu Rayleighovho ¢isla existuje len jediné ustalené
riesenie. Pre Cisto diftzny pripad, ktory zodpoveda nulovému Rayleighovmu ¢islu, bolo
odvodené analytické riesenie, ktoré bolo v dobrej zhode s numerickym pseudospektralnym

rieSenim.

Hustotou riadené prudenie zohrava kltucovu tlohu v réznych hydrogeologickych proce-
soch, ako je prenikanie soli vo vodonosnych vrstvach ([16], [44], [32]), sekvestracia oxidu
uhli¢itého v solnych vodonosnych vrstvach ([38], [21], [8]) a prenos tepla v geotermélnych
rezervoaroch ([20], [11], [34]). Takéto pridenie cez pérovité prostredie je Casto sprevadzané
lokalnymi chemickymi reakciami medzi kvapalnou fazou a pevnou struktirou porovitej
matrice. Spatna vazba medzi geochemickymi reakciami a hustotou riadenym prudenim
v pérovitom prostredi bola skiimand v préaci [36]. Pre konfigurdciu systému podobni
tej z koncentracného Elderovho problému bol uvazovany reaktivny viaczlozkovy prenos
s komplexnymi chemickymi reakciami, ktoré boli zalozené na iénovej vymene a rozpuastani
a zrazani vapenca. Hlavnym vysledkom préace bolo, ze profil prudenia, ktory sa vyvinul
pocas kontamindcie ¢istej vody so solou, sa vyznamne odliSoval v porovnani s nereak-
tivnym Elderovym problémom pre pomerne malé hustotné kontrasty medzi kvapalnou
fazou s vysokym obsahom reaktivnej rozpustnej latky a nenasytenou kvapalinou. AvSak

s rasticim hustotnym kontrastom sa ukéazalo, ze vyznamnost tohto vztahu klesa.

Hoci model v [36] nebral do tivahy ziadne zmeny pérovitosti a permeability prostre-
dia v dosledku rozpustania a zrazania vapenca, tieto zmeny moézu mat podstatny vplyv
na vyvoj toku a prenos hmoty v pérovitom prostredi. To bolo ukazané v praci [31] pre roz-
pustanie vapenca pocas prenikania morskej vody vo vodonosnych vrstvach uhli¢itanovych
hornin. Specidlne, reaktivna rozpustna litka pridiaca cez pérovité prostredie mé tenden-
ciu sa koncentrovat do relativne tizkych vysoko priepustnych zén, ktoré dalej rozpusta,
¢im este viac zvysuje permeabilitu. Vznik tejto lokalnej reaktivno-infiltracnej nestability

je vo vseobecnosti zapric¢ineny nestabilitou reakéného frontu. Lokalnou nestabilitou re-
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akénych frontov pohybujtcich sa cez porovité prostredie sa doteraz zaoberalo mnozstvo

vedeckych stadii (napr. [9], [10], [40], [18], [42]).

Teoretické studium geochemického pridenia v pérovitom materiali saturovanom vis-
kéznou kvapalinou s premenlivou pérovitostou a permeabilitou bolo realizované v [39].
Reakénd kinetika rozpustania bola podobna tej, ktord bola predstavend v [9] a [10]. Cir-
kulacny profil pridenia bol vyvolany uvazovanim vertikalne sa meniacej rovnovaznej roz-
pustnosti. Linearna stabilitna analyza plného problému bola vykonand za tcelom popi-
sania zaciatku prudenia a numerické simulacie boli pouzité na preskiimanie dlhodobého
spravania systému. V silne vztlakovo nestabilnom rezime pri vysokych Rayleighovych ¢is-
lach sa ukéazalo, Ze spotrebovanim reaktivnej rozpustnej latky pocas chemickej reakcie sa
systém stabilizoval. V pripade velmi dlhého c¢asového obdobia sa vyvinuli horizontédlne
vrstvené struktury s rozdielnou pérovitostou, cez ktoré viedli tzke vertikalne kanaliky so

zvysenou poérovitostou.

V tejto praci sa venujeme modelovaniu a analyze hustotou riadeného prudenia a pre-
nosu reaktivnej rozpustnej latky v saturovanom poérovitom prostredi. Cielom je navrhnit
matematicky model popisujtci tento jav a skiimat vplyv reaktivnej infiltracie na pru-
denie a prenos hmoty. Uvazujeme rovnaku konfiguriciu systému ako v koncentracnom
Elderovom probléme v [41]. Pritomnost reaktivnej rozpustnej latky v pérovitom médiu
vedie k vzniku chemickej reakcie medzi rozpustenou primesou v kvapalnej faze a pevnou
struktirou porovitého média, ktora je zlozena z rozpustnych mineralov. Pocas chemickej
reakcie dochadza k spotrebe rozpustnej latky a mineralov, ¢coho vysledkom je tvorba pro-
duktov chemickej reakcie. V modeli uvazujeme konstantna poérovitost a permeabilitu ako
v [36]. Dovodom je snaha o porozumenie efektov prebiehajicich geochemickych procesov
v zjednodusenom systéme. Predpokladame, ze hustotou riadené prudenie méze byt poha-
nané nielen koncentra¢nym gradientom rozpustnej latky, ale aj koncentracnym gradientom

reakénych produktov obsiahnutych v kvapalnej faze.

Tato praca je rozdelena na péf casti. V prvej kapitole predstavime zakladné principy
reakcnej kinetiky chemickych procesov. V druhej ¢asti sformulujeme matematicky model
pre hustotou riadené prudenie a reaktivnu infiltraciu v pérovitom prostredi. Tretia ka-
pitola je venovanda pseudospektralnej metode pouzitej na ziskanie numerickych simulécii.

V stvrtej kapitole uvadzame asymptotické vysledky pre slabo reaktivny a konvektivny
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pripad skimaného javu. V piatej ¢asti je pomocou numerickych simulacii analyzované

reaktivne a silno hustotou riadené pridenie.
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1 Zakladné principy reakcnej kinetiky

V prvej casti predstavime zakladné principy kinetiky chemickych reakénych procesov.

Této kapitola vychddza z teérie uvedenej v [4] a [12].

1.1 Zakladné pojmy

Pri modelovani procesov v chemicky reaktivnych systémoch je doblezité sa zaoberat na-
sledujicimi dvoma otazkami. Prva otazka je, ze aké zmeny si ocakdvané, ze nastani, a
druhd je, ze ako rychlo nastant. DalSou tlohou pri popisani chemicky reaktivnych systé-
mov je identifikovanie reakcii a ich postavenia v tzv. sieti chemickych reakcii. Kineticka
analyza siete je potom potrebna na ziskanie informacii o mierach samostatnych reakcii a
zodpovedani otazky, ako rychlo sa udeju tieto chemické premeny.

Kazda chemicka reakcia urcitej siete je stechiometricky jednoducha v tom zmysle, Ze
moze byt charakterizovana pomocou samostatného parametra, ktory sa nazyva rozsah
reakcie (pozri sekciu 1.2). V tomto texte budeme stechiometricky jednoduchu reakciu na-
zyvat skratene len ako reakcia. Vyrazu ,jednoducha reakcia“ by sa malo vyhybat, pretoze
stechiometricky jednoducha reakcia neprebieha vo vSeobecnosti jednoduchym sposobom.
V skutocnosti véicsina reakcii prebieha prostrednictvom zlozitého sledu krokov zahinaju-
ceho reaktivne medziprodukty, ktoré sa neobjavujui v stechiometrii reakcii. Identifikdcia
tychto medziproduktov a sledu krokov su zakladnymi problémami kinetickej analyzy. Ak
nejaky krok takéhoto sledu je mozné napisat tak, ako sa uskutocnuje na molekularnej
urovni, oznacuje sa ako elementdarny krok alebo elementdrna reakcia, a predstavuje ire-
ducibilnti molekuldarnu udalost. Elementarne kroky tu budeme skratene nazyvat len ako
kroky. Stechiometrické reakcie a elementarne kroky si odliSené pomocou oznacenia uve-
deného v tabulke 1.1.

Pri premene reaktantov na produkty v chemicky reaktivnom systéme vznika nejaké

Tabulka 1.1: Oznacenie pre stechiometrické reakcie a elementérne kroky. Zdroj: [12].

Stechiometricka reakcia | Elementarny krok

Ireverzibilnd (priama) — N

Reverzibilna (vratnd) =




mnozstvo medziproduktov, ktoré dosahuje urcitia tiroven koncentracie a ktoré napokon za-
nika. Vzhladom na odlisnosti medzi sietami, reakciami a krokmi mozno identifikovat tri
rozne typy medziproduktov. Prvy typ medziproduktov ma reaktivitu, koncentraciu a zi-
votnost porovnatelni so stabilnymi reaktantmi a produktmi. Tieto medziprodukty patria
medzi tie, ktoré sa objavuju v reakciach siete. Druhy typ medziproduktov sa objavuje
v slede krokov pre nejaki samostatni reakciu siete. Tieto medziprodukty (napr. volné
radikdly v kvapalnej faze) st zvycajne pritomné vo velmi malych koncentracidch a maji
pomerne mali zivotnost v porovnani s reaktantmi a produktmi. Na odlisenie takychto
medziproduktov od prvého typu sa pouziva oznacenie reaktivne medziprodukty. Treti typ
medziproduktu, ktory neméze byt izolovany, sa nazyva prechodny stav. Uvazuje sa, ze
tento medziprodukt je v prechodnej faze, ktord vedie k produktu, kedze kazdy elemen-

tarny krok prechadza z reaktantov na produkty cez nejaky prechodny stav.

1.2 Rozsah reakcie

Zmeny v chemicky reaktivnom systéme st daju casto vyjadrit pomocou stechiometrickej

rovnice. Stechiometrickii rovnicu pre reakciu mozno zapisat v tvare

Ne
> viA; =0, (1.1)
i=1

kde N¢ je pocet komponentov A; v uvazovanom systéme. Stechiometrické koeficienty v;
st kladné pre produkty chemickej reakcie, zdporné pre reaktanty a nulové pre inertné
komponenty, ktoré sa nepodielaji na reakcii.

Uvazujme nejaky uzavrety systém, ktory si nevymiena ziadnu hmotu so svojim okolim.
Nech n;(0) [mol]? je poc¢iatocny pocet moélov komponentu A; pritomného v systéme. Ak
prebieha nejakd samostatnd reakcia, ktortt mozno popisat vztahom (1.1), potom pocet

moélov komponentu A; v ¢ase t* [s| je dany vztahom

ni(t) = n(0) + 1y (t),  i=1,...,Ng, (1.2)

]

kde ®* [mol| sa nazyva rozsah reakcie. Rozsah reakcie je funkcia zavisla od casu t*, ktora

moze byt pre vsetky chemicky reaktivne komponenty vyjadrend z rovnice (1.2) ako

Vi

lchemicky neaktivne
2V tejto praci si vietky rozmerné veliiny a operdtory oznacené hviezdickou.
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Kedze rozsah reakcie ®* v case t* je identicky pre kazdy reaktivny komponent v systéme,
zo vztahu (1.3) vyplyva

[ (¢) = (0)] (1.4)
pre vSetky chemicky reaktivne komponenty A; a A;. Teda, ak pozndme pocet molov
komponentu A; ako funkciu v ¢ase t*, potom pocet mélov vsetkych ostatnych reaktivnych
komponentov mézeme dopocitat vyuzitim vztahu (1.4).

Nevyhodou ®* je to, zZe ide o extenzivnu veli¢inu, ktora je zavisla na hmote systému.

1.3 Reakcéna miera

Pre Tubovolny homogénny a uzavrety systém s rovnomernym tlakom, teplotou a zlozenim,
v ktorom dochadza k samostatnej reakcii reprezentovanej stechiometrickou rovnicou (1.1),
rozsah reakcie dany rovnicou (1.2) rastie s ¢asom t*. Z toho dovodu mé zmysel definovat

reakéni mieru ako

(1.5)

dt* s

do* [mol]
Tento vyraz moze byt kladny alebo nulovy, ak systém dosiahol ekvilibrium. Reakéna miera
podobne ako veli¢ina ®* ma extenzivny charakter. Inou Specifickou mierou charakterizu-
jucou reakciu je tzv. objemovd reakcnd miera, ktori mozno ziskat predelenim reakcénej
miery objemom systému V* [m3]:

1 do* mol
g — . 1.
" V= d* Ln?’ s] (1.6)

Vyuzitim vztahu (1.3) pre ®* mozno vyjadrit zo vztahu (1.6) objemovi reakénd mieru

v alternativnom tvare
1 dn?
r* = . (1.7)

pre kazdy reaktivny komponent A; v systéme. Z definiéného vztahu (1.6) si moézeme v§im-
nut, zZe objemova reakéna miera r* je extenzivna veli¢ina a ze nie je zavisla od konkrétneho
reaktantu ani produktu v systéme. Niekedy je potrebné pouzivat moldrnu koncentrdciu,
ktord je definovand ako ¢ = nf/V* [molm ™3] pre komponent A; v systéme. Potom sa d4
vztah (1.7) vyjadrit ako

1 d ~ ldg ¢ dv~

Ve dr (V") = vidtr "y drr
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pre kazdy reaktivny komponent. V pripade, ak je objem systému V* konstantny, tak

potom objemova reakénd miera ma tvar

1 dct
g 1.8
" V; de* ( )

Dalej vychadzajic z [12] poznamendvame, ako je to s reakénymi mierami pre hete-
rogénne reakcie, ktoré prebiehaji na rozhrani medzi jednotlivymi fazami (napr. na roz-
hrani medzi dvoma kvapalnymi, kvapalnou a tuhou, alebo dvoma tuhymi fazami). Na to,
aby bolo mozné dostat takuto specifickii reakéntt mieru, je potrebné normalizovaf rea-
ként mieru dand vztahom (1.5) pomocou medzifazovej plochy, na ktorej prebieha reakcia.
V tom pripade medzifazova plocha musi mat rovnomerné zlozenie, teplotu a tlak. Casto
sa vsak stava, ze medzifazova plocha nie je znama a treba pouzif iné alternativne definicie
tejto Specifickej reakénej miery. Prikladom reakcénej miery pre heterogénnu reakciu je tzv.
plosnd reakcnd miera

*

r

1 dor mol
- SA* dtr ’
kde SA* je plocha tuhej fazy (katalizatora).

m?s

1.4 Vlastnosti funkcie reak¢nej miery

Reakcéna miera je vo vseobecnosti funkcia, ktora je zavisla od teploty a zlozenia systému.
Vyvoj matematickych modelov na popisanie tvaru reakénej miery patri medzi tstredné
problémy aplikovanej chemickej kinetiky. V tejto sekcii uvedieme pat vSeobecnych pra-
vidiel tykajucich sa tvaru funkcie reak¢nej miery podla [4] a [12]. Treba poznamenat, ze
ide o pravidla, ktoré maji aproximativny charakter a ktoré su aplikovatelné na mnohé

samostatné reakcie.

Pravidlo 1. Funkcia reakcnej miery r* pri konstantnej teplote vo vseobecnosti monotonne

klesd s rozsahom reakcie.

Pravidlo 2. Reakénd miera ireverzibilnej (priamej) reakcie moze byt vo vSeobecnosti vy-

jadrend v tvare

r* = /{:*(T*)F*(cf,T*), (1.9)

kde k*(T*) je rychlostnd konstanta zdvisld od teploty T* [K] a F (8, T*) je funkcia, ktord

zdvisi od zloZenia systému reprezentovaného koncentriciou c; a od teploty T™.
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V pripade, ak F" nie je funkciou teploty, t. j. 7 = k*(T*)F (c}), potom sa reakénd

miera nazyva separovatelnd.

Pravidlo 3. Rychlostnd konstanta vo wvSeobecnosti zdvisi od absolitnej teploty T po-
dla Arrheniovej rovnice

B*

kr=A"e T (1.10)
kde A" je frekvencny faktor, E* [kgm?s—2mol '] je aktivacnd energia a R [kgm?s 2 K™

mol ] je plynovd konstanta.

Pravidlo 4. Funkciu F~(c}) vo vztahu r* = k*F (c') mozno priblizne vyjadrit v tvare

Ne

F(e) = []e)™. (1.11)

i=1
Exponent «; sa nazyva rdd reakcie vzhladom na prislusny komponent systému. Stcet
vsetkych exponentov predstavuje celkovy rad reakcie. Exponent «; je z mnoziny celych

alebo racionalnych ¢isel a je nezavisly od teploty aspon na vymedzenom intervale. Vo vse-

.....

aktanty a nule pre vSetky ostatné komponenty systému, tak funkcia reakénej miery ma

tvar
=k ()™ (1.12)

Tento vztah bol prvykrat navrhnuty v zdkone ti¢inku hmotnosti od Guldberga a Waagea.

Pravidlo 5. Pre reverzibilné reakcie (vratné) mozno reakéni mieru r* vyjadrit ako rozdiel

medzi reakcnou mierou pre priamu reakciu vy a spatni reakciu r*

rt=ry—rt. (1.13)

1.5 Priklady reakénych mier
V tejto casti odvodime funkciu reakénej miery pre elementarne kroky s roznou molekula-
ritou vyjadrujucou pocet molekul, ktoré sa zucastnuju v tejto reakcii.
1.5.1 Systém prvého radu
Uvazujme jednomolekularnu reakciu
A — produkty (1.14)
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s rychlostnou konstantou &* [s~1]. Z Guldbergovho—Waageovho zdkona vyplyva, Ze reakénd
miera pre reakciu (1.14) ma tvar

r*=k"cy, (1.15)

kde ¢ je molarna koncentracia komponentu A v systéme. Teda reakénd miera r* je
priamoumerna koncentracii ¢’ v lubovolnom ¢asovom okamihu. V pripade meniaceho sa
objemu systému V* mozno vztah (1.15) ekvivalentne prepisat podla vztahu (1.7) do tvaru

dn’
dt*

= —k*n%, (1.16)

pre konstantny objem V* mozno vyuzitim vztahu (1.8) dostat

dchy
dt

= —k*c}. (1.17)
1.5.2 Systém druhého radu
Uvazujme dvojmolekularnu reakciu

A + B — produkty (1.18)

s rychlostnou konstantou k* [m3 mol ™ s7!. Vyuzitim Guldbergovho-Waageovho zdkona

mozno dostat reakéni mieru pre reakciu (1.18) v tvare
r* = k*chcy, (1.19)

kde ¢ a cj st molarne koncentracie komponentu A, resp. B. V pripade meniaceho sa

objemu systému V* mozno vztah (1.19) ekvivalentne vyjadrit ako

1% dtf = —k*ninp (1.20)
a pre konstantny objem V* ako
dc* kX ko k
dtf = —k*ci\cy. (1.21)

Analogicky sa daji odvodif jednotlivé diferencidlne rovnice aj pre komponent B.
Poznamenavame, ze reaktivnu infiltraciu v pérovitych prostrediach mozno modelovat

pomocou reakénej kinetiky prvého alebo druhého radu ([40], [33], [18]). V nasej praci

budeme uvazovat reakénti mieru druhého radu (1.19), ktord zavisi od koncentrécii dvoch

reaktantov.
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2 Matematicky model

V tejto kapitole sformulujeme riadiace rovnice modelu pre hustotou riadené pridenie
s prenosom hmoty v reaktivnom porovitom prostredi. Konfigurdcia systému je rovnaka
ako pre koncentracny Elderov problém ([41]). Do tvahy berieme pritomnost chemickych

reakénych procesov, ktoré su typické pre takéto systémy ([36]).

2.1 Formulacia

V dvojrozmernom kartezidnskom stiradnicovom systéme x* = (z*, 2*)T uvazujeme homo-
génne a izotropné porovité médium, ktoré je pévodne saturované c¢istou vodou, na oblasti
—2H* < 2" <2H* a0 < z* < H* [m] v ¢ase t* > 0 [s]. Dalej uvazujeme rozpustni
latku (napr. sol) v pérovitom priestore s koncentraciou c¢*(z*,t*) [molm™3], ktora re-
aguje s pevnou sStrukturou poérovitého média a nasledne ju rozpusta. Pérovita matrica
pozostéava z rozpustnych mineralov (napr. vdpenec) s koncentraciou m*(z*,t*) [molm=2].
Pre jednoduchost uvazujeme, ze dochddza k dvojmolekuldrnej reakcii typu (1.18) me-
dzi molekulou rozpustnej latky v kvapalnej faze a molekulou mineralu v tuhej faze, ¢oho
vysledkom st reakéné produkty v kvapalnej faze, ktoré si popisané prostrednictvom jed-
ného koncentracného pola n*(z*,t*) [molm—3]. Rozpustnd latka a reakéné produkty su
dobre rozpustitelné v kvapalnej faze a navzajom chemicky nereaguji. Pohyb kvapalnej
fazy cez porovité prostredie je riadeny Darcyho zdkonom pre objemovy tok kvapaliny
u*(z*, t*) [ms™!|. Tlakové pole v kvapalnej fize je reprezentované pomocou premennej
p*(x*, t*) [kgm~ts72].

Hrani¢né podmienky pre koncentracie rozpustnej latky a produktov sii nasledovné.
Na hornom okraji uvazujeme minimdalnu koncentraciu rozpustnej latky c¢; a maximélnu
koncentraciu rozpustnej latky ¢i (¢ < ¢}) tak, aby vytvorili dve nespojité rozhrania v rov-
nakej vzdialenosti H* od vertikdlnych okrajov uvazovanej oblasti (pozri obrazok 2.1a).
Takato konfigurdcia hrani¢nych podmienok v systéme s pociatocnou koncentraciou roz-
pustnej latky cf vytvara vertikalny koncentrac¢ny gradient. V pripade hustoty kvapaliny
zavislej od koncentracie to moze mat za nasledok nahly vznik vztlakovych nestabilit. Po-
zdlZ celého horného okraja uvazujeme miniméalnu koncentraciu produktov ng. Na dolnom

okraji je predpisana minimdlna koncentréacia rozpustnej latky cj; a minimalna koncentracia
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Obr. 2.1: Schematicky diagram (a) rozmernej a (b) zbezrozmernenej geometrie modelu pre hus-

totou riadené pridenie a prenos hmoty v reaktivnom pérovitom médiu v 2D vertikalnom priereze.

produktov nj. Zatial co tieto podmienky sposobuji pohlcovanie rozpustnej latky a pro-
duktov zo spodnej ¢asti systému, pozdlz vertikdlnych hranic nedochddza k Ziadnej strate
hmoty, ¢o je garantované uvazovanim Neumannovych hrani¢nych podmienok pre kon-
centracie rozpustnej latky a produktov. Okrem toho, vSetky horizontdlne aj vertikalne
okraje uvazovanej oblasti si nepriepustné, ¢o znamenad, ze nedochadza k advektivnemu
toku cez ziadnu hranicu oblasti®.

Uvazujuc advekciu a difaziu rozpustnej latky, a chemicktu reakciu medzi rozpustnou

3Poznamensvame, ze podmienka nulového sklzu na hraniciach oblasti nie je explicitne predpisan, pre-
toze na najdenie riesenia pre sformulovany systém diferencidlnych rovnic budeme mat dostatocny pocet
hrani¢nych podmienok. Napriek tomu modelovanim rychlosti prietoku viskéznej kvapaliny v uzavretej
oblasti homogénneho a izotropného pérovitého materidlu (s nepriepustnymi hranicami) pomocou empi-

rického Darcyho zdkona mame automaticky zaruceny nulovy sklz na hraniciach oblasti.
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latkou a mineralmi, lokalny zakon zachovania hmoty pre rozpustnu latku je riadeny dife-
rencialnou rovnicou

oc*

¢ ot*

+ (u* - V)" =V (pDIV ") = —k"c"'m”, (2.1)

kde ¢ je konStantnd pérovitost uvazovaného média, D [m?s™!] je molekularny diftizny
koeficient pre rozpustni latku v kvapalnej faze, a k* [m?® mols™!] je rychlostnd konStanta
uvazovanej reakcie. Lava strana rovnice (2.1) vychadza z transportnej rovnice pre kompo-
nent pohybujtci sa kvapalinou za predpokladu Oberbeckovej—Boussinesqovej aproximacie
([19]). Platnost Oberbeckovej-Boussinesqovej aproximécie pre nereaktivny Elderov prob-
lém bola ukdzand v [28]. Disperzia a jej efekty na pridenie a prenos hmoty st tplne
zanedbané. Treba vsak poznamenat, Ze pri vysokych hustotnych rozdieloch a vysokej
disperzii bolo v préaci [27] ukdzané, ze disperzny tok uvazovany v nereaktivnom koncen-
tracnom Elderovom probléme moéze vyrazne ovplyvnit tvar a pocet vyvinutych prudov.
Nelinearny reakény c¢len na pravej strane zachytava zrazku medzi molekulami rozpustne;j
latky a mineralu, ¢o vedie k chemickej reakcii spojenej so spotrebovanim rozpustnej latky
a minerdlov. Kedze predpokladame, Ze plocha, na ktorej prebieha rozpustanie minera-
lov, je imernd objemu mineralov ([18]), tak reakény ¢len je imerny sicinu koncentracii
rozpustnej latky a minerdlov podla Guldbergovho-Waageovho zdkona ([12]).

Z lokalneho zakona zachovania hmoty pre rozpustné mineraly v tuhej faze dostavame

om*

(-0

= —k*c'm”. (2.2)

Rovnicu popisujicu lokalne zachovanie hmoty pre reakéné produkty v kvapalne faze mo-
zeme vyjadrif v tvare

*

on
¢ ot*

+ (u* - V)" =V (¢D:V*n*) = k*c*'m”, (2.3)
kde D} [m?s™!] je molekularny difizny koeficient pre produkty v kvapalnej faze. Pozna-
menavame, ze do tvahy neberieme vplyv roznych typov medziproduktov, ktoré sa bezne
objavuju v reakénych sietach ([12]).

Darcyho rovnicu pre prudenie v pérovitom médiu mozno vyjadrif nasledovne:

I{/ ko k * £ *
U = _EW — (" = po)g’; (2.4)
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*

kde x* [m?] je konstantnd permeabilita, u* [kgm~='s™!] je dynamickéd viskozita, g* =
(0, —g*)T je gravitaéné pole a g* [ms~2] je gravitacné zrychlenie. Predpokladdme, Ze hus-
tota kvapaliny p* [kg m™3] sa moZe menit s koncentraciami rozpustnej latky a reakénych
produktov. Teplotné a tlakové variacie su uplne zanedbané. Hustota ako funkcia kon-
centréacii rozpustnej latky a produktov, p* = p*(c*,n*), zabezpetuje obojsmernt vizbu
medzi rovnicami pre prenos hmoty (2.1), (2.3) a Darcyho rovnicou (2.4). Linearna apro-

ximécia stavovej rovnice pre hustotu p* je v tvare
pr(c”,n") = poll + B2(¢" — ) + Ba(n” —ng)],

kde B¢ a 3% [m?® mol '] sti koeficienty koncentra¢nej roztaznosti pre rozpustnt latku, resp.
reakcné produkty, a p§ = p*(cf, ng) je (minimalna) hustota kvapalnej fazy pri minimélnych
koncentraciach rozpustnej latky cj a produktov ng.
Vyuzitim Oberbeckovej-Boussinesqovej aproximacie mozno lokalny zadkon zachovania
kvapalnej fazy vyjadrit ako
V*ut =0 (2.5)
Treba poznamenat, ze Oberbeckova—Boussinesqova aproximacia, ktora bola pouzita pri od-
vodeni rovnic (2.1) a (2.3)—(2.5), zanedbava hustotné zmeny pre takmer vsSetky ¢leny

v rovniciach okrem vztlakového ¢lena v Darcyho rovnici (2.4). Tato aproximdcia plati iba

za predpokladu Ap*/pf < 1, kde Ap* = p} — p§ a p} je maximalna hustota kvapaliny.

2.2 Zbezrozmernenie

Na transformovanie rovnic (2.1)—(2.5) do bezrozmernej podoby musime preskalovat roz-

merné priestorové a c¢asové premenné ako

x* t*

_ = — 2.5a,b
*=ae Ty (2:90.0)
rozmerné koncentracné polia ako
c* m* n*
- ° — = 2.5¢—
T A = Ame " A (25c-e)
a rozmerné rychlostné a tlakové polia ako
u* p*
U= " "7 P=—"TTri (2‘5][;9)
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c* = cj—ch, Am* = mi—mg, mg je minimalna koncentracia rozpustnych mineralov
kde Ac* = ¢} —cf, Am* T—mg, mg je alna koncentracia rozpustnych mineralov,
mj je maximalna koncentracia rozpustnych minerdlov, An* = nj —nj a n] je maximalna
koncentracia reakénych produktov.

Potom dostavame systém bezrozmernych rovnic (2.1)—(2.5) v tvare

gi + (u - V)e — Ve = —Dacm, (2.6a)
om
— — _a. D 2.
o amDacm, (2.60)
on 1_,
- . _Z =, D 2.
5 +(u-V)n 6V n = a,Dacm, (2.6¢)
u = —Vpgr — (Ra.c + Ra,n)Z, (2.6d)
V.-u=0, (2.6¢)

kde «,, = ¢Ac*/[(1 — ¢)Am*] je pomer koncentraénych rozdielov pre rozpustni latku
v kvapalnej faze a rozpustné mineraly v tuhej faze, a,, = Ac*/An* je pomer koncentra-

¢nych rozdielov pre rozpustnu latku a reakéné produkty v kvapalnej faze,
k*A * H* 2
Da = romAT ) (A7)
PD;
je Damkohlerovo ¢islo merajice reakénii mieru rozpustnej latky relativne k diftznej miere
rozpustnej latky, § = D}/ D7 je molekularny diftizny pomer pre rozpustni latku a reakéné
produkty, pr = p — (Ra.ci/Ac* + Ra,ni/An*)z je redukovany tlak,
* * ) Ra” = * *
p oD} P oD

su koncentracné Rayleighove ¢isla pre rozpustnu latku, resp. reakéné produkty, a 2z je

Ra. =

jednotkovy vektor v kladnom smere osi z.

Mozeme si vSimnut, ze ak Da = 0, tak tento problém sa redukuje na nereaktivny
Elderov problém ([41]), pri¢om koncentricia rozpustnych minerdlov sa nemeni s ¢asom
t a zodpoveda predpisanej pociatocnej hodnote. Pripad Ra. = 0 alebo Ra, = 0 moze
v principe nastat len vtedy, ak rozpustna latka alebo reakéné produkty maji nulovi kon-
centracnu roztaznost, t. j. 85 = 0, resp. 5 = 0, kedZe ostatné parametre by za normalnych

podmienok nemali byt nulové.

23



2.3 Prudova funkcia

Na popisanie pridenia, pre ktoré plati rovnica kontinuity (2.6¢), mozno namiesto Darcyho

rychlosti u = [u, w]” pouZit priadovi funkciu ¢ = ¢ (x, t) so vztahom u = [0 /02, O /Ox]"

([19]). Po aplikovani ¢ m6zeme vyjadrit riadiace rovnice uvazovaného problému vo forme
dc O oc Opoc O %

% 9:00 T or0. 0w am = Deem (2:70)

om
— —a. D 2.
o a,, Dacm, (2.70)
on  Opon Opon 1 [(0n n\
ot dzdr  drdz 6 <8x2+8z2 = anDacm. (2.7¢)
2y 0% dc on
o2 Tz = Mgy ~ Hang, (27d)

Mozeme si vs§imnut, ze nova formulacia rovnic s priadovou funkciou uz neobsahuje tlakovi
premenndt.

Zodpovedajice hrani¢né podmienky st

C1, |I’| S 1 8 8
c(x,0,t) =co, c(z,1,t) = , a—c =0, a—c =0, (2.8a—d)
co, x| >1 Tlo=—2 Tlyms
0 0
n(x,0,t) = no, n(zx,1,t) = no, a—z . =0, 8—7; . =0, (2.8e—h)

’QD(.T, 0>t> = 07 w(% 1at) = Oa w(_2a th) = 07 1/1(2, th) =0 (287’71)

pre x € [—2,2], z € [0,1] at > 0, kde ¢y = ¢/Ac*, c1 = co + 1, ng = nf/An* (pozri
obrézok 2.1b). V tejto préci pre jednoduchost uvazujeme ¢g = 0, ¢; = 1 a ng = 0, ¢o

zodpoveda nulovym minimalnym koncentraciam rozpustnej latky a reakénych produktov.
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Pociato¢né podmienky pre ¢ a n st nulové na celej uvazovanej oblasti, ak nie je uvedené

inak. Poc¢iatoéna podmienka pre m sa identicky rovna 1. Teda
c(x,2,0) =0, m(z,z,0) =1, n(x,z,0)=0 (2.9a—c)

pre x € [—2,2] a z € [0, 1]. Treba poznamenat, ze nulové pociatoéné podmienky pre kon-
centracie rozpustnej latky a reakénych produktov, ktoré zabezpecuju idealnu pociatocni
situaciu z pohladu popisu prenosu hmoty v porovitom prostredi, mozu byt bezne splnené

v laboratéornom experimente, ale zriedka v terénnych podmienkach.
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3 Pseudospektralna diskretizacia

V tejto casti predstavime numericky pristup, pomocou ktorého mozno ziskat riesenie
pre systém diferencidlnych rovnic sformulovany v predchadzajucej kapitole. Zvolena nu-
merickd procedtra je zalozena na pseudospektralnej diskretizacii v priestorovej oblasti a
implicitno—explicitnej Runge-Kutta schéme pre diskretizaciu v casovej oblasti ([41], [2]).
Vyhodou pouzitia pseudospektralnej metody je jej rychla konvergencia a vysoka presnost
pri relativne malom pocte koloka¢nych bodov ([7], [23]).

Vzhladom na symetriu riadiacich rovnic (2.7a-d) a hraniénych podmienok (2.8a-1)
riadiace rovnice postacuje uvazovat na oblasti 0 < z < 2 a 0 < z < 1 s upravenymi

hrani¢nymi podmienkami

1, 0<z <1 O 0
c(,0,8) =0, c(z,1,t) = : a—c —0, a—c 0, (3.lad)
0, 1<ax<2 Y=o Tla=2
on on
0,£) =0 Ly=0, 2% =0 I =0 3.1eh
n(x’ b ) ) n(m’ ) ) ) 8$ _O b ax I:2 b ( 6 )

¥(x,0,t) =0, Y(x,1,t) =0, (0, 2,t) =0, ¥(2,2,t) =0 (3.1i-)

pre z € [0,2], z € [0,1] a t¢ > 0. Pociatoéné podmienky (2.9a-c) treba tiez uvazovat

na polovi¢nej oblasti, t. j.
c(x,2,0) =0, m(z, z,0) =1, n(z,z,0) =0 (3.2a—¢)

pre z € [0,2] a z € [0, 1].

3.1 Priestorova diskretizacia

Na priestorovu diskretizaciu pouzijeme pseudospektralnu metédu zalozenti na sinusovych
a kosinusovych rozvojoch v horizontalnom smere z a na CebysSevovych rozvojoch vo ver-
tikdlnom smere z. Najskor je potrebné rozvinit premenné ¢, m, n a 1 v horizontalnom

smere pomocou sinusovej a kosinusovej bazy:

K

c(x, z,t) = ;; Cr(z,t) cos(grx), (3.3a)
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m(z,z,t) =Y (2, t) cos(grz), (3.3b)

k=0
n(x,z,t) = Z nig(z,t) cos(grx), (3.3¢)
(w2, t) = Z Ur(z, ) sin(gp), (3.3d)

kde g, = kw/2 je horizontalne vinové éislo pre mod k. Sinusové a kosinusové bazové
funkcie pre ¢, n a v st zvolené tak, aby rozvoje (3.3a,c,d) spliiali horizontalne hranicné
podmienky (3.1¢,d), (3.1¢g,h), resp. (3.1k,l). Pre m sme zvolili kosinusové bazové funkcie,
aby kazda z rovnic (2.7a—c) mala jednoznacénu paritu a vyhli sme sa problému zmiesanej
parity ([43]).

Zavedenim novych nelinedrnych premennych mozno rovnice (2.7a—c) upravit nasle-

dovne:
dc  Ouc Owc O*c %
— — — =-D A4
o " or "o e a2 U (3.4a)
0
a—? = —a,Dar, (3.4b)
on  Oun Own 1[dn n
T T (224 20 = Dar, 3.4
ot " or s 5<8x2+8z2> anbar (3.4¢)
kde
o _ o
uc(z, z,t) = — 5, we(z, z,t) = 5 (3.5a,b)
predstavuju lokalne toky rozpustnej latky v horizontalnom, resp. vertikalnom smere,
o o
un(z, z,t) = —5, ™ wn(x, z,t) = 52" (3.6a,b)

predstavuju lokalne toky reakénych produktov v horizontalnom, resp. vertikdlnom smere,
a

r(x,z,t) =cm (3.7)

je reakéna miera druhého radu pre reakciu medzi rozpustnou latkou a minerdlmi. Kedze
zo vztahov (3.5), (3.6) a (3.7) vyplyva, Ze uc a un st neparne a wec, wn a r s parne
funkcie v horizontdlnom smere, tieto premenné mozno rozviniut v tvare
K
uc(zx, z,t) = > _ uck(z,t) sin(gpz), (3.8a)
k=1
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Obr. 3.1: Ilustrécia rovnomerne rozdelenych koloka¢nych bodov na intervale [0, 2] pre K = 20.

K

we(z, z,t) =Y weg(z, t) cos(gre), (3.8b)
k=0
K

un(z, z,t) = Y _ ang(z,t) sin(gyz), (3.8¢)
k=1
K

wn(z,z,t) = > wny(z,t) cos(gez), (3.8d)
k=0
K

r(x,z,t) Z (z,t) cos(gxr). (3.8¢)

Koeficienty v rozvojoch (3.3) a (3.8) ziskame aplikdciou diskrétnej sinusovej transfor-

mécie (DST) a kosinusovej transforméacie (DCT)*:

ee(z,t) = DCT{c(zy, 2, 1)}, (3.90)
(2, t) = DCT{m(zx, 2, 1)} (3.90)
(2, ) = DCT{n(xp, 2, 1)}, (3.9¢)
Ui(z,t) = DST{e(zp, 2, 1)}, (3.94)
cy(z,t) = DST{uc(zy, 2, 1)} (3.9¢)
weg(z,t) = DCT{we(zg, 2,t)} (3.9f)
wng(z, t) = DST{un(zy, z,t)} (3.99)
wiig(z,t) = DCT{wn(zy, 2, 1)}, (3.9h)
Pe(z,t) = DCT{r(zp, 2, 1)}, (3.94)
kde
Ty i?, k=0,1,..., K,

st rovnomerne rozdelené kolokacné body na intervale [0, 2] (pozri obrazok 3.1).

4Pri realizacii vipoétov st pouzité diskrétne sinusové a kosinusové transformécie typu II podla [6].
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Po dosadeni premennych ¢, m, n, ¥, uc, we, un, wn a r vo forme (3.3) a (3.8) do riadia-
cich rovnic (3.4a—c) a (2.7d) a po vyuziti ortogondlnych vlastnosti sinusovych a kosinuso-

vych bazovych funkeii (pozri prilohu A.1) dostdvame systém rovnic v tvare

0Cy, - owey, . 0%¢y, .
E"’gkuck‘i‘ 02 +ngk—ﬁ:—Dark, k:O,l,...,K, (310&)
Oy, .
W = —OémDCLTk, k:O,l,...,K, (3lob>
Ofy, - owny 1 . 0%y, .
T + grung + % 3 <—g,€nk+ 522 = a,Da 7y, k=0,1,...,K, (3.10¢)
2r 0P . .
—Gitn+ 5 = Rac gl + Ran gy, k=12, K. (3.10d)

MobzZeme si v§imnit, Ze vyberom separovatelnej sinusovej a kosinusovej bazy rovnice (3.10a—
d) nie st previazané v horizontalnom smere, a teda riesenie pre kazdy mod k mozno vy-
pocitat nezavisle od ostatnych. Treba pripomenuf, ze koeficienty ¢, iy, fig, 1/;;“ ucy,, Wey,,
uny, wny a 7y su zavislé od vertikalnej suradnice z a casu t.

Dalej rozvinieme tieto koeficienty vo vertikdlnom smere pomocou Cebysevovych poly-
némov ([5]). CebySevove rozvoje pre , g, g, Oy, U, Wi, Wny, Wy, a F st definované

ako

Cea(t) Ti(¢(2)), (3.11a)

(2,1) = ;
(=, 1) = X () TCE)), (3.110)
(Zat) = lZ:

A ) THC(2)), (110

D) = éz/?k,la) THC(:)), (3114)
Ta(2.0) = 3 () TG () G110
o) = 3 s (O THC(), B.1y)
1) = 3 0 THC(2) .11
Tz, 0) = 3 T T (), (.110)
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Obr. 3.2: Tlustracia CebySevovych bodov na intervale [0,1] pre L = 20.

Ful(,t) = 3P () TH(C(2) (3.114)
=0

pre kazdé k, kde T; je CebySevov polyném stuptia [ na intervale [—1,1] a ((z) = 2z —
1. Cebysevov koeficient Cx,; mozno numericky vypocitat vyuzitim diskrétnej kosinusovej

transformécie, t. j.
6k,l(t) = DCT{ék(Zl, t)} (312)

pre kazdé k, kde
_cos(Im/L)+1
= 5 ,

st CebySevove body transformované na interval [0,1]. Ostatné CebySevove koeficienty

zl le,l,...,L,

mm, ﬁ]ﬂ, sz,la {L\ék’l, @AU/C]@,Z, E?J”Lk,l, thl a sz,l Sa dajfl Vypoéitaﬁ analogicky.
Poznamendvame, 7e pouzitie CebySevovych bodov, ktoré sa zhlukuju blizko okrajov
intervalu (pozri obrazok 3.2), mdze zlepsit aproximéciu koncentra¢ného pola ¢, ktoré je
ovplyviiované pomerne velkymi gradientmi vo vertikdlnom smere blizko hornej hranice
systému.
Cebysevove rozvoje pre parcidlne derivacie koeficientov &, iy, zﬁk, wcey, a wny, podla pre-

mennej z su definované v tvare

o = T, (3.150)
??:gym@ﬂ@@x .13
i?:§@NHM@L (3,150
%szgywmuﬂuqa» (3.134)
s S () THC2) (3,154



pre kazdé k. Potom Cebysevove koeficienty ¢, g1, ¥r1, Wei,; a Wny,; mozno vyjadrit ako

ék = Dzzék, ’flk = Dzzﬁk, ’(_pk = Dzz’ljbk, (3.140,—6)

wc, = D,wey, wn, = D, wny, (3.1461,6)

kde e, = (Cko,---s k)’ ek = (Choy---sarr)’, e = (Ao, -, r)’, e = (Rko, - - -,
ﬁk,L)T, {bk = (T;k,m e ,zﬂk,L T T,_bk = (@k,m e ,&k,L)T, wey, = (Wegp, - - - 7U7Ck,L)T> weg =

)
(Wey.o, - .., Wy 1), wng = (Wny, ..., wng )" awny, = (Wngy, ..., 00k 1)7 st (L+1)x1
vektory koeficientov, D, je (L + 1) x (L + 1) diferenénd matica prvého rddu a D, je
(L+ 1) x (L + 1) diferenénd matica druhého radu. Maticu D,, mozno skonstruovat

pomocou vztahov D, = Di aD,=2D;, kde

D, = (3.15)

2L

je (L+1) x (L+ 1) horna trojuholnikova diferenéna matica ([30]).
Vyuzitim ortogonalnych vlastnosti CebySevovych polynémov (pozri prilohu A.2) mé-

zeme ziskat systém obycajnych diferencialnych rovnic pre ¢asovo zavislé koeficienty v tvare

de _ __
% + grticy + Dwey — (D, — g2I)éy = —Daiy,  k=0,1,...,K,  (3.16a)
drmy, _
T - —a, Da Ty, k=0,1,..., K, (3.160)
d’flk — . ]. 2 ~ ~
E—ngunk—i—Dzwnk— g(Dzz—gkI)nk :OénDCL’I"k, ]C:O,l,...,K, (3160)

(D.. — g2I)%, = Ra, gpéy, + Ra, grivg,  k=1,2,... K, (3.164)
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kde ’l’hk = (ﬁ’lk’o, . ,Tth)T, ’l/ljék = (lfl,\ék,(), c. ,ﬁék,L)T, ’lT’ﬁ,k = (Qf[’ﬁkjo, ce ,lft\ﬁjﬁL)T a ’IN"k =
(Fr0s -+, Ter)? st (L+1) x 1 vektory koeficientov a I je (L+1) x (L+ 1) matica identity.

Je vhodné poznamenat, ze dosledkom vyberu bazy st nezndme koeficienty ¢ ;, My 1, k.1,
@k,l, UCk 1, WCk 1, UN 1, Wy & Ty Navzajom zviazané vo vertikdlnom smere, zatial ¢o v ho-

rizontalnom smere je ich mozné pocitat nezavisle od seba pre kazdy mod k.

3.2 Casova diskretizacia

Dynamicky systém (3.16), ktory pozostava z nelinedrnych rovnic pre €, My a ny, a
linedrnych rovnic pre x» mozno numericky riesif aplikovanim implicitno—explicitnej jed-
nokrokovej Runge-Kutta met6édy. Na zabezpecenie lepsich konvergencénych vlastnosti je
pouzitd explicitna diskretizacia pre advekéné ¢leny a implicitna diskretizacia pre diftizne

¢leny ([2]). Teda mame

eV =& +h|-gic) — D.wey’ + (D.. — g2 D& — Da#’|,  k=0,1,... K,
(3.17a)
m™ =m) — ha,Da?, k=0,1,...,K, (3.17b)
) z 1 z ~ (7
Al =7l 1 b | —gaun!’ — D.wn + 5<D RN + a,Dail’ |
k=0,1,... K, (3.17¢)
(D.. — 2D = Ra. &’ + Ra, g, k=1.2,...,K, (3.17d)

s pociatocnymi hodnotami cgﬁ ), Th,(CO) a 'fL,(CO), kde h je casovy krok a t; = th je casova

diskretizacia pre i = 0,1,..., 1.

Mézeme si v§imnut, ze rovnice (3.17a,¢) poskytuji riesenie pre c( R 'ﬁ,(fﬂ) v Case
ti+1 > 0, ktoré mozno nasledne vyuzit na vypocet riesenia 1,/) i V' rovnici (3.17d). RieSenie
pre m,ﬂf“) mozno ziskat z rovnice (3.17b). V kazdom casovom kroku vsak treba dopocitat
koeficienty ucy, weg, i, ung, weg; a Ty vyuzitim diskrétnych sinusovych a kosinusovych

transformécii a ich inverznych verzii.
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Systém rovnic (3.17) mozno upravit na tvar

LLe=RrY k=01, K,

kde

Ly =1-N1D..-gl),
I

. h
Li=1--

LY =D.. - I

D.. gkI>

st (L+1) x (L + 1) diferencidlne operatory a

R' =Y — ha,Dav?,

RZ @ = ﬁ,(;) h (gk'u,n,(g) + D, wn(z) — ap,Da

R¢ = Ra, gkck + Ra, gkn,g)

si (L +1) x 1 vektory.

RW=¢"_p (gk'u,c,€ + D.we!” + Da 'r(’)) :

(3.18a)

(3.180)
(3.18¢)

(3.18d)

Hrani¢né podmienky vo vertikdlnom smere z mozeme uplatnif pomocou spektralnej

tau metddy ([30]) tak, Ze ich zaclenime do poslednych dvoch riadkov diferencidlnych ope-

ratorov. Umoznuje to fakt, ze posledné dva riadky matice D, obsahujui len nuly.

3.3 Overenie presnosti pseudospektralnej metody

Vsetky numerické vypocty realizujeme pomocou vyssie uvedeného pseudospektralneho

pristupu, ktory implementujeme vyuzitim systému Dedalus ([6]) v programovacom ja-

zyku Python (pozri prilohu B.1). Presnost zvolenej pseudospektralnej metédy overime

porovnanim s analytickym riesenim Elderovho problému pre nereaktivny a ¢isto diftzny
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Tabulka 3.1: Mriezky pouzité pri testovani presnosti pseudospektralnej metody, ktoré pozos-

tavaja z N, x N, kolokac¢nych bodov.

Mriezka N, N, N, X N,
1 16 8 27
2 32 16 29
3 64 32 21
4 128 64 213
5 256 128 215
6 512 256 217

pripad (Da = 0, Ra. = 0 a Ra, = 0). Analytické riesenie pre koncentraciu rozpustnej

latky ma podla [41] tvar

sinh(y/s2) sin(gy) sinh(Ag2)
C
(z,2,5) = 25 sinh(y/s) kz::1 sgk sinh(Ay)

kde gr = km/2 a Ay = /s + gi (pre viac detailov pozri sekciu 4.1.1). Funkcia C' je Lap-

cos(gxx), (3.20)

laceova transformacia funkcie ¢ v premennej ¢ spliiajica C(x, 2, s) = [ c(x, 2, t)e ™t dt.
Funkciu C' invertujeme numericky pomocou Stehfestovej metédy implementovanej v Py-
thone ([29]).

Presnost pseudospektralnej metdédy ohodnotime pomocou priemernej absoliitnej chyby

numerického riesenia, ktora je definovana ako

1 /2 1
25/0 /0 lca —en|dadz, (3.21)

kde cy4 je analytické riesenie a cy je numerické riesenie pre systém (2.7) s parametrami
Da = 0,Ra. = 0 a Ra, = 0, hraniénymi podmienkami (3.1a-I) a pociato¢nymi pod-
mienkami (3.2a—c). Numerické riesenie vypocitame v case t = 1 pre rozne diskretizacné
mriezky s N, x N, koloka¢nymi bodmi, kde N, je pocet koloka¢nych bodov v horizon-
talnom smere na intervale [0,2] a N, je pocet koloka¢nych bodov vo vertikdlnom smere
na intervale [0, 1] (pozri tabulku 3.1).

Hodnoty priemernej chyby € v zavislosti od poctu koloka¢nych bodov N, x N, su
znazornené na obrazku 3.3. Mozeme pozorovat, ze priemerna chyba klesa priblizne expo-
nencialne az po pocet 128 x 64 kolokac¢nych bodov, kde dosahuje hodnotu na trovni

0(10-%).
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Obr. 3.3: Vyvoj priemernej chyby e v zavislosti od pocétu koloka¢nych bodov N, x N.,.
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4 Asymptotické vysledky

V tejto kapitole odvodime a analyzujeme asymptotické rieSenia pre model popisujici
hustotou riadené prudenie a reaktivnu infiltraciu v porovitom prostredi, ktory sme sfor-
mulovali v kapitole 2. Zaoberame sa slabo reaktivnym a konvektivnom pripadom. Téato

kapitola je zaloZend na préaci [26] a préaci prezentovanej v prispevku [24].

4.1 Slabo reaktivny a konvektivny pripad (Da < 1, Ra. < 1 a
Ra,, = 0)
Uvazujeme, ze Damkohlerovo ¢islo a Rayleighovo ¢islo pre rozpustnu latku st malé a

Rayleighovo ¢islo pre produkty je nulové, t. j. Da < 1, Ra. < 1 a Ra, = 0.

Koncentraéné premenné ¢, m a n a prudovi funkciu v rozvinieme do tvaru

c=c""+Dac’+ Ra. ™ +..., (4.1a)
m =m"" + Da m"® + Ra, m™ + ..., (4.1b)
n=n""+ Dan"® + Ra, n™ + ..., (4.1¢)
Y = *° 4+ Da Y + Ra, ™ + ... (4.1d)

pre Da < 1 a Ra. < 1. Ide o asymptotické rozvoje okolo rieseni ¢%?,m%0 n%0 a )00

pre nereaktivny a ¢isto diftzny stav (Da = 0, Ra. = 0 a Ra, = 0).
Dosadenim asymptotickych rozvojov do rovnic (2.7), hranié¢nych podmienok (3.1a-1)
a pociatocnych podmienok (3.2a—c), a porovnanim koeficientov rovnakych mocnin Da a

Ra, dostdvame v rade O(1) systém rovnic

aCO,O awo,o aCO,O awo,o aCO,O 8200’0 6200’0

. _ _ = 4.2
o 0: or oz 0: o2 o2 Y (4.20)
om0
5 =0, (4.2b)
ano,o aw0,0 an0,0 awo,o an0,0 1 aQno,O a2n0,0
- - — 4.2
ot 0z Ox * or 0z (5( 0z2 + 022 ) 0, (4.2¢)
2,1,0,0 2,1,0,0
oY + oY =0 (4.2d)

02 072
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s hrani¢nymi podmienkami

1, 0<x<1 900 900
O(z,0,8) =0, OOz, 1,1) = C Sl =0 S =0
0, 1<z<?2 i T o
(4.3a-d)
on®0 on®0
0,0 £ — 0.0(0 1. ¢) = = = 4.3e-h
n(x,0,t) =0, n(xz,1,t) =0, | . 0, o | 0, (4.3e-h)

%9(z,0,t) = 0, P9z, 1,t) =0, ™00, 2,t) = 0, PO(2,2,t) =0 (4.3i-1)
pre x € [0,2], z € [0,1] a t > 0. Pocdiatoéné podmienky st
Az, 2,0) = 0, m®%(x, 2,0) = 1, n*(z,2,0) =0 (4.4a—c)

pre z € [0,2] a z € [0, 1].
V réade O(Da) dostdvame systém rovnic

acl,o awo,o 801,0 awl,o aCO,O awo,o acl,o 8¢1’0 860,0 8261’0 8201’0

_ _ _ _ 00,00
ot 0z Ox 0z Ox or 0Oz + oxr 0z 0z 022 cTme
(4.5a)

1,0
67;; — " 0m0, (4.5b)

anl,O 8w0,0 anl,() ad}l,() ano,o aw0,0 anl,O awl,O an0,0 1 (8277,1’0 82n1,0>
- — + -

ot 0z Ox 0z Ox or 0z or 0z 6\ Ox2 + 022

= a,*'m", (4.5¢)

2P0 G20

4.5d
Ox? * 0z? 0 (45d)
s hraniénymi podmienkami

ct? dct

1,0 £ — LO(r 1.¢) = = = 4.6a-d

cP(x,0,t) =0, cP(x,1,t) =0, o | 0, o | 0, (4.6a—-d)
on'0 on'0

1,0 £ — LO(p 1.¢) = = = 4.6e-h

n(z,0,t) =0, n(z,1,t) =0, o |, 0, o | 0, (4.6e-h)




Y0(z,0,t) =0, 0z, 1,t) =0, »10(0,2,t) =0, p0(2,2,t) =0 (4.67-1)
pre z € [0,2], z € [0,1] a t > 0,. Po¢iato¢né podmienky st
Mz, 2,0) =0, m"¥(z,2,0) = 0, n'(x,2,0) =0 (4.7a—c)

pre z € [0,2] a z € [0,1].
V rdde O(Ra.) méame

0,1 0,0 5,.0,1 0,1 5,.0,0 0,0 5,.0,1 0,1 5,.0,0 2 0,1 2 0,1
oc _8¢ oc _5’¢ oc +6’¢ oc +6’¢ oc _86 _80 0, (480)
ot 0z Ox 0z Ox or 0Oz or 0Oz 0x? 022

0,1
8”81 =0, (4.80)
8n0,1 awo,o ano,l awo,l an0,0 awo,o ano,l awo,l an0,0 1 a?no,l aQnO,l
— — - = =0
ot 9 or 0z oz | oz 0z | oz o0 5( oz | 022 >
(4.8¢)
aQwO,l 82¢0,1 aCO,O
= — 4. d
ox? + 0z ox (4.84)
s hrani¢nymi podmienkami
o™t Ot
0,1 t) = 0,1 1 t) = — = 4 7d
¢ (x,0,t) =0, ¢z, 1,t) =0, oz | 0, oz |, 0, (4.9a-d)
onol ono1
Ol(z,0,t) =0 Ol(z,1,¢) =0 =0 =0, (4.9e-h
n (‘r7 7 ) ) n ('r? 7 ) ? ax az:o ) a(L’ $:2 ) ( 6 )

N2, 0,8) =0, ¥z, L,t) =0,  @®N0,2,6) =0,  Y¥N(2,2,6) =0 (4.9i)
pre z € [0,2], z € [0,1] a t > 0. Podiatoéné podmienky st
AN, 2,0) =0, m®(x,2,0) =0, n™(z,2,0) =0 (4.10a—c)

pre z € [0,2] a z € [0, 1].
Riesenia odvodenych systémov diferencidlnych rovnic v rddoch O(1), O(Da) a O(Ra..)
so zodpovedajicimi hrani¢nymi a pociato¢nymi podmienkami st uvedené v nasledujicich

troch sekciach.
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4.1.1 Nereaktivny a nekonvektivny pripad

V rdde O(1) riesime systém rovnic (4.2) pre ¢®°, m®% n%% a 4% § podmienkami (4.3) a

(4.4).

Najprv ideme hladat rieSenie Laplaceovej rovnice (4.2d) pre ¥°° s hrani¢nymi pod-
mienkami (4.3i-]). Z daného systému vyplyva, Ze rieSenie *° je Casovo nezdvislé, teda
P00 = %9z, 2). Uvazujme, Ze premenni ¢*° moZno vyjadrit v horizontalnom smere x

pomocou Fourierovho sinusového rozvoja v tvare
WOz, 2) = 3 0" (2) sin(ge), (4.11)
k=1
kde gr = k7 /2 a koeficient 7,@,8’0 je

bl(z) = /02 O0(z, 2) sin(gyz) do

pre kazdé k. V&imnime si, Ze rozvoj (4.11) spliia horizontalne hraniéné podmienky (4.3k,1).
Po dosadeni premennej ¢%° v tvare (4.11) do rovnice (4.2d) a po vyuZiti ortogonalnych

;. , o, . o . o : 20,0
vlastnost{ sinusovych bazovych funkcii (pozri prilohu A.1) mozno ziskat rovnice pre ;"

v tvare
. 62772070
2.70,0 ko B
— 9V + 022 —0, k= 1,2,.... (412)
Zodpovedajice hrani¢né podmienky st
00) =0, X1y =0, k=12 ... (4.13a,b)

v s e N . 70,0 ’
Vseobecné riesenie pre 1, ma tvar
70,0 — A 9kZ L A —gkz
g (2) = Appe?® 4 Ag pe” M,

kde Ay a Ayy st integracné konstanty pre kazdé k. Z hrani¢nej podmienky (4.13q)
vyplyva, ze As = —A; ;. Aplikovanim hrani¢nej podmienky (4.13b) dostaneme, ze A; j =

0, a preto

Teda
0z, 2,t) = 0w, 2) = 0. (4.14)



0,0

Podobne uvazujeme, ze premennu ¢”” mozno vyjadrif v horizontdlnom smere pomo-

cou Fourierovho kosinusového rozvoja v tvare

Az, 2,t) = Z 0 (2, t) cos(ge), (4.15)

kde g = km/2 a koeficienty e a c,? Y st dané vztahmi

£00 L2 oo 800 2 00
(z,t) = 2/ Pz, z,t)de, (z,t) = / cP(x, z,t) cos(grx) dx
0 0

pre kazdé k. Vsimnime si, Ze rozvoj (4.15) spliia horizontalne hraniéné podmienky (4.3¢,d).
Po substitiicii premennej ¢®? v tvare (4.15) do rovnice (4.2a) a po vyuZiti ortogonalnych
vlastnosti kosinusovych bazovych funkcii (pozri prilohu A.1) dostavame rovnice

0,0 240,0
¢, 0°¢y

=0 4.16
ot 922 (4.164)
02," 200 0%¢,"
— =0 k=1,2,.... 4.16b
ot 072 ’ T ( )
Zodpovedajuce hrani¢né podmienky st
40,0 40,0 1
o (0,t) =0, ¢y (1,t) = 2’ (4.17a,b)
22000,¢) =0,  eX°(L,t) = sinfge) 4 _q0 (4.17¢,d)
Ik
pre t > 0. Pociatoéné podmienky st
&°(2,00=0,  &2%z0 =0, k=12,..., (4.18a,b)

pre z € [0, 1].
Aplikovanim Laplaceovej transformdcie na rovnice (4.16) a hraniéné podmienky (4.17)

v Casovej oblasti ¢t a vyuzitim pociatoénych podmienok (4.18) dostaneme rovnice

sCy° a;igw =0, (4.190)
SO0 4 2000 — a;fg’o =0, k=1,2..., (4.190)

a hrani¢né podmienky
CyP0,s) =0,  C{P(1,s) = 215 (4.20a,b)



A A sin
C00,5) =0, C(1,s) = (gk)7 k=12 . (4.20¢,d)
SGk
kde 500’0 je Laplaceova transformacia funkcie 68 Y v premennej t spliiajica CA'OO’O(z, s) =
00 ez, t)e *t dt a 6’,3 Y je Laplaceova transformécia funkcie é,g 0 v premennej ¢ spliiajtica

~ 0,0 ~0,0 — ~ 1z - IR ~0,0 .

C. " (z,8) = 57 ¢, (2,t)e s dt pre kazdé k. VSeobecné rieSenie pre Cj"" je v tvare
~0,0 .
CO (Z, S) = Ag}oe\/gz + A4706 \/EZ,

kde A3 a Asp st integracné konstanty (nezavislé od premennej z). Aplikovanim hrani-

¢nych podmienok (4.20a,b) dourc¢ime obe integraéné konstanty a dostaneme

6100,0(2’ S) - Slnh<\/§2>

~ 2ssinh(y/s)

. PV 20,0 .
Vseobecné riesenie pre C)" je
610,0 — A ALz A —Apz
L (2,8) = Agpe™® + Aype ,

kde Azx a Ay st integracné konstanty (nezavislé od z) a Ay = /s + g7 pre kazdé k.

Po aplikovani hrani¢nych podmienok (4.20¢,d) mame

CO0(; ) = sin(gg) sinh(Agz)

k=1,2,....
sgg sinh(Ay) o

Teda

0.0 ~ sinh(y/s2) >, sin(gg) sinh(Ag2)
¢, 2,8) = 2s sinh(y/s) * kz::l sgr sinh(\y)

kde C'°0 je Laplaceova transformécia funkcie (°° v premennej ¢ spliiajica C'%°(z, z, s) =

Jo 0z, 2, t)e™st dt.

cos(gx), (4.21)

Z rovnice (4.2b) a pociatoc¢nej podmienky (4.4b) vyplyva, Ze

m®(z, z,t) = m*%(x, 2) = 1. (4.22)

0,0 0,0

Riesenie n”” mozno ziskaf analogickym sposobom ako analytické rieSenie pre c

KedZe obe Dirichletove hrani¢né podmienky (4.3¢,f) st homogénne, rieSenie pre n®° je

nulové na celej uvazovanej oblasti. Teda

n*(z, z,t) = 0. (4.23)
0,00 5 0

Pridova funkeia %0 a koncentraéné polia c¢”9, m®® a n®? zodpovedaji nereaktivnemu

a nekonvektivnemu pripadu. Z nulového riesenia pre % vyplyva, Ze v systéme nie je
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(a) c*°

0.75 A S Z

N 0.50 A
0.25 1

-20 -15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15
X

(b) CO,O
S =
0.75 \”"/
N 0.50 A
0.25 A

-20 -15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15
X

(C) CO'O

0.75 A
N 0.50 4
0.25 1

-20 -15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 4.1: Koncentraéné polia ¢¥ v ¢asoch (a) t = 0,005, (b) t = 0,05 a (c) t = 0,5. Vrstevnice

koncentracie st zndzornené ¢iernymi plnymi ¢iarami s rozostupom 0,1.

ziadny tok a prenos hmoty prebiecha len prostrednictvom difiizie. Obrazok 4.1 zachy-
tava, ako rozpustna latka difundujica zo zdroja postupom casu kontaminuje vzdialenej-
Sie miesta systému. Pole m®? je ¢asovo nezdvislé a zodpovedd predpisanej pociatoénej
koncentracii mineralov m, pretoze v nereaktivnom pripade nedochédza k ziadnej zmene
v koncentracii rozpustnych mineralov. Z toho déovodu nedochédza ani k tvorbe reakénych

produktov, a preto sa v systéme vobec nenachadzaju.

4.1.2 Slabo reaktivny pripad v rade O(Da)

V rade O(Da) sa zaoberame systémom rovnic (4.5) pre ¢'0, mb% nt9 a 419 s podmienkami
M )

(4.6) a (4.7).
Vzhladom na to, Ze premennd ¢'° musi spliiat Laplaceovu rovnicu s homogénnymi
Dirichletovymi podmienkami, d4 sa rovnako ako v pripade riesenia pre ¢%° ukizat, Ze

riesenie pre 110 je nulové na celej oblasti. Teda

Y0z, 2,t) = M0z, 2) = 0. (4.24)

1,0

Uvazujme, ze premennui ¢’ mozeme rozvinit v horizontdlnom smere pomocou Fou-
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rierovho kosinusového rozvoja v tvare
Mz, 2, t) = &0 (2, 1) + Z ex (2, t) cos(gr), (4.25)

kde g, = km/2 a koeficienty & a ékl Y s

1 /2 2
&z, t) = 5/0 Oz, 2,t) dx, erl(z,t) = /0 0z, z,t) cos(grw) da

pre kazdé k. Rozvoj premennej ¢ v tvare (4.25) automaticky spliia horizontélne hranicné

podmienky (4.6¢,d). Po rozvinuti premennych ¢ a ®° v rovnici (4.5a) a po vyuziti
ortogonalnych vlastnosti kosinusovych bazovych funkcii dostdvame rovnice pre 601 O a ékl 0
v tvare
8@0 82601’0 40,0
5 52 = —&, (4.26a)
08" | a0 0% 0,0
C, — = —Cp k=1,2,.... 4.26b
ot 022 ko o ( )
Hrani¢né podmienky st
6 °00,6) =0, & °(1,t) =0, (4.27a,b)
¢:°(0,1) = 0, &(1,t) =0, k=1,2,..., (4.27¢,d)

pre t > 0. Pociatocné podmienky st
&"(2,00=0, &°%0=0 k=12,..., (4.28a,b)

pre z € [0, 1].
Po aplikovani Laplaceovej transforméacie na rovnice (4.26) a hrani¢né podmienky (4.27)

v Casovej oblasti ¢ a po vyuziti pociatoénych podmienok (4.28) mame rovnice

A10 0?Cy°  sinh(y/sz2)

= 4.2

sCy” 022  2ssinh(y/5)’ (4.29a)

. . 02C,H° sin(gy,) sinh(\g2)
FiL0 2410 _ ko _ k=12 ... 4.29b
SUL -+ 9L 822 Sk smh()\k) ) 4 ) ( )

a hrani¢né podmienky

601’0(0, S) - 07 6017()(17 5) = 07 (430a7b)
C*kl’o(O, s) =0, CA'kLO(la s) =0, k=12..., (4.30¢,d)
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A1,0 - . - . A1,0 . fy A~1,0

kde C, je Laplaceova transformécia funkcie &, v premennej ¢t splnajica Cy™ (z,s) =
~1,0 _ ~1,0 - (. . A1,0 . v,

I5° ¢ (2, t)e st dt a C je Laplaceova transformécia funkcie ¢, v premennej ¢ spliajtca

~1,0 ~1,0 _ v 17 v s e~ . ~1.0 ,
C. " (z,8) = [5° ¢, (z,t)e *" dt pre kazdé k. VSeobecné riesenie pre C;”" m4 tvar

~1,0 sz — s 2\/_Z COSh(\/_Z) — Slnh(\/_z)
Cy(z,8) = B1,0€\f + Bae 8s2 sinh(4/s) 7

kde By a By su integracné konstanty (nezavislé od z). Integracné konstanty dourcime
aplikovanim hrani¢nych podmienok (4.30a,b) a potom dostaneme

C10(z5) = z cosh(y/sz) — coth(y/s) sinh(y/s2)
0T 4+/s3 sinh(y/5) '

. S e s ~1,0
Vseobecné riesenie pre )" je

sin(gg) [2Akz cosh(Agz) — sinh(A\g2)]
4sgpA7 sinh () ’

~ 1,0 A -
Ok (Z, S) = BLke R4 Bche K24

kde By a Bay st integracné konstanty (nezavislé od z) a Ay, = /s + gi pre kazdé k.
Po aplikovani hranié¢nych podmienok (4.30¢,d) mame

sin(gg) [z cosh(Agz) — coth(A) sinh(Ag2)]

A1,0 .
Ci(z8) = 25ge e sinh () ’

k=1,2,....

Teda

Oz, 2. 5) = z cosh(y/sz) — coth(y/s) sinh(y/s2)
T 4y/s3 sinh(y/5)
i’: sin(gg) [z cosh(Agz) — coth(A) sinh(Ag2)]
b—1 239k)\k Slnh()\k)

cos(gxr), (4.31)

kde C''0 je Laplaceova transformécia funkcie ¢'° v premennej ¢ spliiajica C10(z, 2, s) =
J52 MOz, 2, t)est dt.

1,0

Dalej uvazujeme, ze premennii m-" mozeme rozvinuf v horizontalnom smere pomo-

cou Fourierovho kosinusového rozvoja v tvare
m"(z, z,t) = M Zm (z,t) cos(grx), (4.32)

kde gp = k7 /2 a koeficienty 1, a 7, st

2
(2, 1) 2/ (x,z,t)dz, iy (z,t) :/ m"9(z, z,t) cos(gpr) dz
0

pre kazdé k. Vsimnime si, ze vyberom kosinusovych bazovych funkcii sa vyhneme prob-

1ému zmieSanej parity v rovnici (4.50) po rozvinuti premennych m!'? a ®°. Po vyuZiti
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. . . , P ., . . A 1,0
ortogonalnych vlastnosti kosinusovych bazovych funkcii dostdvame rovnice pre m," a

~ 1,0
my’ Vv tvare

Oy 200 (4.330)
= —aply, 33a
ot 0
o, 0.0
T = —O[mck, R k = 1, 2, e (433[))
Pociatoéné podmienky st

A 1,0 _ A 150 — —

my" (2,0) =0, " (2,0) =0, E=1,2,..., (4.34a,b)

pre z € [0, 1].
Aplikovanim Laplaceovej transformécie na rovnice (4.33) v ¢asovej oblasti ¢ a vyuzitim

pociatoénych podmienok (4.34) dostaneme rovnice v tvare

ST = _ apsinh(y/s2)

4.35
2ssinh(y/s) ’ (4.350)

FELO — _ Omsin(ge) sin k=1,2,... 4.35b
S k SOn SlIlh(/\k) ’ ) “y ) ( 35 )

kde Mol’o je Laplaceova transforméacia funkcie m(} Oy premenne;j t spiﬁajlica ]\701’0(7:, s) =
00 e (z, et dt a M k1,o je Laplaceova transformacia funkcie m,i Yy premennej ¢ spliia-
jaca MM(z,s) = [ mp0(z, t)e " dt pre kazdé k. Teda
_aysinh(y/sz) i Qi sin(gy ) sinh (A 2)
2s2sinh(y/s) = = s2grsinh()\g)

MY (x, 2, 8) = cos(gxT), (4.36)
kde M0 je Laplaceova transformécia funkcie m'° v premennej ¢ spliiajica M0(z, z, s) =
JoemM0(z, 2, t)e 5t dt.

1,0 1,0

Riesenie n" mozno odvodit podobnym sposobom ako analytické riesenie pre c

V tomto pripade je vSak vhodnejsie si vimnit, Ze ak c'¥ je rieSenie rovnice (4.5a) s hra-
ni¢nymi podmienkami (4.6a-d) a pociatotnou podmienkou (4.7a), potom n'? = —c!9 je

riesenie rovnice (4.5¢) pre a,, =1 a § = 1 s podmienkami (4.6e-h) a (4.7¢). Teda
n'(z, 2, t) = —c"(z, 2, 1) (4.37)

prea, =1ad=1.
RieSenia pre o0 ¢0 ml0 a nl? popisuji slabo reaktivny pripad v rdde O(Da).

V tomto pripade si hustotné zmeny vyvolané koncentraciou rozpustnej latky zanedbané,
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—0.0002 (b) m%© -0.001
0.75 —0.0004 0.75 —-0.002
N 0.50 N 0.50
0.25 —0.0006 0.25 -0.003
-2.0 -1.5 -1.0 =05 0.0 05 1. . —0.0008 -2.0 -15 -1.0 -05 00 05 1.0 15 -0.004
X
0.00
-0.002 -0.01
0.75 -0.004 0.75 -0.02
N 0.50 N 0.50
0.25 —0.006 0.25 -0.03
-20 -15 -1.0 =05 0.0 05 1.0 1.5 —0.008 -2.0 -1.5 =10 -05 00 05 1.0 15 -0.04
X X
-0.010
—-0.01 ~0.1
0.75 —0.02 -0.2
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x -0.05 x

Obr. 4.2: Koncentrac¢né polia c'? v ¢asoch (a) t = 0,005, (c) t = 0,05 a (e) t = 0,5. Koncentracné
polia m*? pre a,;, = 1 v €asoch (b) t = 0,005, (d) t = 0,05 a (f) t = 0,5.

a preto je riesenie pre ¢5° nulové na celej oblasti, t. j. v systéme sa negeneruje tok. Na ob-

0

razku 4.2 je zndzorneny ¢aso-priestorovy vyvoj koncentracii ¢? a m!?. Struktira pola c¢t°

v case t = 0,5 ukazuje, Ze najvacsi ubytok v koncentracii rozpustnej latky v porovnani
s nereakt{ivnym a nekonvektivnym pripadom sa vyskytuje blizko bodu (0, 0,6) v désledku
spotreby rozpustnej latky pri chemickej interakcii s minerdlmi v tuhej faze (pozri obré-
zok 4.2¢). Pole m'Y nadobtida zdporné hodnoty na celej oblasti a reprezentuje ubytok
v koncentracii mineralov, ku ktorému dochddza najmi v oblasti, kde je koncentracia ¢°
najvacsia (porovnaj obrazky 4.1c a 4.2f). Vztah (4.37) naznacuje, ze ibytok v koncentrécii

rozpustnej latky vedie k narastu v koncentracii produktov o porovnatelnii magnitidu.

4.1.3 Slabo konvektivny pripad v rade O(Ra.)

0,1

V rdde O(Ra,) treba riesit systém rovnic (4.8) pre ¢, m®! n%t a %! s podmienkami

(4.9) a (4.10).

Teraz hladdme riesenie rovnice (4.8d) pre ¢*! s hrani¢nymi podmienkami (4.9i-1). Uva-
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zujeme, ze premenni %! mozno rozvintit v horizontdlnom smere pomocou Fourierovho

sinusového rozvoja, ktory ma tvar
VO (z, 2, 1) Z (z,t)sin(ggz), (4.38)
kde gr = k7 /2 a koeficient @Z;,S’l je

bt (z,t) = /w01xzt)sm(gkx)d

pre kazdé k. Mozeme si vsimnuf, ze vyberom sinusovych bazovych funkcii st splnené

horizontdlne hrani¢né podmienky (4.9%,). Po rozvinuti premennych %! a ¢*° v rovnici

(4.8d) a po vyuziti ortogondlnych vlastnosti sinusovych bazovych funkcii mozno ziskat

rovnice
¢ 0,0
gk k: + 022 = gkC k= ]_, 2, e (439)
Hrani¢né podmienky s
210,t) = 0, b1 =0,  k=1,2,..., (4.40a,b)

pre t > 0.
Po aplikovani Laplaceovej transformdcie na rovnice (4.39) a hrani¢né podmienky (4.40)

v Casovej oblasti £ mame rovnice

92U _ sin(gy) sinh(A2)

— gt = k=1,2,... 441
B 022 ssinh(\;) T (441)

a hrani¢né podmienky
ToN0,8) =0,  OUXN1,8)=0, k=1,2,..., (4.42a,b)

kde @,S’l je Laplaceova transformacia funkcie 1&,? ' v premennej t spliiajiica @,8’1(2,3)

70,1 — v 17 v SR = 0,1 /
= [ (2,t)et dt pre kazdé k. Vieobecné rieSenie pre W' mé tvar

sin(gg) sinh(Ag2)
s?2sinh(A\,)

T, 0,1 —
\Dk (Z, S) = CLkegkz + Csze 9Kz —+

kde Cy . a Cy, st integracné konstanty (nezavislé od z) pre kazdé k. Vyuzitim hrani¢nych
podmienok (4.42a,b) dostaneme

sin(gy) |sinh(Ayz)  sinh(gx2)

k=1,2,....
s? sinh(\;)  sinh(gx) o

Ut (z,8) =
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Teda

sinh(Ak2)  sinh(gx2)
sinh(\g) sinh(gy)

WOl (z, 2, 5) Z sin gk sin(gxz), (4.43)
kde W' je Laplaceova transforméacia funkcie ¢%! v premennej ¢ spliiajica UOl(g, 2, 5) =

Jo % (@, 2, t)e st dt.
Vzhladom na pritomnost nelinedrnych advekénych ¢lenov v rovnici (4.8a) pre ™!, ktoré
podstatne komplikuji vypocet analytického riesenia, ¢aso-priestorovy vyvoj koncentracie
U (pozri obrazky 4.3a, 4.3¢ a 4.3¢) vypocitame numericky pomocou pseudospektralneho

pristupu uvedeného v kapitole 3.

Z rovnice (4.8b) a podmienky (4.10b6) vyplyva, ze
m®(z,2) = m™ (z, 2,t) = 0. (4.44)

KedZe rovnica (4.8¢) pre n®! sa po dosadeni (nulovych) rieseni pre %% a n®° redukuje
t k/ . t, . k/ Iv - v . 0,0 0,1 1 h
na taki isti rovnicu, akud splila rieSenie pre n®°, riefenie pre n®! spliiajice homogénne
Dirichletove a Neumannove hraniéné podmienky (4.9e-h) a nulovi pociatoéni podmienku

(4.10¢) je taktiez nulové. Teda

n™(z,2,t) = 0. (4.45)

0,1 ,.0,1

RieSenia pre ¢%! % m% a n%! popisuji slabo konvektivny pripad v rdde O(Ray,).

0.1 a prudovej funkcie .

Obréazok 4.3 zachytava caso-priestorovy vyvoj koncentracie ¢
RieSenie pre %! v éase t = 0,5 reprezentuje dve konvekéné bunky, ktoré vznikli v do-
sledku hustotnych zmien vyvolanych koncentraciou rozpustnej latky (pozri obrazok 4.3f).
Konvekéna bunka na lavej polovici oblasti rotuje v smere pohybu hodinovych ruciciek,
bunka na druhej strane sa pohybuje v opacnom smere. Prenos rozpustnej latky v systéme
je zna¢ne ovplyvneny pritomnostou hustotou riadeného pridenia. Pole ¢®! v ¢ase t = 0,5
naznacuje, ze v porovnani s nereaktivnym a nekonvektivnym pripadom je v koncentracii
rozpustnej latky najvacsi ibytok blizko okrajov zdroja s rozpustnou latkou a najvacsi na-

0,1

rast v centrdlnej Casti systému (pozri obrazok 4.3¢). Prispevky poli m®! a n®! st nulové,

pretoze chemické reakéné procesy su v tomto pripade zanedbané.
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Obr. 4.3: Koncentra¢né polia ¢! v ¢asoch (a) t = 0,005, (c) t = 0,05 a (e) t = 0,5. Polia
pridovej funkcie ¥%! v ¢asoch (b) t = 0,005, (d) t = 0,05 a (f) t = 0,5.

Poznamenavame, ze doteraz sme uvazovali pripad, ked Ra,, = 0. Podobnym asympto-
tickym pristupom by sme vSak mohli ziskat rieSenia koncentra¢nych premennych a pri-
dovej funkcie aj pre slabo konvektivny pripad v rdde O(Ra,,), ked Ra, < 1. Pre systém
rovnic (2.7) s parametrami Da < 1, Ra. < 1 a Ra, < 1, hrani¢nymi podmienkami
(3.1a—) a pociatoénymi podmienkami (3.2a—c) st rieSenia koncentracnych premennych a
prudovej funkcie v rade O(Ra,,) nulové na celej oblasti. Teda slabo konvektivne pridenie
vyvolané koncentriciou reakénych produktov nemé v rdde O(Ra,) ziadny efekt na pru-

denie a prenos hmoty v pérovitom médiu.
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5 Numerické vysledky

V tejto casti analyzujeme reaktivne a silno hustotou riadené pridenie v saturovanom
porovitom médiu pomocou numerickych simulécii. Blizsie sa pozrieme na niekolko vy-
znacnych pripadov v zavislosti od Damkohlerovho ¢isla a koncentracénych Rayleighovych
¢isel pre rozpustnu latku a reakéné produkty. Numerické simulacie ziskame implementova-
nim pseudospektralneho pristupu uvedeného v kapitole 3. Tato cast je zalozena na praci

[25] (pozri prilohu C.1) a préci prezentovanej v prispevku [22].

5.1 Reaktivny a konvektivny pripad (Da = 1, Ra, = 400 a
Ra,, = 0)

5.1.1 Vyvoj koncentracného pola rozpustnej latky

V nereaktivnom koncentracnom Elderovom probléme nastava zaciatok prudenia pre aki-
kolvek kladni hodnotu Ra, ([41]). Na zéklade numerickej bifurkacnej analyzy vykonanej
v [28] a [41] boli identifikované tri rozne ¢asovo ustilené riesenia v zavislosti od rozsahu
hodnot Ra.. Konkrétne, riesenie s jednym vertikalnym pridom existuje pre 0 < Ra. <
400, s dvoma prudmi pre 76 < Ra. < 400 a s tromi prudmi pre 172 < Ra,. < 400.

Obréazky 5.1a, 5.1c a 5.1e zndzornuju tri kvalitativne odlisné koncentra¢né polia roz-
pustnej latky pre Da = 1, Ra. = 400 a Ra, = 0 v case t = 0,5. Hodnoty ostatnych
parametrov si o, = 1, o, = 1 a 6 = 1. Numerické simuléacie boli vypocitané pomo-
cou pseudospektralnej metddy s 256 x 64 kolokaénymi bodmi pre ¢asovy krok h = 1074
Vysledky sa lisia poc¢tom vertikdlnych prudov rozpustnej latky, ktoré sa vyvinuli v do-
sledku gravitacnej nestability. Na ich ziskanie sme pouzili tri rozne pociatocné podmienky
pre koncentraciu rozpustnej latky. Ako pociatoéni podmienku pre riesenie s jednym pru-
dom (zobrazenym na obrézku 5.1a a oznacenym ako R;) sme zobrali rieSenie pre Da = 0,
Ra. =60 a Ra, = 0 s jednym pradom. Riesenie s dvoma pridmi (zobrazené na obrazku
5.1¢, oznacené ako Rs) bolo vypodcitané pouzitim nulovej poc¢iatoénej podmienky a riese-
nie s tromi pridmi (zobrazené na obrazku 5.1e, oznacené ako R3) pomocou podmienky
c(x,2,0) = [cos(mz) + 1] /2.

Obréazky 5.1b, 5.1d a 5.1f znazornuju koncentracny rozdiel ¢ — cyg, kde c¢ygr zodpoveda

nereaktivnemu pripadu, pre rieSenie Ry, Rs, resp. R3. Vo vSetkych pripadoch je prevazné
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Obr. 5.1: (a, ¢, e) Koncentra¢né polia ¢ pre Da = 1, Ra, = 400, Ra,, =0, oy, = 1, oy = 1 a
0 =1v caset = 0,5, vypocitané s tromi réznymi pociatocnymi koncentriaciami rozpustnej latky.
(b, d, f) Porovnanie koncentraénych poli rozpustnej latky medzi reaktivnym a nereaktivnym
pripadom. Premenné cygr predstavuje prislusni koncentraciu rozpustnej latky pre nereaktivnu
simuldciu s Da = 0. Vrstevnice koncentracie ¢ si zndzornené ¢iernymi plnymi ¢iarami na vset-

kych obrazkoch.

cast oblasti zafarbend modrymi odtienmi, ¢o naznacuje menej rozpustnej latky na tychto
miestach v ¢ase t = 0,5 v porovnani s nereaktivnym pripadom. Priemerny pokles v kon-
centréicii pre Ry je 1,9 %, pre Ry je 1,6 % a pre Rz je 1,3 %. Pre rieSenia Ry a R3 doché-
dza k miernemu symetrickému posunu jednotlivych priadov v porovnani s nereaktivnym
pripadom: pre Ry su ustia prudov blizsie k sebe s maximéalnym absolitnym rozdielom
v koncentracii 7,4 % (obrazok 5.1d); pre R3 mdzeme pozorovat podobné spravanie pre 1is-
tia dvoch vonkajsich pridov s maximéalnym absolitnym rozdielom 7,9 % (obrézok 5.1f).
Navyse, v rieSeni R3 st spodné casti vonkajsich pridov blizko x = 40,5 mierne rozsirené

smerom k vnutornému pridu, takze vnutorny prud je zodpovedajuco zuzeny. V désledku
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toho existuji oblasti s vys$Sou koncentraciou (¢ervené odtiene) v porovnani s nereaktivnym
pripadom. Vyskyt tychto oblasti je zapri¢ineny advektivnym prenosom hmoty pritomnym
v konvektivnom pripade. VSimnime si, Ze na obrazku 4.2e sa neobjavuju ziadne oblasti
s narastom koncentracie, pretoze slabo reaktivny pripad je ¢isto difizny a nevykazuje
ziadne prudenie.

Jednou zo zakladnych charakteristik popisujucich spravanie takychto systémov je ver-
tikalny tok rozpustnej latky na hornej hranici oblasti. Formalne je tato veli¢ina definovana
vztahom

Shy(w, 1) = 2

= (5.1)

z=1

a oznacuje sa ako (bezrozmerné) lokalne Sherwoodovo ¢islo. Priemerntt hodnotu Sh, moz-
no vyjadrit ako

She(t) = ;/02 She(z,t) dz (5.2)

a oznacuje sa ako (bezrozmerné) priemerné Sherwoodovo ¢islo. Priemerné Sherwoodovo
¢islo udéva mieru celkového (advektivneho a diftzneho) prenosu hmoty relativne k miere
difizneho prenosu hmoty. Mézeme si véimnit, ze Sh, je malé pre diftzne systémy v ustéle-
nom stave a zvacsuje sa pre nestabilné systémy, v ktorych je prenos hmoty riadeny najmé
hustotou riadenym pridenim ako v [37].

Obrézok 5.2 porovnava vyvoj Sh. na ¢asovom intervale od 0 do 0,2 pre rozne hodnoty
Da. Priemerny vertikalny tok rozpustnej latky na hornej hranici pre nereaktivnu simu-
laciu sa zhoduje s vysledkami v [37]. V [37] boli vykonané vypocty do rozmerného ¢asu
20 rokov, ¢o priblizne zodpoveda bezrozmernému casu t = 0,1 pre typické transportné
vlastnosti materialu. Na obrazku 5.2 moZeme pozorovat, Ze hodnoty Sh,. sa zacinaji li-
sit od nereaktivneho pripadu s rasticim Da. Krivky pre Da = 0 a 0,1 sa v podstate
prekryvaju, zatial ¢o krivky pre Da = 1 a 10 sa vyrazne lisia od ostatnych. Priemerny
tok rozpustnej latky pre Da = 1 klesa z bodu D pomalsie v porovnani s nereaktivnym
pripadom. Hodnoty Sh. pre Da = 10 st vicsie vo fazach A-B a C-E v porovnani s hod-
notami pre ostatné Da. Od bodu D je tento rozdiel este vyraznejsi. Vysvetlenim je pokles
v koncentracii rozpustnej latky a zvysSenie celkového toku rozpustnej latky od hranice
zdroja do vnitra systému pri zvysSujuicej sa rychlosti chemickej reakcie. Toto sa deje iba
v diftznom rezime D-E, pretoze advekcia je Gc¢innejsia v spomalovani reakéného procesu

ako diftzia. Z dlhodobého hladiska mozno ocakéavat, ze vsetky minerdly v pevnej faze sa
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Obr. 5.2: Casovy vyvoj priemerného vertikdlneho toku rozpustnej latky Sh. na hornej hranici
oblasti pre nereaktivnu simuldciu s Da = 0 (modrou) a reaktivne simuldcie s Da = 0,1 (¢iernou),
1 (Gervenou) a 10 (zelenou). Hodnoty ostatnych parametrov si Ra. = 400, Ra, = 0, oy, = 1,
a, = 1 ad = 1. Fazy vyvoja toku a prenosu rozpustnej latky v pérovitom médiu si oznacené
pismenami od A po E. Medzi bodmi A a B je prostrednictvom difuizie formovand hrani¢na
vrstva v blizkosti zdroja s rozpustnou latkou. Od bodu B sa zacina prejavovat nastup nestability
formovanim vertikalnych pridov s rozpustnou latkou, ktoré sa v bode C prvykrat dotknt dolnej
hranice oblasti. Pocas fazy medzi C a D sa hustejsia ¢ast vzniknutych pridov dostane blizko

dolnej hranice. Nakoniec medzi D a E dominuje prenosu hmoty v systéme diftzia.

rozpustia, ¢im sa zastavi reakény proces a spotreba reaktivnej rozpustnej latky. Z toho
doévodu by Sh, malo s rastticim ¢asom konvergovat k hodnote 4. Tato hodnota zodpo-
veda priemernému vertikdlnemu toku rozpustnej latky na hornej hranici pre nereaktivny

ustaleny stav s dvoma pradmi (Da = 0, Ra. = 400 a Ra, = 0).

5.1.2 Redistribtcia reakénych produktov v kvapalnej faze

Volba pociato¢nej podmienky pre ¢ ovplyviiuje nielen vyvoj koncentra¢ného pola roz-
pustnej latky, ale aj koncentracného pola reakénych produktov. Kedze tieto produkty st

vysledkom chemickej reakcie medzi rozpustnou latkou a mineralmi, budeme predpokladat,
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Obr. 5.3: (a, b, c) Koncentraéné polia n v ¢ase t = 0,5 pre rieSenia R;, Re a Rs. Hodnoty
parametrov su Da = 1, Ra. = 400, Ra, =0, a,, = 1, a, = 1 a § = 1. Prudodiary rychlostného

pola w st zndzornené modrymi Ciarami.

ze v ¢ase t = (0 sa nenachédzaju v kvapalnej faze.

Okrem vyssie uvedenych rieseni Ry, Ry a R3 ziskavame aj prislusné koncentracné polia
pre produkty, ktoré st znazornené spolu s prudociarami na obrazku 5.3. VSetky tri riesenia
pre produkty st ovplyvnené poctom vertikalnych priudov rozpustnej latky v systéme.
Koncentracie produktov si pomerne nizke, pretoze hmota sa absorbuje na hornej aj dolnej
hranici. Pre Ry je maximdlna koncentracia produktov 3,9 %, pre Rs je 3,3 % a pre R3 len
2,9 %. Zvysna cast produktov v systéme je z velkej ¢asti koncentrovana v dvoch vonkajsich

konvekénych viroch.

Na lepsie pochopenie odc¢erpavania hmoty zo systému sii na obrazku 5.4 znazornené
lokalne vertikdlne toky rozpustnej latky Sh. a produktov Sh, na hornej a dolnej hra-

nici v case t = 0,5. Velicina Sh, je definovand analogicky ako Sh.. Na hornej hranici
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Obr. 5.4: Vertikalne toky (a, ¢, €) rozpustnej latky Sh. a (b, d, f) reakénych produktov Sh,
na hornej (¢iernou) a dolnej (modrou) hranici v ¢ase t = 0,5 pre rieSenia R1, Ry a R3. Hodnoty

parametrov su Da = 1, Ra. = 400, Ra, =0, ap, =1, ap =1 a d = 1.

st produkty absorbované najviac v oblastiach, kde Sh, nadobida najmensie (zaporné)
hodnoty (obrézky 5.4b, 5.4d a 5.4f). Vo vsetkych pripadoch k tomu dochédza na okrajoch
zdroja s rozpustnou latkou blizko x = 41, a pre Ry a R3 aj v oblastiach medzi tstiami
dvoch susednych prudov rozpustnej latky. Na tychto miestach je vyssi prisun rozpustnej
latky zo zdroja do systému, najmé v blizkosti z = +1 (obrdzky 5.4a, 5.4c a 5.4e), Co
je spOsobené nespojitym prechodom v hrani¢nej podmienke pre c. Avsak na miestach,
kde sa nachédzaju tustia pridov, si oba lokalne toky relativne malé. Tento lokalny jav
mozno vysvetlit pritomnostou konvektivnej cirkulacie, ktora je sprevadzana vertikalnym
transportom rozpustnej latky z hranice zdroja do vnutra systému, ako to znazornuju pru-
dociary na obrézku 5.3. Teda, na hornej hranici pozdlZ zdroja s rozpustnou latkou je

lokalny tok produktov Sh, inverzny k lokdlnemu toku rozpustnej latky She.

Na dolnej hranici dochéddza k odcéerpavaniu rozpustnej latky a produktov v oblas-
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tiach pod jednotlivymi priadmi rozpustnej latky, kde je pridenie v smere zhora nadol
najsilnejsie. Pozdlz dolnej hranice smerom k vertikdlnym okrajom systému a v oblastiach
medzi dvoma susednymi prudmi rozpustnej latky ida hodnoty Sh. a Sh, k nule. Dévo-
dom je vzostupny tok kvapalnej fazy s nizsou koncentraciou rozpustnej latky z dolnej
hranice. Teda, na dolnej hranici je lokalny tok produktov Sh,, priamoimerny lokalnemu
toku rozpustnej latky Sh.. Rovnaky vztah pre Sh,, plati aj na hornej hranici mimo zdroja
s rozpustnou latkou.

Vychédzajic z [37] a [36] m6zeme definovat dalsie indikdtory popisujtice hmotu v sys-

téme ako

1 /2 1

SPc(t)—§/0 /0 c(x, z,t) de dz, (5.3a)
1 /2 /1

SPult) = 5 /0 /O m(z, z,t) dz dz, (5.3b)
1 /2 1

SPn(t):f/ / n(z, z,t)drdz. (5.3¢)
2Jo Jo

Veli¢ina S P, meria priemerné mnozstvo reaktivnej rozpustnej latky pritomnej v kvapal-
nej faze v urcitom case t, SP,, reprezentuje rozpustné mineraly v pevnej faze a SP,
reprezentuje reakcéné produkty v kvapalnej faze.

Obrazok 5.5a ilustruje casovy vyvoj S P. pre rozne hodnoty Da. Vo vSetkych pripadoch
dochadza k vyraznému zlomu v sklone jednotlivych kriviek v ¢ase ¢ ~ 0,05, ¢o naznacuje
zmenu rychlosti rastu nasytenia systému rozpustnou latkou. Pre Da = 0 pozorujeme, ze
ked SP,. dosiahne tdroven priblizne 25 %, saturacia systému rozpustnou latkou sa spo-
maluje, az kym sa nestabilizuje na 36,3 %. V pripade Da = 10 mozeme vidiet najvacsi
pokles v rychlosti rastu saturacie v porovnani s ostatnymi hodnotami Da. K tomuto po-
klesu dochadza, ked sa rychlost diftzneho transportu hmoty zac¢ina zvysovat (obrézok
5.2). Hodnoty SP,. pre Da = 1 a 10 dosahuju priblizne 35 % v ¢ase t = 1 a s rasticim
casom ida k hodnote nereaktivneho pripadu.

Pre reaktivne simulécie je SP,, klesajice v ¢ase, az kym sa nespotrebuju vsetky mi-
neraly. Rychlost poklesu je ovplyvnena hodnotou Da (pozri obrazok 5.5b). V case t = 1
je tbytok priemerného obsahu minerdlov pre Da = 0,1 relativne maly — len okolo 3 %,
pre Da = 1 je priblizne 27 % a pre Da = 10 dosahuje priblizne 81 %.

Hoci produkty nie st pévodne pritomné v kvapalnej faze, postupom casu sa rychlo

generuju. Priemerné mnozstvo produktov v konkrétnom case silno zavisi od hodnoty Da
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(pozri obrézok 5.5¢). Pre Da = 1 pozorujeme, 7e S P, rastie, az kym v ¢ase t = 0,33 nedo-
siahne maximalnu hodnotu 1,7 %, potom zac¢ina pomaly klesat. Veli¢ina S P, pre Da = 10
sa sprava podobne, ale na zaciatku rastie rychlejsie. V case t = 0,18 dosahuje maximum
8,7 %, nésledne dochddza k poklesu. V ¢ase t = 1 je hodnota SP, pre Da = 10 takmer

identicka s hodnotou pre Da = 1.
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Obr. 5.5: Casovy vivoj priemerného mnozstva (a) rozpustnej latky SP., (b) minerdlov SPp, a
(¢) produktov SP, pre nereaktivnu simuldciu s Da = 0 (modrou) a reaktivne simuldcie s Da =
0,1 (oranzovou), 1 (zelenou) a 10 (Cervenou). Hodnoty ostatnych parametrov st Ra. = 400,

Ra, =0,a, =1, a0p,=1ad=1.
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Obr. 5.6: Casovy vyvoj maximalnych hodn6t pridovej funkcie 1 pre Ra, = 0 (modrou),
40 (ciernou), 400 (¢ervenou) a 4000 (zelenou). Hodnoty ostatnych parametrov si Da = 1,

Ra, =400, oy, =1,y =1 a9 = 1.

5.2 Vplyv reakénych produktov na prudenie (Da = 1, Ra,. =
400 a Ra,, = 4000)

Doteraz sme uvazovali, Ze koncentracia produktov neovplyviiuje hustotu kvapalnej fazy
v systéme (Ra,, = 0). Vo vSeobecnosti vSak hustota kvapalnej fizy méze byt ovplyvnena
reakénymi produktmi. Prikladom toho je chemicka reakcia medzi uhlicitanom vapenatym
v tuhej faze (CaCOj3) a vodnym roztokom chloridu sodného (NaCl), ktord generuje uhli-
¢itan sodny (NayCOs) a chlorid vapenaty (CaCly) v kvapalnej faze. Ide o typickd reaként
siet, ktord sa bezne vyskytuje v prirodnych podmienkach ([17]). V stcasnosti sa vyuziva
pri priemyselnej produkcii uhli¢itanu sodného pomocou Solvayovho procesu.

V tejto ¢asti budeme analyzovat reaktivne a hustotou riadené pridenie (Da = 1 a
Ra, = 400) v zéavislosti od Ra, vyuzitim pridovej funkcie . Casovy vyvoj maximal-
nej hodnoty ¢ moze byt pouzity na charakterizovanie rezimu pridenia ako v [19]. Pri-

dova funkcia dosahuje extremalne hodnoty v strede konvekénych virov a nulové hodnoty
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Obr. 5.7: (a, ¢, e) Koncentraéné polia ¢ pre Da = 1, Ra. = 400 a Ra,, = 4000 v ¢ase t = 0,5,
vypocitané s tromi roznymi pociatoénymi koncentraciami rozpustnej latky. Hodnoty ostatnych
parametrov st a,, = 1, a, = 1 a § = 1. Vrstevnice koncentracie ¢ st zndzornené ¢iernymi plnymi
¢iarami. (b, d, f) Koncentraéné polia n zodpovedaji postupne koncentraénym poliam rozpustnej

latky. Prudociary rychlostného pola u st zndzornené modrymi ¢iarami.

na hraniciach systému. Preto narast alebo pokles maximéalnej hodnoty ¢ moze byt spojeny

so vznikom alebo vymiznutim viru v rieseni.

Obréazok 5.6 ilustruje, ako sa maximélne hodnoty ¥ menia s ¢asom pre vybrané hod-
noty Ra, v rozmedzi od 0 do 4000. Krivky pre Ra, = 0, 40 a 400 st takmer totozné —
iba krivka pre Ra, = 400 je jemne poklesnuta. Pre Ra, = 4000 st maximalne hodnoty ¢
najprv vicsie ako hodnoty pre ostatné Ra,,, neskor zac¢inaji mierne klesat. V case t ~ 0,2
dochédza k prudkému narastu vedicemu k tlmenym periodickym oscildciam okolo nenu-
lového priemeru. Toto spravanie je nésledkom sekundarnej nestability rezimu prudenia

zapri¢inenej postupnym poklesom koncentracie produktov, ako je znazornené na obrazku
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5.5¢. Odhadovand kritickd hodnota pre Ra,, je 2370. Peridda oscilacie je 0,014 (v bezroz-
mernych casovych jednotkach) a frekvencia je priblizne 71.

Obréazky 5.7a, 5.7¢ a 5.7e zndzornuju koncentracné polia rozpustnej latky pre Da = 1,
Ra. = 400 a Ra, = 4000 v case t = 0,5. Ako pociatocné podmienky pre ¢ boli pouzité
tri rézne ustalené stavy spominané v sekcii 5.1.1. V porovnani s obrazkami 5.1a, 5.1¢ a
5.1e pozorujeme pritomnost jazykovitych struktir v dolnych castiach systému. Stvisiaca
zmena v distribucii produktov je viditelnd na obrazkoch 5.7b, 5.7d a 5.7f. Okrem toho
na obrazkoch 5.7b a 5.7d mozeme jasne vidiet, ako st prudociary deformované periodicky
generovanymi jazykmi rozpustnej latky. Formovanie podobnych kvapalnych jazykov bolo
predtym zaznamenané v praktickych experimentoch v [20], kde bolo skiimané oscilaéné

prudenie v nereaktivnom saturovanom poérovitom médiu ohrievanom zdola.
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali hustotou riadenému priadeniu a reaktivnej infiltracii v satu-
rovanych poérovitych prostrediach.

Najprv sme sformulovali matematicky model pozostéavajiuci z advekéno-difizno-reak-
¢nych rovnic, ktoré popisovali prudenie kvapalnej fazy, rozpiastanie mineralov a prenos
rozpustnej latky a produktov chemickej reakcie v dvojrozmernom poérovitom médiu. Uva-
zovanim zdroja s rozpustnou latkou na poloviénej casti hornej hranice bol do systému
vneseny koncentrac¢ny gradient, ktory viedol k vzniku hustotou riadeného pridenia. Che-
mickt reakciu medzi rozpustnou latkou a mineralmi sme modelovali pomocou reakénej
kinetiky druhého radu, ktord zavisela od koncentracii oboch reaktantov.

V slabo reaktivnom a konvektivnom pripade sme pomocou Fourierovych a Laplace-
ovych transformacii odvodili analytické riesenia pre prudovi funkciu a koncentracie roz-
pustnej latky, mineralov a produktov. Asymptotické vysledky ukézali, ze slabo reaktivny
pripad v rade O(Da) aj slabo konvektivny pripad v rade O(Ra.) mali zna¢ny efekt na pre-
nos hmoty a prudenie v systéme v porovnani s nereaktivnym a ¢isto difiznym pripadom,
zatial ¢o slabo konvektivny pripad v rdde O(Ra,) nemal ziadny efekt.

Pre silno hustotou riadené pridenie sme vykonali analyzu distribiicie hmoty v reak-
tivnom poérovitom médiu v zavislosti od Damkdhlerovho ¢isla Da. V rezime, v ktorom
dominoval difizny prenos hmoty, sme zistili pokles Cistej koncentracie rozpustnej latky
v porovnani s nereaktivnym pripadom. Tento pokles bol vyraznejsi pri vyssich hodno-
tach Da. Zaujimavym zistenim bolo, Ze reakéné produkty boli do znac¢nej miery koncen-
trované v konvekénych viroch pri vertikalnych hraniciach s maximéalnou koncentraciou
priblizne 4 %.

Dalej sme sktimali vplyv chemickej reakcie na rezimy pridenia, ktoré boli kvantifiko-
vané pomocou Rayleighovho ¢isla pre rozpustna latku Ra. a Rayleighovho ¢isla pre pro-
dukty Ra,. Zistili sme, ze struktara prudenia v reaktivnom a silno konvektivnom pripade
pre Da = 1 a Ra. = 400 je ovplyvnena reakénymi produktmi, ked je Ra, dostatocne
velké. Numerické simulédcie pre Ra, = 4000 ukazali formovanie zriedenych kvapalnych
jazykov, ktoré vykazovali tlmené periodické oscilacie okolo nenulového priemeru.

Numerické simuléacie pre reaktivny pripad s plne rozvinutym prudenim boli ziskané

pouzitim pseudospektralnej metédy. Pseudospektralna diskretizacia v priestorovej oblasti
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bola zaloZend na sinusovych a kosinusovych rozvojoch v horizontdlnom smere a na Ceby-
sevovych rozvojoch vo vertikalnom smere. Pre diskretizéciu v ¢asovej oblasti sme pouzili
implicitno—explicitni Runge-Kutta metodu. Vysledky vypocitané pomocou tohto nume-
rického pristupu boli v dobrej zhode s analytickym riesenim pre nereaktivny a ¢isto diftzny

pripad uz pri relativne malom pocte kolokac¢nych bodov.
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Priloha A

A.1 Ortogonalita sinusovej a kosinusovej bazy

Goniometrické funkcie sin(kmwx/2) a cos(kmx/2) tvoria ortogonalnu bazu v priestore spo-

jitych periodickych funkcii s k/2 periédami na intervale [0, 2] vzhladom na skaldrny suéin

0, k=1=0,
2 (k7 . [l
/0 sin (2x> sin <2$> dr =41, k=1+#0,
0, k#I,
resp.
2, k=1=0,
2 km I
/0 cos (235) cos (23:) dr =11, k=1+#0,
0, k#I
pre k.1 =0,1,2,....

A.2 Ortogonalita Cebysevovych polynémov

Cebysevove polynémy Tx(¢) tvoria ortogonalnu bazu v priestore Py na intervale [—1,1]

vzhladom na skalarny stucin s vdhou 1/4/1 — (%

T e

VT ()Ta(¢ I

_1ﬁd4— 5, k=1#0,
0, k#I

pre k,l =0,1,2,....
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Priloha B

B.1 Numericky kéd v Pythone

V tejto Casti je uvedeny vypis z programu, ktory sme vyvinuli a pouzili na realizaciu
numerickych vypoctov v programovacom jazyku Python.

Dedalus script for solving the reactive Elder problem with a SinCos
basis in the horizontal direction on the interval [-2,2], a Chebyshev
basis in the vertical direction on the interval [0,1], and a one-

step Runge-Kutta scheme for time-stepping

To run using 4 processes, for instance, you could use:

$ mpiexec -n 4 python3 reactive_elder_problem.py

import numpy as np

import time

import hbpy

import matplotlib.pyplot as plt

import dedalus.public as de

from dedalus.extras import flow_tools

import logging
logger = logging.getLogger (__name__)

# Input parameters

T =1 # simulation time

Nx = 256 # number of collocation points in the x-direction
Nz = 64 # number of collocation points in the z-direction
Da =1

Ra_c = 400

]
o

Ra_n

I
e

alpha_m

]
-

alpha_n
delta = 1
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ot

36

37

39

40

41

# Create bases and domain

x_basis de.Fourier(’x’, Nx, interval=(-2,2), dealias=1)

z_basis

de.Chebyshev(’z’, Nz, interval=(0,1), dealias=1)

domain = de.Domain([x_basis,z_basis], grid_dtype=np.float64)

x = x_basis.grid ()

z z_basis.grid ()

def BoundaryForcing (*args):

""" This function applies its arguments and returns the forcing.

d

0.005

X

return - np.tanh((x-1)/d)/2 - np.tanh((-x-1)/d)/2

def Forcing(xargs, domain=domain, F=BoundaryForcing):
"""This function takes arguments *args, a function F,

and a domain and

args [0] .data # this is an array; we use .data to get its values

returns a Dedalus GeneralFunction that can be applied.

return de.operators.GeneralFunction(domain, layout=’g’,

=args)

func=F, args

# Now we make it parseable, so the symbol BF can be used in equations

3 # and the parser will know what it is.

de.operators.parseables[’BF’] = Forcing

; # Equations

problem = de.IVP(domain, variables=[’c’,’cx’,’cz’,’m’,’n’,

>, ’psix’,’psiz’])

problem.metal[:]J[’z’][’dirichlet’] = True

problem.parameters[’Da’] = Da

problem.parameters[’Ra_c’] Ra_c

problem.parameters[’Ra_n’] Ra_n
problem.parameters[’alpha_m’] = alpha_m

problem.parameters[’alpha_n’] = alpha_n
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66 problem.parameters[’delta’] delta

6s problem.add_equation ("dt (c) dx(cx) - dz(cz) = psizxcx - psix*cz - Daxc

*mn)

60 problem.add_equation ("dt (m) -alpha_m#*Dax*c*m")
70 problem.add_equation("dt(n) - (dx(nx) + dz(nz))/delta = psiz*nx - psix*
nz + alpha_n*Da*cxm")

71 problem.add_equation("Ra_c*dx(c) + Ra_nx*dx(n) + dx(psix) + dz(psiz) = 0"

)
72 problem.add_equation("cx - dx(c) = 0")
73 problem.add_equation("cz - dz(c) = 0")
72 problem.add_equation("nx - dx(n) = 0")
75 problem.add_equation("nz - dz(n) = 0")

76 problem.add_equation("psix - dx(psi) = 0")

I
o
<

77 problem.add_equation("psiz - dz(psi)

79 # Dirichlet boundary conditions

s0 problem.add_bc("left(c) = 0")

s1 problem.add_bc("right(c) = right(BF(x))") # note that we apply the right
() operator to the forcing

s2 problem.add_bc("left(n) = 0")

s3 problem.add_bc("right(n) = 0")

s4 problem.add_bc("left(psi) = 0")

s5 problem.add_bc("right(psi) = 0")

87 # Timestepping

g8 ts = de.timesteppers.RK111

89

90 # Build solver

91 solver = problem.build_solver (ts)
92 logger .info (’Solver built’)

93

94« # Initial conditions

95 ¢ = solver.state[’c’]
96 ¢cx = solver.state[’cx’]
97 ¢z = solver.state[’cz’]
9¢ m = solver.state[’m’]
9 n = solver.state[’n’]

70



100 nx = solver.state[’nx’]

101 nz = solver.state[’nz’]

102 psi = solver.state[’psi’]
103 psix = solver.state[’psix’]
104 psiz = solver.state[’psiz’]
105

1m;c[’g’] =0

107 m[’g’] = 1

s n[’g?’] =0

109

110 c.differentiate(’x’,out=cx)

111 c.differentiate(’z’ ,out=cz)

112 n.differentiate(’x’,out=nx)

113 n.differentiate(’z’,out=nz)

114 psi.differentiate(’x’,out=psix)

115 psi.differentiate(’z’,out=psiz)

117 # Initial timestep

118 dt = le-4

120 # Integration parameters

121 solver.stop_sim_time = T
122 solver.stop_wall_time = np.inf
123 solver.stop_iteration = np.inf

125 # Analysis
126 analysis = solver.evaluator.add_file_handler (’analysis’, iter=10,
max_writes=10000)

127 analysis.add_system(solver.state, layout=’g?’)

128

120 # Main loop

130 logger.info (’Starting loop’)

131 start_time = time.time ()

132

133 while solver.ok:

134 solver.step(dt)

135 if solver.iteration % 10 == O:
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logger.info(’Iteration: %i, Time: %e, dt: %e’ %(solver.iteration,

solver.sim_time, dt))

7 end_time = time.time ()

# Print statistics
logger.info(’Total time: %f’ %(end_time-start_time))

logger.info(’Iterations: %i’ %solver.iteration)

2> logger .info(’Average timestep: %f’ %(solver.sim_time/solver.iteration))

Obr. B.1: Vypis z programu reactive_elder_problem.py.
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Priloha C

C.1 Simulation of reactive groundwater flow and salinization in

carbonate-rock aquifers

V tejto ¢asti je uvedena reprodukcia ¢lanku [25].
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Abstract—This study f¢ on p imulations of
groundwater flow and salinization with the presence of geochem-
ical reaction processes in carbonate-rock aquifers. The mathe-
matical model for this phenomenon is based on the fluid mass
conservation equation, Darcy’s equation and transport equations
for reactive salt, dissoluble minerals and reaction products.
The simulations are obtained by imp ting a p pectral
numerical method with the aid of parallelization, which reduces
the total computational time to one-half the time needed for
performing corr g serial ations. This study is
carried out for different cases depending on how the liquid
density varies with the concentrations of the salt and products.
For the case of the strong dependence of the liquid density
on the salt concentration, the results show that the average
salt flux from the source into the system significantly increases
with the increasing salt reaction rate. Furthermore, when the
liquid density is strongly d dent on the c trations of
both salt and products, the products generated by the reactive
infiltration affect the flow structure and salt transport in the
system. These results form the basis for further theoretical and
computational research in more complex natural settings. The
research findings can be used to enhance groundwater security
and prevent widespread contamination of groundwater reserves
in the carbonate-rock aquifers.

Index Terms—groundwater salinization, carbonate-rock
aquifers, mineral dissolution, mathematical modelling, computer
simulation

I. INTRODUCTION

Groundwater salinization is a phenomenon that causes con-
tamination of fresh groundwater with salt. It typically occurs
near seawater or other salt sources. To enhance groundwater
security and prevent widespread contamination of groundwater
reserves, it is desirable to design and improve mathematical
models that can provide realistic simulations and predictions
of flow and mass transport in such systems.

Groundwater salinization in carbonate-rock aquifers can be
modelled as density-driven flow with mass transport in fluid-
saturated porous media because density differences between

978-1-6654-7087-2/22/$31.00 © 2022 IEEE

salt and fresh water can drive the fluid flow [1], [2]. This
approach is followed in many studies related to a salinization
problem (e.g. [3]-[6]). A typical model geometry is a two-
dimensional rectangular region with a salt source located at a
portion of the upper boundary [7]. These problems are mostly
treated by advanced numerical methods such as pseudospectral
or finite volume methods [7]-[9].

Since the groundwater reserves are often stored in the
carbonate-rock aquifers, the groundwater salinization can be
accompanied by chemical reactions between salt water and
solid minerals of carbonate rocks. These reactions in turn lead
to the consumption of reactive salt and dissoluble minerals,
and to the formation of reaction products. As a result, the
presence of the geochemical reactions may significantly affect
the flow and mass transport in these systems [10], [11].

In this study, computer simulations of the reactive ground-
water flow and salinization in the carbonate-rock aquifers
are presented. A mathematical model is based on the fluid
mass conservation equation, Darcy’s equation and transport
equations for the salt, minerals and products. A resulting sys-
tem of the equations is solved by a pseudospectral numerical
approach suitable for performing parallel computations. Three
different cases depending on how the liquid density varies
with the concentrations of the salt and products are studied
to investigate effects of the geochemical reaction processes on
the flow and salt transport.

II. MATHEMATICAL MODEL

A homogeneous and isotropic fluid-saturated porous
medium is considered. The flow and mass transport in the
porous medium is described by a set of dimensionless equa-
tions for the concentration of the reactive salt ¢, the concen-
tration of the dissoluble minerals m, the concentration of the
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Fig. 1. Schematic diagram of the model geometry (in dimensionless units).

reaction products n, and the streamfunction :

g 0P Opdc O Q¢ _ 5 o )
ot  9z0r OJrdz 0Ox® 022
% = —a,,Dacm, 2)
y 2 2
%,%% %%7% (% + g%) =, Dacm, (3)
% + ?:715 = —RaC% - Rang—z. 4)

Here, the parameters c,, and «,, represent the concentration
ratios for the minerals and products, respectively, and o repre-
sents the molecular diffusion ratio of the salt to the products.
The parameter Da is the Damkohler number and measures the
salt reaction rate relative to the salt diffusion rate, and Ra, and
Ra,, are the concentration Rayleigh numbers for the salt and
products, respectively.

Boundary conditions for the concentrations of the salt and
products are specified in Fig. 1. For the streamfunction, zero
Dirichlet conditions are prescribed on all edges. The initial
concentrations of the salt and products are zero, and the initial
concentration of the minerals is equal to unity.

III. COMPUTATIONAL METHOD

To obtain a numerical solution to the non-linear system (1)—
(4), a pseudospectral method is used for spatial discretization.
This method is based on sine and cosine series expansions
in the horizontal direction and Chebyshev series expansions
in the vertical direction. The pseudospectral method is suit-
able for avoiding truncation errors arising from spatial dis-
cretization [1]. For time-stepping, a one-step implicit—explicit
Runge—Kutta scheme is used by applying implicit time-
stepping to linear terms and explicit time-stepping to non-
linear terms [12].

Unlike the Chebyshev series, the sine and cosine series
represent a separable basis in which derivatives do not couple
separate modes. The choice of the sine and cosine series thus
allows parallelization of modal computations in the horizontal
direction. All computations have been performed on multiple
CPUs with the aid of an MPI-parallelized computational
framework [13].

The parallelized computations have been run on a work-
station with an Intel® Core™ i5-6400 CPU @ 2.70 GHz
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Fig. 2. Salt concentration fields for Da = 1, Ra. = 0 and Ra, = 0 at (a)
t = 0.005, (b) t = 0.05 and (c) t = 0.5. The other parameters are fixed at
am =1, ap=1and d = 1.
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t

Fig. 3. The average Sherwood number as a function of time for Da = 0
(blue line), Da = 1 (red line) and Da = 10 (green line).

(4 CPUs) processor and 8 GB RAM. For the pseudospectral
method with 256 x 64 modes and a time step of 1074, it takes
about 1.5 min to run 5000 iterations, which corresponds to
the simulation time of 0.5 dimensionless time units. For serial
computations, it would take at least twice as long.

IV. RESULTS
A. Ra.=0and Ra, =0

First, a reactive case with no density-driven flow is con-
sidered. The only mass transport process in such a system
is diffusion. Fig. 2 shows how the salt from the source
progressively contaminates distant areas as time proceeds.

The average vertical salt flux at the upper boundary, referred
to as the average Sherwood number, is defined as

— 1 [20c
She(t) = 5/0 % dz.

z=1
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Fig. 4. Salt concentration fields for Da = 1, Ra. = 400 and Ra, = 0 at (a) t = 0.005, (b) t = 0.01, (c) t = 0.02, (d) t = 0.05, (e) t = 0.1 and (f)
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Fig. 5. The average Sherwood number as a function of time for Da = 0
(blue line), Da = 1 (red line) and Da = 10 (green line).

Fig. 3 shows the temporal development of Sh, for different
values of Da. In all reactive cases (Da > 0), She converges
to a value of 0.5 as ¢ — oo. This behaviour is very similar
to the non-reactive case (Da = 0). However, the rate of the
convergence decreases with increasing Da.

B. Ra. = 400 and Ra, =0

In the second case, the liquid density is strongly dependent
on the salt concentration (Ra. = 400) while is independent of
the concentration of the products (Ra,, = 0). Spatio-temporal
development of the salt concentration for Da = 1, Ra. = 400
and Ra, = 0 is shown in Fig. 4, where two vertical salt
plumes are formed due to the occurrence of the density-driven
flow in the porous medium.

Temporal development of the average Sherwood number is
shown in Fig. 5. It can be seen that Sh, decreases first when
the boundary layer is formed at the top (cf. Fig. 4a and b). The

t

Fig. 6. Temporal develop of the ion maximum for Ra, =0
(blue line), Ra, = 400 (red line) and Ra,, = 4000 (green line).

following sudden increase in the average Sherwood number is
related to the development of both plumes until they touch
the bottom (Fig. 4c). The second decrease in values of Sh,.
occurs when the denser parts of the plumes reach the bottom
(Fig. 4d). From this point, mass diffusion is dominant in the
system (Fig. 4e and f).

The average Sherwood number for the reactive salt signif-
icantly differs from the non-reactive case in the late mass-
transport stage (Fig. 5). However, it should tend to a value of
4 with increasing time, as in the non-reactive case.

C. Ra. =400 and Ra,, > 0

Finally, the influence of the products on the density-driven
flow is investigated by quantifying the temporal development
of the streamfunction maximum. Variations in the maximum
of 1 can be suggestive of a change in the flow regime [1].
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Fig. 7. The salt concentration field for Da = 1, Ra. = 400 and Ra, =
4000 at t = 0.5.

Fig. 6 shows the temporal development of the streamfunc-
tion maximum for different Ra,,. The initial rapid increase in
the maximum of ¢ for Ra, = 0, 400 and 4000 is due to
the onset of convection. Further variations are followed by a
large decrease after the denser parts of the plumes reach the
bottom. However, at ¢ ~ 0.2, the streamfunction maximum
for Ra, = 4000 begins to change appreciably. There is a
noticeable increase resulting in periodic oscillations with a
decreasing amplitude. These oscillations also affect the salt
concentration field, as illustrated by a numerical simulation
for Da =1, Ra. = 400 and Ra,, = 4000 at ¢t = 0.5 in Fig.
7. In particular, there is the presence of salt tongues in the
lower part of the region (cf. Fig. 4f).

V. CONCLUSION

This study dealt with the simulations of the reactive ground-
water flow and salinization in the carbonate-rock aquifers.
The mathematical model for this phenomenon was designed
to capture the density-driven flow and mass transport with
the presence of the geochemical reactions between the salt
and minerals in the porous carbonate rocks. The results
were numerically computed using the pseudospectral spatial
discretization with the separable basis functions. The choice
of these functions allowed the parallelization of the modal
computations, which reduced the total computational time.

In this study, the salt concentration fields for various liquid-
density functions were presented, and the effects of the geo-
chemical reaction processes on the flow and mass transport
were assessed using the average Sherwood number and the
streamfunction maximum. For the system with no density-
driven flow, the propagation of the groundwater contamination
with the salt was simulated. The relation between the average
Sherwood number and the Damkd&hler number showed that
the geochemical reaction processes did not significantly affect
the behaviour of the average salt flux from the source into
the system. For the strong dependence of the liquid density
on the salt concentration, the development of two vertical
salt plumes at various times was demonstrated. The average
Sherwood number indicated that the average vertical salt flux
increased with the increasing Damkohler number when mass
diffusion in the system was dominant. For the liquid density
which was strongly dependent on the concentrations of both
salt and products, the effect of the reaction products on the
flow and salt transport in the system was identified.

These results form the basis for further theoretical and
computational research on the reactive groundwater flow and
infiltration in more complex natural settings.
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