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Autoreferát dizertačnej práce
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na problémy vol’by portfólia
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Obhajoba dizertačnej práce sa koná dňa ................ o ....... pred komisiou
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FMFI UK v Bratislave
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Úvod
Riziko vždy zohrávalo dôležitú úlohu v problémoch vol’by portfólia. V jednokro-
kových modeloch vol’by portfólia je riziko, merané ako variancia, rovnako dôležité
ako očakávaný zisk. Avšak do viackrokových modelov vstupuje riziko väčšinou
len cez funkciu užitočnosti, ktorá určuje vzt’ah investora k riziku. Viackrokové
modely vol’by portfólia patria k prominentným témam skoro už štyridsat’ rokov.
Tieto modely sa zväčša dajú rozdelit’podl’a nasledujúcich kritériı́:

• modely investovania a spotreby so spojitým alebo diskrétnym časom,

• s jedným aktı́vom alebo viacerými aktı́vami,

• bez transakčných nákladov a s transakčnými nákladmi alebo maklérskymi
poplatkami,

• s cenou aktı́va sledujúcou Wienerov proces alebo všeobecnejšie procesy,

• s kompletným alebo nekompletným trhom.

V literatúre, ktorá sa zaoberá týmito modelmi, zohráva riziko len minimálnu
úlohu. Zväčša vstupuje len cez funkciu užitočnosti alebo cez obmedzenia na aktı́va,
pričom tieto obmedzenia nepriamo znižujú riziko. Finančné inštitúcie nemajú kon-
krétnu funkciu užitočnosti, skôr majú ekonomický kapitál, s ktorým uskutočňujú
svoje obchody a maximalizujú svoj zisk tak, aby ekonomický kapitál bol posta-
čujúci na danú investı́ciu. Kol’ko ekonomického kapitálu je potreba na investı́ciu
popisujú rizikové miery. Nedávno bol koncept koherentnej rizikovej miery rozšı́-
rený aj na viackrokové modely. V dizertačnej práci sme sa zaoberali rizikovými
ohraničeniami na ekonomický kapitál investora, ktorý za prı́tomnosti transakčných
nákladov maximalizuje očakávaný rast investı́cie vo viackrokovom modeli.

V klasickej Black-Scholesovej teórii oceňovania opciı́ je riziko úplne eli-
minované zo syntetického portfólia. Táto eliminácia je možná vd’aka nulovým
transakčným nákladom. Black-Scholesova rovnica dokáže dobre ocenit’deriváty
na kratšı́ch časových úsekoch, kde sa dajú zanedbat’ako transakčné náklady, tak
aj riziko s nedokonale zabezpečeného portfólia. Ked’transakčné náklady nezane-
dbáme, tak časté zaist’ovanie portfólia spôsobı́ vysoké poplatky za transakcie. Na
druhej strane menej časté zaist’ovanie zvyšuje riziko nezaisteného portfólia. Zaujı́-
mavým problémom ostáva ako zahrnút’riziko do modelu oceňovania opciı́. V práci
[7] odvodil M. Kratka model na oceňovanie derivátov so zahrnutı́m transakčných
nákladov aj rizika z nedokonale zaisteného portfólia v podobe variancie synte-
tického portfólia. V dizertačnej práci sme upravili Kratkov model tak, aby bol
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škálovo invariantný a dobre definovaný. Model sme rozšı́rili o d’alšie riziko v po-
dobe možnosti bankrotu protistrany a porovnali rozdiel medzi integrovaným ri-
zikom a čiastočným rizikom, ktoré zodpovedá prı́padu nezahrnutia bankrotu do
modelu. Analyzovali sme tento model, navrhli jeho numerickú schému a porovnali
výsledky so skutočnými trhovými dátami. Ukázali sme kedy rozdelená analýza
trhového a kreditného rizika nepodcenı́ skutočné riziko.

V modeloch výberu portfólia ako aj v modeloch oceňovania derivátov zohráva
dôležitú úlohu modelovanie časových radov a kalibrácia modelov. S dostupnost’ou
časových radov s vyššou frekvenciou sa objavuje otázka, či je vhodné tieto dáta
použit’pri analýze. Ak sa obmedzı́me na dáta s nı́zkou frekvenciou, tak budeme mat’
prı́liš málo dát na spol’ahlivý odhad parametrov, alebo budeme musiet’použit’vel’mi
staré dáta. Na druhej strane v prı́pade, ak použijeme dáta s vysokou frekvenciu,
tak výsledný model musı́me agregovat’na požadovaný časový horizont. S každou
agregáciou dochádza aj ku zväčšeniu chyby, ktorá sa prejavı́ hlavne vtedy, ked’
máme dlhšı́ časový horizont. Toto motivuje našu analýzu agregovaných rozdelenı́.
V tejto práci sme sa zamerali na agregáciu GARCH modelov, ktoré zaviedol
Bollerslev v práci [1]. Zamerali sme sa aj na vlastnosti agregovaných GARCH
modelov, hlavne na ich varianciu a kurtosis, ako aj ich limitné vlastnosti. Ďalej sme
vykonali out of sample testy niekol’kých modelov za účelom zistenia optimálnej
frekvencie pre vybrané časové rady.

Ciele
Našim ciel’om je preskúmat’vplyv rizika na investora. Zameriavame sa na dlhšı́ ča-
sový horizont, ked’že vplyv rizika na krátkom časovom úseku a pre jednokrokové
modely je dostatočne preskúmaný. Našim ciel’om je zahrnút’riziko do oceňovania
derivátov, presnejšie riziko z nedokonale zaisteného portfólia a možnost’bankrotu
protistrany. Ďalej sa zameriame na problém optimálnej vol’by portfólia, ked’ je
investor obmedzený ohraničenı́m v podobe viackrokových rizikových mier eko-
nomického kapitálu. Zameriame sa aj na problém agregovania časových radov
s dôrazom na predpovede na dlhšie časové obdobie.

Väčšina výsledkov dizertačnej práce bola publikovaná v prácach autora [12,
13, 16, 19, 21, 22, 23] alebo je súčast’ou pracovných verziı́ článkov autora [14, 15,
20].
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Vol’ba portfólia s transakčnými nákladmi a rizikovým
ohraničenı́m
Hlavným predpokladom v dizertačnej práci je, že môžeme investovat’do bezrizi-
kových dlhopisov B

dB = rBdt, (1)

alebo do akciı́ S (prı́padne jednej akcie pri oceňovanı́ derivátov), ktoré môžeme
popı́sat’pomovou Wienerovho procesu W

dSi(t) = Si(t)

(
µidt+

m∑
j=1

σijdW

)
. (2)

V tomto prı́pade r označuje bezrizikovú úrokovú mieru, µ predstavuje trend a
σ′σ varianciu. Pri každom nákupe (predaji) akciı́ musı́ investor platit’aj proporčné
transakčné náklady Cb (Cs).
Investor menı́ svoju investı́ciu do dlhopisov V0 a akciı́ Vi nákupom (Z) a predajom
(U ) akciı́

dV π
0 (t) = V π

0 (t)rdt− (1 + Cb) · dZ(t) + (1− Cs) · dU(t), (3)

dV π
i (t) = V π

i (t)

(
µidt+

m∑
j=1

σijdWj(t)

)
+ dZi(t)− dUi(t). (4)

Ako celkovú hodnotu portfólia P označı́me hodnotu portfólia po predaji všetkých
akciı́

P (V π
0 , V

π) := V π
0 +

m∑
i=1

min[(1− Csi)V π
i , (1 + Cbi)V

π
i ]. (5)

Ciel’om investora je maximalizovat’dlhodobý očakávaný rast portfólia

lim
T→∞

E(log(P (V π
0 , V

π)))/T. (6)

Investor sa snažı́ optimalizovat’účelovú funkciu za predpokladu, že splnı́ rizikové
ohraničenie. Rizikové ohraničenie je odvodené z jednokrokovej rizikovej miery
ρ0 rovanko ako v práci [3, 4]

ρ(X) = ρ0

(
inf

t∈[0,∞]
Xt

)
. (7)

Celý model je podrobnejšie popı́saný v dizertačnej práci, ktorá zahŕňa aj nu-
merickú aproximáciu tohto modelu pre prı́pad ohraničenia očakávanej straty. Nu-
merická aproximácia je vypracovaná na binárnom strome, pričom v každom uzle
stromu je vypočı́taný no trade region, teda oblast’, v ktorej je optimálnou straté-
giou nemenit’zloženie portfólia. Tabul’ka 1 zobrazuje vplyv rôznych ohraničenı́ na
optimálny očakávaný rast portfólia pre rôzne počiatočné zloženie portfólia.

5



počiatočná hodnota očakávaná návratnost’
dlhopisov akciı́ no trnsct no short-sell ES cnstr

0.1 0.9 0.0281 0.0281 0.0254
0.2 0.8 0.0284 0.0284 0.0259
0.3 0.7 0.0284 0.0284 0.0264
0.4 0.6 0.0280 0.0280 0.0269
0.5 0.5 0.0273 0.0275 0.0272
0.6 0.4 0.0262 0.0270 0.0267
0.7 0.3 0.0248 0.0265 0.0262
0.8 0.2 0.0229 0.0260 0.0257
0.9 0.1 0.0208 0.0255 0.0252

Tabul’ka 1: Tabul’ka zobrazuje pre rôzne počiatočné stavy portfólia očakávanú
návratnost’portfólia: investor nemôže menit’zloženie portfólia (no trnsct), investor
nemôže ı́st’ do short pozı́cie (no short-sell) a pre prı́pad, ked’ je investor navyše
obmedzený ohraničenı́m na očakávanú stratu portfólia (ES cnstr).

RAPM model
Black-Scholesov model na oceňovanie derivátov vychádza z mnohých predpokla-
dov, ktoré sú potrebné na jeho odvodenie. Medzi ne patrı́ aj predpoklad o spojitom
zaist’ovanı́ portfólia a nulových transakčných nákladoch. Rozšı́renie tohoto modelu
priniesol Lelandov model [8], ktorý do oceňovania zahrnul aj transakčné náklady.
Po zavedenı́ diskrétneho času zaistenia už nie je portfólio dokonale zabezpečené
a investor na seba berie určité riziko. Práve toto riziko zahrnul do oceňovania
M. Kratka vo svojej práci [7]. Predpokladal, že riziková prémia má tvar

rV P = R
V ar(∆Π)

∆t
. (8)

Táto vol’ba rizikovej prémie viedla k modelu, ktorý nie je škálovo nezávislý, teda
výsledná cena derivátu závisı́ nelineárne na vol’be jednotiek. V dizertačnej práci
je zvolená riziková prémia tak, aby zabezpečila škálovo nezávislé oceňovanie

rV P = R
V ar

(
∆Π
∆S

)
∆t

. (9)

Podobne, ako v Kratkovom modeli je čas zaistenia portfólia stanovený tak, aby mi-
nimalizoval transakčné a rizikové náklady. Krátky čas zaist’ovania minimalizuje
riziko, ale zvyšuje transakčné náklady. Zvolenı́m vel’kého času sı́ce minimali-
zujeme transakčné náklady, ale neúmerne rastie riziko portfólia. Optimálny čas
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zaist’enia v modeli je

∆opt =
K2

σ2|SΓ| 23
, kde K =

(
C

R

1√
2π

) 1
3

. (10)

Do modelu je zhrnutá aj možnost’, že protistrana môže skrachovat’. Predpokladáme,
že krach ovplyvnı́ iba hodnotu derivátu a pravdepodobnost’krachu na intervale dt
je ρdt. V prı́pade krachu dostane investor iba čast’svojej investı́cie RRV namiesto
V . Oceňovacia rovnica odvodená v dizertačnej práci má za týchto predpokladov
tvar

∂tV +
σ2

2
S2
(

1− v(SΓ)
1
3

)
Γ = (r + ρ(1−RR))V + (D − r)S∂SV, (11)

pričom

Γ = ∂2
SV a v = 3

(
C2R

2π

) 1
3

. (12)

Pri odvodenı́ modelu sú použité Lelandove transakčné náklady a preto je potrebné
aby čas ∆t medzi dvomi zaisteniami portfólia bol malý v porovnanı́ s T − t.
Prirodzený spôsob ako to zebezpečit’ je neumožnit’ zaist’ovanie portfólia v čase
blı́zkom expirácii. Preto predpokladáme, že V = V (S, t) je riešenı́m klasickej
Black-Scholesovej rovnice pre T − t < τv. Ďalšı́m dôvodom pre zavedenie prepı́-
nacieho času je, že oceňovacia rovnica je parabolická diferenciálna rovnica (PDR)
len ak SΓ <

(
3
4v

)3. Túto podmienku nespĺňa väčšina derivátov v čase blı́zkom
expirácii. Podrobnejšia analýza pre prı́pad call a put opciı́ je uvedená v dizeračnej
práci. Podobná aproximácia v čase blı́zkom expirácii je použitá aj v [6].

Numerická analýza modelu spočı́va v odvodenı́ PDR pre funkciu H := SΓ.
Nahradenı́m deriváciı́ konečnými diferenciami, pričom nelineárne časti ostávajú
na predchádzajúcom časovom intervale, dostávame numerickú schému preH . Ked’
už poznáme hodnotu funckie H , tak oceňovacia rovnica (11) pre cenu derivátu V
predstavuje obyčajnú diferenciálnu rovnicu prvého stupňa, ktorú môžeme l’ahko
integrovat’.

Black-Scholesova rovnica predpokladá konštantnú volatilitu pre všetky derivá-
ty vypı́sané na danú akciu. Implikovaná volatilita však nebýva konštantná a často
má konvexný tvar, takzvaný volatility smile. Rovnica (11) môže byt’chápaná ako
Black-Scholesova rovnica s nekonštantnou valatilitou σ̄

σ̄2(S, t) := σ2(1− v(SΓ)
1
3 . (13)

Priebeh funkcie σ̄ je zobrazený na obrázku 1 v závislosti od času a ceny akcie.
Na obrázku 2 je zobrazený priebeh akcie S, call opcie V a implikovanej volatility
σRAPM a rizikovej prémie R.
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Obr. 1: Vysvetlenie volatility smile, zobrazená je funkcia σ̄(S, t) v závislosti na
čase a cene akcie S.
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Obr. 2: Denný vývoj akciı́ Microsoftu (Aprı́l 4, 2003), call opciı́ a implikovanej
volatility σRAPM a rizikovej prémie R.
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Obr. 3: Portfólio skladajúcej sa z opcie a jej short pozı́cie, pričom pravdepodobnost’
krachu je nenulová.

Ak je opcia ovplyvnená krachom protistrany, potom separátny výpočet kredit-
ného a trhového rizika môže podcenit’skutočné riziko. Na obrázku 3 je zobrazené
portfólio z opcie a jej short pozı́cie. Separátna analýza rizika by pozostávala v ana-
lýze zmien portfólia bud’v smere ceny akcie S alebo v smere ρ. Pritom najväčšie
straty sú dosiahnuté pri spoločnej zmene oboch parametrov. Nasledujúce tvrdenie
sumarizuje kedy seperátna analýza rizika nepodcenı́ skutočné riziko.
Tvrdenie: Predpokladajme, že máme skupiny premenných Ik, pre k = 1, ..., s.
Ak fn : Rn → R ma spojité derivácie druhého stupňa, tak subaditivita vzhl’adom
na skupiny premenných Ik

ρ
(
fnΩ − fn∅

)
≤

s∑
k=1

ρ
(
fnIk − f

n
∅
)

(14)

platı́ pre všetky koherentné rizikové miery ρ a pre všetky X0
n práve vtedy, ked’je

funkcia fn separovatel’ná

fnΩ(X) =
s∑

k=1

gk(XIk). (15)

Podrobný dôkaz je uvedený v dizertačnej práci.

Agregácia časových radov
V súčastnosti sú pre kalibrovanie modelov dostupné dáta s vysokou frekvenciou.
Otázkou ostáva, či je vhodné takéto dáta využit’pri predpovediach časových ra-
dov na dlhšie obdobie. Použitie modelu s vysokou frekvenciou znamená nutnost’
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vysokej agregácie, aby sme dosiahli požadovaný horizont. S každou agregáciou
dochádza aj k agregácii chýb v modeli, ktoré vznikajú pri odhade modelu prı́padne
pri jeho nepresnej špecifikácii. Opačný extrém, použitie rovnakej frekvencie ako
je horizont, zase spôsobı́, že máme málo dát na kalibráciu modelu a zı́skame len
nepresné odhady parametrov. Tieto nepresnosti sa samozrejme premietnu aj do
predpovede.

V dizertačnej práci sme sa zaoberali porovnanı́m kvality rôznych modelov
s ohl’adom na predpovede na dlhšı́ časový horizont. Pri takýchto predpovediach
je nutná agregácia modelu na dosiahnutie požadovaného časovéhu horizontu.
Zamerali sme sa aj na agregáciu GARCH modelov a ich vlastnosti. Definı́cia
GARCH modelov je prebraná z [1]

ht = ψ + αε2t−1 + βht−1, (16)

pre strong GARCH model sú ξt := εt/
√
ht nezávislé, rovnako rozdelené s nulovou

strednou hodnotou a varianciou rovnou jednej. Pre semi-strong GARCH model je
podmienená stredná hodnota E[εt|It−1] rovná nule a E[ε2t |It−1] = ht. Agregáciu
GARCH modelov skúmali aj Drost a Nijman v [5], ktorı́ sa zamerali na agregáciu
weak GARCH modelov a ich vlastnosti podmienené agregovanými dátami. V di-
zertačnej práci je odvodená variancia a kurtosis pre agregovanú “stock” premennú
ε(m)t := εt+m sledujúcu semi-strong GARCH model, podmienenú neagregova-
nými dátami v tvare

V ar(ε(m)t|It) = σ2
u + (α+ β)m−1(ht+1 − σ2

u), (17)

E(ε4(m)t|It) = κψ2 + γE(ε4(m−1)t|It) + 2ψκ(α+ β)V ar(ε(m−1)t|It), (18)

kde σ2
u = ψ/(1 − α − β) je nepodmienená variancia neagregovanej premennej.

V práci je uvedená aj nerekurzı́vna podoba kurtosisu.

Pre agregovanú “flow” premennú ε[m]t :=
m∑
i=1

εt+i dostávame

V ar(ε[m]t|It) = mσ2
u +

1− (α+ β)m

1− (α+ β)
(ht+1 − σ2

u), (19)

E(ε4[m]t|It) = B

m−1∑
i=0

Aib, (20)

kde matica A a vektory B, b sú uvedené v dizertačnej práci. Rovnako je v práci
odvodený aj nerekurzı́vny tvar kurtosisu, ktorý je potrebný pri skúmanı́ jeho
limitných vlastnostı́. Hodnota limity záležı́ od γ := α2κ + 2αβ + β2, dostávame
tri možnosti:

lim
m→∞

E(ε4[m]t|It)(
E(ε2[m]t|It)

)2 =


3 if γ < 1
3 + d if γ = 1
∞ if γ > 1

, (21)
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Obr. 4: Agregovaný kurtosis ako funkcia agregácie - 80% interval spol’ahlivosti.

pričom d = ((ψκ)/(2σ2
u) + 3(κα + β)) (ψ/σ2

u + 2(α + β)). Podrobný dôkaz je
uvedený v dizertačnej práci. Na obrázku 4 vidı́me prı́klad priebehu agregovaného
kurtosisu.

Na testovanie schopnostı́ modelov predpovedat’vývoj najprv transformujeme
realizovanú agregáciu pomocou predpovedaného rozdelenia pt. Použijeme Rosen-
blattovu transformáciu [11]

rt 7→ zt :=

rt∫
−∞

pt(u)du. (22)

Po aplikovanı́ inverznej distribučnej funkcie normálneho rozdelenia N−1

zt 7→ nt := N−1(zt) (23)

dostávame premennú, ktorá má v prı́pade správnej predpovede normálne rozdele-
nie. Pre normálne rozdelenie existuje vel’ké množstvo testov, ktoré môžeme použit’
(pozri napr. prácu [2] a referencie v nej) . V tabul’ke 2 sú výsledky piatich testov na
19-tich časových radoch. Medzi pät’vybratých testov patrı́ Kolmogorov-Smirnov
test, Jarque-Bera test, dve verzie Pearsonovho χ2 testu a Waldov test navrhnutý
v [10]. Tieto testy sú podrobnejšie popı́sané v dizertačnej práci. Časový hori-
zont predpovedı́ bol tri mesiace. Podl’a našich výsledkov najlepšie predpovede
dosiahli modely, ktoré majú vzorkovaciu frekvenciu blı́zko časovému horizontu
predpovedı́.
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Test 1 (KS) Test 2 (JB) Test 3 (W) Test 4 (χ2-1d) Test 5 (χ2-2d)
Model # accept. # accept. # accept. # accept. # accept.

1d G N 19 0 0 0 0
1d G t 0 0 0 0 0
1d G EVT 19 0 0 0 0
2d G N 19 0 0 0 0
2d G t 0 0 0 0 0
2d G EVT 19 0 0 0 0
5d G N 19 0 0 0 0
5d G t 0 0 0 0 0
5d G EVT 19 0 0 0 0
10d G N 19 0 0 0 0
10d G t 0 0 0 0 0
10d G EVT 19 0 0 0 0
20d G N 19 0 0 0 17
20d G t 19 0 1 0 17
20d G EVT 19 0 0 0 16
30d G N 19 19 19 19 19
30d G t 19 0 0 19 0
30d G EVT 19 19 19 19 19
60d G N 19 19 19 19 19
60d G t 19 0 0 7 0
60d G EVT 19 19 8 16 19

Tabul’ka 2: Tabul’ka uvádza počet časových radov, ktoré boli akceptované v daných
piatich testoch. V popise modelu N označuje normálne rozdelenie chýb, t pred-
stavuje chyby so Studentovým rozdelenı́m aEV T predstavuje chyby s Paretovým
rozdelenı́m koncov a hlavná čast’ sleduje historické rozdelenie (toto rozdelenie
je podrobne popı́sané v práci [9]). Prvá čast’popisu určuje stupeň agregácie. Na-
prı́klad 5d G N reprezentuje GARCH model s chybami sledujúcimi normálne
rozdelenie a vzorkovacou frekvenciou 5 dnı́.
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Záver
Hlavné výsledky dizertačnej práce sú:

1. návrh a formulovanie probému vol’by portfólia s rizikovým ohraničenı́m a
jeho numerická analýza,

2. odvodenie modelu na oceňovanie opciı́ (RAPM), ktorý zahŕňa transakčné
náklady, riziko z nezaisteného portfólia a riziko bankrotu obchodného par-
tnera,

3. analýza RAPM modelu a vysvetlenie premenlivej volatility (volatility smile)
v klasickom Black-Scholesovom modeli,

4. návrh numerickej schémy pre RAPM model a jej aplikácia na trhové dáta,

5. porovnanie integrovanej vs. čiastočnej analýzy trhového a kreditného rizika
a odvodenie podmienok, za ktorých čiastočná analýza rizika nepodcenı́
celkové riziko pre koherentnú rizikovú mieru,

6. odvodenie agregovanej volatility a kurtosisu pre GARCH procesy a ich
limitné vlastnosti,

7. pre modely s rôznou agregáciou a rezı́duami vykonanie out of sample testu na
trhových dátach pre zistenie optimálnej vzorkovacej frekvencie pre vstupné
dáta.
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Abstract
The dissertation thesis deals with risk and integration of risk to the portfolio
selection problem. The goal of the dissertation thesis is to explore the influence of
risk on investor’s behavior.

In first part we formalize the portfolio selection problem with risk constraint
on the final infimum wealth of investor. We then analyse behavior of the investors
under the presence of the risk constraint on a numerical example.

In second part of the dissertation we integrate the risk, generated by imperfect
portfolio hedging and from the possibility of default of the counterparty, into the
option pricing model. We numerically analyse the model and show its ability to
explain volatility smile. We illustrate the problem of integrated versus separated
analysis of credit and market risk and show when the separated analysis will not
underestimate the overall risk.

In the last part of the dissertation we focus on aggregation of time series
models. We deal with the aggregation of time series over longer time horizon and
with the choice of optimal data frequency. We analyse the aggregation of GARCH
model and its conditional variance and kurtosis. We derive the limits behavior of
conditional variance and kurtosis when the time horizon goes to infinity.
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[22] Breuer, T., Jandačka, M., Rheinberger, K., Summer, M. (forthcoming 2009),
Does adding up of economic capital for market- and credit risk amount to
coservative risk assessment?, Journal of Banking and Finance (forthcoming
2009)
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