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1 UVOD 1

1 Uvod

Vyuzivanie neobnovitelnych zdrojov ako napr. ropy, uhlia, zemného plynu, uranu
a inych nerastnych surovin je kIicovym predpokladom pre fungovanie svetovej
ekonomiky. Do popredia zdujmu odbornej aj laickej verejnosti vratane diskusii na
najvyssich politickych trovniach sa preto stale viac dostava otazka udrzatelnosti
sucasného ekonomického rastu a spotreby:.

Koncepcia udrzateného ekonomického rastu je pomerne Sirokd. Zahfiia v sebe
environmentalne, sociologické a ekonomické aspekty, napr. vplyv ekonomického
rastu na zivotné prostredie a klimatické zmeny, udrzatelnost rastu obyvatelstva,
udrzatelnost rastticej spotreby energii zavislej na cerpani neobnovitelnych zdro-
jov a pod. Jednotne prijata definicia udratelnosti zatial neexistuje. Casto sa vak
udrzatelny vyvoj chape ako vyvoj, ktory zohladnuje preferencie sticasnej genera-
cie bez zhorSenia moznosti budticich generdcii naplnit ich vlastné preferencie.

Motivacia vyskumu popisaného v dizertacnej praci vychadza najma z ekono-
mickému aspektu udrzatelnosti ekonomického rastu. Venujeme sa matematickej
analyze modelov udrzatelnej miery rastu a spotreby v ekonomike, v ktorej je pro-
dukcia ekonomickych statkov zavisld od cerpania neobnovitelnych zdrojov.

Zéakladny dynamicky model optimdlneho ekonomického rastu publikoval Ram-
sey (1928). Hlavnou myslienkou tohto modelu je ndjst optimdlnu alokaciu vy-
produkovanych statkov medzi spotrebu, ktora prindsa uzito¢nost v sticasnosti, a
investicie s ciefom zvysit' spotrebu v budicnosti. Inak povedané, tilohou je urcit
optimdlny c¢asovy vyvoj miery spotreby so zretefom na obmedzenost ekonomic-
kych zdrojov. Ramseyho model bol pévodne formulovany ako tloha varia¢ného
poctu a neskér ako uloha optimdlneho riadenia.

Pévodny Ramseyho model nezahfna neobnovitelné zdroje. Takymto rozsire-
nim Ramseyho modelu sa prvykrat zaoberali Dasgupta a Heal (1974) a Solow
(1974). Ciefom tychto prac bolo analyzovat optimalnu mieru spotreby, ak je pro-
dukcia podmienend ¢erpanim neobnovitelnych zdrojov. Dal$im ciefom bolo uka-
zat, Ze takéto modely m6zu byt pouzité na analyzu udrzatelnosti optimalneho
ekonomického rastu, a to napriek kritike reprezentovanej predovsetkym Johnom
Rawlsom. Rawls (1971) totiz vyjadril pochybnost o moznosti urcit optimdlnu
alokaciu produkcie medzi spotrebu a investicie tak, aby nezohladnovala iba pre-
ferencie sticasnej generacie, ale bola spravodliva aj pre buduce generacie.

V dizertacnej praci sa preto zaoberdme analyzou modelov udrzatelného eko-
nomického rastu formulovanych v tvare tlohy optimélneho riadenia. Okrem toho
su v nej uvedené aj vysledky tykajice sa samotnej tedrie optimdlneho riadenia.
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2 Sucasny stav problematiky a ciele prace

2.1 Zakladny popis dynamiky modelu

Pred samotnym formulovanim cielov prdce blizSie popiSeme model ekonomiky
s neobnovitelnymi zdrojmi. Zaroven uvedieme zakladné pristupy k analyze udr-
zateInosti ekonomického rastu v takomto modeli.

Predpokladajme existenciu n typov obnoviteIného (investicného) kapitalu a
m typov neobnovitelnych zdrojov. Aktudlne mnozstvo obnoviteIného kapitalu
oznatme vektorom k(t) € R’ a zostdvajice mnozstvo neobnovitelnych zdrojov
oznacme s(t) € R ! predpokladajme, e potiato¢né mnozstvo vietkych typov
obnovitelného kapitalu a neobnovitenych zdrojov (k,,s,) je kladné (t.j. ko > 0
a s, > 0.) Mnozstvo produkcie za ¢asovu jednotku je dané produk¢nou funkciou
f, ktora zavisi od aktudlneho mnozstva obnoviteInych statkov k(t), miery fazby
r(t) € RY neobnovitelnych zdrojov za casovu jednotku a poctu obyvatelov n(t),
ktorého miera rastu (7(t) > 0) je exogénne dana. Okrem toho moze byt velkost
produkcie ovplyviiovand exogénne danym rastom produktivity. Preto predpokla-
dame, Ze produkc¢na funkcia moéze zavisiet explicitne od Casovej premennej t.

Cast produkcie mdZe byt investovand do zvy$enia obnoviteného kapitalu
(k(t)). Dalgia ¢ast’ produkcie méZe byt spotrebovand (spotrebu oznaéujeme ako
c(t) € R", kde jednotlivé zlozky vektora c predstavuju spotrebu jednotlivych ty-
pov investi¢nych statkov). Zostdvajica cast produkcie moze byt pouzita na ob-
novu amortizovaného kapitdlu (6(k)), kde 6 : R — R} je exogénne dand funkcia
vyjadrujtica amortizaciu obnoviteIného kapitdlu. Celkovo teda dostdvame, ze

F(t,k(6), (), n(t)) = k(t) + c(t) + 5 (k(1)), @))
kde
. n(t) 9 9
r(t) = —s(t), 0 (t), (2)
a
k(t)>0, s(t)=>0, 3
r(t)>0, c(t)=>0 4

pre kazdé t € (0, 00).

'Pouzivame nasledujtice oznadenie: R} :={x€R"; x;20,i=1,...,n}aR} :={x €R";
x;>0,i=1,...,n}.
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2.2 Pristupy k analyze udrzatel'nosti ekonomického rastu

Pre analyzu udrzatelnosti ekonomického rastu v modeli, ktorého dynamika je
popisand vzfahmi (1) — (4), existuje viacero sposobov, z ktorych najvyznamnejsie
su nasledovné:

1. Formuldacia v tvare ulohy optimalneho riadenia. V tomto pripade je mo-
del sformulovany ako uloha optimdlneho riadenia. Pritom predpokladdme,
zZe Ucelova funkcia vyjadruje preferencie ekonomickych agentov. Tie st popi-
sané funkciou uzitoc¢nosti, ktora zavisi od miery spotreby jednotlivych obno-
vitelnych statkov. Okrem toho moze zavisiet aj od aktudlneho zostavajiceho
mnozstva neobnovitelnych zdrojov. Konkrétny tvar ticelovej funkcie modelu
zavisi od zvoleného pristupu:

e 1. pristup: Maximalizacia celkovej diskontovanej uzito¢nosti. V tomto
pristupe predpokladame, Ze ciefom je maximalizovat’ celkovu diskonto-
vanu uzitoc¢nost zo spotreby ekonomickych statkov pri vyssie uvedene;j
dynamike. U¢elovd funkcia m4 v tomto pripade tvar:

{C(rg%}fo m(t)U(c(t),s(t))dt, (5)

kde (t) > 0 je diskontny faktor, pricCom f Ooo n(t)dt < oo.Ide o klasicky
pristup formuldcie modelov optimdlneho ekonomického rastu. PoZia-
davka udrzatelnosti vSak nie je v icelovej funkcii zhrnutd. Tento pristup
vyuzil napr. Mitra (2002).

e 2. pristup: Maximalizacia uzitoCnosti generacie s najnizSou mierou uzi-
tocnosti. Ucelova funkcia je v nasledujicom tvare:

max infU(c(t),s(t)). 6
fe(6),r(0)} £20 (c(t),s(8)) (6)
Kritérium udrZatelnosti je zahrnuté priamo v ucelovej funkcii. Tento

pristup navrhol Solow (1974), ale jeho podrobnejsou analyzou sa zao-
berali az Cairns a Tian (2003) a Cairns a Long (2006).

Pri pristupe maximalizacie celkovej diskontovanej uzitocnosti vystupuje do
popredia otdzka, za akych podmienok spl'ﬁajt'l rieSenia modelu podmienku,
Ze uzito¢nost’ zostadva konstantnd. V tomto kontexte je jednym z najdolezitej-
Sich vysledkov tzv. Hartwickov vysledok (Hartwick (1977)), podla ktorého
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je konstantnost’ uzito¢nosti zachovana, ak je hodnota obnoviteIného (inves-
ticného) kapitalu vzdy zvysend presne o hodnotu ¢erpaného mnozstva neob-
novitelnych zdrojov. Tento vysledok bol neskoér hlbsie skimany a aplikovany
na rozne d’alsie rozsirené modely.

2. Aplikacia zdkonov zachovania (conservation laws). V pripade analyzy rie-
Seni uvedeného modelu formulovaného ako tloha optimalneho riadenia sa
hladaju podmienky, za ktorych zostane uzitocnost zo spotreby zachovana.
Znamena to, ze poziadavka na to, ¢o ma zostat zachované, je urcend vopred.
Martinet a Rotillon (2007) vSak navrhli iny pristup: Na zdklade vlastnosti
prislusného modelu urc¢it, co moze zostat zachované pozdfi trajektérii opti-
malneho riesenia. Ide vlastne o dlohu ndjst zakon zachovania, resp. vyraz,
ktory zostdva invariantny na zmenu casovej premennej. Ako d’alej navrhuju
Martinet a Rotillon, existenciu tychto invariantov mozno odvodit z Noethe-
rovej vety. Aplikdciou tejto vety na ulohy optimélneho riadenia dostaneme,
ze ak dana uloha vykazuje urcity druh symetrie, potom v nej existuje zdkon
zachovania. Zavery ich c¢lanku su vSsak pomerne skeptické, pretoze pre do-
statoCne Siroku triedu tloh sa im nepodarilo néjst vSeobecne platny zakon
zachovania.

3. Tedria dosiahnutelnosti (viability theory). Uvedenu tlohu maximalizacie
uzitocnosti zo spotreby pri danom pociatocnom mnozstve obnovitelnych a
neobnovitefnych zdrojov mozno obratit: Ulohou je potom najst minimdlne
mnoZzstvo zdrojov (tzv. viability kernel), z ktorych pri optimalnej alokdcii pro-
dukcie mozno dosiahnut’ maximdalnu celkovu uzito¢nost. Tymto pristupom
sa blizsie zaoberali Martinet (2004) a Martinet a Doyen (2007).

4. Analyza trhovo efektivnych rieSeni (competitive paths). V tomto pripade
sa uvedeny model formuluje ako uloha ndjst taki mieru spotreby obnovi-
tefnych statkov a miery tazby neobnoviteInych zdrojov, ktora pri trhovych
cendch jednotlivych statkov v kazdom case maximalizuje okamziti diskon-
tovanu uzitocnost zo spotreby a okamzity zisk zo zmeny trhovej hodnoty
spotreby a ekonomickych statkov. Tento pristup ako prvi uviedli Dixit et al.
(1980), ale bol pouzity aj v dalSich vyznamnych pracach tykajuicich sa ana-
lyzy udrzatelnosti ekonomického rastu (napr. Asheim et al. (2003), Buch-
holz et al. (2005) a iné).
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2.3 Ciele prace a ich motivacia

Ako vidiet z vyssie uvedeného prehladu, rozdielnost pouzivanych pristupov, mo-
delov a predpokladov je pomerne velkd. Formuldcia modelov v tvare uloh opti-
malneho riadenia, ktorou sa zaoberdame v dizertac¢nej praci, je iba jednym z moz-
nych pristupov. Prvym ciefom prace je preto zhrnat najvyznamnejsie poznatky v
tejto oblasti a formulovat ich v kontexte jednotného modelu. Z uvedenych sposo-
bov analyzy udrzatelnosti ekonomického rastu sa podrobnejsie zaoberdme prvymi
dvoma sposobmi.

BlizSie sa zameriame na vysledky tykajuce sa Hartwickovho pravidla, ktoré
bolo uvedené vyssie. Dostupnad literattira na tito tému je pomerne Sirokd a stéle
sa rozrastd. Dalej sa v nej skiimaji podmienky, za ktorych je Hartwickovo pra-
vidlo aj nutnou podmienkou udrZatelnosti uzito¢nosti. Studuje sa jeho aplikdcia
na modely so zahrnutim d’al$ich rozsireni — napr. rastu obyvatelstva, technologic-
kého rastu, ¢asovo meniacich sa preferencii a pod. Uroveri matematickej korekt-
nosti jednotlivych publikdcii je r6zna. Druhym cielom dizertacnej prace je preto
prezentdcia vysledkov zalozena na presnej formulacii nutnych podmienok optima-
lity pre ulohy optimalneho riadenia. Na zéklade tejto tedrie uvadzame presnejsiu
alebo vSeobecnejsiu formuldciu niektorych zndmych vysledkov alebo zjednoduse-
nie ich dékazov. Zaoberame sa porovnanim podmienok pre udrzatelnost urcitej
miery udrzatel'nosti pre oba typy pristupov k formulécii ticelovej funkcie.

Vo vicsine dostupnej literatiry sa analyzuju iba rieSenia, v ktorych nie st
ohranicenia (4) na nezdpornost jednotlivych premennych aktivne. Takdto ana-
lyza postacuje, napr. pokial jednotlivé neobnoviteIné zdroje st iba ¢iasto¢ne sub-
stituovatelné. Na druhej strane, ak uvedeny pristup rozsirime na model s doko-
nale substituovatelnymi neobnovitelnymi zdrojmi, do Gvahy je potrebné zobrat
aj ohranicenia na nezdpornost stavovych premennych, ktorych dosledkom je na-
rocnejsia formulacia nutnych podmienok optimality. Tretim cielom prace je preto
kvalitativna analyza modelu s dvoma dokonale substituovatelnymi neobnovitel-
nymi zdrojmi, ktorych produktivita sa meni v case. Tento model aj jeho analyza je
origindlnym prinosom tejto prdce.

V dizertacnej praci zaroven podstatne rozsirime doteraz zname vysledky z ap-
likacie zdkonov zachovania. Ich doterajsia aplikdcia v tejto oblasti bola zalozena
iba na predpoklade urcitej invariantnosti tychto modelov. Ako vSak ukazal Torres
(2004), tento predpoklad mozno oslabit. To ndm umoznuje ziskat nové vysledky.

Okrem analyzy modelov udrzatelného rastu sa podrobne zaoberdme aj sa-
motnou tedriu optimdlneho riadenia, ktord je potrebnd na matematicky korektnu
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formuléciu jednotlivych vysledkov. Podrobnejsie sa venujeme najmé tilohdm s Cis-
tymi ohrani¢eniami na stavové premenné. Vychddzame z dvoch typov formulacie
nutnych podmienok optimality — prvy typ nutnych podmienok uviedli Seierstad a
Sydseeter (1987) a druhy Feichtinger a Hartl (1986). V dizertacnej praci su for-
mulované a dokdzané tvrdenia o vzdjomnej suvislosti medzi tymito dvoma typmi
nutnych podmienok. To ndm zaroven umoznuje vzajomne kombinovat vysledky
z oboch zdrojov.

3 Dosiahnuté vysledky

3.1 Formulacia modelu

Pred samotnou formuldciou vysledkov uvedenych v dizertacnej praci uvedieme
formuldciu modelu ekonomiky s neobnovitelnymi zdrojmi, ktord bola popisana
vyssie.

Najprv je vsak potrebné preformulovat ucelova funkciu uvedenu v (6), pre-
toze takato formuldcia nepredstavuje Standardny tvar ticelovej funkcie v tilohach
optimdlneho riadenia. Zavedenim nového parametra w € R mozno toto kritérium
prepisat do nasledujiceho tvaru:

max w, (7)
{c(t),r(t),w}

U(c(t),s(t)) >w, kde t € (0, 00). (8

V tomto pripade dostdvame tlohu optimdlneho riadenia s parametrom. Tato ilohu
mozno d’alej prepisat do tvaru Standardnej tlohy optimdlneho riadenia, ak w(t)
povazujeme za novu stavovi premennu s volnym zaciato¢nym stavom w(0), ktora
je v case konstantna (t.j. w(t) = 0).

Celkovo teda mozno uvedeny model formulovat’ nasledovne:

{C{S,arﬁ)}k m(t)U(c(t),s(t))dt 9

alebo

max w(0), kdet e (0,00),
{c(®),r(6)} ©) ( )

U(c(t),s(t)) = w(t), (10)
w(t)=0, w(0)volné
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za podmienok

k(t) = f(t,k(t),r(t),n(t)) — 6(k(t)) —c(t), k(0)=ky> 0 dané,
s(t)=—r(t), s(0)=sy,>0dané,

n(t) =9(t)n(t), n(0)=ny> 0 dané, (11)
k(t)>0, s(t)>0,

r(t)>0, c(t)>=0.

3.2 Hartwickovo pravidlo

V tejto Casti uvedieme prehlad vysledkov, ktoré sa tykaju Hartwickovho pravidla.
Tieto vysledky su v dizertacnej praci uvedené v Kapitole 4. Hoci vacSinou ide o
zname vysledky, prinosom tejto casti je ich prehl'ad v kontexte jednotného modelu
a v niektorych pripadoch aj ich presnejsia resp. vSeobecnejsia formuldcia.

3.2.1 Hartwickov vysledok

Obsahom Hartwickovho vysledku je formulacia postacujucej podmienky konstant-
nej uzitoc¢nosti v oboch vyssie uvedenych pristupoch. Pre jednoduchost’ sa zaobe-
rame modelom, v ktorom funkcia uzito¢nosti nezavisi od s a do produk¢nej fun-
kcie nevstupuje technologicky rast ani pocet obyvatelov. V tomto zmysle chdpame
aj odkaz na (9) a (11) v tejto Casti. Pre pristup zalozeny na maximalizacii cel-
kovej diskontovanej uzitocnosti je touto postacujucou podmienkou Hartwickovo
pravidlo, o com hovori tzv. Hartwickov vysledok (v dizertacnej praci uvedeny ako
Theorem 4.1):

Veta 1 (Hartwickov vysledok, 1. pristup). 2 Nech (k,s,c,r) je pripustné vniitorné
riesenie tlohy (9) a (11), ktoré splita nutné podmienky optimality spolu s adjungo-
vanymi premennymi (y°, 4, ;). Dalej predpokladajme, %e

mp,fk = wsTr pre kazdé t > 0 (12)

(Hartwickovo pravidlo). Potom U(c(t)) = konst. pre kazdé t > 0.
Dokaz tohto tvrdenia vyplyva z rovnosti

dH . . _OH . .
—(exrOuOp®) =2 (LrOuwo¥), (13)

2Porovnaj napr. Hartwick (1977) [s. 973] alebo Mitra (2002) [s. 367]. DalSie referencie st uvedené v
dizertatnej praci.
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kde H (t, x*(t),u*(¢t), 1/)(«?)) je Hamiltonova funkcia a zo spojitosti Hamiltonovej
funkcie. Obe tieto podmienky st nutnymi podmienkami optimality.

Adjungované premenné 1, € R" a ¢, € R™, ktoré prislichaju jednotlivym ty-
pom obnovitelnych a neobnovitelnych statkov, mozno v diskontovanych dlohach
optimalneho riadenia s volnym koncovym stavom interpretovat ako sticasnu hod-
notu tienovej ceny (t.j. ceny na konkuren¢nom trhu) tychto statkov. Hartwickovo
pravidlo (12) potom znamend, Ze sticasnd hodnota Cistych investicii v ¢ase t oce-
nena tienovymi cenami diskontovana do ¢asu 0 musi byt nulova. Inak povedané,
vsetky vynosy z tazby neobnovitelnych zdrojov musia byt v plnej vyske reinves-
tované do obnovitelného kapitdlu.

Ako uvadzaju napr. Dixit et al. (1980) [Theorem 1, s. 553], Veta 1 ostane v
platnosti, aj ak Hartwickovo pravidlo nahradime tzv. zovSeobecnenym Hartwic-
kovym pravidlom v tvare yT k —1pTr = I pre kazdé t > 0, kde I je konitanta. Na-
vySe mozno ukdazat, Ze pripustné je iba I > 0. Toto zovSeobecnenie Hartwickovho
pravidla mozno interpretovat’ tak, Ze postacujucou podmienkou konstantnej uzi-
tocnosti pozdfi rieSenia spfﬁajﬁceho nutné podmienky optimality je konsStantna
nezaporna hodnota Cistych investicii. Tieto vysledky su v dizertacnej praci uve-
dené ako Theorem 4.2 a Lemma 4.1.

V pripade druhého pristupu, v ktorom sa maximalizuje uZzitocnost generacie
s najnizSou uzitocnostou, je postacujucou podmienkou pre konsStantnd uZzitoc-
nost’ tzv. regularita daného pripustného riesenia (k,s,c,r) pre ulohu (10) a (11),
ktoré spiﬁa nutné podmienky optimality pre tuto ulohu. Tato regularita znamena,
ze hodnota Lagrangeovho multiplikatora u,,(t), ktory je priradeny ohraniceniu
U(c(t)) = 0, je kladna pre kazdé t > 0. Jednou z nutnych podmienok optimality
je tzv. podmienka komplementarity v tvare u,,(t) > 0 a u,,(t)(U(c(t))—w(t))=0
pre kazdé t > 0. Z tejto podmienky priamo vyplyva, ze ak u,(t) > 0, potom
U(c(t)) = w(t) pre kazdé t > 0, a teda U(c(t)) je konstantné kvoli stavovej rov-
nici w(t) = 0. V dizertacnej praci je toto tvrdenie sformulované ako Theorem 4.3.
Ekonomicky mozno podmienku regularity interpretovat’ tak, Ze tieniova cena za
uvolnenie ohranicenia U(c) > w je kladna.

Cairns a Tian (2003) sa zaoberali skimanim stvislosti medzi jednotlivymi pri-
stupmi, t.j. medzi pripustnymi rieSeniami pre tlohu danua (9) a (11) a pre ulohu
dant (10) a (11). Tato suvislost sme v dizertacnej praci sformulovali a dokazali v
podobe tvrdeni Theorem 4.4 a Theorem 4.5.

Veta 2 (Stvislost medzi 1. a 2. pristupom). Ak pripustné vnitorné riesenie tilohy
(9) a (11) splria nutné podmienky optimality a Hartwickovo pravidlo, potom spliia
aj nutné podmienky optimality pre tlohu (10) a (11), pricom pre Lagrangeov mul-
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tiplikdtor w,, plati u.,,(t) = ©(t) pre kazdé t > 0. Na druhej strane, ak pripustné
vntitorné rieSenie tlohy (10) a (11) spl,rvla nutné podmienky optimality a predpoklad
regularity (u,,(t) > 0 pre kazdé t > 0), potom spl,rvla aj nutné podmienky optimality
pre tlohu (9) a (11), pricom pre diskontny faktor r plati n(t) = w,,(t) pre kazdé
t>0.

3.2.2 Obrateny Hartwickov vysledok

Ako bolo uvedené v predchadzajucej casti (Veta 1), Hartwickovo pravidlo bolo p6-
vodne sformulované ako postacujica podmienka pre konstantnu uZzito¢nost po-
zdl¥ riegeni ulohy (9) a (11) pri maximalizacii celkovej diskontovanej funkcii uzi-
tocnosti. Neskor sa vSak viaceri autori zaoberali otazkou, ¢i a za akych podmienok
je Hartwickovo pravidlo aj nutnou podmienkou pre konstantnu uzitoc¢nost.

Ako ukazal Mitra (2002) [s. 369-370] ndjdenim prislusného protiprikladu,
Vetu 1 nemozno jednoducho obratit. Priamo mozno obratit’ iba zovSeobecneny
Hartwickov vysledok, t.j. ak je uzitocnost konstantna pozdii pripustného vnttor-
ného rieSenia dlohy (9) a (11) spfﬁajﬁceho nutné podmienky optimality, potom
je sucasna hodnota Cistych investicii konstantna. Pre obratenie pévodného Hart-
wickovho vysledku st potrebné d’alsie predpoklady, ktoré sme v dizertatnej praci
zhrnuli v tvrdeni Theorem 4.7:

Veta 3 (Obrateny Hartwickov vysledok). 3 Nech (k*,s*,c*, r*) je pripustné vniitorné
rieSenie tlohy (9) a (11), ktoré spl,rvla nutné podmienky optimality spolu s adjungo-
vanymi premennymi (4°, 1), ;). Dalej predpokladajme, %e je splnend aspori jedna
z nasledujticich dvoch podmienok:

() (k*,s*,c*,r*) spliia aj podmienku nulovosti Hamiltonidnu pre t — oo, alebo
(ii) &6(k) =0 pre kazdé k > 0 a existuje j = {1,...,m} a kladné ¢islo p také, Ze
(5K (), (1))

filk*(e), r*(t))

pre kazdé t > 0 a pre kazdé i =1,...,n.

>p (14)

Potom z podmienky U(c*(t)) = const. pre kazdé t > 0 vyplyva I/JZk* = 1/)5Tr*.

3Pokial je ndm zndme, tato formulcia obrdteného Hartwickovho vysledku nebola doteraz publikovana.
Tvrdenie obsahujtice iba podmienku (i) formuloval napr. Mitra (2002) [Theorem 2, s. 375]. Na druhej str
ane, tvrdenie obsahujtice iba podmienku (ii) prezentoval Buchholz et al. (2005) [Theorem 1, s. 556], ale
iba pre pripad n = m = 1 s dodato¢nym predpokladom na produkénd a amortizacnt funkciou, ktory vsak
nie je nevyhnutny.
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Podmienku (ii) mozno interpretovat tak, Ze amortizdcia obnovitelného kapi-
talu je nulovd a aspon jeden z neobnovitelnych zdrojov je nevyhnutny pre pro-
dukciu vSetkych obnovitelnych statkov. PresnejSie povedané, relativna elasticita
produkcie vzhfadom na Cerpanie tohto neobnovitelného zdroja je odrazena od
nuly pre produkciu vSetkych obnovitelnych zdrojov.

3.2.3 Hartwickovo pravidlo v pripade rastu poctu obyvatelov

Mitra (2008) formuloval dlohu o ekonomickom raste v ekonomike s obnovitel-
nymi aj neobnovitefnymi zdrojmi a s exogénne danym exponencidlnym rastom
poctu obyvatefov (#(t) = konst.), s Cobb-Douglasovou produk¢nou funkciou
f(k,r,n) = k*rPn'=*F (0O <a<1,0<B <laa+f <1)as funkciou
uzito¢nosti nezavislou od s. Uloha nie je formulovan4 v tvare tlohy optiméalneho
riadenia. Pre tato tlohu odvodil Hartwickovo pravidlo v tvare

d .
a(pk +$)=(wn—pcn)d, (15)
kde
- oL e 1,m) 16)
p=-"—" a w=p—/(k,r,n).
L (k,r,n) on

Jeho dokaz tohto tvrdenia je pomerne dlhy a technicky. V dizertacnej praci (Theo-
rem 4.9) sme odvodili rovnaky vysledok formuldciou analogickej ulohy v tvare
ulohy optimdlneho riadenia (9) a (11), dokonca so vseobecnejsimi predpokladmi
na produkénu funkciu.

3.3 Model s dokonale substituovatelnymi neobnovitelnymi zdrojmi

Piata kapitola dizertanc¢nej prace analyzuje udrzatelnost ekonomického rastu v
ekonomike s dvoma neobnovitelnymi zdrojmi, ktoré s navzajom dokonale sub-
stituovatelné. Formuldcia prislusného modelu, ako aj jeho kvalitativna analyza je
origindlnym prinosom dizertacnej prace.

Ako bolo ukazané v dizertacnej praci, v takomto modeli je potrebné zobrat do
uvahy moznost, Ze miera tazby niektorého z neobnovitelnych zdrojov je nulova
na urcitom ¢asovom useku. Dokonca moéze prist k tiplnému vycerpaniu niekto-
rého z neobnoviteInych zdrojov. Vzhfadom na predpoklad dokonalej substituova-
telnosti oboch zdrojov je mozné vycerpany neobnovitelny zdrojov nahradit’ dru-
hym zdrojom, takze produkcia obnovitelného kapitdlu, a teda aj jeho spotreba, je
nad’alej mozna.
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Z pohladu tedrie optimdlneho riadenia to znamend, Ze je potrebné zobrat
do tvahy moznost aktivnych ohraniceni na nezdpornost stavovych premennych.
Z hladiska tedrie optimdlneho riadenia predstavuju tlohy s aktivhymi ohranice-
niami na stavové premenné isti komplikaciu, pretoze tu neplati tradi¢ny predpo-
klad o spojitosti adjungovanych premennych. Moznost' aktivnych ohrani¢eni na
nezapornost stavovych premennych a ich mozné dosledky iba kratko diskutuju
Dixit et al. (1980) a Cairns a Long (2006). Podrobnejsiu analyzu, avsak iba zo
statického pohladu a bez aplikovania teérie optimdlneho riadenia, uvddza Marti-
net (2009).

Pri analyze kvalitativnych vlastnosti rieSeni spfﬁajﬁcich nutné podmienky opti-
mality sme sa zaoberali modelom (10) a (11) s jednym obnovitelnym kapitdlom
k a s dvoma neobnovitelnymi zdrojmi s; a s,. Predpokladali sme, Ze funkcia uzi-
toCnosti nezavisi od s; a s,, pocCet obyvatelov je konstantny a produk¢na funkcia
ma Cobb-Douglasov tvar

F(E,k(E), r1(8), 75(8)) = k(£)*(ry(t) + d(E)ry ()77, (17)

kde a € (%,1). Funkcia d(t) > 0, ktorad je dand, vyjadruje v Case meniacu sa
hrani¢ni mieru substiticie medzi mierou fazby oboch neobnoviteInych zdrojov.
Alternativne mozno tuto funkciu interpretovat’ aj ako mieru produktivity druhého
neobnovitelného zdroja. Predpokladali sme, Ze tato funkcia je rasttica a spojita.
Pre takyto model sme dokdzali nasledujicu vetu (v dizertacnej praci uvedenu ako
Theorem 5.1):

Veta 4. Nech (k*,s},s,;,w*,c*,r],r,) je optimdlne rieSenie vyssie popisaného modelu,
ktoré je reguldrne (t.j. u,,(t) > 0) a plati k(t) > 0, c(t) > 0a ry(t)+dry(t) >0
pre kaZdé t > 0. Potom existuje také T > 0, Ze miery tazby ri(t) a r,;(t) neobnovi-
telnych zdrojov maji nasledujiici tvar:

Pre kazdé t € (0,T): ri(t)>0 a r,(t)=0, (18)
pre kazdé t € (T,00): ri(t)=0 a ry(t)>0.

Tato veta dava kvalitativne zaujimavy vysledok, ktory hovori, ze pokial zacne-
me Cerpat’ druhy neobnovitelny zdroj, ktorého produktivita je rasttica, uz nie je
optimdlne vratit sa k Cerpaniu prvého zdroja. Pripadné Cerpanie prvého zdroja
musi nastat’ skor.

Okrem tvrdenia uvedeného vo Vete 4 sme sformulovali aj Hartwickovo pra-
vidlo pre tento model. Ako bolo uvedené vyssie, Hartwickovo pravidlo mé zmysel
najma pri tlohe s maximalizaciou celkovej diskontovanej uzitoc¢nosti, preto sme
d’alej uvazovali model s ucelovou funkciou v tvare (9), hoci ostatné vyssie uve-
dené predpoklady zostali zachované. Potom sme dokdazali, ze Veta 1 zostava v
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platnosti aj pre takyto model, pokial predpoklad pripustnych vnttornych rieSeni
rozSirime aj na tie pripustné rieSenia, v ktorych moze byt najviac jedna z fun-
kcii r; a r, nulovd na nejakom ¢asovom intervale, a pokial Hartwickovo pravidlo
formulujeme nasledovne:

of d(1) ,
aryd(r) "2

pre kazdé t > 0. Pritom 3, Y; a Y, su adjungované premenné pre k, s; a $,.

1/’k(t)k*(t)+¢1(t)51(t)+¢2(t)52(t)_f V(g7 =r(mdr - (19)

Rovnost (19) mozno interpretovat’ tak, Ze celkova sticasna hodnota cistych
investicii do vSetkych typov ekonomickych statkov ocenena tienovymi cenami v
Case t sa rovna celkovej zmene produkcie len z dévodu plynutia ¢asu (tzv. Cisty
efekt casu na produkciu) na Casovom intervale (0, t) ocenenej tiefovou cenou
obnovitelného kapitdlu. TAto zmena produkcie je rovnda stic¢inu aktudlnej hranic-
nej produkcie pri zmene r, o jednotku vyndsobenej mierou tazby druhého ne-
obnovitelného zdroja r, a d’alej vyndasobenej mierou rastu produktivity r,. Tento
vysledok je v dizerta¢nej praci sformulovany a dokdzany ako Theorem 5.2.

3.4 Zakony zachovania

V kapitole 6 dizertacnej prace sme Studovali aplikdciu zdkonov zachovania na
analyzu udrzatelnosti ekonomického rastu. Podstatne sme rozsirili vysledky, ktoré
prezentovali Martinet a Rotillon (2007). Ich analyza totiz hfadala zdkony zacho-
vania iba pre invariantné ulohy. Na druhej strane, Torres (2004) ukazal, Ze zdkony
zachovania mozno najst’ aj za slabsich predpokladov — v tzv. kvazi-invariantnych
ulohéch, ktoré sam definoval. Zamerali sme sa preto na aplikdciu Torresovho vy-
sledku na model udrzatelného ekonomického rastu. Najprv vSak bolo potrebné
tuto tedriu rozsirit, aby sme ju mohli pouzit’ na ulohu formulovanu vyssie. Trieda
uloh, na ktoré sme aplikovali hl'adanie zdkonov zachovania, bola navyse SirSia ako
v pripade analyzy, ktord prezentovali Martinet a Rotillon. Toto rozsirenie predsta-
vuje najmé aplikacia na model s maximalizaciou uzito¢nosti generacie s najnizsou
spotrebou, zohladnenie rastu poc¢tu obyvatelov a funkcie uzitocnosti zavislej aj od
zostatkového mnozstva neobnovitenych zdrojov.

Uloha optimalneho riadenia sa nazyva kvazi-invariantnou, ak existuje takd
transformécia (zavisla od parametra £ € R) stavovych a riadiacich premennych a
casovej premennej, ktord nezmeni tvar ziadnej zo stavovych rovnic (az na cleny
rddu vyssieho ako 1 v parametri &).* V préci je ukdzané, %e za predpokladu ho-

“Presnd definicia kvézi-invariantnych tloh optimalneho riadenia je uvedena v dizertatnej praci (Defi-
nition 5.1).
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mogénnej produkénej funkeie radu 1 (tj. f (¢, Tk, r, {n) = {f (t, k, 1, n) pre kazdé
¢ > 0) a linearnej amortizacnej funkcie (t.j. 6(k) = 6k) je tloha (9) a (11), resp.
uloha (10) a (11) kvazi-invariantna vzhfadom na transformaciu

k = (1+&)k,
S = (14&)s,
n = (1+&)n, (20)
¢ = (1+8&)c,
Fo= (1+Or

~1
I

t.

Na zéklade transformadcie (20) a s vyuzitim tvrdenia uvedeného a dokazaného
v dizertacnej praci (Theorem 5.1), ktory vychadza z vysledkov formulovanych
Torresom (Torres (2004)) sme pre tlohu (9) a (11) aj dlohu (10) a (11) odvodili
nasledujuci vztah:

S Tk s 4T 0, (%U ou _
" (Y k+p s+, n)+ n(ac (c,s)c+ s (c,s)s) =0. (21)

Z tohto vztahu vyplyva, Ze celkova sucasnd hodnota vSetkych obnoviteInych aj
neobnovitenych statkov a pracovnej sily ocenend tieniovymi cenami je nerasttica
v Case. V konkrétnom pripade ucelovej funkcie s konstantnou relativnou averziou
k riziku v tvare

U(c,s) = Cle,s ™ (22)
CV="1 "9
kde C(c,s) je homogénna funkcia rddu 1, dostdvame

d . T T

a(mpkk—l-il)ss—i-l,bnn): —(1-06)rU(c,s). (23)

Tento vzt'ah ukazuje sivis medzi zmenou hodnoty ekonomickych statkov (na Favej
strane) a diskontovanou hodnotou okamzitej uzitocnosti (nU(c,s)).

Ako je d’alej ukazané v dizertacnej praci, pri urcitych Specifickych predpokla-
doch mozno odvodit’ aj viacero navzajom nezavislych zakonov zachovania.

3.5 Nové vysledky v tedrii optimalneho riadenia
Okrem analyzy vysSie uvedenych modelov ekonomického rastu pri zohladneni

jeho udrzatelnosti sme sa v siedmej kapitole dizertacnej prace zaoberali aj teore-
tickymi vysledkami tykajucimi sa formuldcie nutnych podmienok optimality pre
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tlohy s Cistymi ohraniceniami na stavové premenné v tvare h;(x) > 0, j = 1,...,q.
Pritom sme vychddzali z dvoch r6znych formulécii tychto podmienok — prvi z nich
uviedli Seierstad a Sydsater (1987) a druht Feichtinger a Hartl (1986). V dizer-
tacnej praci bola prva z nich uvedend ako Theorem 7.1 a druha ako Theorem
7.2.

Zéakladnym vysledkom tejto Casti je formulédcia a dokaz tvrdenia, ktoré vyjad-
ruje suvis medzi tymito dvoma typmi nutnych podmienok. Predpokladame pri-
tom, Ze ¢asovy horizont méze byt rozdeleny do kone¢ného poctu podintervalov,
pre ktoré plati, ze na kazdom z nich je mnozina aktivnych ohrani¢eni na stavové
premenné konstantnd. Potom mozno uvedenu suvislost zjednodusene formulovat
nasledovne:®

Veta 5. Nech pripustné riesenie spl,r"la nutné podmienky podla Seierstada a Sydsatera
(1987) spolu s 1°, 1) (t) (vektor adjungovanych premennych), u(t) (vektor Lagran-
geovych multiplikdtorov pre zmiesané ohranicenia na stavové aj riadiace premenné)
a v(t) (vektor Lagrangeovych multiplikdtorov pre Cisté ohranienia na stavové pre-
menné). Potom toto optimdlne riesenie spl,r"la aj nutné podmienky podla Feichtingera
a Hartla (1986) (s moznou vynimkou podmienky sticasnej nenulovosti multiplikd-
torov) spolu s

(£) = 0 ak h;(x*(t)) > 0 alebo t je vstupny alebo kontaktny cas,
ViAE) = vi(t) — vj(’r+) ak h;(x*(t)) = 0 a t nie je vstupny ani kontaktny as,
(24)

kde T je vystupny &as®, ktory je najbli#si vystupny &as viési alebo rovny t (resp.
koncovy bod ¢asového horizontu, ak taky vystupny cas neexistuje),

) dh
PI(t) = wT(t)—VT(t)a(x*(t)), (25)

Y0 = (26)
() = (v(7)—¥(t7)) — (vt —v(cT)), (27)
a(t) = w(t). (28)

Veta 6. Nech pripustné rieSenie spl,rvla nutné podmienky podla Feichtingera a Hartla
(1986) spolu s Y°, (t) (vektor adjungovanych premennych), fi(t) (vektor Lagran-
geovych multiplikdtorov pre zmiesané ohranicenia na stavové aj riadiace premenné),
V(t) (vektor Lagrangeovych multiplikdtorov pre (isté ohranienia na stavové pre-
menné) a 1)(t) (vektor nespojitosti vektora adjungovanych premennych). Potom toto

SPresné znenie vety je uvedené v dizertaénej praci (Theorem 6.4 a Theorem 6.5).

®Pre ohrani¢enie h;(x) = 0 definujeme vstupny Cas ako Cas, v ktorom sa ohranicenie stdva aktfvnym.
Vystupny Cas definujeme ako Cas, v ktorom ohranicenie prestdva byt aktive. A napokon kontaktny cas je
Cas, v ktorom je toto ohranicenie aktivne, hoci na jeho okoli aktivne nie je.
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optimdlne riesenie spl,rvla aj nutné podmienky podla Seierstada a Sydsatera (1987)
(s moznou vynimkou podmienky maxima) spolu s

_ dh
Y()' = l/J(t)T—I—V(t)Td—x(x*(t)), (29)

Yo = 9 (30)
u(t) = [(e), (31)
v(t) = #(t)+ Y (). (32)

Ako vidiet z predchadzajticej vety, toto tvrdenie nevylucuje existenciu pripust-
ného riefenia, ktoré spiiia vietky podmienky podra Feichtingera a Hartla (1986),
ale nespfﬁa podmienku maxima podla Seierstada a Sydsatera (1987). Znamena
to, ze takéto rieSenie neméze byt optimdlne, ale podmienky formulované Feichtin-
gerom a Hartlom ho identifikuji ako mozného kandidata na optimalne riesSenie.
Priklad takého rieSenia je uvedeny v dizertacnej praci (pozri Example 7.5). Tento
vysledok je origindlny.

Na druhej strane, pokial vyssie uvedend podmienka maxima vyplyva z ostat-
nych nutnych podmienok (napr. v pripade, Ze Hamiltonova funkcia je konkdvna
v riadiacej premennej), mozno Vetu 6 vyuzit na kombinovanie vysledkov z oboch
zdrojov. Toto sme vyuzili aj pri analyze modelov ekonomického rastu: Zakladom
pre analyzu boli nutné podmienky podla Seierstada a Sydsatera (1987), tie sme
vsak doplnili niektorymi podmienkami (prepisanymi pomocou uvedenych trans-
formadcii), ktoré uvddzaju Feichtinger a Hartl (1986) — napr. podmienka (13). Na
druhej strane, ak by sme vychddzali iba z podmienok, ktoré fomulovali Feichtin-
ger a Hartl (1986), nemali by sme k dispozicii podmienky pre ulohy s volnym
zacCiatocnym stavom pre ulohu s ¢istymi ohraniceniami na stavové premenné na
nekonec¢nom horizonte.

Okrem tvrdeni uvedeného vo Vetach 5 a 6 je v dizertacnej praci formulovanych
a dokazanych niekolko d’alSich pomocnych tvrdeni, z ktorych niektoré maju aj
samostatny vyznam. Napriklad v Lemme 7.1 je dokdzana spojitost Hamiltonovej
funkcie, v Lemme 7.3 su blizsie charakterizované body nespojitosti funkcii v, u,
v, 1, fi a ¥. Rozdiely v oboch typoch podmienok optimality sme ilustrovali na
prikladoch.
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4 Zaver

Hlavné vysledky dizertacnej prace su:

1.

Formuldcia a d6kaz suvislosti dvoch réznych formuldcii podmienok, ktoré
prezentovali Seierstad a Sydseter (1987) a Feichtinger a Hartl (1986): Nasli
sme transformacie (Vety 5 a 6), ktoré umoznuju previest adjungované pre-
menné a multiplikdtory z jednej mnoziny podmienok do druhej a naopak.
Zaroven sme uviedli priklad, pre ktory je prvy typ podmienok silnejsi.

. Kvalitativna analyza modelu s navzajom dokonale substituovateInymi zdroj-

mi s meniacou sa produktivitou: Pomocou nutnych podmienok optimality pri
zohl'adneni moznosti aktivnych Cistych ohraniceni na stavové premenné sme
dokazali, ze na kazdom casovom intervale musi byt Cerpany prave jeden
zo zdrojov. NavySe je optimdlne Cerpat najprv prvy zdroj (s konStantnou
produktivitou) a az potom cerpat druhy zdroj (s rasticou produktivitou)
(Veta 4). Odvodili a interpretovali sme Hartwickovo pravidlo (19) pre takyto
typ ekonomiky. Ukazali sme, Ze zmena sucasnej hodnoty cistych investicii sa
musi rovnat celkovej zmene produkcie len v désledku plynutia casu.

. Aplikacia zdkonov zachovania: Na zdklade kvazi-invariantnych vlastnosti

analyzovanych modelov sme odvodili nové kvantitativne veli¢iny, ktoré zo-
stavaju konsStantné pozdI'é rieSeni tychto modelov. Ukazali sme, Ze v oboch
uvazovanych pristupoch dostaneme rovnaky vysledok. Na tuto analyzu sme
vyuzili vysledky, ktoré publikoval Torres (2004), pricom sme ich rozsirili tak,
aby boli aplikovatelné na na$§ model.

Okrem toho obsahuje dizerta¢nd praca aj niekolko d’alsich novych vsledkov:

a)

b)

c)

Zname vysledky o Hartwickovom vysledku (Veta 1) a obrdtenom Hartvic-
kovom vysledky (Veta 3) sme sformulovali presnejSie a v druhom pripade
aj vSeobecnejsie s vyuzitim tedrie optimalneho riadenia. Ukazali sme suvis
medzi pristupom maximalizdcie celkovej diskontovanej uzito¢nosti a maxi-
malizdcie uzito¢nosti generdcie s najnizSou uzitoc¢nostou (Veta 2). Tato cast’
bola podkladom publikdcie Jurca (2007).

Hartwickovo pravidlo pre model s rastom poctu obyvatelov, ktoré prezento-
val Mitra (2008), sme odvodili jednoduchsie pomocou formuldcie analogic-
kého problému v tvare tlohy optimdlneho riadenia.

V tedrii optimdlneho riadenia pre tlohy s ¢istymi ohraniceniami na stavové
premenné sme sformulovali a dokazali niektoré d’alsie pomocné tvrdenia.
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Abstract

We deal with models of sustainable economic growth in an economy with re-
newable as well as exhaustible capital resources, formulated as optimal control
problems. For this type of models, one of the most important rules is Hartwick’s
rule. It states that all revenues from the extraction of exhaustible capital goods
should be reinvested to reproducible capital. Based on the rigorous formulation of
results from optimal control theory, we summarize the most important results on
Hartwick’s rule in a unified framework. We consider models of economic growth
with discounted utility criterion as well as maximin criterion and shed light on
the relationship between them. We provide a new or generalized formulation of
some results and simplify some proofs. Then, we propose a novel model with two
types of mutually substitutable exhaustible goods with different productivities.
Using necessary conditions of optimality for problems with binding pure state
constraints, we provide a qualitative analysis of solutions to this model. In parti-
cular, we find that it is not optimal to further exploit the resource with a constant
productivity after the extraction of the resource with a growing productivity star-
ted. Moreover, we extend some results on application of Noether’s theorem in
optimal control problems and use them for formulating conservation laws which
represent quantities that remain sustained along trajectories of optimal soluti-
ons. Finally, we also make a contribution to the optimal control theory itself. In
particular, we shed light on comparison between two different sets of necessary
conditions of optimality for problems with pure state constraints.

Keywords: Sustainability, Hartwick’s rule, optimal control, conservation law, exhaus-
tible resources
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