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Motivacia a ciele prace
Formulacia modelu

Modely udrzatelného ekonomického rastu

@ Koncepcia udrzatelného ekonomického rastu zahtfa
r6zne environmentalne, sociologické a ekonomické aspekty

@ Jednotne prijata definicia udrzatelnosti zatial neexistuje

@ Udrzatelny vyvoj — vyvoj, ktory zohladnuje preferencie suCasnej
generacie bez zhorSenia moznosti buducich generacii naplnit ich
vlastné preferencie

@ Ciele dizertacnej prace:

@ Matematick& analyza modelov udrzatelnej miery rastu a spotreby v
ekonomike, v ktorej je produkcia ekonomickych statkov zavisla od cerpania
neobnovitefnych zdrojov

9 Popis optimalneho ¢erpania zdrojov, ak st dokonale substituovatefné, ale
ich produktivita sa meni

9 Teoretické vysledky v te6rii optiméalneho riadenia



Dynamika modelu

Dynamiku modelu ekonomiky s neobnovitel'nymi zdrojmi mozno popisat

nasledovne:
k =d(t)f(k,r) —d(k) —c, k(0)=ko > 0dang,
s =-r, s(0)=so>0dané,
k>0, s>0, r>0, ¢c>0,
k(t) je obnovitelny kapital (k € RV), f je produkEna funkcia,
s(t) je neobnovitel'ny d je exogénne dany
(vy&erpatelny) kapital (s € R™), technologicky rast,
c(t) je spotreba obnovitelného 0 je miera amortizacie kapitalu,

kapitalu (c € RY),

r(t) je miera Cerpania
neobnovitelného kapitalu
(r eRY),



ciele prace
modelu

Dva pristupy ku kritériu optimality

@ Uloha A. Maximalizacia celkovej diskontovanej uzitotnosti:

Jmax [T aouCe).s)

kde 7(t) > 0 je diskontny faktor, pricom [ m(t) dt < oo.
@ Uloha B. Maximalizacia uzito&nosti generacie s najnizSou mierou
uZito€nosti:
m inf t),s(t)).
omax | Inf U(c(t), s(t))

Zavedenim novej stavovej premennej w mZeme toto kritérium prepisat
do tvaru

max w(0), kdet € (0,00),
{e®).r()}
U(c(t),s(t)) = w(t),
w(t) =0, w(0)volné.



Dosiahnuté vysledky nymi zdrojmi

Hartwickov vysledok a Hartwickovo pravidlo

@ Hartwickovho pravidlo:
VSetky vynosy z taZzby neobnovitelnych zdrojov musia byt v plnej vyske
reinvestované do obnovitelného kapitélu.

@ Hartwickov vysledok pre Ulohu A: )
Nech (k, s, c, r) je pripustné vnutorné rieenie Ulohy A, ktoré splia
nutné podmienky optimality spolu s adjungovanymi premennymi
(11107 wkz ¢S) a neCh

Yek =9¢lr  prekazdét >0
(Hartwickovo pravidlo). Potom U(c(t)) = konst. pre kazdét > 0.

@ Zovseobecnenie Hartwickovho vysledku pre Ulohu A:

Hartwickovo pravidlo moZno zovSeobecnit':
ek —lr =1  prekazdét >0,
kde | je konsStanta (pripustné je iba | > 0).

@ Analégia Hartwickovho vysledku pre Ulohu B: ;

Multiplikator pw (t) priradeny k ohrani€eniu U(c(t)) > w(t) splha



Dosiahnuté vysledky nymi zdrojmi

Suvislost medzi dvoma pristupmi ku kritériu optimality

@ Ak pripustné vnitorné riedenie Ulohy A spifia nutné podmienky
optimality a Hartwickovo pravidlo, potom spiiia aj nutné podmienky
optimality pre Ulohu B, pricom pre Lagrangeov multiplikator p,, plati
pw(t) = w(t) pre kazdé t > 0.

@ Ak pripustné vnutorné rieSenie Ulohy B spifia nutné podmienky
optimality a predpoklad zuw (t) > 0 pre kazdé t > 0, potom spifia aj nutné
podmienky optimality pre Ulohu A, pricom pre diskontny faktor = plati
w(t) = pw(t) pre kazdét > 0.



Hartwickovo pravidlo

I Jovatefnymi neobnovitelnymi zdrojmi

Dosiahnuté vysledky

y Vv tedrii optimalneho riadenia

Obrateny Hartwickov vysledok

Hartwickov vysledok nemoZno jednoducho obrétit. Pre sformulovanie
opacnej implikacie st potrebné dodatocné predpoklady:

Obrateny Hartwickov vysledok

Nech (k*,s*,c*,r*) je pripustné vnatorné rieSenie Ulohy A, ktoré spiia
nutné podmienky optimality spolu s adjungovanymi premennymi (°, vk, Ys).
Dalej predpokladajme, Ze je splnena aspon jedna z nasledujicich dvoch
podmienok:
(i) (k*,s*,c*,r") spifia aj podmienku nulovosti Hamiltonianu pre t — oo,
alebo
(i) d(k) =0 pre kazdé k > 0 a existuje j = {1, ..., m} a kladné €islo p také,
Ze

rj*(t)g—g(k*(t),r*(t))
A ONE ) I
pre kazdét > Oaprekazdéi=1,...,n.
Potom z podmienky U(c*(t)) = const. vyplyva ¢y k* = I r*.




Dosiahnuté vysledky

Predpoklady modelu

@ Predpokladajme, Ze v ekonomike existuju dva dokonale substituovatelné
zdroje, pri€om ich hrani€na miera substiticie sa v Case meni.

® Produkéna funkcia je v Cobb-Douglasovom tvare:
F(t,K(t),ra(t), r2(t)) = k()™ (ra(t) + d (t)ra(t))* ™,

(Predpokladame, ze o € (3, 1) a d je kladna spojita rasttca funkcia).

@ Je potrebné zobrat do Uvahy moznost aktivnych ohrani¢eni na
nezapornost stavovych premennych s; a s,.



bstituovatelnymi neobnovitefnymi zdrojmi

M
Zakony z

Dosiahnuté vysledky

ii optimalneho riadenia

Kvalitativna charakteristika rieSeni

Nech (k*,s7,s;,w™,c*,r{,ry) je optimalne rieSenie vysSie popisaného
modelu, ktoré je regularne (t.j. pw(t) > 0) a plati k(t) > 0, c(t) >0a

ri(t) +d(t)rz(t) > O pre kazdé t > 0. Potom existuje také T > 0, Ze miery
tazby ry (t) a ry (t) neobnovitelnych zdrojov maju nasledujci tvar:

Pre kazdét € (0,T): r{(t)>0 a r)(t)=0,
prekazdét € (T,o0): ri(t)=0 a ry(t)>0.

Interpretacia:

Pokial zacneme Cerpat druhy neobnovitel'ny zdroj, ktorého produktivita je
rastdca, uz nie je optiméalne vratit sa k ¢erpaniu prvého zdroja (t.j. pripadné
Cerpanie prvého zdroja musi nastat skor).




ovo pravidlo
dokonale substituovatelnymi neobnovitefnymi zdrojmi

Dosiahnuté vysledky hovania

tedrii optimalneho riadenia

Vysledok analogicky s Hartwickovym vysledkom

Predpoklad: Utelova funkcia v tvare A (maximalizacia celkovej diskontovanej
uzito€nosti).

Ak pripustné slabo vnitorné rieSenie (k*,st,s;,c*, s, r;) spifia nutné
podmienky optimality a nasledujicu rovnost’:

BOK O+ BOS0 +0a080 = [ v o866

Celkova sucasna hodnota Cistych investicii . — ~ i
Cisty efekt ¢asu na produkciu

potom U(c) je konStantna.

Interpretacia: Cisty efekt ¢asu na produkciu je sti&inom nasleduijticich
faktorov:
1k — diskontovana tienova cena jednotky kapitalu,

% — aktudlna hrani¢na produkcia pri zmene r, o jednotku,

% — miera rastu produktivity r,

r, — miera tazby druhého neobnovitelného zdroja.
10



" zdrojmi
Dosiahnuté vysledky Zakony zachovania J

Vy eorii optimalneh

Zakony zachovania

@ Martinet a Rotillon (2007): analyza udrZatelnosti ekonomického rastu
pomocou tzv. zakonov zachovania
9 vyuZiva sa invariantnost modelov vzhfadom na transforméciu stavovych a
riadiacich premennych.
@ V dizertaCnej praci boli najdené prislusné zakony zachovania aj za
slabSich predpokladov — v tzv. kvazi-invariantnych ulohéch (t.j.
postacuje iba invariantnost stavovych rovnic).

@ Za predpokladu homogénnej produkénej funkcie radu 1 su stavové
rovnice v Ulohéch A aj B 3kalovo invariantné, ¢o vedie na zakon

zachovania
d .7 T o_(0U U _
a("/]k K+1ss) + W(%(c,s)c + E(C’S)S) =0.
@ V pripade funkcie uzito¢nosti s konStantnou relativnou averziou k riziku
mame:

Sk +uls) = —(1-0)nU(c,s).

11



4 v ymi neobnovitefnymi zdrojmi
Dosiahnuté vysledky ) J

Vysledky v teérii optimalneho riadenia

Vysledky v tedrii optimalneho riadenia (1)

h(z*) b
Porovnanie multiplikatorov 2 2
podla Seierstada a 1 1
Sydseetera (1987) (v,v) a
podra Feichtingera a Hartla 1T 2 3 4 5 6¢ N2 o~ 5 6 ¢
(1986) (¥.0):
v P
h(x) Cisté ohranienia na 3 3
) stavové premenng, RN ) \
1, ¢ adjungované premenné, . }d : 1d
v, 7 Lagrangeove N\
multiplikatory pre Cisté 1 2 3 4 5 61 1 2 3 4 5 61
ohrani¢enia na stavové . .
premenné. 5 M
2 N
1 ~ 1 o~
}d \
1 2 3 4 5 6t 1 2 3 d/ 5 6t



Dosiahnuté vysledky ymi zdrojmi

Vysledky v teérii optimalneho riadenia

Vysledky v tedrii optimalneho riadenia (2)

Nech pripustné rieSenie spifia nutné podmienky podra Seierstada a
Sydszetera (1987) spolu s ¥°, ¥(t), u(t) a v(t). Potom toto riesenie spifia aj
nutné podmienky podla Feichtingera a Hartla (1986) (s moZnou vynimkou
podmienky sucasnej nenulovosti multiplikatorov) spolu s

7 (1) = 0 ak hj(x*(t)) > 0 alebo t je vstupny alebo kontaktny Cas,
b= yi(t) — (%) ak hj(x*(t)) = 0 at nie je vstupny ani kontaktny ¢as,

kde T je vystupny cas, ktory je najblizsi vystupny €as vacsi alebo rovny t
(resp. koncovy bod asového horizontu, ak taky vystupny €as neexistuje),

IO o= OO o),
i) = ()~ () — () - (),
B = a0,

13



Dosiahnuté vysledky Wmi zdrojmi

Vysledky v teérii optimalneho riadenia

Vysledky v tedrii optimalneho riadenia (3)

Nech pripustné riedenie spifia nutné podmienky podra Feichtingera a Hartla
(1986) spolu s ¥°, (1), fi(t), #(t) a 7j(t). Potom toto rieenie spifa aj nutné
podmienky podla Seierstada a Sydseetera (1987) (s moznou vynimkou
podmienky maxima) spolu s

WO = PO+ D),
1/]0 _ 12}0

p(t) = A,

v(t) = D(t)+ > ii(r).

T>t

Na vlastnom priklade sme ukazali, Ze podmienky podla Seierstada a
Sydseetera (1987) mdZu byt silnejSie:
@ pripustné rieSenie spifia v3etky nutné podmienky podra Feichtingera a
Hartla (1986)
@ nespliia podmienku maxima podl'a Seierstada a Sydsaetera (1987).

14



Zéver

Najvyznamnejsie vysledky dizertacnej prace:

© Analyza modelov udrzatelného ekonomického rastu:

@ Kvalitativna charakteristika rieSeni modelu s dvoma dokonale
substituovatelnymi neobnovitefnymi zdrojmi a odvodenie analdgie
Hartwickovho vysledku

9 Vysledky tykajuce sa Hartwickovho vysledku (Ciastocne publikované v
zborniku konferencie MMEI 2007):

— formulécia tvrdeni na zéklade presnej formulacie nutnych podmienok optimality
— sUhrnné formulacia obrateného Hartwickovho vysledku
— novy spdsob odvodenia Hartwickovho pravidla pre model s rastom poctu

obyvatelov
— vzéajomny suvis dvoch typov Ucelovej funkcie

@ Odvodenie nového zakonu zachovania (vztah medzi celkovou hodnotou
vSetkych typov kapitalu a diskontovanou hodnotou uzitonosti) na zaklade
kvéazi-invariantnych vlastnosti skimanych modelov

Q@ Vysledky v tedrii optimalneho riadenia:

9 Vzjomny vztah medzi dvoma réznym formulaciami nutnych podmienok
optimality pre Glohy s Cistymi stavovymi ohrani¢eniami

9 Formulécia a dokaz tvrdeni o spojitosti adjungovanych premennych,
Lagrangeovych multiplikatorov a Hamiltonovej funkcie
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Zéver

Dakujem za pozornost. J
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