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1 Uvod

V poslednych desatro¢iach mnohé eurépske i zdmorské krajiny prijali viaceré ekono-
mické a socidlne reformy. Déchodkova reforma je jednou z najdiskutovanejsich tém i
v Slovenskej republike. Hlavnym dévodom prijatia reformy déchodkového systému vo
vécsine krajin bolo predpovedané rychle starnutie populacie z dévodu nizkej miery re-
produkcie obyvatelstva a zvySenej o¢akavanej dizky zivota. Kym doposial v Eurépskej
tnii (EU) prispievali na jedného déchodcu $tyria Iudia v produktivnom veku, podla
Svetovej banky a Medzinarodného menového fondu ([4], [2]) sa ich do roku 2050 oca-
kava iba polovi¢ny pocet. Dalsim dévodom reformy v EU je zvySena vnttorna migracia
pracovnej sily. Reformy davaju do uzsieho suvisu déchodkové odvody a prispevky, pre-
dlzuji dobu pripievania zvysenim veku odchodu do dochodku a diverzifikuju zdroje
dochodkovych davok.

Objavili sa dva zékladné typy déchodkovych reforiem. Parametricky typ spociva
v zmene sposobu indexécie davok, predlzovani déchodkového veku, predlzovani doby
povinnych platieb odvodov do systému, pritvrdzovani podmienok vyplaty davok, a
v efektivnejsej administrative ([13]). Paradigmaticky ([4]) typ reformy znamené za-
sadntl zmenu v Struktare déchodkového systému. Dovtedy monopolny priebezny sys-
tém bol nahradeny viac-pilierovym systémom. Dochodkové benefity sa tak rozkladaja
medzi viaceré zdroje. Vacsinou sa jedna o troj-pilierové systémy. Prvy pilier predsta-
vuje priebezny systém déchodkového zabezpecenia, kde aktivna pracovna sila prispieva
na dochodky déchodcom. Druhy pilier spoc¢iva v pravidelnom odvadzani prispevkov na
osobny déchodkovy tucet, kde st prostriedky zhodnocované a sporené v prospech vlast-
nej budicnosti sporitela. Treti pilier sa tyka dobrovolného doplnkového dochodkového
sporenia a je vo vicSine krajin iba malo vyuzivany. Prikladmi krajin, ktoré prijali
troj-pilierovy systém, s Bulharsko, Chorvatsko, Dénsko, Madarsko, Litva, LotySsko,
Slovenské republika, Svédsko, Velk4 Britania, Chile, Spojené Staty Americké, Rusko a
iné.

2 Strukttra dochodkového systému Slovenskej republiky

"Troj-pilierova” déchodkova reforma v Slovenskej republike bola uvedena do platnosti
v januari 2004. Prvy pilier je zalozeny na priebeznom systéme odvadzania prispevkov
pre dochodcov. Druhy pilier pozostava z déchodkového sporenia ob¢anov na osobnych
dochodkovych i¢toch spravovanych déchodkovymi spravcovskymi spoloc¢nostami. Dob-
rovolny treti pilier je uréeny pre doplnkové déchodkové sporenie.

Ludia, ktori po prvy krat vstupili na pracovny trh pred janudrom 2004, mali moz-
nost vyberu, ¢i si zelaju zostat vyhradne v priebeznom systéme, alebo sa chci zapojit
aj do druhého, kapitalizacného piliera. Nova pracovna sila po januari 2004 mala vstup
donho povinny. Vyska odvodov pre tcastnikov oboch pilierov je stanovend na 9% z
hrubej mzdy do priebezného piliera a 9% do kapitaliza¢ného piliera.

Prostriedky v druhom pilieri st spravované dochodkovymi spravcovskymi spoloc-
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Fond H Akcie ‘ Dlhopisy
Rastovy fond (1) najviac 80% | aspon 20%
Vyvazeny fond (2) najviac 50% | aspon 50%
Konzervativny fond (3) || ziadne 100%

Tabulka 1: Obmedzenia na investicie pre jednotlivé typy déchodkovych fondov v Slovenskej
republike.

nostami (DSS). Kazda z nich je zo zdkona povinnad umoznif sporitelom investovanie
v troch roznych fondoch, ktoré sa navzajom odlisuju v ich rizikovych profiloch. Ras-
tovy fond je najrizikovejsi, s potencidlne najvyssim vynosom. Zékon povoluje DSS v
Rastovom investovat az 80% prostriedkov do rizikovych aktiv, napr. akcii. ZvySnych
minimalne 20% musi byt ulozenych do relativne bezrizikovych, alebo nizko rizikovych
pozicii, napr. do dlhopisov. Prostriedky vo Vyvazenom fonde smu byt rozlozené medzi
rizikové a nizko rizikové akti’va v pomere 50 : 50 percent. Najmenej rizikovy je Konzer-
vativny fond, ktorého prostriedky DSS nesmu investovat do rizikovych aktiv. Zaroven
sa v8ak ocakéva, 7z Konzervativny fond pontka najnizsi vynos. V Tabulke 1 uvadzame
zhrnutie tychto obmedzeni.

Sporitelia v druhom pilieri maji moznost si podla vlastného uvazenia vybrat jeden
zo spominanych troch fondov. NavySe, svoje rozhodnutie moézu kedykolvek zmenit,
avSak nie CastejsSie ako jedenkrat za rok. To znamena, Ze sporitelia moézu do istej miery
ovplyvnit vysku svojej nasporenej sumy a zaroven neistotu jej dosiahnutia.

Pripomenime eSte, Ze existuju vladne regulacné obmedzenia, ktoré nepovoluju in-
vestovat do Rastového fondu v obdobi 15 a menej rokov pred planovanym odchodom
do dochodku, a nariaduji investovat do Konzervativneho fondu aspon poslednych 7
rokov déchodkového sporenia. V pripade pred¢asného tmrtia sporitela sa nasporend
suma stava predmetom dedenia.

3 Ciele

Cielom dizertac¢nej prace bolo vybudovat matematicko-Statisticky aparat ulahcéujtci
sporitelom rozhodovanie o vybere typu dochodkového fondu. K problému sme pristu-
povali dvoma réznymi sposobmi:

I maximalizuje sa o¢akdvand uzito¢nost sporitela z nasporenej sumy po skonceni
sporenia v okamihu odchodu do déchodku,

IT minimalizuje sa rizikovost investicii, teda neistota dosiahnutia urcitej Zelanej
sumy.

Predpokladom prvého pristupu je, ze Gzitkova funkcia sporitela je znama. Specifiko-
vanim uzitkovej funkcie sa Specifikuje aj sporitelov postoj k riziku, ktory je vyjadreny
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koeficientom averzie k riziku. Predpokladom druhého pristupu je, Ze sporitel ma sta-
novenu cielovi sumu, ktort by chcel sporenim dosiahnut. Pritom plati pravidlo, Zze ¢im
vyssia zeland suma, tym vyssie riziko spojené s investovanim.

(Ciele dizertacnej prace su:

e vybudovat matematicky model zaloZeny na maximalizicii o¢akévanej uzito¢nosti,

e vybudovat matematicky model zalozeny na minimalizacii rizikovosti investicii za
predpokladu stanovenia zelanej sumy,

e navrhnif numerické schémy pre oba typy modelov a implementovat ich pre pripad
Slovenskej republiky,

e preskumat citlivost vysledkov na meniace sa parametre modelov,

e zosumarizovat vSeobecné pravidla pre rozhodovanie o vybere fondov na zéklade
experimentalnych vysledkov.

4 Dosiahnuté vysledky

4.1 Dynamicky akumula¢ny model

Dynamicky akumula¢ny model (DAM) he prvym z nami vybudovanych modelov, za-
loZzenych na maximalizacii ocakavanej uzitocnosti z nasporenej sumy. Model bol pre-
zentovany autorkou a spoluautormi v ¢lankoch [1*], [2*] . V modeli DAM budeme
oznacovat

T  ocakavany cas odchodu do dochodku,

J  pocet typov fondov,

7‘{ vynos fondu j v case t,

u;  akumulovana nasporena suma v case t,

wy hruba mzda v case t,

By rast miezd v ¢ase t definovany pomocou w1 = wy(1l + G;),
d;  podiel akumulovanej sumy u; ku mzde wy ,

7  vyska pravidelného odvodu ako percento z hrubej mzdy .

Predpokladajme teda, ze sporitel s o¢akdvanym odchodom do dochodku o T rokov
odvadza jedenkrat rocne c¢ast 7 zo svojej hrubej mzdy w; do niektorého z fondov
j € {1,...,J}. Kedze petniazné prostriedky fondov st investované na finanénych tr-
hoch, o vynosoch fondov predpokladame, Ze st stochastické. Rovnice popisujice vyvoj
nasporenej akumulovanej sumy u; v ¢ase su

Ug = w17,
U1 = w(1+7]) +wur, t=0,1,..., T —1. (1)
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Je rozumné predpokladat, Ze v ¢ase odchodu do ddchodku sa bude déchodca snazit o
udrzanie zivotného Standardu, na aky bol zvyknuty na konci sporenia. Z tohto pohladu
nie je dolezita absolitna nasporena suma, ale jej relativna vyska ako nasobok posledne;j
mzdy. Preto zadefinujeme novi premennt d; = wu;/wy, ktorej vyvoj buda popisovat
rovnice

do = T,
dt+1 — Ft(dt,j), t:O,]_,...,T—]_, (2)
kde .
4 1+
Fi(d,j)=d t=0,1,...., T —1. 3
t( 7]) 1+ﬁt+77 ) 4 9 ()

Sporitelovo rozhodovanie o vybere fondu je zalozené na jeho informécii, ktori ma v
Case t.

Predpoklad Al. Vynosy fondov 7"{ su stochastické pre vsetky 7, t, a sa pre fixované
J navzadjom nezavisé v case.

Predpoklad A2. Miery rastu miezd 5;,t = 0,1, ...,T, st deterministické a zname.

Za predpokladov Al a A2 je vSetka relevantna informécia obsiahnuté iba vo vyske
doposial nasporenej relativnej sumy d;. Teda j = j(t,d;). Za ciefom maximalizcie
sporitelovho uzitku mozeme naformulovat tlohu stochastického dynamického proga-
movania:

max E(U(dr)) (4)
s ohraniceniami

dg = T,
dt+1 = E(dtaj(tvdt>)7 t:(),l,...,T—l, (5)
kde maximum sa uvazuje cez vSetky mozné stratégie J = {j(t,d;) : t = 0,1,....T —

1}. Symbol U oznacuje uzitkovia funkciu sporitela. Nasledovna veta hovori o spdsobe
najdenia optimalneho riesenia pre tuto tulohu.

Veta 4.1. Optimalna stratégia tlohy (4)-(5) je rieSenim Bellmanovej rovnice

V@) = _max Vi (F(d )] = BV (R(d jed). )] (0)
pret =0,1,...,7 — 1, kde Vr(d) = U(d). Optimdlna stratégia j(¢,d;) systému rovnic
(6) sa da najst rekurentne od koncového ¢asu T' po ¢as 0.

Dokaz vety je zalozeny na zakone iterovanych c¢akavani platnom pre stredné hod-
noty podmienené filtraciou informécii ([1, pg. 34],[8]). Mozno ho néjst v predkladane;
dizertacCnej praci.
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Optimélna stratégia urcend podla (6) dava sporitelovi informaciu o optimalnom
vybere fondu pre kazdy cas t v zavislosti od vysky dovtedy nasporenej sumy d;. Za
predpokladu, Ze stochastickost vynosov fondov 7’{ je popisana hustotou ftj pravdepo-
dobnostného rozdelenia, mdézeme rovnicu (6) prepisat v integralnom tvare

Vi(d) = maxE[Vi1(F(d,j,1]))]
JEAL

1 :
= maX/Vm (d o +7') fi(r)dr
R 1+

JeA: Pt
; 1+p I+p
= [t (-0 5 1) 2y )

4 1+ 1+
= [V (-0t 1)
R

pri¢om sme pouzili substiticiu y = d(1 + 7)(1 + p;)~* + 7. Znak R ozna¢uje mnozinu
realnych ¢isel, A; oznacuje vladne obmedzenia regulujice v’yber fondu.

4.2 Model proporcionalnych investicii

Modifikdciou modelu DAM je tzv. Model proporcionalnych investicii (Proportional
investment allocation model, PIAM). Predpokladajme, Ze vSetky fondy investuju fi-
nancné prostriedky do rovnakej skupiny aktiv i € {1, ..., I}. Fondy sa od seba odlisuji
mierou zastipenia aktiv ¢ v ich portféliu. Ak niektoré aktivum v investicnej stratégii
fondu zattpené nie je, uvazujeme ho s vdhou 0. V jednoduchom pripade predpokla-
dajme I = 2, pricom fondy investuju do akcii s vahou 6; € [0, 1] a do dlhopisov s vahou
1 — 6;. V pripade Slovenskej republiky, ak oznac¢ime Rastovy, Vyvazeny a Konzerva-
tivny fond v poradi 1, 2, 3, tak plati 0} = 0.8, 02 = 0.5 a #2 = 0. Horné indexy oznacujt
poradové cislo fondu.

Namiesto tlohy vyberu jedného z J fondov sa mozeme pytat podobni otazku: aké
je optimalne zastupenie akciovej zlozky v kazdom case t? Premenna 6, sa teda stava
novou riadiacou premennou, namiesto presného urcenia fondu j. Sporitel si potom
moze vybrat fond, ktorého akciova zlozka je najblizsie k vypodcitanému optimélnemu
6;. Podobna verzia tohto modelu bola tiez studovana v [9].

Pre lepsie teoretické vypocty budeme pouzivat spojité trocenie. Vynosy fondov
ozna¢ime R; a budeme o nich opif predpokladat, Ze st normdlne rozdelené. Teda
predpokladame

Ry ~ N(p(6:),0°(0,)) -

R; méa pravdepodobnostnii funkciu hustoty

1 (R
o) = Gvan o -

Ak oznacime RES) a Rgb) nahodné premenné vynosov akcii a dlhopisov s prislusnymi
strednymi hodnotami x®) a u® a volatilitami o) a ¢®, tak pre vynosy fondov a ich
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volatility platia vzfahy
s b
p(0e) = O™ + (1 = )", (8)

o2(6,) = 02(o")? + 20,(1 — 6,)0 6P corr(RY), R?) + (1 — 6,)2(cP)?,  (9)

kde corr je korela¢ny koeficient nahodnych premennych Rt(s) a Rgb). Pri spojitom tro-
Ceni dostavame dy1 = Fy(d, 0;,y), kde

1
E(d,et,y) :dtexp {,U(Qt)—502(9t)—ﬁt—|—0(9t)y}—|—7, t= ]_,...,T, (10)

zacinajuc z bodu dy = 7. Parameter y tu predstavuje realizaciu ndhodnej premennej
U ~ N(0,1). Podla (6), optimalnu stratégiu mozeme najst ako rieSenie rekurentnej
rovnice

Vitd) = max [ Vies (dexp {ut) — 30%0) - e+ 0@} + 1) ray. ()

0+ EA?

pret=T-1,...,1, kde f(y) = \/% exp{—%} je funkcia hustoty standardného normal-
neho rozdelenia. Pre funckiu V' plati nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 4.1. Ak funkcia U(d) je spojita a rastuca v d, tak aj funkcia V;(d) je spojita
a rastuca v d.

Nahradme teraz v rovnici (11) ¢asovy krok 1 iba malym ¢asovym krokom e > 0.
Uvazovanim nekone¢ne malého ¢ — 07 sa d& odvodif nasledovna parcidlna diferen-
cialna rovnica pre funkciu V.

Veta 4.2. Funkcia V' je rieSenim plne nelinearnej parabolickej parcidlnej diferencidlne;j
rovnice

v 1 5, 0V
s terminalovou podmienkou Vr(d) = U(d) pre d > 0. Optimalna hodnota 6; je urcend

ako argument maxima vystupujiceho v rovnici.

4.3 Modely minimalizujtce riziko

Neistota ndhodného vynosu v budicnosti moéze byt merana viacerymi spdsobmi. SlizZia
na to takzvané miery rizika. Jednym prikladom miery rizika je Standardna odchylka
nahodnej premennej, ktortt vo svojej teodrii o optimalizacii portfdlia pouzival i Mar-
kowitz [7]. Neskor sa vSak odhalili niektoré nevhodné vlastnosti Standardnej odchylky
na meranie rizikovosti investicii. Prikladom je fakt, ze Standardné ochylka povazuje
za nepriaznivé velmi nizke zisky, ale i velmi vysoké. Vhodnymi alternativami na me-
ranie rizikovosti investicie je napriiklad v praxi velmi pouZivand miera value-at-risk
deviation, ktora je funkciou kvantilového typu.
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Predpokladajme, Zze mame dané pravdepodobnostné rozdelenie budtceho majetku
Y. Potom miera value-at-risk z ndhodnej premennej Y na trovni o je ta najvicsia
hodnota majetku, ktora sa prekroc¢i s pravdepodobnostou 1 — «. V praxi sa typicky
pouzivaji nizke hodnoty «, zvycajne 0.5%, 1% alebo 5%. Pri pouZiti tejto miery rizika
povazujeme za akceptovatelné pozicie, ak v menej ako « pripadoch nastani potiaze.

Definicia 4.1. Miera value-at-risk VaR,(Y') z ndhodnej premennej zisku Y s distribuc-

nou funkciou F' na trovni spolahlivosti a, 0 < a < 1, je definovand ako a-kvantil
F~(a), tzn.

VaR,(Y) = F (o) =inf{u: Flu) >a}, 0<a<l.

Value-at-risk deviation z ndhodnej premennej zisku Y na trovni spolahlivosti « je
definovana ako rozdiel

VaRD.(Y)=E(Y) = VaRa(Y), 0<a<1,

kde E(Y') oznacuje Statistickt stredntt hodnotu ndhodnej premennej Y. Poznamenajme,
ze VaRD, mdze nadobudat aj zaporné hodnoty.

Nevyhodou miery value-at-risk je, Ze nie je konvexna, ¢o stazuje optimalizéciu.
Zavédzame dal$iu mieru rizika, od nej odvodenii. T4 sa nazyva average value-at-risk
deviation, znama i pod menami conditional value-at-risk deviation ¢i tail value-at-risk
deviation. Definovana je vSeobecne nasledovnym sposobom.

Definicia 4.2. [14] Nech Y je ndhodné premennd zisku s distribu¢nou funkciou F', ktora
moze byt nepojita. Nech F), je distribu¢né funkcia a-chvosta, ktora sa rovna 1 pre zisky
prekracujuce VaR,, a rovna sa g pre zisky mensie alebo rovné tirovni VaR,,. Miera
average value-at-risk ndhodnej premennej Y na urovni « je definovana ako stredna
hodnota distribtcie a-chvosta, t.j. F,.

To znamena, Ze pre spojité nahodné premenné je average value-at-risk definovana
ako integral

AVaR(Y) = é / ’ F~Yu)du. (13)

Opift, average value-at-risk deviation je definovand ako rozdiel strednej hodnoty a
average value-at-risk, teda

AVaRD(Y) = E(Y) — AVaR(Y). (14)

Mnohé vlastnosti miery average value-at-risk je mozné najst v [10]. Ako sme uz nazna-
¢ili, vyhodou tejto miery rizika je, Ze sa d& ekvivalentne prepisat do tvaru ulahc¢ujiceho
optimalizaciu. Konkrétne, plati nasledovna veta.
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Veta 4.3. [12] Average value-at-risk ndhodnej premennej Y na trovni o médze byt re-
prezentovana ako optimélna hodnota nasledujicej optimaliza¢nej tlohy:

1
AVaR,(Y) = max{x — —E([Y — z]7)} (15)
zeR o
kde [g|” = max{—g, 0} oznacuje negativnu ¢ast funkcie g. Maximum v (15) sa nado-

buda.

Tato vlastnost budeme vyuzivat pri budovani modelov zaloZenych na minimalizacii
miery average value-at-risk deviation. Modely boli prezentované v [3*].

Pred samotnym pristipenim k opisu modelov upozornime na jeden dolezity roz-
diel oproti modelom DAM a PIAM: namiesto moznosti vybrat si v jednom caso-
vom okamihu iba jediny fond povolime rozdelenie investicie do viacerych fondov si-
casne. Preto, rozhodovacou premennou v ¢ase t uz nebude ¢islo fondu j, ale mnozstva
yl > 0, ktoré sporitel investuje do fondov j € {1,..., J}. Ich vektor budeme oznacovat
Ve =Yg 9]

Prvy z modelov nazveme TRMM (Terminal Risk Minimizing Model) a budeme v
nom uvazovat sporitela, ktory chce minimalizovat neistotu svojho zaverecného majetku,
t.j. nasporenej sumy v c¢ase 1" odchodu do déchodku. Pritom vyvoj jeho dochodkového
uctu v medzicasoch ho nezaujima.

> v/ j . 1+T‘Z
Ked oznacéime s = TS
1

[st,...,s]]", tak evolu¢né rovnice pre hodnotu majetku st potom

vynosy fondov upravené o rast miezd a vektor s; =

Yol = 7,

y, 1 y, st +7 previetky t € {1,...,T — 1},
yrl = yr_ist,

y¢ > 0 prevsetkyt €{1,..,T}.

Vyznam tychto rovnic je samozrejmy: v ¢ase t = 0 rozdelujeme medzi jednotlivé fondy
iba sumu rovnu vyske prvého odvodu 7. V ¢asoch t = 1, ..., T — 1 sa ¢iastky investované
do jednotlivych fondov zhodnocuji prislusnymi vinosmi (skalarny stcin y, ;s;) a pri-
dava sa novy pravidelny prispevok 7. Suma takto ziskand, t.j. suma na pravej strane
rovnice (17), sa opit prerozdeluje medzi fondy. Posledné rovnica hovori, Ze na konci
sporenia sa uz prispevok 7 neodvadza.

Dalsim obmedzenim vystupujticim v modeli TRMM je poziadavka miniméalnej vysky
nasporenej sumy v zmysle jej ocakavanej hodnoty, t.j.

E(y71) > u. (20)

Poznamenévame, 7e vietky ohraniGenia (16) - (20) st linearne v premennych 7.

Za ucelova funkciu vezmeme spominanti mieru rizika average value-at-risk devia-
tion, aplikovanti na ndhodnti premennti y,.1 predstavujiicu nasporenti sumu sporitela
v koncovom ¢ase T'. Takze Gicelova funkcia bude maft tvar

9(y) =E(y;1) — AVaRa(y;1) (21)
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a nasou snahou je ju minimalizovat vzhladom na ohranicenia (16) - (20).

Pripominame, zZe parametre 3{ tvoria stochasticky proces. Ten moZzeme aproximovat
takzvanym stromov scenarov (scenario tree, [3], [8]), kde kazdy uzol v strome v ¢asovej
vrstve ¢ predstavuje jeden mozny stav ndhodného vektora s;. V strome scenarov pre
proces s;,t = 0,1, ..., T, budeme oznacovat:

0 koren,

N ={0,1,...,N} mnozinu vSetkych uzlov v strome,

S pocet koncovych uzlov v strome |,

7 ={N-S+1,..,N} mnozinu vSetkych S koncovych uzlov v strome,
No={1,..,N - S} mnozinu vnitornych uzlov,

n_ jediného predchodcu uzla n € N'\ {0},

{n}*+ mnozinu nasledovnikov uzla n € N'\ 7,

&(n) €40,...,T} ¢asovi vrstvu uzla n € N.

Prispdsobenie oznacenia premennych a paremetrov na ”stromovi reprezentaciu” je
priamodiary. S vyuzitim (15) dostavame nasledovny tvar optimaliza¢nej tlohy pre mo-
del TRMM:

meT

min { > Pu(ynl) —max{a - é > Pmlynl - a]‘}} : (22)

s ohranic¢eniami

S pulynl) > u. (23)
meT

Yol = 7, (24)

yo1 = y! s, +7 previetky n € Ny, (25)

y'1 = y! s, previetkynec7T, (26)

y. > 0 pre vietky n € V. (27)

Ucelova funckia moéze byt navyse prepisana do linearneho tvaru

1
‘ m T]- - - m<~m— 28
gl;fyl(Zp Yal) —a+ = pntm-nes | - (28)

meT meT

pricom do mnoZiny ohrani¢eni musime pridat dve doplnkové ohranicenia, konkrétne
—a + y;l;]. + Zm—Nis = 0, Zm-N+§ = 0, forallme T . (29)

Evkivalentnost tychto dvoch tloh je dokdzand v dizertacnej praci (Proposition 6.2.1).
Teda, model TRMM vedie na tlohu linearneho programovania. Plati nasledovna veta.

Veta 4.4. Existuje konstanta fi,,., taka, ze ak g < 4., tak tloha minimalizicie (28)
pri ohraniceniach (29), (23)—(27) nadobtda optimum.
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Dokaz vety vyuziva okrem iného poznatky z tedrie linedrneho programovania ([11])
a nachadza sa v dizertacnej praci v podkapitole 6.2.4. Obrovsky rozmer ulohy pri
uvazovani typickej doby sporenia T' = 40 rokov vsak sposobuje na beznych pocitacoch
implementac¢né problémy kvoli pamitovej naro¢nosti. Preto sme model zovSeobecnili
na pripad, kedy sporitel nemeni svoje rozhodnutie o vybere fondu kazdy rok, ale iba
raz za niekolko rokov. Predpokladdme, Ze rozhodovacie okamziky st v rokoch 0 =
to,t1,...,t. < T. Dlzky prislusnych medziobdobi [t,_1,t;] oznacime I, = ¢, — tp_1,
k = 1,...,w. Takidto modifikicia problému sposobi, Ze ohranicenie (25) sa zmeni na
dvojicu ohraniceni

J J
Th  _ Ya

7" 11 forall je{1,....,J},ne N\ T, (30)
le(n)—1 ‘
yo1 = y! s, 47 Z (sn)ee  for all n € N, (31)
i=0

z ktorych (30) je nelinedrne. Vyjadrenim premennej 77 z (30) a dosadenim do (31)
mozeme tieto dve ohranicenia spojit do jedného nelinedrneho ohranicenia.

Druhym modelom minimalizujticim rizikovost sporenia vo fondoch je model MRMM
(Multi-period Risk Minimizing Model), v ktorom sporitel minimalizuje rizikovast svo-
jich tspor vo vsetkych casovych medziobdobiach, nie len na konci sporenia. Viac-
periédova miera akceptovatelnosti average value-at-risk je definované vztahom

T
AVaR,(Y; F) =Y aE[AVaR,, (Y| F)] |

t=1

kde ¢; € R st diskontné faktory v ¢ase t, ay € (0, 1) st tirovne spolahlivosti pre average
value-at-risk v Case t, F;_; je o-algebra reprezentujuca sporitelovu informéaciu v case
t — 1. Potom viac-periédova miera rizika average value-at-risk deviation je definovana
ako

T
AVaRDo(Y;F) = > ¢E[AVaRD,, (Yi|Fi1)].
t=1
Podobnym postupom ako v jedno-periédovom pripade mézeme prislusni optimalizacni
tlohu vyjadrif ako tlohu linedrneho programovania. Pre jej rieSitelnost plati obdoba

Vety 4.4. Avsak, pri uvazovani rozhodovacich okamzikov iba raz za niekolko rokov, sa
opéf v ohranic¢eniach vyskytne nelinearita. Dostavame tlohu

. SN
min Y cepn | Y (pe(k)y{1) —an+— > pe(k)zm (32)

neN\T ke{n}t ke{n}+
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s ohrani¢eniami

—p Y 1+ 2 > 0, 2, >0, forallke {n}T,neN\T, (33)
> onlynl) = g, (34)
meT

Yol = 7, (35)
7 vh oo
L = pre vietky j € {1,....,J},ne N\ T, (36)
T yh1
lem)—
yo1 = y!l s, +7] Z )& pre vietky n e Ny,  (37)
y'1 = y!s, pre vsetky neT, (38)
yn > 0 previetky n € M. (39)

Opit, ohranicenia (36) a (37) moézu byt spojené do jedného nelinearneho ohranicenia.

Na zvladnutie nelinearity v tomto ohraniceni v oboch modeloch TRMM a MRMM
navrhujeme itera¢nii numerick schému, ktorou sa tloha opif linearizuje a dostaneme
tlohu velkorozmerného linedrneho programovania. Implementacnou vyhodou okrem
linearity je aj riedkost matice reprezentujticej ohranicenia.

4.4 Numerické schémy

4.4.1 Modely DAM a PIAM

Pre lepSiu numericku stabilitu pri implementéacii vzorca (7) pre modely DAM a PIAM
sme navrhli nasledovnt numericki schému, ktorej ii¢elom je zlep$it narabanie s obrov-
skymi i velmi malymi hodnotami, ktoré nadobtda pouZitd mocninova uzitkova funkcia

U(d) = —d"*, d>0, (40)

kde a > 0 je konstantny relativny koeficient averzie k riziku. Pouzili sme skalovaciu
techniku, ktora sa bezne pouziva pri podobnych okolnostiach.

Nech H(d) je Tubovolna ohranic¢enéd kladné funkcia pre ¢t = 1,2, ..., 7. Funkciu V;
preskalujeme fuknciou Hy, t.j. definujeme novit pomocnua funkciu

Wi(d) = Hy(d)Vi(d) -

Pévodnu funkciu Vi(d) mozeme potom polahky vypocitat z W;(d) pomocou V(d) =
Wi(d)/H(d). Pre kazdy ¢asovy krok ¢t od t =T do t = 2 potom dostavame

Wr(d) = Hr(d)Vr(d)

H 1 1
Wi (d max/ HisldWily) . ((y—f) Z”t—1) —Zptdy. (41)

JEA:
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Skalovacie funkcie H,,t = T,T — 1, ...,2, 1, definujeme rekurzivne pomocou predcha-
dzajiceho vypocitaného rieSenia vztahom

1 1
— aH = ———
Vi+Vr L+ Vi

V naSom algoritme pocitame hodnoty funkcie W, = W;(d) pre diskrétne hodnoty d z
¢asovo zavislého intervalu d € (dpin,t/2), kde dpin = dy = 0.09. Horna hranica ¢/2
bola zvolena vzhladom na maximalne oc¢akavané hodnoty premennej d. Stochastické
vynosy fondov 7/ st normalne rozdelené. Integrél v (41) sme aproximovali Simpsono-
vym pravidlom. Numerické vypocty boli realizované v prostredi softvéru Matlab.

Hr = pret=T-1,..,1. (42)

4.4.2 Modely TRMM a MRMM

Na vysporiadanie sa s nelinearitou v ohranic¢eni optimalizacnych tloh modelov TRMM
a MRMM sme navrhli pouzit itera¢nt schému, ktora nelinearny ¢len nahradi konstant-
nym c¢lenom urcéenym pomocou riesenia z predchadzajtcej iteracie.

1. zvol pevne $tartovaci bod 77 = 7/.J pre vietky n e N\ 7,5 € {1,..., J};

2. ries linedrny systém (32)—(39) s fixovanymi parametrami 7. Ziskaj optimalne
riesenie y/ pre vietky n, j.

3. vypocitaj nové 77 pre vietky n,j podla (36);

4. opakuj kroky 2,3,4, pokial sa nedosiahne pozadované presnost normy rozdielu
optimalnych hodnot dvoch za sebou iducih iteracii.

O konvergencii navrhnutej metody pojednavame v predkladanej dizertacnej praci v
podkapitole 7.4.

4.5 Vysledky

Model DAM sme implementovali pre vstupné parametre: koeficient averzie k riziku
a = 9, stredna hodnota vynosu akcii 7®) = 0.09185 a jeho volatilita ¢(® = 0.1726,
stredné hodnota vynosu dlhopisov () = 0.06694 a jeho volatilita ¢(® = 0.03398, rast
miezd [3; predikovany Ekonomickym tstavom Slovenskej akadémie vied ([5]). Bariérova
funkcia reprezentujtica vladne obmedzenia na vyber fondov mala tvar

{1,2,3} ift <25,
A ={ {2,3}  if25<t<32, (43)
{3} if ¢ >33,

Scenare vimnosov s/ v modeloch TRMM a MRMM boli generované pomocou simulé-
cii geometrického Brownovho pohybu ([6]). ZloZenie fondov sme predpokladali podla
Tabulky 1. Implementovali sme nasledovné tlohy:
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8 10 12

0 2 4

6 2 4 6 8 10 12
d d

bez obmedzeni s obmedzeniami

Obr. 1: Model DAM, verzia A a B. Oblasti optimélneho vyberu fondov bez a s vladnymi
ohrani¢eniami, a = 9. Strednd hodnota priebehu vyvoja tispor (plna ¢iara) plus/minus
standardnd odchylka (prerusované ¢iary) z Monte Carlo simulacii.

e Model DAM:

— Verzia A: bez uvazovania vladnych obmedzeni na vyber fondu j;
— Verzia B: so zahrnutim vladnych obmedzeni na vyber fondu 7;
— Analjza citlivosti v§sledkov na meniace sa parametre a, 7 r® 3,

— Pripadovéa stadia: na rozdiel od Tabulky 1 sme uvazovali zastpenie akci-
ovej a dlhopisovej zlozky vo fondoch podla reéalnej situacie na Slovensku k
oktébru 2007.

e Model PTIAM pre spojity parameter 6 diskretizovany vektorom hodnét [1,0.9, ..., 0]:

— Verzia A: bez uvazovania vladnych obmedzeni na vyber fondu j;

— Verzia B: so zahrnutim vladnych obmedzeni na vyber fondu j.

e Model TRMM:

— Verzia A: bez uvazovania vladnych obmedzeni na vyber fondu j;
— Verzia B: so zahrnutim vladnych obmedzeni na vyber fondu j;

— Analyza citlivosti vysledkov na meniaci sa parameter « Specifikujtici mieru
average value-at-risk deviation.

e Model MRMM:

— Verzia A: bez uvazovania vladnych obmedzeni na vyber fondu j;

— Verzia B: so zahrnutim vladnych obmedzeni na vyber fondu j.
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bez obmedzeni s obmedzeniami

Obr. 2: Model PIAM, verzia A a B. Oblasti optimalneho vyberu fondov bez a s vlad-
nymi ohrani|vceniami, @ = 9. Strednd hodnota priebehu vyvoja tspor (plna Ciara)
plus/minus $tandardnd odchylka (prerusované ¢iary) z Monte Carlo simulacii. Spojity
parameter 0; € [0, 1] je diskretizovany vektorom 6; € {0,0.1,0.2, ..., 1}.

1 ‘ 1
0 08— 908
4 X
8 8
» 0.6 » 0.6
S ks
5)0.4 50.4
(] ()
=02 %02
0 0
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
time time

Obr. 3: Modely TRMM (vlavo) a MRMM (vpravo), verzia B. Priemerné optimalne vahy
zatupenia akciovej zlozky vo vybere fondov. Cielova suma po 33 rokoch pzz = 4.25.

Vysledky vypoctov boli okrem tabulkovej formy prezentované i graficky. Typicky vy-
sledok optimalizacie pre model DAM je znazorneny v Obrazku 1, pre model PIAM v
Obrazku 2 a pre modely TRMM a MRMM v Obrazku 3.

Vysledky obdrzané zo vSetkych modelov vykazuji nasledovni spoloéni vlastnost:

Zastupenie rizikovych aktiv v optimalnej stratégii je klesajice v Case.

Tuato vlastnost povazujeme za intuitivne zmysluplni, nakolko vyssia nasporend suma
je citlivejsia na zmeny vo vynosoch fondov. Bezrizikové a menej rizikové fondy st preto
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v neskorsich ¢asoch uprednostiiované pred vysokorizikovymi.

Na zéklade experimentov vyvodzujeme zaver, Ze za predpokladu, ze stredna hodnota
vynosov akcii a ich volatilita st vyssie nez stredna hodnota vynosov dlhopisov a ich
volatilita, platia nasledovné vlastnosti riesenia:

e Optimalne zasttpenie akciovej zlozky vo vybere fondov je klesajice vzhladom na
¢as t, doposial nasporenti sumu d;, priemerny vimos dlhopisov r®).

e Optimdlne zastipenie akciovej zlozky vo vybere fondov je rasttice vzhladom na
priemerny vimos akcii 7(®) a rast miezd f;.

e Priemerné nasporend suma je klesajica vzhladom na koeficient averzie k riziku
a uréeny v uzitkovej funkcii a vzhladom na rast miezd (3.

e Priemerna nasporend suma je rastica vzhladom na ¢as ¢, priemerny vynos akcii
() a priemerny vynos dlhopisov r®).

e v TRMM a MRMM modeloch, optimalne zastipenie akciovej zlozky je rastiice
vzhladom na troverni spolahlivosti « Specifikovant v miere rizika average value-
at-risk deviation.
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5 Zaver

Hlavné prinosy dizertac¢nej prace su:

1.

vybudovanie modelu DAM zalozeného na principe maximalizacie ocakavanej uzi-
to¢nosti sporitela z nasporenej sumy v ¢ase odchodu do déchodku;

. vybudovanie modelu PIAM, ktory je zovSeobecnenim modelu DAM pre pripad

spojitého Casu a spojitého spektra fondov. Model DAM je diskrétnou verziou
modelu PTIAM,;

. vybudovanie modelu TRMM zalozeného na minimalizacii rizikovosti investicie v

koncovom case sporenia pouzitim jedno-periédovej miery rizika average value-at-
risk deviation;

. vybudovanie modelu MRMM zalozeného na minimalizacii rizikovosti investicie

vo vSetkych priebeznych ¢asoch pocas sporenia pouzitim viac-periédovej miery
rizika average value-at-risk deviation;

. navrhnutie numerickych schém pre oba typy modelov;

. implementacia modelov v prostredi Matlab a Mosek;

experimentalne Stidium citlivosti vysledkov na meniace sa hodnoty roznych pa-
rametrov;

. na zéklade experimentalnych skisenosti zhrnit pravidla popisujuce zavislost opti-

malnej stratégie vyberu fondov od hodnét parametrov jednotlivych modelov.

Modely DAM, TRMM, a MRMM boli prezentované autorkou a spoluautormi v
¢lankoch [1%], [2*], [3*] a na viacerych medzinarodnych vedeckych konferenciach.
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6 Summary

The goal of this thesis was to develope a model for determining an optimal strategy
for the fund selection in pension planning in three-pillar pension systems. We assumed
that savers are given a possibility to choose one from a set of various pension funds,
differing in their risk profiles. We proposed two types of models:

I models based on the expected utility maximization (models DAM and PIAM);
IT models minimizing the riskiness of the investment (models TRMM and MRMM).

Model DAM assumes a 0-1 type selection of funds, it means, the savers may choose
only one of them at a given time. We showed that this problem leads to a Bellman
equation. A solution to it can be found backwards. The PIAM model is a modification
of the DAM model. It finds an optimal weight of stocks in the fund selection, which
may attain values from the interval [0, 1]. The saver can then choose a fund with a risk
profile that is closest to the optimal weight of stocks. We derived a nonlinear partial
differential equation for the value function V' from the Bellman equation, for the case
when the time step € in the PIAM model tends to 0.

The first of the risk minimizing models is the TRMM model (Terminal Risk Mi-
nimizing Model). It is based on minimizing the insecureness of the terminal value of
savings under an assumption that a target terminal value of savings is given. We mi-
nimize the average value-at-risk deviation risk measure, which is also known under the
name conditional value-at-risk deviation.

The second risk minimizing model is the MRMM model (Multi-period Risk Mi-
nimizing Model). We assume that the saver aims to minimize the riskiness of their
savings throughout the whole period of saving. This can be reasoned by the fact that,
in the case of early death, the saved sum becomes a subject of heritage. We use the
multi-period average value-at-risk deviation measure as the objective function.

If the saver makes a decision about the fund weights every year, both models TRMM
and MRMM lead to a problem of linear programming. However, this assumption causes
memory requirement problems in implementation. Therefore, we modified the models
and assumed that the saver makes decisions only once during a period of several years.
This modification changes the problems to nonlinear ones.

We proposed numerical schemes for both types of models and implemented them for
the case of Slovak Republic. We investigated the sensitivity of the results with respect
to varying parameters using the DAM model. We also investigated the influence of
the o parameter from the average value-at-risk definition on the results of the TRMM
model. Based on experiments, we summarize the qualitative properties of the optimal
solutions.
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