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1 Úvod

V tejto práci sa zaoberáme regularitou a apriórnymi odhadmi kladných

veľmi slabých riešení eliptických systémov. Takéto systémy popisujú rôzne

situácie v biológii, fyzike alebo chémii.

A priori je latinský výraz, ktorý znamená vopred. Pod pojmom apriórny

odhad máme na mysli odhad o veľkosti riešení bez toho, aby sme mali

informáciu čo i len o existencii riešenia daného sytému. Presnejšie, v tejto

práci dokážeme, že za istých predpokladov sú všetky možné kladné riešenia

(v danej triede funkcií) eliptického systému ohraničené kladnou konštantou

C nezávislou od riešenia.

Apriórne odhady zohrávajú dôležitú úlohu v dokazovaní existencie rieše-

nia problému. Vskutku, pokiaľ úloha nemá variačnú štruktúru, na exis-

tenciu riešenia treba použiť iné, nevariačné metódy ako napríklad topolo-

gické, a tie zvyčajne vyžadujú znalosť apriórnych odhadov pre všetky

možné riešenia. Naviac, apriórne odhady poskytujú informácie o štruk-

túre riešení a využívajú sa pri skúmaní bifurkačných vetiev.

Presnejšie, zaujímame sa o systémy tvaru

−∆u = f(. , u, v)

−∆v = g(. , u, v)

}
v Ω, (1)

spolu s Drichletovými okrajovými podmienkami

u = 0

v = 0

}
na ∂Ω, (2)

alebo nelineárnymi okrajovými podmienkami tvaru

∂νu = f̃(. , u, v)

∂νv = g̃(. , u, v)

}
na ∂Ω, (3)
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kde f, g, f̃ , g̃ sú Caratheódoryho funkcie s vhodným polynomiálnym ras-

tom a Ω je hladká ohraničená oblasť v RN .

Existujú rôzne metódy na získanie apriórnych odhadov. Technika zvaná

„blow-up” bola prvýkrát použitá v [25] v prípade skalárnej úlohy. Metóda je

založená na dôkaze sporom. Predpokladá sa, že existuje postupnosť riešení,

ktorá nie je ohraničená. Po vhodnom preškálovaní a vybraní podpostup-

nosti sa získa postupnosť, ktorá konverguje ku kladnému riešeniu eliptickej

úlohy v celom priestore (alebo v polpriestore). Existencia takéhoto riešenia

je ale v rozpore s vetou Liouvilleovho typu. Táto metóda vedie k optimál-

nym výsledkom vzhľadom k rastu funkcií f, g, pokiaľ sú známe príslušné

vety Liouvilleovho typu. V prípade systému (1), (2) je však znalosť viet

Liouvilleovho typu často otvorený problém.

Ďaľšou používanou metódou je metóda Rellichových-Pohozaeovových

identít a „moving planes”. Prvýkrát bola použitá na dokázanie apriórnych

odhadov riešení skalárnej úlohy v [21]. Metóda pozostáva z viacerých

krokov. V prípade systému (1), (2) sa riešenia najprv odhadnú v blízkosti

hranice Ω pomocou metódy „moving planes”, načo je potrebné, aby boli

nelinearity nezávislé od x a neklesajúce. Následne sa použijú identity

Rellichovho-Pohozaevovho typu. Tieto identity obmedzujú použiteľnosť

tejto metódy pre prípad funkcií f = f(v) a g = g(u). Naviac, Ω musí

byť konvexná, alebo musia byť splnené ďaľšie technické predpoklady na f

a g. Táto metóda vedie k optimálnym výsledkom v modelovom prípade

f(v) = vp a g(u) = uq, ale často sa nedá použiť v prípade všeobecnejších

funkcií f a g.

Metóda Hardy-Sobolevových nerovností bola prvýkrát použitá v [14] v

prípade skalárnej úlohy, kde H. Brezis a R. E. L. Turner študovali variačné

riešenia skalárnej úlohy. Táto metóda je založená na použití prvej vlastnej
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funkcie Laplaceovej rovnice ako testovacej funkcie. To vedie k odhadu

nelinearity, ktorý spolu s vhodnými rastovými predpokladmi a Hardy-

Sobolevovými nerovnosťami implikuje H1 ohraničenosť. V prípade sys-

tému (1), (2), táto metóda vyžaduje iba horné ohraničenie na rast neline-

arít f, g, ale nevedie k optimálnym výsledkom vzhľadom k rastu pravých

strán.

Na odvodenie apriórnych odhadov sa používa aj takzvaná „bootstrap”

metóda. Procedúra spočíva v splnení istých predpokladov, ktoré naš-

tartujú proces, vedúci v konečnom počte krokov k žiadanému výsledku.

Presnejšie, pokiaľ informácie o lepšej regularite f a/alebo g zaručia lepšiu

regularitu riešenia a následne lepšia regularita riešenia spolu s rastovými

predpokladmi na f, g implikuje lepšiu regularitu f, g, stačí dokázať lepšiu

regularitu f, g a overiť, že sa tým spustí iterovaný proces, ktorý vedie v

konečnom počte krokov k žiadanej regularite a apriórnym odhadom riešení.

Táto metóda sa použila na odvodenie apriórnych odhadov riešení rôznych

úloh či systémov ako napríklad v [29, 32, 33, 34, 41, 42]. V [42], P. Quittner

a Ph. Souplet použili nový druh metódy striedavého „bootstrapu”, ktorá

viedla k značnému vylepšeniu dovtedy známych výsledkov o apriórnych

odhadoch a existencii riešení systému (1) spolu s (2). Táto metóda sa môže

používať za slabších počiatočných predpokladov na riešenie na rozdiel od

metódy „blow-up” či metódy Rellichových-Pohozaeovových identít a „mov-

ing planes”, ktoré vyžadujú variačné alebo klasické riešenia.

Dizertačná práca sa skladá z nasledujúcich kapitol: Kapitola 1 dizer-

tačnej práce sa venuje definíciám rôznych typov riešení eliptického systému

(1) s Dirichletovými okrajovými podmienkami (2). V Kapitole 2 uvedieme

niekoľko súvisiacich známych výsledkov o regularite a apriórnych odhadoch

kladných riešení eliptických skalárnych úloh a systémov. Kapitola 3 ob-
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sahuje naše vylepšenia výsledkov z [32] v prípade eliptických systémov s

Dirichletovými okrajovými podmienkami. V Kapitole 4 uvedieme naše

výsledky o regularite a apriórnych odhadoch veľmi slabých riešení elipti-

ckých systémov s nelineárnymi okrajovými podmienkami. Dokážeme opti-

málnosť týchto výsledkov a zovšeobecníme ich aj na nelokálne problémy.

2 Ciele

2.1 Eliptické systémy s Dirichletovými okrajovými podmienkami

Ako sme už spomínali, P. Quittner a Ph. Souplet v [42] použili novú

metódu striedavého „bootstrapu”. Táto bola nedávno vylepšená v [32]. Y.

Li [32] získal apriórne odhady veľmi slabých riešení systému (1) s Dirichle-

tovými okrajovými podmienkami (2) za nasledujúcich všeobecnejších pred-

pokladov na rast f, g ako v [42]:

0 ≤ f(x, u, v) ≤ C1(1 + |u|r|v|p + |u|γ),
0 ≤ g(x, u, v) ≤ C1(1 + |u|q|v|s + |v|σ),

}
(4)

kde p, q, r, s, γ, σ spĺňajú nasledujúce (optimálne) vzťahy:

r, s,min{p+ r, q + s} ∈ [0, pc) , (5)

max{p+ 1− s, q + 1− r} > pq − (1− r)(1− s)
pc − 1

, (6)

1 ≤ γ, σ < pc (7)

a platí p, q > 0. V podmienkach (5), (6) a (7), pc predtavuje istý kri-

tický exponent, ktorého hodnota záleží od toho, či skúmame H1
0 -riešenia,

L1-riešenia alebo L1
δ-riešenia. Y. Li dokázal, že každé kladné L1

δ-riešenie

systému (1) spolu s (2) spĺňajúce:

||u||L1
δ

+ ||v||L1
δ
≤M,
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je apriórne ohraničené:

||u||∞ + ||v||∞ ≤ C, (8)

kde C = C(Ω, p, q, γ, σ,N,C1,M).

Naším cieľom je rozšírenie tohto výsledku pre všeobecnejší prípad:

• Nech f, g spĺňajú rastové predpoklady:

0 ≤ f(x, u, v) ≤ C1(1 + |u|r1|v|p1 + |u|r2|v|p2 + |u|γ),
0 ≤ g(x, u, v) ≤ C1(1 + |u|q1|v|s1 + |u|q2|v|s2 + |v|σ).

}
(9)

Chceme nájsť vzťah medzi rastovými koeficientami r1, p1, q1, s1, r2, p2,

q2 a s2, ktorý by garantoval apriórnu ohraničenosť L1
δ-riešení problému

(1), (2). Aby sme ukázali vylepšenie výsledkov z [32], chceme tiež

skonštruovať príklad systému (1) s (2), ktorého nelinearity spĺňajú

rastové predpoklady (9), ale nespĺňajú predpoklady vyžadované v

[32].

2.2 Eliptické systémy s nelineárnymi okrajovými podmienkami

Ďalej sme sa v práci zaoberali veľmi slabými riešeniami systému (1) do-

plneného nelineárnymi okrajovými podmienkami (3).

Regularita a apriórne odhady veľmi slabých riešení príslušnej skalárnej

úlohy
−∆u = h(·, u) v Ω,

∂νu = h̃(·, u) na ∂Ω,
(10)

boli nedávno študované v [41]. Označme

N ∗ :=


N
N−2 ak N > 2,

+∞ ak N ≤ 2.
(11)
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Jeden z hlavných výsledkov [41] znie nasledovne:

Veta 2.1. Nech r, r̃ ≥ 1 a nech sú h : Ω × R → R a h̃ : ∂Ω × R → R
Carathéodoryho funkcie spĺňajúce polynomiálny rast:

|h(x, u)| ≤ Ch(1 + |u|r), |h̃(y, u)| ≤ Ch̃(1 + |u|r̃), (12)

pre všetky x ∈ Ω, y ∈ ∂Ω a u ∈ R. Ak N > 2, nech naviac platí

max
{
r,

N

N − 1
r̃
}
< N ∗. (13)

Nech je u veľmi slabé riešenie (10) také, že

||h(·, u)||L1(Ω) + ||h̃(·, u)||L1(∂Ω) ≤ C1.

Potom u ∈ L∞(Ω) a existuje konštanta

C = C(C1, Ch, Ch̃, r, r̃, N,Ω) > 0

taká, že

||u||L∞(Ω) ≤ C.

Je všeobecne známe, že podmienka r < N∗ v (13) je zároveň nutnou pre

ohraničenosť veľmi slabých riešení (10) (viď [38]). P. Quittner a W. Reichel

v [41] ukázali, že aj druhá podmienka (13) je optimálna: ak N > 2 a

r̃ > (N − 1)/(N − 2) potom existuje Ω a funkcia h̃ s rastom (12) taká, že

problém (10) s h ≡ 0 má neohraničené riešenie.

V prípade eliptických systémov (1) s homogénnou Neumannovou okra-

jovou podmienkou:
∂νu = 0

∂νv = 0

}
na ∂Ω, (14)

vyplýva nasledujúca veta z výsledkov získaných v [42].
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Veta 2.2. Nech p, q, r, s ≥ 1 a nech sú f, g : Ω×R2 → R Carathéodoryho

funkcie spĺňajúce polynomiálny rast:

|f(x, u, v)| ≤ Cf(1 + |u|r + |v|p),

|g(x, u, v)| ≤ Cg(1 + |u|q + |v|s),

pre všetky x ∈ Ω a u, v ∈ R. Ak N > 2, nech naviac platí

r, s < N ∗ (15)

a

min(p, q) + 1 < N∗(1 + 1/max(p, q)). (16)

Nech je (u, v) veľmi slabé riešenie systému (1), (14) také, že

||f(·, u, v)||L1(Ω) + ||g(·, u, v)||L1(Ω) ≤ C1.

Potom u, v ∈ L∞(Ω) a existuje konštanta

C = C(C1, Cf , Cg, p, q, r, s,N,Ω) > 0

taká, že

||u||L∞(Ω) + ||v||L∞(Ω) ≤ C.

Je opäť známe, ze podmienky (15) a (16) sú optimálne, viď [45].

Našim cieľom je rozšíriť výsledky z [41, 42] na získanie regularity a

apriórnych odhadov veľmi slabých riešení eliptických systémov (1) s ne-

lineárnymi okrajovými podmienkami (3) na hranici. Uvedený cieľ sme

rozdelili na nasledujúce podciele:

• Predpokladajme na začiatku pre jednoduchosť, že f ≡ g ≡ 0 a f̃ , g̃

spĺňajú nasledujúcu rastovú podmienku:

|f̃(y, u, v)| ≤ Cf̃(1 + |u|r̃ + |v|p̃),

|g̃(y, u, v)| ≤ Cg̃(1 + |u|q̃ + |v|s̃),
(17)
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pre všetky y ∈ ∂Ω a u, v ∈ R. Použijúc lineárnu teóriu vybudovanú

v [41], chceme nájsť optimálny vzťah medzi rastovými koeficientami

r̃, p̃, q̃, s̃, ktorý garantuje apriórnu ohraničenosť veľmi slabých riešení.

• Chceme ukázať optimalitu našich podmienok na r̃, p̃, q̃, s̃, t.j. skonštru-

ovať neohraničené veľmi slabého riešenia systému (1), (3) s f ≡ g ≡ 0

v prípade, že nami nájdené podmienky na r̃, p̃, q̃, s̃ nebudú platiť.

• Chceme nájsť podmienky garantujúce ohraničenosť veľmi slabých rie-

šení vo všeobecnom prípade systému (1) a (3). Predpokladajme poly-

nomiálny rast funkcií f, g, f̃ , g̃:

|f(x, u, v)| ≤ Cf(1 + |u|r + |v|p),

|g(x, u, v)| ≤ Cg(1 + |u|q + |v|s),

|f̃(y, u, v)| ≤ Cf̃(1 + |u|r̃ + |v|p̃),

|g̃(y, u, v)| ≤ Cg̃(1 + |u|q̃ + |v|s̃),

(18)

pre všetky x ∈ Ω, y ∈ ∂Ω a u, v ∈ R. Chceme nájsť optimálny vzťah

medzi všetkými rastovými koeficientami garantujúci ohraničenosť a

apriórne odhady veľmi slabých riešení.

• Ďalej chceme skonštruovať neohraničené veľmi slabé riešenie systému

(1) spolu s (3) v prípade, že nami nájdené podmienky na r, p, q, s, r̃, p̃,

q̃, s̃ nebudú platiť.

• Chceli by sme naše výsledky využiť na dôkaz existencie riešenia v

prípade niektorých konkrétnych systémov a tiež nájsť podmienky na

funkcie f, g, f̃ , g̃ garantujúce ohraničenosť ich L1 nôrm.

• Budeme sa snažiť zovšeobecniť výsledky pre systém (1) s nelineárnymi

okrajovými podmienkami (3) na systémy, ktoré závisia od riešenia aj

nelokálne.
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3 Dosiahnuté výsledky

3.1 Eliptické systémy s Dirichletovými okrajovými podmienkami

Podarilo sa nám rozšíriť výsledky z článku [32] a dokázali sme ohraničenosť

kladných veľmi slabých riešení systému (1) s Dirichletovými okrajovými

podmienkami (2) za všeobecnejších predpokladov na f, g. Nech je pBT
exponent definovaný nasledovne:

pBT :=

{
∞, pre N < 2,
N+1
N−1 , pre N ≥ 2.

Výsledky o ohraničenosti a apriórnych odhadoch veľmi slabých riešení sys-

tému (1) sa dajú zhrnúť do nasledujúcej vety:

Veta 3.1. Nech sú f, g : Ω×R2 → [0,∞) Carathéodoryho funkcie spĺňa-

júce rastové podmienky (9):

f(x, u, v) ≤ C1(1 + |u|r1|v|p1 + |u|r2|v|p2 + |u|γ),
g(x, u, v) ≤ C1(1 + |u|q1|v|s1 + |u|q2|v|s2 + |v|σ),

kde pi, qi, ri, si ≥ 0 pre i = 1, 2, max{p1, p2},max{q1, q2} > 0 a platí

1 ≤ γ, σ < pBT .

Predpokladajme tiež, že

min{max{p1 + r1, p2 + r2}, max{q1 + s1, q2 + s2}} < pBT ,

ri, si < pBT ,

 i = 1, 2,

(19)

max{pi + 1− sj, qj + 1− ri} >
piqj − (1− ri)(1− sj)

pBT − 1
, i, j = 1, 2,

(20)

a (u, v) je kladné riešenie systému (1) spĺňajúce

||u||L1
δ

+ ||v||L1
δ
≤M. (21)
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Potom patrí (u, v) do L∞(Ω)× L∞(Ω) a

||u||L∞ + ||v||L∞ ≤ C(Ω, p1, q1, r1, s1, p2, q2, r2, s2, γ, σ,N,C1,M). (22)

Pripomeňme, že pBT je exponent, ktorý sa prvýkrát objavil v práci H.

Brezisa a R.E.L. Turnera [14] v prípade apriórnych odhadov variačných

riešení skalárnej úlohy. Ukázalo sa (viď [42], [45]), že exponent pBT je kri-

tickým exponentom pre veľmi slabé riešenia eliptických systémov s Dirich-

letovou okrajovou podmienkou.

Podobne ako v prípade Y. Liho sa kritický exponent pre veľmi slabé

riešenia pBT dá nahradiť iným kritickým exponentom, ak skúmame L1-

riešenia alebo variačné riešenia a výsledky Vety 3.1 ostanú v platnosti.

Ďalej sme skonštruovali systém (1) s pravými stranami:

f(x, u, v) = u1−εv + v
5
4−ε,

g(x, u, v) = u4v,

}
(23)

kde ε ∈
(
0, 1

7

)
a N = 3. Všimnime si, že pBT = 2. Je zrejmé, že každé

nezáporné veľmi slabé riešenie (u, v) problému (23) patrí do L∞(Ω) ×
L∞(Ω) vďaka Vete 3.1 pre rastové koeficinety p1 = 1 − ε, r1 = 1, p2 =
5
4 − ε, r2 = 0, γ = 1, q1 = 4, s1 = 1, q2 = s2 = 0, σ = 1. Zároveň sme

ukázali, že takto definované f, g nespĺňajú Liho podmienky (4), (5), (6) a

(7).

3.2 Eliptické systémy s nelineárnymi okrajovými podmienkami

V prípade systémov (1) s nelineárnymi okrajovými podmienkami (3) sa

nám podarilo nájsť optimálne podmienky na rast funkcií f, g, f̃ , g̃ garan-

tujúce apriórnu ohraničenosť veľmi slabých riešení systému:

−∆u = f(·, u, v), −∆v = g(·, u, v) v Ω,

∂νu = f̃(·, u, v), ∂νv = g̃(·, u, v) na ∂Ω.
(24)
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Presnejšie, nech platia rastové podmienky (18) pre funkcie f, g, f̃ , g̃. V

záujme prehľadnosti označme

P := max
{
p, p̃+

1

N − 2

}
, Q := max

{
q, q̃ +

1

N − 2

}
,

P := max
{
p,

N

N − 1
p̃
}
, Q := max

{
q,

N

N − 1
q̃
}
,

R := max
{
r,

N

N − 1
r̃
}
, S := max

{
s,

N

N − 1
s̃
}
,


(25)

pre N > 2. Dokázali sme platnosť nasledujúcej vety:

Veta 3.1. Nech p, q, r, s ≥ 1, p̃, q̃, r̃, s̃ ≥ 0 a nech sú f, g : Ω×R2 → R a

f̃ , g̃ : ∂Ω×R2 → R Carathéodoryho funkcie spĺňajúce (18). Pokiaľ N > 2,

nech platí aj

R,S < N ∗ (26)

a

min{P,Q}+ 1 < N ∗(1 + 1/max{P ,Q}). (27)

Nech je (u, v) veľmi slabé riešnie systému (24) také, že

||f(·, u, v)||L1(Ω) + ||g(·, u, v)||L1(Ω)

+ ||f̃(·, u, v)||L1(∂Ω) + ||g̃(·, u, v)||L1(∂Ω) ≤ C1.
(28)

Potom u, v ∈ L∞(Ω) a existuje konštanta

C = C(C1, Cf , Cg, Cf̃ , Cg̃, p, q, r, s, p̃, q̃, r̃, s̃, N,Ω) > 0 (29)

taká, že

||u||L∞(Ω) + ||v||L∞(Ω) ≤ C.

Všimnime si, že z Vety 3.1 vyplývajú Veta 2.1 (výberom f = f(x, u),

f̃ = f̃(y, u), g = g(x, v), g̃ = g̃(y, v), p = q = 1 a p̃ = q̃ = 0) ako aj

Veta 2.2 (výberom f̃ = g̃ = 0, p̃ = q̃ = r̃ = s̃ = 0).
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Výsledky pre skalárnu úlohu (viď [38, 41]) garantujú optimálnosť pod-

mienky (26) v nasledujúcom zmysle: Ak max{R,S} > N ∗, potom existuje

Ω a funkcie f, g, f̃ a g̃ s rastom daným podmienkou (18) také, že (24) má

neohraničené veľmi slabé riešenie. Podobne, nasledujúca veta ukazuje, že

podmienka (27) je optimálna (až na kritický prípad).

Veta 3.2. Nech N > 2, p, q ≥ 1, p̃, q̃ ≥ 0 a

min{P,Q}+ 1 > N ∗(1 + 1/max{P ,Q}). (30)

potom existuje Ω a f, g, f̃ , g̃ spĺňajúce rast (18) s r = s = 1 a r̃ = s̃ = 0

také, že systém (24) má kladné neohraničené veľmi slabé riešenie.

Podobne ako v [42], naše výsledky o apriórnych odhadoch sa dajú použiť

na dôkaz existencie netriviálnych riešení, pokiaľ môžeme odhadnúť L1

normy pravých strán. Toto je, vo všeobecnosti, netriviálna úloha (viď [42,

Section 3] v prípade homogénnych Dirichletových okrajových podmienok).

Ukázali sme niekoľko typických príkladov, kde sa L1-ohraničenosť nôrm

a existencia kladných riešení dá dokázať. Napríklad sme sa zaoberali prí-

padom f(x, u, v) = −u a g(x, u, v) = −v, keďže bol skúmaný aj inými

metódami. V nasledujúcom tvrdení nech λN1 označuje prvú vlastnú hod-

notu problému:

−∆ϕ+ ϕ = 0 v Ω, ∂νϕ = λNϕ na ∂Ω. (31)

Dokázali sme platnosť nasledujúceho tvrdenia:

Tvrdenie 3.3. Nech je N > 2. Uvažujme systém (1) s f(x, u, v) = −u,
g(x, u, v) = −v a nech Carathéodoryho funkcie f̃ , g̃ ≥ 0 spĺňajú rastové

predpoklady (18), kde

r̃, s̃ <
N − 1

N − 2
, p̃ ≤ q̃ <

N − 1

N − 4
, p̃(N − 2) < 1 +

N − 1

q̃
.
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predpokladajme, že existujú α, β, α̃, β̃, c1 > 0 a ε < λN1 < µ také, že

αf̃(y, u, v) + βg̃(y, u, v) ≥ µ(αu+ βv)− c1 (32)

pre všetky y ∈ ∂Ω a u, v ≥ 0, naviac nech platí

α̃f̃(y, u, v) + β̃g̃(y, u, v) ≤ ε(α̃u+ β̃v) (33)

pre všetky y ∈ ∂Ω a u, v ≥ 0 malé. Potom má problém (1), (3) kladné

ohraničené riešenie (u, v).

Existencia netriviálneho riešenia problému (24) s f(x, u, v) = −u a

g(x, u, v) = −v a superlineárnymi f̃ , g̃ bola skúmaná viacerými autormi,

ako napríklad [10, 11, 12, 26, 44]. V [10], autori dokázali existenciu

pomocou apriórnych odhadov klasických kladných riešení. Na získanie

apriórnych odhadov použili metódy založené na škálovaní a vetách Liou-

villeovho typu. V porovnaní s Tvrdením 3.3, metóda škálovania vyžaduje

špecifické asymptotické správanie sa nelinearít pre veľké u, v. Na druhej

strane, vo všeobecnosti, metóda škálovania a použitie optimálnych Liou-

villeových viet zvyčajne umožnujú získať apriórne odhady pre väčší rozsah

exponentov (viď napríklad [43, Chapter I]). Bohužiaľ, optimálne Liou-

villeove vety pre systémy sa ťažko dokazujú (viď [46] a referencie). Naviac,

autori [10] museli tiež predpokladať technickú podmienku p̃, q̃ ≤ N ∗.

Všimnime si, ze naše tvrdenie nevyžaduje takéto obmedzenia: ak p = q = 1

a p̃ je dostatočne malé, potrebujeme len podmienku q̃ < (N − 1)/(N − 4).

Články [11, 12, 26, 44] sa zaoberajú existenciou riešenia problému v Tvr-

dení 3.3 vo variačnom prípade a používajú variačné metódy, ktorými však

nedosiahnu apriórne odhady. Aj keď sa skúmanie obmedzilo iba na prípad

variačných problémov, autori všetkých článkov okrem [12] predpokladali

p̃, q̃ ≤ N ∗.
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Výsledky Vety 3.1 sme naviac zovšeobecnili pre systémy, ktorých pravá

strana môže závisieť od u a v nelokálne. V prípade takýchto systémov

−∆u = F(u, v, Tu, Tv), −∆v = G(u, v, Tu, Tv) v Ω,

∂νu = F̃(u, v, Tu, Tv), ∂νv = G̃(u, v, Tu, Tv) na Ω,
(34)

kde T je operátor stopy, sa nám podarilo dokázať obmenu Vety 3.1. Jej

výsledky sa dajú aplikovať napríklad na nasledujúci systém:

−∆u = auv + bu, −∆v = cu v Ω,

∂νu = 0, ∂νv = −g̃(v) + Φ(g̃(v)) na ∂Ω,
(35)

kde N ≤ 3, Φ(w)(y) :=
∫
∂Ω ϕ(y, z)w(z) dSz, ϕ ∈ L∞, g̃ je spojitá funkcia

spĺňajúca rastovú podmienku |g̃(v)| ≤ C(1 + |v|s̃) a a, b, c sú reálne konš-

tanty. Systém rovníc v (35) opisuje drobnú obmenu modelu nukleárneho

reaktora, kde u a v predstavujú tok neutrónov a teplotu reaktora; porov-

naj s [28, system (6)–(7)]. Nelokálna nelineárna okrajová podmienka v

(35) vystupuje v probléme prenosu radiačného tepla: g̃(v) je hustota toku

povrchovej radiácie (g̃(v) = σv4 v prípade čierneho telesa) a Φ(g̃(v))(y)

je hustota toku povrchovej radiácie absorbovaná v bode y, viď [4], [19] a

príslušné referencie. Predpoklady našej vety sú splnené pokiaľ N = 2 a s̃

je ľubovoľné alebo ak N = 3 a s̃ < 2.

4 Záver

V tejto dizertačnej práci sme vylepšili výsledky o ohraničenosti, regulari-

te, apriórnych odhadoch a existencii pozitívnych veľmi slabých riešení

eliptických systémov a tým sme splnili nami stanovené ciele.

Najprv sme uvažovali eliptické systémy spolu s Dirichletovými okra-

jovými podmienkami. Odvodili sme podmienky na rast pravých strán,
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ktoré garantujú ohraničenosť všetkých možných pozitívnych veľmi slabých

riešení a ich apriórne odhady. Náš dôkaz bol založený na metóde strie-

davého „bootstrapu” podobne ako v [42], [32], pracovali sme však so znač-

ným množstvom rastových koeficientov. Podobne ako v [32], naše výsledky

platia aj pre variačné riešenia alebo L1-riešenia problému (1), (2) za pred-

pokladu, že nahradíme kritický rastový exponent pre veľmi slabé rieše-

nie príslušným kritickým rastovým exponentom pre variačné alebo L1-

riešenia. Náš príklad systému (1), (2), ktorého pozitívne veľmi slabé rieše-

nia sú apriórne ohraničené vďaka našim výsledkom, ale f, g nespĺňajú pred-

poklady požadované v [32], jednoznačne ukazuje, že výsledky z [32] sme

vylepšili.

Tiež sme sa zaoberali eliptickými systémami (1) doplnenými nelineár-

nymi okrajovými podmienkami (3). Už v projekte dizertačnej práce sa

nám podarilo nájsť podmienky na rast pravých strán na ∂Ω za predpok-

ladu f ≡ g ≡ 0. V práci sa nám podarilo odvodiť optimálne podmienky

pre rast všetkých pravých strán aj v prípade netriviálnych f, g. Nami

nájdené podmienky garantujú apriórne odhady pozitívnych veľmi slabých

riešení takýchto systémov.

Podobne ako v prípade [41] a [42], naše dôkazy sú založené na výsled-

koch o regularite lineárnych problémov a metóde striedavého „bootstrapu”.

Vzhľadom k prítomnosti nelineárnych okrajových podmienok, museli sme

simultánne dokazovať odhady riešenia v Ω ako aj jeho stopy na hranici

∂Ω. To a tiež prítomnosť značného množstva rastových exponentov spô-

sobilo, že naše dôkazy zďaleka nie sú triviálnymi modifikáciami dôkazov v

[41] a [42]. Ďalšie opodstatnenie našej práce vychádza zo skutočnosti, že

optimálne podmienky pre rast systému (1) a (3) by sa sotva dal uhádnuť

z príslušných rastových podmienok v [41] a [42].
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Taktiež sme dokázali, že naše výsledky sú optimálne. Ukázali sme,

že existujú oblasti a pravé strany, ktoré nespĺňajú požadované podmienky

pre rast také, že príslušný eliptický systém s nelineárnymi okrajovými pod-

mienkami má kladné neohraničené veľmi slabé riešenie.

Využili sme naše výsledky o apriórnych odhadoch na dôkaz existen-

cie netriviálneho riešenia niekoľkých typických problémov, pre ktoré sme

vedeli odhadnúť L1- normy pravých strán.

Jednou z výhod použitia metódy striedavého „bootstrapu” je jej ro-

bustnosť. Nevyžaduje ani škálovacie vlastnosti ani variačnú alebo lokálnu

štruktúru. Preto sme naše výsledky mohli použiť pre problémy s nelokál-

nymi nelinearitami. Ukázali sme aj aplikácie našich výsledkov v prípade

určitých špecifických nelokálnych problémov.
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Summary

In this thesis, we improved results on regularity and apriori estimates of

positive very weak solutions of elliptic systems. First, we considered ellip-

tic system complemented by Dirichlet boundary conditions and we derived

conditions on growth exponents of right-hand sides guaranteeing essential

boundedness of all possible positive very weak solutions and their a priori

estimates. Our proof was based on alternate-bootstrap arguments where

we were dealing with a significant amount of growth exponents. Similarly

to [32], our results hold true if we treat variational solutions or L1-solutions

of (1) and (2) provided we replace critical growth exponent for very weak

solutions by corresponding critical growth exponent for variational or L1-

solutions. Our example of system (1), (2), whose positive very weak so-

lutions are a priori bounded thanks to our results but f, g do not satisfy

assumptions required by [32], clearly shows that we improved results in

[32].

We also considered elliptic systems complemented by nonlinear bound-

ary conditions. We derived optimal conditions on growth of right-hand

sides guaranteeing a priori estimates of positive very weak solutions of

such systems. Similarly as in the case of [41] and [42], our proofs are

based on regularity results for linear problems and alternate-bootstrap ar-

guments. Due to the presence of nonlinear boundary conditions, one has

to prove simultaneous estimates for the solutions and their traces on the

boundary ∂Ω. This difficulty and also presence of significant amount of

growth exponents make our proofs to be far from a trivial modification

of the proofs in [41] and [42]. Another justification of our computations

comes from the fact that the optimal growth conditions for system (1) and
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(3) could hardly be guessed just from the the corresponding conditions in

[41] and [42].

We also proved that our results are optimal. We showed that there exist

a domain and right-hand sides which do not satisfy required conditions on

growth, such that elliptic problem with nonlinear boundary conditions

possesses a positive unbounded very weak solution.

We used our results on a priori estimates to prove existence of nontrivial

solutions of few typical problems where the L1-bounds of right-hand sides

can be estimated.

One of the advantages of using alternate bootstrap method is its ro-

bustness. It do require neither scaling properties nor variational or local

structure. Hence, our results could also be applied for problems with non-

local nonlinearities. We also showed applications of our results in the study

of some particular nonlocal problems.
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