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1 Uvod

V tejto praci sa zaoberame regularitou a apriérnymi odhadmi kladnych
velmi slabych rieseni eliptickych systémov. Takéto systémy popisuju rozne
situacie v biologii, fyzike alebo chémii.

A priori je latinsky vyraz, ktory znamena vopred. Pod pojmom apriérny
odhad mame na mysli odhad o velkosti rieseni bez toho, aby sme mali
informéciu Co i len o existencii rieSenia daného sytému. Presnejsie, v tejto
praci dokdZzeme, Ze za istych predpokladov st vSetky mozné kladné riesenia
(v danej triede funkcii) eliptického systému ohrani¢ené kladnou konstantou
C nezavislou od rieSenia.

Apriorne odhady zohravaju dolezitt tlohu v dokazovani existencie rieSe-
nia problému. Vskutku, pokial tuloha nemé variacna Struktiru, na exis-
tenciu rieSenia treba pouzit iné, nevariacné metody ako napriklad topolo-
gické, a tie zvycajne vyzaduju znalost apriérnych odhadov pre vsetky
mozné rieSenia. Naviac, apriorne odhady poskytuju informécie o Struk-
tire rieSeni a vyuzivaji sa pri skiimani bifurkacnych vetiev.

Presnejsie, zaujimame sa o systémy tvaru

—Au = f(.
= flwo) vQ, (1)
—Av = g(.,u,v)
spolu s Drichletovymi okrajovymi podmienkami
=0
! na OQ, 2)
v = 0

alebo nelinearnymi okrajovymi podmienkami tvaru

du = f(.,u,v) na o5} (3)
v = g(.,u,v) ’



kde f,g, f, g sa Caratheodoryho funkeie s vhodnym polynomidlnym ras-
tom a (2 je hladka ohrani¢ena oblast v RY.

Existuju rozne metody na ziskanie apriornych odhadov. Technika zvané
sblow-up” bola prvykrat pouzita v [25] v pripade skalarnej alohy. Metoda je
zalozena na dokaze sporom. Predpoklada sa, Ze existuje postupnost riesent,
ktora nie je ohranicend. Po vhodnom preskilovani a vybrani podpostup-
nosti sa ziska postupnost, ktora konverguje ku kladnému rieseniu elipticke;
tlohy v celom priestore (alebo v polpriestore). Existencia takéhoto riesenia
je ale v rozpore s vetou Liouvilleovho typu. Téato metoda vedie k optimél-
nym vysledkom vzhladom k rastu funkcii f, g, pokial st zndme prislusné
vety Liouvilleovho typu. V pripade systému ({I]), je vSak znalost viet
Liouvilleovho typu casto otvoreny problém.

Dalsou pouzivanou metodou je metoda Rellichovych-Pohozaeovovych
identit a ,moving planes”. Prvykrat bola pouzita na dokazanie apriérnych
odhadov rieseni skalarnej tlohy v [21I]. Metéda pozostava z viacerych
krokov. V pripade systému , sa rieSenia najprv odhadnu v blizkosti
hranice €2 pomocou metody ,moving planes’, naco je potrebné, aby boli
nelinearity nezavislé od x a neklesajice. Nésledne sa pouziju identity
Rellichovho-Pohozaevovho typu. Tieto identity obmedzuju pouzitelnost
tejto metody pre pripad funkcii f = f(v) a ¢ = g(u). Naviac,  musi
byt konvexné, alebo musia byt splnené dalSie technické predpoklady na f
a g. Tato metoda vedie k optimalnym vysledkom v modelovom pripade
f(v) =P a g(u) = ud, ale ¢asto sa neda pouzit v pripade vSeobecnejsich
funkcii f a g.

Metoda Hardy-Sobolevovych nerovnosti bola prvykrat pouzita v [14] v
pripade skalarnej ulohy, kde H. Brezis a R. E. L. Turner studovali variacné

riesenia skalédrnej ulohy. Tato metoda je zalozena na pouziti prvej vlastnej



funkcie Laplaceovej rovnice ako testovacej funkcie. To vedie k odhadu
nelinearity, ktory spolu s vhodnymi rastovymi predpokladmi a Hardy-
Sobolevovymi nerovnostami implikuje H' ohrani¢enost. V pripade sys-
tému (1)), (2)), tato metoda vyzaduje iba horné ohranicenie na rast neline-
arit f, g, ale nevedie k optimalnym vysledkom vzhladom k rastu pravych
stran.

Na odvodenie apriéornych odhadov sa pouziva aj takzvana ,bootstrap”
metoda. Procedira spociva v splneni istych predpokladov, ktoré nas-
tartuju proces, veduci v kone¢nom pocte krokov k ziadanému vysledku.
Presnejsie, pokial informécie o lepsej regularite f a/alebo g zarucia lepsiu
regularitu rieSenia a nésledne lepSia regularita rieSenia spolu s rastovymi
predpokladmi na f, g implikuje lepSiu regularitu f, g, sta¢i dokazat lepsiu
regularitu f, g a overit, Ze sa tym spusti iterovany proces, ktory vedie v
konecnom pocte krokov k ziadanej regularite a apriornym odhadom rieseni.
Tato metoda sa pouzila na odvodenie apriérnych odhadov rieseni réznych
tloh ¢i systémov ako napriklad v [29, 32], 33], 34, 41, 42]. V [42], P. Quittner
a Ph. Souplet pouzili novy druh metody striedavého ,bootstrapu”, ktora
viedla k zna¢nému vylepseniu dovtedy znamych vysledkov o apriérnych
odhadoch a existencii rieseni systému (I]) spolu s (2)). Tato metoda sa moze
pouzivat za slabsich pociato¢nych predpokladov na riesenie na rozdiel od
metody ,.blow-up” ¢i metoédy Rellichovych-Pohozaeovovych identit a ,mov-
ing planes”, ktoré vyzaduju variacné alebo klasické riesenia.

Dizertacna préaca sa sklada z nasledujicich kapitol: Kapitola 1 dizer-
tacnej prace sa venuje definiciam réznych typov rieseni eliptického systému
s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami (2)). V Kapitole 2 uvedieme
niekol'ko suvisiacich znamych vysledkov o regularite a apriérnych odhadoch

kladnych rieseni eliptickych skalarnych tloh a systémov. Kapitola 3 ob-



sahuje nase vylepsenia vysledkov z [32] v pripade eliptickych systémov s
Dirichletovymi okrajovymi podmienkami. V Kapitole 4 uvedieme nase
vysledky o regularite a apriérnych odhadoch velmi slabych rieSeni elipti-
ckych systémov s nelinearnymi okrajovymi podmienkami. Dokazeme opti-

malnost tychto vysledkov a zovseobecnime ich aj na nelokdlne problémy.

2 Ciele

2.1 Eliptické systémy s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami

Ako sme uz spominali, P. Quittner a Ph. Souplet v [42] pouzili nova
metodu striedavého ,bootstrapu”. Téato bola nedavno vylepsena v [32]. Y.
Li [32] ziskal apriorne odhady velmi slabych rieSeni systému (1) s Dirichle-
tovymi okrajovymi podmienkami ([2)) za nasledujtcich vseobecnejsich pred-

pokladov na rast f, g ako v [42]:

0 < f(z,u,v) < QO+INWW+UWL} (4)

0 < glz,u,0) < Ci(1+[ulfo]* + |v]7),

kde p, q,7, 5,7, o spliaji nasledujice (optimalne) vztahy:

—(1—=7r)(1—
max{p+1—s,q+1—r}>2 2}f¥ 3), (6)
1<v,0<p. (7)

a plati p,g > 0. V podmienkach , @ a , p. predtavuje isty kri-
ticky exponent, ktorého hodnota zalezi od toho, ¢ sktimame H}-rieSenia,
L'-rieSenia alebo Li-rieenia. Y. Li dokazal, ze kazdé kladné L};—rieéenie

systému (1)) spolu s (2)) splhajtce:

ullzy + (vl < M,



je apriérne ohranicené:
[|ulloe + [l < C, (8)

kde C' = C(Q,p,q,v,0,N,Cy, M).

Nasim cielom je rozsirenie tohto vysledku pre vSeobecnejsi pripad:

e Nech f, g spliaju rastové predpoklady:

0< f(r,u) < Gl [ullol + 2ol + Jul), } )
0 <g(x,u,v) < Ci(1+ |u|®v] + |u|2|v]*> + |v|7).
Chceme najst vztah medzi rastovymi koeficientami r1, p1, q1, S1, 72, po,
2 a So, ktory by garantoval apriornu ohrani¢enost Lj-rieseni problému
(D, (). Aby sme ukazali vylepSenie vysledkov z [32], chceme tiez
skonstruovat priklad systému s , ktorého nelinearity spliaju
rastové predpoklady (9), ale nespliaju predpoklady vyzadované v

32).

2.2 Eliptické systémy s nelineaArnymi okrajovymi podmienkami

Dalej sme sa v praci zaoberali velmi slabymi rieSeniami systému do-
plneného nelinearnymi okrajovymi podmienkami ({3)).

Regularita a apriorne odhady velmi slabych rieSeni prislusnej skalarnej

tlohy
—Au = h(,u) vQ,
. (10)
Oyu = h(-,u)  na oS,
boli nedavno studované v [41]. Ozna¢me
L ak N > 2,
N* = N2 (11)

+o00 ak N < 2.



Jeden z hlavnych vysledkov [41] znie nasledovne:

Veta 2.1. Nechr,i > 1 anechsih: QxR —>Rah: 90 xR =R

Carathéodoryho funkcie spliiajice polynomidlny rast:
Bz, u)| < Cu(1+[ul"),  |h(y,w)| < C;(1+ |ul"),

pre vSetky x € Q, y € 02 au € R. Ak N > 2, nech naviac plati

N
AW
’N—1r}<

Nech je u velmi slabé riesenie takeé, Ze

max{r

12wl + A( w1 an) < Ch.
Potom u € L>®(Q) a existuje konstanta
C=0(C,CC;,r,7,N,Q) >0

takd, Ze

|[ul| ) < C.

(12)

(13)

Je vSeobecne zndme, Ze podmienka r < N* v je zaroven nutnou pre
ohrani¢enost velmi slabych rieseni (vid [38]). P. Quittner a W. Reichel
v [41] ukézali, Ze aj druh& podmienka je optimélna: ak N > 2 a
7> (N —1)/(N —2) potom existuje  a funkcia h s rastom taka, ze

problém s h = 0 mé neohranic¢ené riesenie.

V pripade eliptickych systémov s homogénnou Neumannovou okra-

jovou podmienkou:

ou = 0
N na 0f2,
ov = 0

vyplyva nasledujica veta z vysledkov ziskanych v [42].

(14)



Veta 2.2. Nech p,q,r,5 > 1 a nech si f,g: Q xR?> — R Carathéodoryho
funkcie splitajice polynomidlny rast:

(2, u,0)] < Cp(1+ |u]” + [v]?),

lg(z, u,v)] < Cy(1 + |ul® + [v]*),

pre vsetky x € Q0 a u,v € R. Ak N > 2, nech naviac plati

r,s < N* (15)

min(p, ¢) + 1 < N*(1 41/ max(p, q)). (16)
Nech je (u,v) velmi slabé riesenie systému (1)), také, zZe

LGy w )l + 1l Cw, 0) vy < Ch
Potom u,v € L>®(Q) a existuje konstanta
C= C(Cla Cf7 Cg;p; q,7, S, N7 Q) >0
takd, Ze
|[ul| (@) + [[v]|z=@) < C.
Je opét zndme, ze podmienky a st optimalne, vid [45].
Nagim cielom je rozsirit vysledky z [41, 42| na ziskanie regularity a
apriornych odhadov velmi slabych rieSeni eliptickych systémov S ne-
linearnymi okrajovymi podmienkami na hranici. Uvedeny ciel sme
rozdelili na nasledujtce podciele:
e Predpokladajme na zaciatku pre jednoduchost, ze f = g =0 a f , g
spliiaji nasledujicu rastovit podmienku:
[ (y, u,0)] < CH(1L+ [ul” + [oP),

S (17)
19(y, u, )] < Cg(1+ |ul” + o)),



pre vSetky y € 02 a u,v € R. Pouzijic linedrnu teériu vybudovani
v [41], chceme najst optimalny vztah medzi rastovymi koeficientami
T, P, q, S, ktory garantuje apriéornu ohranicenost velmi slabych rieSeni.
Chceme ukéazat optimalitu nasich podmienok na 7, p, q, s, t.j. skonstru-
ovat neohranic¢ené velmi slabého riesenia systému (), sf=g=0
v pripade, Ze nami najdené podmienky na 7, p, q, s nebudu platit.

Chceme najst podmienky garantujice ohrani¢enost velmi slabych rie-

Seni vo vSeobecnom pripade systému a . Predpokladajme poly-
nomiélny rast funkcii f, g, f, §:

[f (@, u,0)] < Cp(1+ |u]” + [vf?),
l9(2,u,0)] < Cy(1+ Jul® +[v]),
[f(y,u,0)] < CR1+ [u]” + [v]?),
19(y, u,v)] < Cy(L+ [ulT+ [v]),
pre vietky x € Q, y € 92 a u,v € R. Chceme najst optimalny vztah

(18)

medzi vSetkymi rastovymi koeficientami garantujici ohranic¢enost a

apriorne odhady velmi slabych rieSeni.

f)alej chceme skonstruovat neohranicené velmi slabé rieSenie systému
spolu s (3|) v pripade, Zze nami najdené podmienky na r, p, q, s, 7, p,
G, S nebudu platit.

Chceli by sme nase vysledky vyuzit na dokaz existencie rieSenia v
pripade niektorych konkrétnych systémov a tiez najst podmienky na

funkcie f, g, f , § garantujtce ohrani¢enost ich L' nérm.

Budeme sa snazit zovSeobecnit vysledky pre systém ({1]) s nelinearnymi
okrajovymi podmienkami (3)) na systémy, ktoré zavisia od rieSenia aj

nelokalne.



3 Dosiahnuté vysledky

3.1 Eliptické systémy s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami

Podarilo sa nam rozsirit vysledky z ¢lanku [32] a dokazali sme ohrani¢enost
kladnych velmi slabych rieSeni systému s Dirichletovymi okrajovymi
podmienkami za vSeobecnejsich predpokladov na f,g. Nech je ppr

exponent definovany nasledovne:

0, pre N < 2,
pPBr ‘=

%, pre N > 2.

Vysledky o ohrani¢enosti a apriornych odhadoch velmi slabych rieSeni sys-
tému sa daju zhrnat do nasledujtcej vety:
Veta 3.1. Nech sii f,g:Q x R? — [0,00) Carathéodoryho funkcie spliia-
juce rastové podmienky (9):

fl@,u,0) < Crl+ Jul™ o™ + |ul™[v]P + [u]"),

g(z,u,v) < CL1+ [ul® vl + [ul®[o]* + |v]7),

kde Piyqi,Ti, Si 2 0 pre 1= 17 2) max{pl7p2}7 maX{Ql) QQ} >0a platz/
1 S Y, 0 < PBT-
Predpokladajme tiez, Ze

min{max{p; + 1, p2 + 1o}, max{q + 1, @2 + s2}} < ppr,

i=1,2,
ri, Si < PBT,
(19)
iqgj — (1 —ri)(d =5 .
max{pi—kl—sj, qj'—|—1—7“i}>qu ( T)( 8‘7), Zuj:1727
per — 1
(20)

a (u,v) je kladné riesenie systému spliiajice

[lullzy + o]l < M. (21)
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Potom patri (u,v) do L*(2) x L*() a
HU’HLOO + HUHLOO < C(Qapln di, 71, S1,P2,42,72, 52,7, 0, N7 Cl7 M) (22>

Pripomenme, Ze ppr je exponent, ktory sa prvykrat objavil v praci H.
Brezisa a R.E.L. Turnera [14] v pripade apriérnych odhadov varia¢nych
rieSeni skalarnej ulohy. Ukézalo sa (vid [42], [43]), Ze exponent ppr je kri-
tickym exponentom pre vel mi slabé riesenia eliptickych systémov s Dirich-
letovou okrajovou podmienkou.

Podobne ako v pripade Y. Liho sa kriticky exponent pre velmi slabé
rieSenia ppr da nahradit inym kritickym exponentom, ak skimame L'-
rieSenia alebo variacné riesenia a vysledky Vety ostand v platnosti.

Dalej sme skonstruovali systém s pravymi stranami:

f(:C? u7 U) - u]‘ié"v + 'U%ie’ (23>
g(x,u,v) = ut,

kde € € (0, %) a N = 3. Vsimnime si, ze ppr = 2. Je zrejmé, ze kazdé
nezaporné velmi slabé rieSenie (u,v) problému patri do L>(Q2) x
L>(Q) vdaka Vete pre rastové koeficinety p; = 1 — e, = 1,py =
%—5,7“2 =0,vy=1,¢1 = 4,51 = 1,09 = s9 = 0,0 = 1. Zaroven sme

ukazali, Ze takto definované f, g nespliaji Liho podmienky (4), (8], (6) a
(7)-

3.2 Eliptické systémy s nelinedrnymi okrajovymi podmienkami

V pripade systémov s nelinedrnymi okrajovymi podmienkami sa

nam podarilo najst optimalne podmienky na rast funkcii f, g, f,§ garan-

tujice apriérnu ohrani¢enost velmi slabych rieSeni systému:
—Au = f(,u,v), —Av=g(,u,v) v,

(24)
o= f(-,u,v), 0,v = g(-,u,v) na .



Presnejgie, nech platia rastové podmienky pre funkcie f, g, f,q

zaujme prehladnosti oznacme

P —max{p p+ﬁ} Q= {q,CjJr ! } \
P .= max{p, Nj\—fl } Q= { ol } » (25)
R = max{r, N]i 1?}, S = { ,N]\i1§}, )

pre N > 2. Dokézali sme platnost nasledujicej vety:

Veta 3.1. Nech p,q,r,s > 1, p, G, 7,5 >0 anech si f,g: QxR> =R a
f,5: 00xR2 = R Carathéodoryho funkcie spliiajice (18). Pokial N > 2,
nech plati aj

R,S < N* (26)

min{P,Q} +1 < N*(1 + 1/ max{P, Q}). (27)
Nech je (u,v) velmi slabé riesnie systému také, Ze

[f G, v)] [ pve) + 19(w, v)| o)

_ (28)
£ G v)|[ o) + 119(, w, )|l L) < Ch.

Potom u,v € L>*(Q) a existuje konstanta
C= C(Oh Cf7 Cg7 Cf7 C§7p7 q,T, Saﬁa q~7 7:7 §7 N7 Q) >0 (29>
takd, Ze
[ul|z () + |[0]| @) < C.

Vsimnime si, ze z Vety 3.1] vyplyvaji Veta (vyberom f = f(z,u),
f=1Fu),g=gxv),3=3§yv),p=qg=1ap=3=0)ako aj
Veta 2.2 (viberom f=§=0,p=§4=7=25§=0).
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Vysledky pre skalarnu tlohu (vid [38, [41]) garantuji optimélnost pod-
mienky v nasledujucom zmysle: Ak max{R,S} > N*, potom existuje
Q) a funkcie f, g, f a ¢ s rastom danym podmienkou takeé, ze ma
neohranicené velmi slabé riesenie. Podobne, nasledujuca veta ukazuje, ze

podmienka je optiméalna (aZ na kriticky pripad).
Veta 3.2. Nech N > 2, p,q>1,p,q >0 a
min{P,Q} +1 > N*(1 4+ 1/ max{P, Q}). (30)

potom existuje ) a f,g,f,g spliiajice rast sr=s=1lar=s5=0

také, zZe systém (24) md kladné neohranicené velmi slabé riesenie.

Podobne ako v [42], nase vysledky o apriornych odhadoch sa daji pouzit
na dokaz existencie netrividlnych riegeni, pokial moZeme odhadnut L!
normy pravych stran. Toto je, vo vSeobecnosti, netrivialna tloha (vid [42]
Section 3| v pripade homogénnych Dirichletovych okrajovych podmienok).
Ukazali sme niekol'ko typickych prikladov, kde sa L'-ohrani¢enost nérm
a existencia kladnych rieseni da dokazat. Napriklad sme sa zaoberali pri-
padom f(z,u,v) = —u a g(x,u,v) = —v, kedze bol skimany aj inymi
metodami. V nasledujicom tvrdeni nech )\{v oznacuje prvu vlastnu hod-

notu problému:
—Ap+¢p=0 v, d,0 =XV na 0. (31)
Dokazali sme platnost nasledujiceho tvrdenia:

Tvrdenie 3.3. Nech je N > 2. Uvazujme systém s f(z,u,v) = —u,

g(x,u,v) = —v a nech Carathéodoryho funkcie f,g > 0 spliiaji rastové
predpoklady (18)), kde
Pl Py At PN —2) S ikl
N —2 N —14 q
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predpokladajme, Ze existuji o, [, @, B, c1>0ae< )\/1\/ < u také, Ze
af (y,u,0) + B3y, u,v) > plow + o) — e (32)
pre vsetky y € 02 a u,v > 0, naviac nech plati
6 f(y, u,v) + B3y, u,v) < e(du+ fo) (33)

pre vdetky y € O a u,v > 0 malé. Potom md problém (1)), kladné

ohranicené rieSenie (u,v).

Existencia netrivialneho rieenia probléemu (24) s f(x,u,v) = —u a
g(x,u,v) = —v a superlinearnymi f, g bola skiimana viacerymi autormi,

ako napriklad [10, 11, 12, 26, 44]. V [10], autori dokazali existenciu
pomocou apriérnych odhadov klasickych kladnych rieseni. Na ziskanie
apriornych odhadov pouzili metédy zalozené na Skalovani a vetach Liou-
villeovho typu. V porovnani s Tvrdenim [3.3 metoda skalovania vyzaduje
Specifické asymptotické spravanie sa nelinearit pre velké u,v. Na druhej
strane, vo vSeobecnosti, metoda Skalovania a pouzitie optimalnych Liou-
villeovych viet zvycajne umoznuju ziskat apriorne odhady pre vacsi rozsah
exponentov (vid napriklad [43] Chapter I]). Bohuzial, optiméalne Liou-
villeove vety pre systémy sa tazko dokazuju (vid [46] a referencie). Naviac,
autori [10] museli tiez predpokladat technicki podmienku p,g < N*.
V&imnime si, ze naSe tvrdenie nevyzaduje takéto obmedzenia: akp =g =1
a p je dostato¢ne malé, potrebujeme len podmienku ¢ < (N —1)/(N —4).

élénky [TTL, [12], 26), [44] sa zaoberaju existenciou rieSenia problému v Tvr-
deni vo varia¢nom pripade a pouzivaji variacné metody, ktorymi vsak
nedosiahnu apriorne odhady. Aj ked sa skimanie obmedzilo iba na pripad

variaénych problémov, autori vSetkych clankov okrem [12] predpokladali

p,qg< N~
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Vysledky Vety sme naviac zovseobecnili pre systémy, ktorych prava
strana moze zavisiet od u a v nelokalne. V pripade takychto systémov
—Au = F(u,v,Tu,Tv), —Av=G(u,v,Tu,Tv) vQ,

(34)
oyu = F(u,v, Tu, Tv), 0,v = G(u,v,Tu,Tv) na €,

kde T je operator stopy, sa nam podarilo dokédzat obmenu Vety [3.0]. Jej
vysledky sa daju aplikovat napriklad na nasledujtci systém:
—Au=auv +bu, —Av=-cu v Q,
d,u =0, 0,0 = —g(v) + ®(g(v)) na OS2,

(35)

kde N < 3, ®(w)(y) := [5q 0y, 2)w(z)dS., ¢ € L™, § je spojita funkcia
splhajica rastovii podmienku [§(v)| < C(1 + |[v]*) a a, b, ¢ st realne kons-
tanty. Systém rovnic v (35]) opisuje drobntt obmenu modelu nuklearneho
reaktora, kde u a v predstavuju tok neutrénov a teplotu reaktora; porov-
naj s [28, system (6)—(7)]. Nelokdlna nelinearna okrajova podmienka v
(35)) vystupuje v probléme prenosu radia¢ného tepla: g(v) je hustota toku

1 v pripade &erneho telesa) a ®(j(v))(y)

povrchovej radiacie (§(v) = ov
je hustota toku povrchovej radidcie absorbovana v bode y, vid [4], [19] a
prislugné referencie. Predpoklady nasej vety st splnené pokial N =2 a §

je Tubovolné alebo ak N =3 a 5§ < 2.

4 Zaver

V tejto dizertacnej praci sme vylepsili vysledky o ohranic¢enosti, regulari-
te, apriornych odhadoch a existencii pozitivnych velmi slabych rieseni
eliptickych systémov a tym sme splnili nami stanovené ciele.

Najprv sme uvazovali eliptické systémy spolu s Dirichletovymi okra-

jovymi podmienkami. Odvodili sme podmienky na rast pravych stran,
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ktoré garantuju ohranicenost vietkych moznych pozitivnych velmi slabych
rieSeni a ich apriérne odhady. Nas§ dokaz bol zalozeny na metode strie-
davého ,,bootstrapu” podobne ako v [42], [32], pracovali sme vsak so znag-
nym mnozstvom rastovych koeficientov. Podobne ako v [32], nase vysledky
platia aj pre variacné rieSenia alebo L'-riesenia probléemu (1)), (2) za pred-
pokladu, Ze nahradime kriticky rastovy exponent pre velmi slabé rieSe-
nie prislusnym kritickym rastovym exponentom pre variacné alebo L!-
rieSenia. N4§ priklad systému (I]), (2)), ktorého pozitivne velmi slabé riese-
nia st apriérne ohranicené vdaka nasim vysledkom, ale f, g nespliiaju pred-
poklady pozadované v [32], jednoznaéne ukazuje, ze vysledky z [32] sme
vylepsili.

Tiez sme sa zaoberali eliptickymi systémami doplnenymi nelinear-
nymi okrajovymi podmienkami (3). Uz v projekte dizertacnej prace sa
nam podarilo najst podmienky na rast pravych stran na 02 za predpok-
ladu f = g = 0. V praci sa nam podarilo odvodit optimalne podmienky
pre rast vSetkych pravych stran aj v pripade netrividlnych f,g. Nami
najdené podmienky garantuju apriorne odhady pozitivnych velmi slabych
rieseni takychto systémov.

Podobne ako v pripade [41] a [42], nase dokazy st zaloZené na vysled-
koch o regularite linearnych problémov a metéde striedavého ,,bootstrapu”.
VzhIadom k pritomnosti nelinearnych okrajovych podmienok, museli sme
simultdnne dokazovat odhady rieSenia v €2 ako aj jeho stopy na hranici
0f). To a tiez pritomnost znacného mnozstva rastovych exponentov spo-
sobilo, ze nase dokazy zdaleka nie s trividlnymi modifikdciami dokazov v
[41] a [42]. Dalsie opodstatnenie nasej prace vychadza zo skutocnosti, ze
optiméalne podmienky pre rast systému (1)) a (3)) by sa sotva dal uhadnut
z prislusnych rastovych podmienok v [41] a [42].
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Taktiez sme dokéazali, ze naSe vysledky st optimalne. Ukazali sme,
Ze existuju oblasti a pravé strany, ktoré nespliaji pozadované podmienky
pre rast také, ze prislusny elipticky systém s nelinearnymi okrajovymi pod-
mienkami mé kladné neohranicené velmi slabé rieSenie.

Vyuzili sme naSe vysledky o apriérnych odhadoch na dokaz existen-
cie netrivialneho riesenia niekolkych typickych problémov, pre ktoré sme
vedeli odhadntt L!- normy pravych stran.

Jednou z vyhod pouzitia metody striedavého ,bootstrapu” je jej ro-
bustnost. Nevyzaduje ani Skalovacie vlastnosti ani varia¢na alebo lokalnu
struktiru. Preto sme naSe vysledky mohli pouzit pre problémy s nelokal-
nymi nelinearitami. Ukazali sme aj aplikicie nasSich vysledkov v pripade

urcitych specifickych nelokalnych problémov.
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Summary

In this thesis, we improved results on regularity and apriori estimates of
positive very weak solutions of elliptic systems. First, we considered ellip-
tic system complemented by Dirichlet boundary conditions and we derived
conditions on growth exponents of right-hand sides guaranteeing essential
boundedness of all possible positive very weak solutions and their a priori
estimates. Our proof was based on alternate-bootstrap arguments where
we were dealing with a significant amount of growth exponents. Similarly
to [32], our results hold true if we treat variational solutions or L!-solutions
of (1)) and (2)) provided we replace critical growth exponent for very weak
solutions by corresponding critical growth exponent for variational or L-
solutions. Our example of system , , whose positive very weak so-
lutions are a priori bounded thanks to our results but f, g do not satisfy
assumptions required by [32], clearly shows that we improved results in
132].

We also considered elliptic systems complemented by nonlinear bound-
ary conditions. We derived optimal conditions on growth of right-hand
sides guaranteeing a priori estimates of positive very weak solutions of
such systems. Similarly as in the case of [41] and [42], our proofs are
based on regularity results for linear problems and alternate-bootstrap ar-
guments. Due to the presence of nonlinear boundary conditions, one has
to prove simultaneous estimates for the solutions and their traces on the
boundary 0€). This difficulty and also presence of significant amount of
growth exponents make our proofs to be far from a trivial modification
of the proofs in [41] and [42]. Another justification of our computations

comes from the fact that the optimal growth conditions for system and
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(3) could hardly be guessed just from the the corresponding conditions in
[41] and [42].

We also proved that our results are optimal. We showed that there exist
a domain and right-hand sides which do not satisfy required conditions on
growth, such that elliptic problem with nonlinear boundary conditions
possesses a positive unbounded very weak solution.

We used our results on a priori estimates to prove existence of nontrivial
solutions of few typical problems where the L'-bounds of right-hand sides
can be estimated.

One of the advantages of using alternate bootstrap method is its ro-
bustness. It do require neither scaling properties nor variational or local
structure. Hence, our results could also be applied for problems with non-
local nonlinearities. We also showed applications of our results in the study

of some particular nonlocal problems.
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