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Abstrakt

V tejto praci sa zaoberame nahodnymi dynamickymi systémami generovanymi spo-
jitymi intervalovymi zobrazeniami. Praca ma tri hlavné casti. Prva cast je venovana
systémom, ktoré st generované Alleeho zobrazeniami - zobrazeniami pouzivanymi v po-
pula¢nej dynamike. Ukazuje sa, ze ak uvazujeme rasttice Alleeho zobrazenia, spravanie
nahodnych dynamickych systémov je velmi podobné deterministickym systémom. Ak
vsak uvazujeme unimodélne Alleeho zobrazenia, spréavanie systému sa moze vyrazne
zmenit. V druhej casti sa zaoberame distribu¢nym chaosom a jeho mierou v néahod-
nych dynamickych systémoch. Uvadzame niekol'ko postacujicich podmienok pre nulovi
mieru chaosu a priklady systémov, v ktorych je miera chaosu kladna. f)alej ukazujeme,
ze chaotickost zobrazeni, ktorymi generujeme systém vo vSeobecnosti neovplyviuje
chaotickost nahodného dynamického systému - chaoticky systém moze vzniknut aj z
nechaotickych zobrazeni a naopak. Okrem toho ukazujeme, Ze miera chaosu je v istom
zmysle nestabilna. Posledna cast je venovana topologickej entropii. Uvadzame pod-
mienky pre horné, resp. dolné ohranicenie topologickej entropie a priklady systémov,
v ktorych vieme topologickti entropiu presne vy¢islit. Napokon sa zaoberame vztahom

medzi topologickou entropiou a distribu¢nym chaosom.

Kracové slova: nahodny dynamicky systém, systém iterovanych funkcii, Alleeho zo-

brazenia, distribu¢ny chaos, topologicka entropia






Abstract

In this thesis, we study random dynamical systems generated by continuous interval
maps. The thesis has three main parts. The first part deals with Allee maps, which are
used in population dynamics. It is shown that the behavior of the random dynamical
systems is very similar to the behavior of the deterministic system if we use strictly
increasing Allee maps. However, in the case of unimodal Allee maps, the behavior can
dramatically change. The second part deals with distributional chaos and its measure
in random dynamical systems. We give some sufficient conditions for a zero measure
of chaos and examples of chaotic systems. We demonstrate that the chaoticity of the
functions that generate a system does not, in general, affect the chaoticity of the system,
i.e. a chaotic system can arise from two nonchaotic functions and vice versa. Finally,
we show that distributional chaos for random dynamical system is, in some sense,
unstable. In the last part, we study the topological entropy. We show some conditions
for upper and lower bounds for the topological entropy and demonstrate examples of
systems, in which we are able to calculate the topological entropy. Finally, we deal with

the relationship between the topological entropy and distributional chaos.

Keywords: Random dynamical system, Iteration function system, Allee maps, Distri-

butional chaos, Topological entropy






Predhovor

Dynamické systémy slizia na matematické opisanie pohybu bodu v danom priestore s
meniacim sa ¢asom - na ten sa mozeme pozerat spojito alebo diskrétne. V praci bu-
deme pracovat vyluc¢ne s diskrétnym c¢asom, teda bod v priestore budeme sledovat iba v
urc¢itych pravidelnych ¢asovych okamihoch. Takéto systémy maju vyuzitie v mnohych
vednych odboroch, napr. fyzike (pohyb telies), biologii (populacna dynamika) alebo
ekonomii (napr. [8],[12],[29],[36]). Teéria sa zameriava najmé na dlhodobé spréavanie
dynamickych systémov - ¢i sa po dostatocne dlhom c¢ase systém ustali v nejakom vyva-
zenom stave (napr. pevnom bode) alebo ¢i sa sprava chaoticky, teda nepredvidatelne,
resp. zdanlivo ndhodne - napriek tomu, Ze systém je deterministicky.

V standardnych dynamickych systémoch sa na modelovanie pouziva jedna funkcia
- to v8ak moze byt na modelovanie redlnych situécii nedostacujuce, preto sa skiimaju
aj tzv. neautononmne dynamické systémy, v ktorych sa berie do tvahy viacero funkecii.
My sa v tejto praci zameriame na systémy, v ktorych zohladnime aj istti ndhodnost a
to takym sposobom, Ze v kazdom kroku (¢ase) opiseme pohyb bodu ndhodne zvolenou
funkciou z nejakej mnoziny funkcii (v praci spravidla dvojprvkovej). Takto vytvorené
systémy mozno zaradit do triedy ndhodnych dynamickych systémov. V literature sa
moZno stretnat aj s pojmom systém iterovanych funkcii (z angl. ,iterated function sys-
tem”) - takéto systémy mozno povazovat za akisi podmnozinu ndhodnych dynamickych
systémov.

Problematika ndhodnych dynamickych systémov je pomerne nova - vacsi rozmach
literatury v tejto oblasti mozno zaznamenat v osemdesiatych rokoch dvadsiateho sto-
ro¢ia. Dynamickym systémom s ndhodnymi perturbaciami sa venovali napr. Ruelle
v ¢lanku [30] z roku 1981, pripadne Kifer v monografii [22] z roku 1988. Ergodickej te-
orii nahodnych transformacii je venovana Kiferova publikécia [21] z roku 1986. Systémy
iterovanych funkcif sa v tom case Studovali najma v stvislosti s konstrukciou fraktalov
- napriklad ¢lanky Hutchinsona [19] a Barnsleyho et al. [6],[7]. Z novsich publikécii
mozno spomenit monografie Arnolda [3] z roku 1998, Bhattacharyu a Majumdara [8]
z roku 2007 a Swishchuka a Islama [37] z roku 2013, ktora sa venovala aplikiciam vo

finan¢nej matematike. Nakolko je nam zname, $tudium nahodnych dynamickych sys-



témov sa zameriava hlavne na existenciu stacionarneho rozdelenia (napr. [8],[14],[35])
a zriedkavejsie sa venuje témam tykajicim sa chaosu - entropii je venovana druhé ka-
pitola monografie [21], chaosu v systémoch iterovanych funkcii sa venovali ¢lanky [5] a

[16] - avsak v tychto ¢lankoch sa nebrala do uvahy pravdepodobnost.

Hoci som pocas mdjho magisterského stidia odboru Pravdepodobnost a matema-
ticka Statistika nemal s dynamickymi systémami - ¢i uz deterministickymi, alebo né-
hodnymi - nijaku skisenost, téma ma velmi rychlo zaujala. MéZe za to zrejme moja
inklinacia k ,peknym” teoretickym vysledkom (ktorych je v dynamickych systémoch
velmi vela) a takisto tuzky stvis ndhodnych dynamickych systémov s Markovovskymi
procesmi, ktoré ma zaujali uz pocas magisterského studia.

Na tomto mieste by som sa chcel podakovat mojej skolitelke doc. Katarine Jankovej,
ktora ma Markovovské procesy ucila a nakoniec ma priviedla k tejto téme. Dakujem
jej za jej Tudsky pristup, za ¢as venovany pri konzultaciach a za cenné rady, napady a

podnety. Vdaka patri aj mojej manzelke Silvii za podporu a trpezlivost.
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Uvod

Dolezitou otazkou v teorii diskrétnych dynamickych systémov je zlozitost takéhoto
systému - v niektorych pripadoch sa systém modze spravat v istom zmysle jednoducho
(napr. kazda trajektoria konverguje k periodickej, $pecidlne k pevnému bodu), inokedy
sa systém neustali, naopak, sprava sa chaoticky (zdanlivo ndhodne). Existuje viacero
pojmov, ktoré zlozitost systému umoznuju charakterizovat - napr. viaceré typy chaosu,
tranzitivita, topologick4 entropia a iné. Cielom tejto préce je Studovat otazky zloZitosti

(resp. jednoduchosti) v nahodnych dynamickych systémoch, spravidla tvaru

f(z,) s pravdepodobnostou p
Tpsl = (1)
g(x,) s pravdepodobnostou 1 - p,

kde f, g st spojité intervalové zobrazenia a p je ¢islo z intervalu [0, 1] (v tretej kapitole
k takémuto systému pridame aj malé ndhodné perturbécie). Vyvstava vsak prirodzena
otazka - mé vobec zmysel venovat sa takymto otdzkam v nédhodnych dynamickych
systémoch, kedZe st vzdy - z podstaty veci - ndhodné (istym spdsobom chaotické)?
Ukazuje sa, ze ano, pretoze v mnohych pripadoch sa mozu niektoré ich aspekty spravat

nendhodne alebo aspon - v istom zmysle - usporiadane, resp. jednoducho.

Préaca je ¢lenena nasledovne. V prvej kapitole uvedieme zakladné pojmy a niektoré
elementarne vysledky z tedrie diskrétnych dynamickych systémov. KedZe znacna cast
prace je venovana chaosu, v tejto kapitole spomenieme aj niektoré typy chaotického
spravania v diskrétnych dynamickych systémoch.

Druhéa kapitola bude zamerana na zakladnu teériu nahodnych dynamickych sys-
témov. Vychadzajtc z [8] a [21] budeme predpokladat, ze v kazdom kroku (Case) vy-
berame funkciu ndhodne podla toho istého rozdelenia a nezéavisle od minulosti, ¢im
prirodzene vznikda Markovovsky proces. Z toho dévodu bude cast druhej kapitoly ve-
novana takymto procesom. VSeobecnejSiemu pristupu k ndhodnym dynamickym sys-
témom (bez predpokladu nezavislosti a rovnakého rozdelenia vyberanych funkeii) sa
venuje monografia [3|, avSak v tejto praci sa takymto pristupom nebudeme zaoberat.

Vo zvysnych troch kapitolach predstavime nase vysledky. V tretej kapitole budeme

analyzovat ndhodné dynamické systémy generované $pecialnou triedou zobrazeni (tzv.



2 UVOD

Alleeho zobrazenia) pouzivanymi v popula¢nej dynamike. Mierne modifikovana verzia
tretej kapitoly bola publikovana v Casopise International Journal of Bifurcation and
Chaos in Applied Sciences and Engineering [27].

V stvrtej kapitole sa budeme zaoberat distribuénym chaosom v nahodnych dy-
namickych systémoch. Tento typ chaosu bol zvoleny kvéli jeho pravdepodobnostnej
interpretécii, vdaka ktorej sa da jeho definicia I'ahko preniest aj na nédhodné dyna-
mické systémy. Strucnejsia verzia tejto kapitoly bola publikované v ¢asopise Journal of
Difference Equations and Applications [26].

Posledna kapitola je zamerana na topologickd entropiu v ndhodnych dynamickych
systémoch. Tejto problematike sa venovala uz publikicia [21], my priddme niektoré

dalgie vysledky.



Kapitola 1

Diskrétne dynamické systémy

1.1 Zakladné pojmy
Na tvod uvedieme niektoré zakladné definicie z tedrie diskrétnych dynamickych systé-
mov. Definicie st prebraté z knih [8] a [31].

Definicia. Dynamicky systém je urceny dvojicou (X, f), kde X je neprdzdna mnoZina

(nazyvand aj priestor stavov) a f je zobrazenie z X do X.

Ako bolo spomenuté v tivode, dynamické systémy sltzia na matematické opisanie
pohybu bodu v danom priestore stavov s meniacim sa ¢asom - ak je systém v Case t v
bode (v stave) x; € X, potom v Case t + 1 bude v bode x4,; = f(x;). Zobrazenie f je
preto niekedy nazyvané aj zakon pohybu (z angl. ,law of motion”). Dalsimi dolezitymi

pojmami st pojmy iteracia, trajektoria, orbita a omega-limitna mnozina.
Definicia. Funkcia fi: X — X definovand predpisom

fi(@) = f(f7(2)) (1.1)
pre j > 1 (kde fO(x) = x) sa nazgva j-ta iterdcia funkcie f.

Definicia. Trajektoria bodu x € X je postupnost T(x) = {f7(x)}5%,.

Definicia. Orbita bodu x € X je mnozina v(x) ={y e X :y = fi(x) pre nejaké j >0}.

Definicia. Omega-limitnd mnoZina w(f,z) trajektorie 7(z) bodu x je mnoZina defino-
vand predpisom

w(f,z) = fjv(fj(w)), (12)

kde A je uzdver mnoZiny A.

Omega-limitnd mnoZina w(f) zobrazenia f je mnoZina definovand predpisom

w(f) = Uw(f,2). (1.3)

reX

3



4 KAPITOLA 1. DISKRETNE DYNAMICKE SYSTEMY

f(x1) =%z - T :

f(X2)=X3 4 3 ””” = 3

= | fr 3

Obr. 1.1: Priklad zaciatku trajektorie bodu xg.

Omega-limitna mnoZina w( f, z) istym sposobom zachytava dlhodobé spravanie tra-
jektorie dynamického systému (pri pociatoénom stave xg = x). V pripade, Ze sa ob-
medzime na spojité zobrazenie na uzavretom intervale, potom sa na omega-limitna
mnozinu mozeme pozerat nasledovne: ak vieme, ze nejaky bod y sa nachadza v mno-
zine w( f,x), potom pre Tubovolne malé okolie bodu y plati, Ze trajektoria nekoneéne
velakrat prejde tymto okolim; formalne - pre Tubovolné e > 0 existuje taka postupnost
{ni}2, prirodzenych ¢isel, ze frr(x) € (y — e,y +¢) pre Tubovolné k£ =0,1,2,....

Hoci na definovanie dynamického systému nam stacila neprézdna mnozina X a
zobrazenie f: X — X, v praxi je pre viacero vysledkov potrebné pridat dalsie predpo-
klady. V dalsich castiach preto budeme velakrat pracovat s takzvanym topologickym

dynamickym systémom.

Definicia. Pod topologickym dynamickym systémom budeme rozumiet dvojicu (X, f),
kde f: X — X je spojité zobrazenie a X je kompaktny metricky priestor. Metriku na

tomto priestore budeme oznacovat pismenom d.

V pripade takychto systémov zhrnieme niektoré vlastnosti omega-limitnych mnozin

v nasledovnom tvrdeni (preberame z [31]).
Tvrdenie 1.1. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém, kde x € X an > 1. Potom
(i) w(x, f) je uzavretd mnozina,

(ii) flw(z, [)) =w(z, f),
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(i) w(f*(x), ) =w(x, f),
(i) f(w(f))=w(f),
(v) w(f") =w(f).

V niektorych pripadoch mézu mat tieto mnoziny zlozitejsiu struktiru, avsak ¢asto
je systém ,pritahovany” iba kone¢nym poc¢tom bodov - v takomto pripade ide o pevné

alebo periodické body.

1.2 Pevné a periodické body

Definicia. Nech k je prirodzené c¢islo. Bod x € X sa nazjva periodicky bod zobrazenia f
periddy k, ak plati f*(x) = z, pricom k je najmensie prirodzené ¢&islo s touto viastnostou.

Periodicky bod periody 1 budeme nazijvat pevnym bodom zobrazenia f.

Pevné a periodické body mozno chépat ako nejaky vyvéazeny stav - ekvilibrium
dynamického systému, do ktorého ked sa systém dostane, tak v nom uZ aj zotrva.
Tieto body st pri skimani dynamickych systémov velmi dolezité, preto existuje viacero
vysledkov o existencii (a jednoznac¢nosti) pevného bodu. Jednym z fundamentalnych
vysledkov je Banachova veta o pevnom bode (uvadzame podla [8]). Predtym je ale

potrebné zadefinovat pojem kontraktivnosti.

Definicia. Nech (X,d) je metricky priestor. Zobrazenie f: X - X je kontraktivne, ak

existuje také c € (0,1), Ze pre lubovolné x,y € X plati

d(f(x), f(y)) < cd(z,y). (1.4)

Veta 1.2 (Banachova veta o pevnom bode). Nech X # @, (X,d) je uplny metricky
priestor a nech f : X — X je kontraktivne zobrazenie. Potom existuje jediny pevny
bod x* € X zobrazenia f a navyse pre lubovolné x € X plati, Ze trajektoria {ff(x)};io

konverguje k bodu x*.

V pripade Banachovej vety plati, Ze kazda trajektoria konverguje k pevnému bodu.
Podobne aj v mnohych inych situdciach pevné body ,pritahuju” trajektorie dynamic-
kého systému. To ale nemusi platit pre kazdy pevny bod - v niektorych pripadoch sa
systém akymsi sposobom ,yyhyba” tymto pevnym bodom. O viacerych typoch pevnych

bodov hovori nasledujiica definicia.

Definicia. Pevny bod x* € X zobrazenia f je (lokdlne) pritahujici alebo (lokdlne) sta-
bilny, ak existuje takd otvorend mnozZina U obsahujica x*, Ze pre kazdé x € U trajektoria

bodu x konverguje k bodu x*.
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Ak pre lubovolné x € X trajektoria z x konverguje k pevnému bodu x*, tak x* je
globdlne stabilng.
Pevng bod x* zobrazenia f je odpudzujici, ak ezistuje takd otvorend mmnoZina U

obsahujica x*, Ze pre lubovolné x € U\ {x*} existujé také k> 1, Ze f*(x) ¢ U.

Analogicku definiciu mézeme pouzit v pripade periodickych bodov, pretoze peri-
odicky bod periody k zobrazenia f je pevny bod zobrazenia f*.

V pripade spojite diferencovatelnych zobrazeni na intervale vieme pomocou na-
sledujiceho tvrdenia (z [8]) velmi jednoducho rozlisit, ¢ je pevny bod pritahujicim

pevnym bodom alebo nie.

Tvrdenie 1.3. Nech X = [a,b] a nech [ je spojité na [a,b] a spojite diferencovatelné
na (a,b). Nech x* € (a,b) je pevny bod zobrazenia f.

(a) Ak |f'(x*)| <1, potom x* je lokdlne stabilng.
(b) Ak |f'(z*)| > 1, potom x* je odpudzujici.

7 hladiska konvergencie k pevnym bodom su Specifickou kategoriou rastice zobra-
zenia. Uvazujme pociatoény bod z( a rastiice zobrazenie f. Ak neberieme do tvahy
trivialnu situéciu, Ze g je pevnym bodom, potom si pre bod z; = f(xg) dve moz-
nosti - bud f(zg) > zo alebo f(zg) < 2. V pripade prvej moznosti x; > z7 modzeme
vyuzit rastticost, z ¢oho dostaneme, ze f(x1) > f(xg), a teda x5 > z1. Analogicky mo-
zeme pokracovat dalej a dostaneme, Ze trajektoria bodu g je rastica - ak plati, Ze
je aj ohranicend, potom musi platit, Ze konverguje, a to k pevnému bodu. Podobne v
druhom pripade (27 < xg) plati, Ze trajektoria bodu z je klesajuca, a teda ak je ohra-
nicena, tak konverguje k pevnému bodu. To mozeme vyuzit v nasledujicich tvrdeniach

(preberame z [8]).

Tvrdenie 1.4. Nech X =[0,00) a nech zobrazenie f: X — X je spojité, neklesagice a

také, Ze existuje x* >0, pre ktoré plati

flx) > xpreO<z<a”,

flz) < xprex>z”.
Potom pre lubovolné x > 0 trajektoria T(x) bodu x konverguje k bodu x*.

Tvrdenie 1.5. Nech X =[0,00) a f: X - X je spojité, rastice zobrazenie spliiajiice

nasledovné

1. £(0) =0,

2. existuju kladné pevné body 0 < le) <xr,, také, Ze

(2)
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(a) f(z) <x prex e (0,z(,),
(b) f(x) >z pre x e (x()y,2(y),
(¢) f(x) <x prex>ag,.
Potom pre x ¢ (O,le)) je trajektoria T(x) bodu x klesajica a konverguje k 0, pre

*

(2)

*

a pre x> i,

T € (:1:21), :cEQ)) je trajektoria T(x) bodu x rastica a konverguje k bodu x

je trajektoria T(x) klesajica a konverguje k bodu Tlyy-

Konvergencia vSetkych trajektorii suvisi aj s existenciou periodickych bodov istych

period - hovori o tom nasledovné tvrdenie (preberame z [34]).

Tvrdenie 1.6. Nech f : 1 — [ je spojitd funkcia (I je interval), ktord md iba peri-
odické body period 1,2,22 ... 2", Potom pre lubovolné x € I plati, Ze T(x) konverguje

k pevnému bodu alebo periodickej trajektorii.

Vo vyssie uvedenych tvrdeniach bolo spravanie dynamického systému velmi jedno-
duché - bez ohladu na pociatocny bod trajektorie konvergovali k nejakému pevnému
bodu alebo periodickej trajektorii. V niektorych pripadoch vSak systém vykazuje akési
nepredvidatelné a zdanlivo ndhodné spravanie - napriek tomu, Ze systém je determi-
nisticky. Takéto spravanie nazyvame chaos. V dalSej ¢asti uvedieme niektoré pojmy,

ktoré opisuju chaotické spravanie a vztahy medzi tymito pojmami.

1.3 Chaotické spravanie

V tejto ¢asti uz budeme pracovat vylucne iba s topologickym dynamickym systémom.

Definicie a tvrdenia preberame z [31].

1.3.1 Tranzitivita

Pojem (topologickej) tranzitivity pochadza uz z roku 1920 (pozri [24]). Jednou z inter-
pretacii v diskrétnych dynamickych systémoch je, Ze pre Tubovolné dva body z,y sa
vie topologicky tranzitivny systém dostat z Tubovolne malého okolia bodu z Tubovolne
blizko k bodu y. V samotnej definicii v8ak nepracujeme s okoliami, ale s Tubovolnymi

otvorenymi mnozinami.

Definicia. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém. Zobrazenie f je tranzitivne,
ak pre lubovolné dve neprdzdne, otvorené mnozZiny U,V c X existuje n > 0 také, Ze
frU)NV =3 (alebo Un f(V) +2).

Uzavretd, invariantnd mnozina E ¢ X je tranzitivna, ok je zobrazenie flp: E - FE

tranzitivne.
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Definicia. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém. Zobrazenie f je uplne tran-

zittvne ak f™ je tranzitivne pre kaZdé n > 1.

O dalgej interpretécii tranzitivity hovori nasledujuce tvrdenie (¢asto pouzivané ako

ekvivalentna definicia tranzitivity).

Tvrdenie 1.7. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém, a navyse predpokladajme,
Ze X nemd izolovany bod. Potom [ je tranzitivne prdve vtedy, ked existuje bod, ktorého

orbita je hustd v X.

V pripade intervalovych zobrazeni méa tranzitivita zaujimavy dosledok pre peri-
odické body.

Tvrdenie 1.8. Ak f : [ — I je tranzitivne intervalové zobrazenie, potom mnoZina

periodickijch bodov je hustd v 1.

1.3.2 Premiesavanie (z angl. mixing)

Koncept premiesavania pochadza z roku 1939 z ¢lanku [17] - v tomto ¢lanku bol vsak

pouzity pojem trvald oblastnd tranzitivita (z angl. permanent regional transitivity).

Definicia. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém. Zobrazenie f je premieSava-
juce, ak pre lubovolné dve meprdzdne, otvorené mnozinyg U,V c X existuje také N >0,
Ze pre kazdé n > N plati fr(U)nV # @.

Ako mozno vidiet priamo z definicie, kazdé premieSavajtce zobrazenie je tranzitivne.
Interpetacia tohto typu chaotického spravania sa dé dobre ukizat na intervalovych

zobrazeniach.

Tvrdenie 1.9. Zobrazenie f : [a,b] — [a,b] je premiesavajice prave vtedy, ak pre kazdé
e > 0 a kaZdy nedegenerovany interval J c [a,b] existuje také prirodzené cislo N, Ze
fr(J)o[a+e,b—¢] pre kaZdé n> N.

Vztah medzi tranzitivnymi a premieSavajicimi zobrazeniami zhifiaju nasledovné

dve vety.

Veta 1.10. Nech f : [a,b] — [a,b] je tranzitivne zobrazenie. Potom nastdva jeden z

nasledugjicich pripadov:
e Zobrazenie f je premieSavajice.

e Emistuje také c € (a,b), Ze f([a,c]) = [¢,b], f([c,b]) = [a,c] a zobrazenia f|[,

a f3ep) s premiesavagice. Navyse c je jeding pevny bod zobrazenia f.
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Veta 1.11. Nech f :[a,b] = [a,b] je intervalové zobrazenie. Nasledujice vlastnosti si

ekvivalentné:
e f je tranzitivne a md periodicky bod nepdrnej periody inej ako 1.
e f? je tranzitivne.
e [ je uplne tranzitivne.
o [ je premiesavajice.

e Pre kazdé e >0 a kaZdy nedegenerovany interval J c [a,b] existuje také prirodzené
¢islo N, ze fr(J)o[a+e,b—¢] pre kaZdé n > N.

1.3.3 Topologicka entropia

Topologicka entropia je nezaporné ¢islo alebo +oo, ktoré istym spésobom vyjadruje zlo-
zitost systému - meria exponencialne tempo rastu poc¢tu rozlisitelnych orbit (s rastticim
¢asom). Dynamicky systém povazujeme za chaoticky, pokial je toto ¢islo nenulové. Po-
jem topologickej entropie bol zavedeny v roku 1965 v ¢lanku [1]. V pripade, Ze mame
na priestore stavov X definovani metriku d, potom sa k tomuto ¢islu vieme dopracovat
aj pomocou Bowenovho postupu (z ¢lanku [11] z roku 1971) - uvadzame najprv tento
postup (preberame z knihy [13]).

Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém. Pre Tubovolné prirodzené ¢islo n
definujme funkciu

dn(z,y) = max d(f*(z), f*(v)), (1.5)

pre z,y € X. O d, sa da ukazat, Ze je to metrika na X. Okrem toho z definicie vyplyva,
7e dn 2> dnfl a dl =d.

Definicia. Nech € > 0 je pevné. MnozZina A c X je (n,e)-siet (z angl. spanning), ak
ku kazdému x € X exisuje také y € A, Ze d,(z,y) <e.
Mnozina B c X je (n,e)-separovand, ak pre lubovolné dva rézne body x,y € B plali,

Ze d(z,y) > €.
Oznac¢me
e span(n,e, f) miniméalnu kardinalitu (n,e)-siete,
e sep(n,e, f) maximalnu kardinalitu (n,e)-separovanej mnoziny,

e cov(n,e, f) minimalnu kardinalitu pokrytia X mnoZinami, ktorych d,-diameter

je mensi ako €.
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Z kompaktnosti mnoziny X vyplyva, ze ¢isla span(n,e, f), sep(n,e, f) a cov(n,e, f)

st konecné.
Lema 1.12. Platia nerovnosti

cov(n,2e, f) < span(n,e, ) < sep(n, e, ) < cov(n,e, f). (1.6)
Veta 1.13 (a definicia). Oznacme

he(f) zlimsupllog(cov(n,e,f)). (1.7)

nooo M
Limita
h(f) = lim h.(/) (1.8)

existuje (moze nadobidat aj hodnotu oo ) a nazjva sa topologickd entropia.

7 Lemy 1.12 vyplyva, ze topologicku entropiu vieme vyjadrit aj nasledovne:

h(f) = lim limsup%log(span(n,a, ) (1.9)

e->0" pooo

1
lim lim sup — log(sep(n, €, f)). (1.10)
n

e>0" pooo

Plati, Ze toto ¢islo je invariantné vzhladom na volbu metriky a da sa definovat aj
na kompaktnych topologickych priestoroch (na ktorych nemusi byt definovana ziadna

metrika) - takto bola topologicka entropia definovana povodne (v ¢lanku [1]).

Veta 1.14. Nech (X,G) je kompaktny topologicky priestor a A nejaké jeho pokrytie.
Oznacme

H(A) = log N'(A), (1.11)

kde N(A) je pocet mnozin v konecnom podpokryti pokrytia A s najmensou moZnou

kardinalitou. Pre lubovolné zobrazenie f: X — X definujme
1
h(f,A) = lim ~H(Av YA V.V D (A)) (1.12)

kde pre dve pokrytia C = {Ci}ier @ D = {D,}jes je C v D definované ako C v D =
{CinDj} i jyerxs (I aJ s lubovolné indexové mnoZiny). Potom limita vo vyraze (1.12)
existuje a navyse

h(f)= sup  A(f,A). (1.13)

A - pokrytie X

V' nasledujtcich tvrdeniach zhrnieme niektoré vlastnosti topologickej entropie -

predtym ale zadefinujeme pojem topologickej konjugacie.
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Definicia. Nech (X, f) a (Y, g) su topologické dynamické systémy. (X, f) a (Y,g) su
topologicky konjugované, ak existuje taky homeomorfizmus ¢ : Y — X, Ze f(e(y)) =

©(g9(y))-

Veta 1.15. Ak su topologické dynamické systémy (X, f) a (Y, g) topologicky konjugo-
vané, tak h(f)="h(g).

Tvrdenie 1.16. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém a m je prirodzené ¢islo.
Platt

a) h(f™) =mh(f).

b) Ak existuji také kompaktné mnoziny A;, i = 1,... k, Ze f(A;) c A; pre kazdé i =
1,....,ka Ayu...uAL =X, potom

h(f) = maxh(fla,)- (1.14)

S topologickou entropiou suvisi aj existencia cyklov istych radov (vid Veta 1.19) a

pojem podkovy.

Definicia. Nech f : I — I je intervalové zobrazenie a nech p > 2 je prirodzené cislo.
Nech Jy,...,J, c I su uzavreté, nedegenerované intervaly, ktoré maji po dvoch dis-
Junktné vnitra. Ak pre lubovolné i =1,...,p plati, Ze f(J;) > J1u...uJ,, potom p-ticu
(J1,...,Jdp) nazgvame p-podkova zobrazenia f.

Ak si intervaly Jy, ..., J, disjunkiné, potom p-ticu (Ji,...,J,) nazjvame striktnd

p-podkova (z angl. strict horseshoe).

Tvrdenie 1.17. Ak mad spojité intervalové zobrazenie f: I - I p-podkovu, potom plati,
zZe h(f) > logp.

Veta 1.18 (Misiurewiczova). Nech f : I — I je spojité intervalové zobrazenie, ktoré
mda kladni topologicki entropiu. Pre kazdé A < h(f) a kaZdé N ezistuji také intervaly
Ji,...,Jp ataké prirodzené ¢islon > N, Ze (Ji,...,J,) je striktnd p-podkova zobrazenia

froq s sy
n

Veta 1.19. Nech f : 1 — I je spojité intervalové zobrazenie. Nasledovné tvrdenia su

ekvivalentné:
a) topologickd entropia zobrazenia f je kladnd,
b) f md periodicky bod, ktorého peridda nie je mocninou ¢isla 2,

c) ezistuje také prirodzené c¢islo n > 1, Ze f™ md striktni podkovu.
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K nasledujicemu tvrdeniu uvadzame aj dokaz (podla knihy [31]), kedZe jeho ideu
v tejto préci viackrat pouzijeme.
Tvrdenie 1.20. Nech f : I - I je intervalové zobrazenie, ktoré je Lipschitzovsky
spojité, t.j. existuje také X\ > 1, Ze |f(x) — f(y)| < Nz —y| pre kazdé z,y € I. Potom
h(f) <logA.
Dékaz. Nech € > 0 a n je prirodzené ¢islo. Nech mnozina E = {1 < 23 < ... < x4} je

(n,e)-separovand s maximéalnou moznou kardinalitou, t.j. s = sep(ne, f). Z definicie

plati, ze pre Tubovolné i € {1,2,...,s -1} existuje k € {0,1,...,n -1} pre ktoré plati

[f* (@) = fo(3)] 2 €. (1.15)
Z Lipschitzovskej spojitosti ale zdrovenn mame
|F¥ (1) = fR()] € N¥|zier — 23] < NW(2i01 — 23), (1.16)
a teda
Tiy1 —X; > A "¢ (1.17)

pre Tubovolné i € {1,2,...,s-1}. Z toho potom vyplyva
I >2,-x1= (25— 25 1)+ (x5 1 —Ts2)+...+(x2—21) 2 (s—1)A\ "¢ (1.18)
a po jednoduchych tupravach dostaneme nerovnost
sep(n,e, f)=s< Lﬂ)\"+1. (1.19)
Z (1.10) potom dostavame h(f) <logA. O

O vztahu s predchadzajicimi typmi chaotického spravania hovori nasledovné tvr-

denie.

Tvrdenie 1.21. Nech f: 1 — I je intervalové zobrazenie.

log 2

o AL [ je tranzitivne, potom h(f) >

o Ak f je premiesavagiice, potom h(f) > 1282

1.3.4 Li-Yorkeov chaos

Pojem chaosu bol v matematike prvykrat uvedeny v roku 1975 v ¢lanku Li a Yorkea
[28] - v tomto ¢lanku ukézali, Ze ak ma spojité intervalové zobrazenie periodicky bod
periody tri, potom existuje nespocitatelna mnozina takych bodov, Ze kazda dvojica
roznych bodov z tejto mnoziny je proximalna (trajektorie tychto bodov st nekoneéne
velakrat Tubovolne blizko), ale nie asymptoticka (trajektorie sa nikdy - ani limitne -
shestretn”). Takyto typ spravania nazyvame chaos v zmysle Li-Yorke (alebo Li-Yorkeov

chaos), formélne ho moézeme definovat nasledovne.
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Definicia. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém, x,y € X a 6 > 0. Dvojica

(z,y) sa nazyjva Li-Yorke dvojica modulu &, ak plati

limsup d(f"(x), f*(y)) 2 0 (1.20)
liminfd(f"(z), f"(y)) = 0. (1.21)

Dwojica (x,y) sa nazyva Li-Yorke dvojica, ak je to Li-Yorke dvojica modulu § pre
nejaké o.

Mnozina S ¢ X sa nazyva chaotickd (resp. §-chaotickd - z angl. scrambled) mnoZina,
ak pre lubovolné dva rézne body x,y € S plati, Ze (x,y) je Li-Yorke dvojica (resp. Li-
Yorke dvojica modulu 0 ).

Topologicky dynamicky systém (X, f) je chaoticky v zmysle Li-Yorke, ak existuje

nespocitatelnd chaotickda mnoZina.

1.3.5 Distribu¢ny chaos

Akési zovSeobecnenie Li-Yorkeovho chaosu je takzvany distribu¢ny chaos zavedeny
Schweizerom a Smitalom v ¢lanku [33]| z roku 1994. Na jeho zadefinovanie potrebu-

jeme najprv zadefinovat pojmy dolnej a hornej distribu¢nej funkcie

Definicia. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém a nech z,y € X. Pre lubovolné

t e R a prirodzené c¢islo n definuyme funkciu

FO(t, f) = %#{z {01, n-1}:d(fiz), fily)) < t}. (1.22)

Dolnii a horni distribucni funkciu Fy,(., ), F3,(., f) : R - [0,1] definujeme nasle-

dovne:

Fu(t,f) = liminf EQ(¢, f) (1.23)
Fr(t,f) = limsup FQ(t, f). (1.24)

Priamo z definicie mozno vidiet niektoré zakladné vlastnosti tychto dvoch funkcii.

Tvrdenie 1.22. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém a nech x,y € X. Plati,

v

Ze
a) Fuy(t, f) = Fy,(t, f) = 0 pre lubovolné t <0,
b) Fuy(t, f)=F}, (L, f) =1 pre lubovolné t >diam(X) = max d(u,v),

¢) zobrazenia Fy, a Fy, si v premennejt neklesajiice a navyse Fyy(t, f) < Fy (t, f) pre

lubovolné t € R.
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Definicia. Nech (X, f) je topologicky dynamicky systém. Hovorime, Ze v systéme je

distribucny chaos
e typu 1 (DC1), ak

3z,y € X,36> 0 Foy(t, f) =0 ¥t € (0,8) a FJ(t,f) =1 ¥t >0, (1.25)

e typu 2 (DC2), ak

3o,y € X,36>0: Foy(t, f) <1 ¥t € (0,8) a FJ(t,f) =1 ¥t >0, (1.26)

e typu 3 (DC3), ak

dz,ye X,30<a<b: Fpy(t, f) < F},(t, f) Vte(a,b). (1.27)

O vztahoch medzi tymito typmi distribu¢ného chaosu a medzi topologickou entro-

piou v pripade intervalovych zobrazeni hovori nasledovna veta.

Veta 1.23. Nech f : I — I je spojité intervalové zobrazenie. Potom siu nasledujice

turdenia je ekvivalentné
a) f je DCI,
b) f je DC2,

c) [ je DCS,

d) h(f) > 0.

Takisto sa da z definicie vidiet, Ze distribu¢ny chaos implikuje Li-Yorkeov chaos.
Vyhodou tohto typu chaosu je, Ze ho vieme kvantifikovat - pomocou takzvanej

(hlavnej) miery chaosu (z angl. principal measure of chaos, vid [32]).

Definicia. Nech (X,d) je metricky priestor s konecngm diametrom dy a nech f: X —

X je zobrazenie. Miera chaosu zobrazenia f je ¢islo p(f) € [0,1] definované ako

W) = sup = [T (FL (e ) - Pt 1) (1.28)

z,yeX

Této miera nadobtida hodnoty z intervalu |0,1], pricom ak je nulova, tak v systéme

distribu¢ny chaos nie je.
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1.3.6 Tlustracia niektorych typov chaosu
Na zaver tejto kapitoly ilustrujeme niektoré typy chaosu na konkrétnom priklade.

Priklad 1.24. Uvazujme dynamicky system (X, f), kde X = [0,1] a f: X - X je
dané predpisom

3x aka:<%,
f(@)={-3z+2 akze[} 2], (1.29)
3r -2 ak x > 2.

Ukézeme, Ze toto zobrazenie je premieSavajice, jeho topologicka entropia je log3 a ze

0 13 213 1
Obr. 1.2: Graf funkcie f.

je distribu¢ne chaotické s mierou chaosu pu(f) = 1.

Pri studovani chaosu je v mnohych pripadoch praktické prejst z desiatkovej stustavy
do nejakej inej ¢iselnej ststavy. V praci budeme najcastejsie vyuzivat trojkovy zapis
¢isel z intervalu [0,1] - napriklad ¢islo g = 2+ § v trojkovej stustave zapiSeme ako
7
9

=(0.21000.. .. Pri praci s takymto zédpisom budeme pouzivat nasledovné oznacenie:
e s bude oznacovat nekonecnti postupnost niil, jednotiek a dvojek;

e 7 bude oznacovat konecni postupnost nil, jednotiek a dvojek; ¢(r) bude oznaco-

vat dlzku postupnosti 7

e pre prirodzené ¢&islo k (pripadne k = 0o) bude 0F oznacovat postupnost nal dlzky
k, podobne pre 1% a 2k; 00, 19 a 2° bude oznacovat ‘prazdny symbol’ (napriklad

r0%s =rs);
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e kedZe kazdé ¢islo z intervalu [0,1] moZno zapisat v tvare 0.s pre nejaké s, pre

jednoduchost budeme vynechavat ‘0.”;
e pre prirodzené ¢islo k& bude s(k) oznacovat k-ty ¢len postupnosti s;

e pre postupnost s bude s oznacovat postupnost vytvorenu z s zamenou nul a
dvojek (napr. ak s =012022..., potom 5 = 210200...);

e pre z,y € [0,1] bude U(x,y) oznacovat posledni poziciu v trojkovej sistave, na

ktorej sa eSte x a y nelisia, teda
U(z,y) =min{k € {1,2,...} také, ze s,(k) # s,(k)} -1, (1.30)

kde s, resp. s, je trojkovy zapis ¢isla x, resp y. V pripade nejednoznacnosti
(napriklad s, = r02° = r10%) sa s, a s, zvolia tak, aby U(z,y) bolo maximalne
mozné. Napriklad U(%, %) = 2 pretoze s1 = 02° a s2 = 020%. Zjavne plati, Ze ak
U(z,y) >k, potom |z —y| < 37F.

Pre zobrazenie f zjavne plati, ze f(0s) = f(2s) = s a f(1s) =5, teda f celd po-
stupnost ,,posunie” o jednu poziciu dolava (a pripadne vymeni nuly a dvojky). Najprv
ukazeme, Ze pre Tubovolné x,y € [0,1] sa vieme z Iubovolne malého okolia bodu x
dostat do bodu y - teda pre I'ubovolné e > 0 existuje také N a také xg e (x —¢,z +¢)
ze fN(xo) =y.

Oznacme s, trojkovy zapis ¢isla  a s, trojkovy zapis ¢isla y. Nech n je také cislo,
ktoré pre dané e > 0 splita 3™ < e. Nech &islo g je tvaru rsy, kde r je zvolené tak, aby
U(xg,x) > n a zaroven aby r obsahovalo parny pocet jednotiek. Zjavne |xg—z| < 3™ <&
a zaroven fN(xq) =y pre N ={(r), pretoze posunutiami sa ,zbavime” postupnosti r a
parny pocet jednotiek zabezpeci, Ze dostaneme s, a nie s,.

7 predchadzajuceho vyplyva, Ze pre [ubovolné e existuje také N, Ze sa z intervalu
(r—¢e,x+¢) vieme po N krokoch dostat do l'ubovolného bodu z intervalu [0,1] - teda
fN(z-e,2+¢))=[0,1].

Nech st teraz dané I'ubovolné dve otvorené mnoziny U,V c [0,1]. Kedze U je
otvorend, tak sa v nej urcite nachadza nejaky bod aj s jeho okolim - z predoslého
vysledku teda méame, Ze existuje takée N, ze fN(U) = [0,1]. KedZe trividlne plati
f([0,1]) = [0,1], tak plati aj f»(U) = [0, 1] pre Iubovolné n > N, tym padom f*(U)n
V =V # @ pre kazdé n > N. Tym sme ukazali, Zze zobrazenie f je premieSavajuce.

f)alej ukéazeme, Ze tento systém je distribu¢ne chaoticky, pricom pu(f) = 1. Uvazujme
postupnost prirodzenych ¢isel {k,}5,, ktora splha W N0 (napr. ky =1 a kg =
n(ki+...+k,)). Nech y = 0 (pevny bod) a nech trojkovy zapis ¢isla  je 0F12k20ks2ks

Z toho, ako st x a y definované vyplyva, Ze ich iteracie budu striedavo velmi ,blizko”
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(to je zabezpecené tisekmi tvaru 0%) a velmi ,daleko” (zabezpecené tsekmi tvaru 2%s).
,Blizko” a ,daleko” v tomto pripade znamena, Ze limitne ich vzdialenosti buda 0 a 1.
Navyse z vlastnosti postupnosti {k, }°>, vyplyva, Ze ¢asy, kedy su tieto iteracie ,blizko”
a ,daleko” sa stéle viac a viac predlzuju, teda pre Tubovolné ¢ € (0,1) dostaneme, Ze
Foy(t, f) =0a F;(t, f) = 1. Vidime teda, Ze takyto dynamicky systém spliia definicie
v8etkych troch typov distribuéného chaosu a navySe miera chaosu pu(f) je v tomto
pripade maximélna mozna, t.j. u(f) = 1.

Nakoniec ukazeme, Ze topologickd entropia tohto zobrazenia je log 3. Hoci toto vy-
plyva priamo z Tvrdeni 1.17 a 1.20, v dalSej casti tejto prace bude uzitoéné, ak sa k

tejto hodnote dopracujeme cez separované mnoziny.

Lema 1.25. Nech m a n si lubovolné prirodzené ¢isla a nech € = 372™. Pre zobrazenie
f 2z (1.29) plati
35D < sep(n, e, f) < 372m 41, (1.31)

Dékaz. Druht nerovnost dostaneme rovnako ako v dokaze Tvrdenia 1.20 (|| =1, A = 3).

Uvazujme teraz funkciu f™. Najprv ukdzeme, Ze tato funkcia ma striktni podkovu
(Jl, J27 ey ng_g), kde

7 1 i+1 1
Ji= [3_m+ 3o’ gm  3em |’ (1.32)
i=1,2,...,3m - 2. Ozna¢me r; taka koneént postupnost dlzky m, pre ktora plati, ze
r;0° je trojkovy zapis ¢isla 3L Plati
m i 1 m m—1 )
/ (3—m+32—m) = fm(r0m10%) =
0m=110% = 3%” ak méa r; parny pocet jednotiek,

2m-1120 = 2m0= = 321 ak ma r; neparny pocet jednotiek

a zaroven

1+ 1 1 7 1 1
m _ — m + _ — fm szooo —
2m(Q% = % ak mé r; parny pocet jednotiek,

0m2ee = (m-110% = 3%,1 ak mé r; neparny pocet jednotiek,

teda pre kazdé i € {1,...,3™ -2} plati f™(J;) 2 [%m, 3;;1] 2 J,U...U Jgm_o. Polozme

Jilig...in

{ze[0,1]:z e ]y, f™(x) e Jy,..., fOI™(z)e T, }, (1.33)

Q1,02 ..., 0, € {1,...,3™=2}. Tychto mnozin je zjavne (3™ -2)", st disjunktné a kazda

z nich je neprazdna, pretoze (Ji, ..., Jzm_5) je striktna podkova.
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Uvazujme teraz nejaké z € J;, ; ayeJ;, ;. , kdeiy # j; pre nejaké ke {1,2,...,n}.
Potom fm-D(z) e J;, a fmk-N(y) e J;, . AvSak J;, a J;, st od seba vzdialené aspoii

o 32%, teda
2
FrED (@) = D ()] 2 g5 > 37 = (1.34)

Z toho vyplyva, Ze d,,(x,y) > ¢ (metrika d,, bola definovana v (1.5)), a teda
sep(mn, g, f) > (3™ - 2)" > 3n(m=1), (1.35)
Navyse zjavne plati, Ze hodnota sep(n, e, f) je neklesajica v n, preto mame

sep(n, e, f) 2 3lmlm=1) > 3558 m-1),

Z Lemy 1.25 potom mame

1 1
h(f) = hm limsup — log sep(n, 372™, f) < hm lim sup — log(3”+2m +1) =1log3

n—oo n n—0o0

nm(m 1)_

lim hmsup—log sep(n, 372 f) > hm hmsup log3

m— 00 n—o00 n—s00

1 _
= lim limsup — L(n=m)(m - )logS S T
M= nsco N m m—00

h(f)

logS =log 3.




Kapitola 2
Nahodné dynamické systémy

Trajektorie nahodnych dynamickych systémov - tak ako ich budeme chapat my - vy-
tvaraju Markovovské procesy. Z toho dévodu sa v prvej casti tejto kapitoly budeme

venovat prave tymto procesom.

2.1 Markovovské procesy

Na tvod opét uvedieme niektoré zakladné pojmy a tvrdenia (prebraté z knihy [8]).

Definicia. Nech S je priestor stavov (neprdazdna mnoZina) so o-algebrou S. Ndhodnj
proces { X, }22, s hodnotami v S md Markovovu viastnost, ak pre lubovolné prirodzené
¢isla n a m plati, Ze podmienené rozdelenie (X, i1, .., Xpim) pri danom Xy, ..., X, je
rovnaké ako podmienené rozdelenie (Xpi1,-- -, Xnym) pri danom X,,.

Ak md ndhodny proces Markovovu vlastnost, nazyva sa Markovov proces.

Ak je priestor stavov S spocitatelny, potom mdhodny proces nazijvame Markovov
retazec.

Ak toto podmienené rozdelenie (Xpi1, ..., Xnsm) nezdavisi od n, hovorime, Ze Mar-
kovov proces je homogénny.

Zobrazenie p: S xS — [0,1] definované predpisom
p(x,B) = P(X,41 € B|X,, =) (2.1)
sa nazyva pravdepodobnost prechodu (z bodu x do mnoZiny B).

Dalej budeme uvazovat iba homogénne Markovovské procesy.

Nasledujuce tvrdenie hovori o tom, Ze definiciu Markovovej vlastnosti vieme este o
niec¢o zjednodusit.
Tvrdenie 2.1. Ndhodny proces {X,,}2, ma Markovovu vlastnost prdave vtedy, ak pre
lubovolné prirodzené ¢islo n plati, Ze podmienené rozdelenie X, .1 pri danom X, ..., X,

zavist 1ba od X,,.

19
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V pripade Markovovych retazcov ma priestor (S,S) jednoduchsiu struktiru (pre-
toze S je spocitatelna) - z toho dévodu sa namiesto pravdepodobnosti prechodu ché-

panej ako funkcie definovanej v (2.1) pouziva takzvana matica prechodu.

Definicia. Nech { X}, je Markovov retazec. Matica p = (pij)ijes, kde pij = P(Xp41 =

J|Xn =1), sa nazgva matica prechodu.

Predpokladajme, ze nahodna premenna Xy méa rozdelenie = (p;)ies. Potom
P(X1=j) =) P(X1=j|Xo=1)P(Xo=1) =) pips, (2.2)
€S €S
a teda rozdelenie X; vieme ur¢it ako up (na p sa pozerame ako na riadkovy vektor),

analogicky rozdelenie X,, je up™. To nas vedie k nasledujtcej definicii.

Definicia. Rozdelenie m sa nazgva staciondrne (invariantné) rozdelenie Markovovho

retazca, ak plati

™ = T (2.3)
alebo Zmpij = m; pre kaZdé j € S. (2.4)
ieS
V pripade Markovovych retazcov s konecnym poc¢tom stavov vieme vzdy najst sta-
cionarne rozdelenie. Pred tym ako uvedieme vetu, ktora pojednava o tomto rozdeleni

v nerozloziteInych Markovovych retazcoch, je potrebné zadefinovat niektoré pojmy.

Definicia. Hovorime, Ze podmnozina stavov C' c S je uzavretd, ak pre kaZdé i € C' a
pre kazdé j € S\ C plati, Ze p;; = 0.

Markovov retazec je nerozloZitelny (ireducibilng), ak v mnoZine jeho stavov neexis-
tuje netrividlna (t.j. S alebo @) uzavretd podmnozina.

Hovorime, Ze stav i € S je prechodny, ak plati
P(inf{n>1:X, =1} <oo|Xg=1)<1 (2.5)
Veta 2.2. V nerozloZitelnom Markovovom retazci s konecénym poctom stavov existuje

jediné staciondrne rozdelenie w, pricom pre kaZdé i,j € S plati, Ze

n—>00

1 n
lim = Y P(Xy = j|Xo =) = 7;. (2.6)
" k=0

V dalgich ¢astiach tejto préace bude pre nas dolezitd najmé existencia limit vo
vyraze (2.6). V nasledujicej leme ukazeme, Ze té je zabezpecend aj v pripade rozlozi-

telnych retazcov.
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Lema 2.3. Nech {X,,}2, je Markovov retazec s konecnou mnozinou stavov S. Potom

pre lubovolné i,j € S limita

lim = 3 P(X, = 41X = i) (2.7)

existuje.

Doékaz. Pripad, kedy je retazec nerozlozitelny riesi Veta 2.2. Predpokladajme teraz, Ze
retazec je rozloZitelny na s € N uzavretych mnozin, t.j. S=Cyu...uC,uT, kde T je
mnozina prechodnych stavov a C1, ..., C, st uzavreté mnoziny, na ktorych je uz retazec
nerozlozitelny. I1(C;) bude oznacovat jediné stacionarne rozdelenie na Cj, [ =1,...,s
(to podla Vety 2.2 existuje). Ak

1. i e (', potom

e ak j e (), potom limita (2.7) existuje a je rovna hodnote I1,(C;),

e ak j ¢ (), potom je limita (2.7) zjavne rovna 0,
2. 1 €T, teda stav i je prechodny, potom

e ak j je tiez prechodny, potom je limita (2.7) zjavne rovna 0,

e ak j € (), potom je limita (2.7) rovna hodnote IL;(C;) - v(C;), kde v(C}) je

podmienend pravdepodobnost absorbcie mnozinou Cj za podmienky X = .
Tym st vyrieSené vSetky moznosti. O]

V pripade, Ze mnozina stavov S nie je spocitatelna (napriklad ak S je interval),
nema zmysel hovorit o matici prechodu - k pojmu stacionédrneho rozdelenia sa v tom
pripade dostaneme nasledovne:

Ak ma pociatocny stav X, rozdelenie i, potom rozdelenie X; vieme uréit ako T* p,
kde T™ je operator definovany na priestore vSetkych konecnych zovseobecnenych mier
na (5,8) vztahom

T'u(C) = [ pla, Culda), (2.8)

kde C' € S. Analogicky vieme rozdelenie Xy urcit ako 7*2y = T*(T* ), atd. Stacionarne

rozdelenie potom prirodzene definujeme ako také rozdelenie 7, ktoré splia vztah
T m=m. (2.9)

Na zaver tejto casti uvedieme niektoré tvrdenia o Markovovskych procesoch, ktoré
neskor v tejto praci pouzijeme - Tvrdenie 2.4 je z knihy [15] a Tvrdenie 2.7 moZno najst
v ¢lanku [20].
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Tvrdenie 2.4. Nech {X,}32, je postupnost nezdvislijch, rovnako rozdelenygch ndhod-

nych premennych, ktoré nadobidaji iba hodnoty =1 a 1, pricom
P(X,=1)=p, (2.10)

kde p je z intervalu (0,1). Polozme Sy =0 a S, = S,_1+X,, pre n>1. Proces {S,}, je
Markovov proces, nazijvame ho jednoduchd ndhodnd prechddzka a pre pravdepodobnost

P, =P(3IneN:S, =-k) toho, Ze proces niekedy prejde bodom -k (k=0,1,2,...) plats,

v

ze

e akp<l

<5, potom P =1,

k
o akp> %, potom Py, = (%) .

Analogicky pre pravdepodobnost P, = P(In e N : S,, = k) toho, Ze proces niekedy prejde
bodom k (k=0,1,2,...) plati

1 1p\"
e ak p <3, potom Péz(f) ,

1

e akp> 3, potom P =1.

Désledok 2.5. UvaZugme mazimum ndhodnej prechdadzky M, = {15111ax }SZ' po n kro-
1€{0,1....n

koch. Ak p < %, potom pre My, = lim M,, plati
n—o0

P(Mw=k) = P(Mw2k)-P(Ms2k+1)
1-p\* 1-
- PP (=) (- =0),
p p
pre k=0,1,..., teda M., md geometrické rozdelenie s parametrom 1 — %.
Analogicky, ak p > %, potom pre mey, = lim m,,, kde m,, = {gnlin }Si plat?
n—00 1€{0,1....n

P(me. = —k) = (%)k-@—%), (2.11)

pre k=0,1,..., teda —ms md geometrické rozdelenie s parametrom 1 — 1%.

Tvrdenie 2.6. Pre maximum jednoduchej ndahodnej prechddzky M, skoro vsade plati

M, |0 ak p < 3,

(2.12)
e n 2p -1 akp>%.

Dokaz. Pripad p < L vyplyva priamo z Dosledku 2.5. Podobne pripad p = % priamo

2
M,

NGO
mé Standardizované normalne rozdelenie (vid napr. [15]).

z faktu, ze mé asymptoticky rovnaké rozdelenie ako ndhodna premenna | X|, kde X
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Uvazujme teraz p > % a pre pevné n nahodné premenné
S o= 0=5,-5,,
an) = Xn = Sn - Sn—la
SQ(n) X+ Xp1 = Sn - Sn—2a

S Xy X, 4.+ X =S,-Sp.
Polozme m,, = min{S(()n), Sf"), ..., S5 Plati

i, = min{S{™, 8™ sy =

min {S,, — S, Sn = Sn_1, 50 — Sn-2,---,Sn = So} =
—max{S, = Sn, Sn-1—Sn, Sn-2—=Sn,---,S = Sp} =
= —max{S,,Sn_1,%2,--.,9} + Sy, =

-M, +5S,,

a teda
M, =5, —m,. (2.13)

Kedze S, = X; + ...+ X, zo silného zakona velkych ¢&isel vyplyva, Ze skoro vSade
%" - E(X1) =2p-1 pre n - oo. Dalej 1Mo ma podla Dosledku 2.5 geometrické
rozdelenie, a teda skoro vsade plati % — 0 pre n — oo. Z toho uz vyplyva, Ze

tim M5 i 5 i T g q (2.14)

skoro vSade. 0

Tvrdenie 2.7. Nech {X,,}2, je Markovov proces a nech X,, € B pre kazdé n e N, kde
B je lubovolnd mnozina. Nech By ¢ B je takd podmnoZina mnozZiny B, Ze P(X,.\ €
By|X,, € B) > X\ pre nejaké A\>0 a ke N. Potom P(Inge N: X,, € By) = 1.

Dosledok 2.8. Nech E a F si také mnoZiny, Ze P(X,m € F|X, € E) > \ pre nejaké
A>0 ameN. Potom

P({neN:X, € F} je neohranicend |{n € N : X,, € E} je neohranicend) =1. (2.15)

(Ak sa proces nekonecne velakrdt vrdti do mnoZiny E, potom sa skoro iste nekonecne

velakrdt vrdti aj do mnoziny F).

Tvrdenie 2.9. Nech X, Xs,... su nezdvislé rovnako rozdelené ndhodné premenné na

nejakom pravdepodobnostnom priestore (2, F, P), pricom

3 s pravdepodobnostou %,
Xl =
-2 s pravdepodobnostou %



24 KAPITOLA 2. NAHODNE DYNAMICKE SYSTEMY

Potom pre ndhodni prechadzku S, = Y;-y X; plati, Ze existuje také prirodzené c¢islo m,
ze

P(S,, < —=m pre nejaké n € N) < %.
Dékaz. Oznacme

Ay
Ay

{weQ:S,(w) < -1 pre nejaké n € N},
{weN:S,(w) < -2 pre nejaké n € N},

analogicky As, Ay, .... Zjavne A; o A;41, a teda pre mnozinu

A=A ={weQ:VKeNIneN: S, (w)<-K} (2.16)
i=1

plati
P(A) = lim P(A,). (2.17)

Nasim ciefom je ukazat, ze P(A) = 0 - z definicie limity uz potom vyplyva, ze k §
existuje také m, ze P(A,,) < 5.
Ozna¢me B = {w € Q : lim,,,o S, (w) = 00}. Zo silného zakona velkych ¢isel mame,
ze P(B) =1 (pretoze E(X;) =1). Na dokoncenie dokazu staci ukézat, ze Bn A = @.
Nech w € B. Z definicie limity plati, ze S,(w) > 1 pre kazdé n > ng pre nejaké ng.
Tym padom ale S;(w) > —2nq pre kazdé i € N (do ¢asu ng sa pod —2ng nedostaneme),

a teda w ¢ A, z ¢oho vyplyva Bn A =g. n

2.2 NAahodné dynamické systémy

Fungovanie ndhodnych dynamickych systémov je velmi podobné nendhodnym systé-
mom - jediny rozdiel je v tom, Ze s meniacim ¢asom sa poloha bodu (stav) nemeni
deterministicky podla jedného zdkona pohybu (zobrazenia), ale podla ndhodne zvo-
leného zobrazenia z nejakej mnoziny zobrazeni. Napriklad v priestore stavov X moézu
nahodny dynamicky systém generovat dve zobrazenia f,g: X — X takym spdsobom,
ze ak je systém v Case n v stave x,, potom v ¢ase n+ 1 bude systém bud v stave f(z,)
(s nejakou pravdepodobnostou p € (0,1)), alebo v stave g(z,) (s pravdepodobnostou
1-p). Dalsim prikladom néhodného dynamického systému je systém generovany jed-
nou funkciou f s ndhodnymi perturbéaciami - ak je systém v ¢ase n v stave x,, potom
v Case n + 1 bude v stave f(x,) +¢,, kde {,}52, je postupnost nezavislych a rovnako
rozdelenych nahodnych premennych, ktoré nadobidaji hodnoty z nejakého intervalu
(=0,9), 6 > 0.

Napriek podobnosti s deterministickym dynamickym systémom je formalna defini-

cia o niefo komplikovanejsia (definicie a postupy preberame z |8] a [21]).
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Definicia. Nech (X,d) je metricky priestor so o-algebrou X, nech T je trieda zobra-
zeni z X do X s takou o-algebrou 3, Ze zobrazenie (y,x) » (v(z)) 2 (T x X, X ® X)
do (X,X) je meratelné. Nech Q je pravdepodobnostné rozdelenie na (I',X). Trojica
(X, X),(I,%),Q) (resp. (X,T',Q)) urcuje ndhodny dynamicky systém.

Uvazujme postupnost nezdvislych, rovnako rozdelengch (podla pravdepodobnosti Q)
funkcii {f,}o2, 2 mnoZiny I' a pociatocny stav xy € X (moZe to byt aj ndhodnd pre-

mennd). Trajektoria {z,}>, ndhodného dynamického systému je urcend nasledovne:

fi(xo) (2.18)
Tl = for1(zn) pren > 1. (2.19)

X1

V dalsich ¢astiach tejto prace bude doélezité uvedomit si, Ze samotna postupnost

funkcii {f,}22, je definovana na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P), kde

n=1

e () = I'™ je priestor vSetkych nekonecnych postupnosti zobrazeni z mnoziny I'

(napr. ak " = {f, g}, potom jeden z prvkov mnoZiny 2 moéze mat napriklad tvar

w:(f7f7g7g7f7f’g’g7"'))7
e F je cylindricka o-algebra, t.j. o-algebra generovana mnozinami typu
{weQ:(wy,...,wy,) € B}, (2.20)

kde n a t; <ty < ... < t, st lubovolné prirodzené &isla, B € 3", kde X®" =
Y®Y®...®% (n-krat) a pre prirodzené ¢islo k oznacuje wy k-ty ¢len postupnosti

W.

e P je pravdepodobnost dana kone¢no rozmernymi pravdepodobnostami
P{weQ:wy, €By,...,w, € B,}) = [[Q(B), (2.21)
i=1

kde n, t; <...<t, st lubovolné prirodzené ¢isla, By, ..., B, € X.

Na trajektoriu {z,}>>, bodu = = z( sa potom moézeme pozerat ako na ndhodny proces

definovany na priestore (2, F, P), ktory je dany predpisom
Tp(W) =wpowy_10...0w(x) (2.22)

pren=1,2 ..., resp.
Tn(w) = wp(Tp1(w)). (2.23)

Poznamka. Pre pevné w je {z,(w)}, trajektoria takzvaného neautonémneho sys-

tému (pozri napr. [25]).
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Ak je dané x,,, potom ndhodné premenna x,,; zjavne nezavisi od x,_1,Z, o, ..., Xg,
takze trajektoria {x, }22, je Markovov proces. Pravdepodobnost prechodu z bodu z € X
do mnoziny C' € X budeme - rovnako ako v predchédzajicej Casti - oznacovat ako
p(z,C),

p(z,C)=Q({f el': f(z) € C}). (2.24)

V pripade nahodnych dynamickych systémov sa len mélokedy stane, ze systém je prita-
hovany nejakymi konkrétnymi bodmi (aj ked aj tato situdcia moze nastat - napriklad
ak maju vSetky zobrazenia z mnoziny I" rovnaky pevny bod), avsak za akusi anal6giu
vyvazeného stavu mozeme povazovat stacionarne rozdelenie ndhodného dynamického
systému - to je definované rovnako v Markovovskych procesoch - pomocou operatora

T*. Pripominame, ze T* definujeme ako

(€)= [ p(a.Chu(da). (2.25)

Stacionarne rozdelenie nahodného dynamického systému je potom také rozdelenie T,
ktoré splia

T m=m. (2.26)
O existencii (a jednozna¢nosti) stacionarneho rozdelenia existuje viacero ddlezitch vy-

sledkov (napr. v [8],[14],[35]), av8ak v préci sa tomuto rozdeleniu venujeme iba mini-

mélne, preto uvadzame len jeden z nich.

Veta 2.10. Nech X je nedegenerovany interval a nech mnozina I' obsahuje iba mono-
tonne zobrazenia. Nech existuje také zy € X, také ¢isla x1, x2 > 0 a také prirodzené cislo

n, Ze pre lubovolné pociatocné xy € X plati

P(x, < 2)
P(x, > 2)

i\

X15 (2.27)
X2- (2.28)

\v4

Potom bez ohladu na rozdelenie p pociatocného stavu xqy plati, Ze rozdelenie T*"u ndhod-
nej premennej x,, konverguje k jedinému staciondrnemu rozdeleniu m v takom zmysle,

Ze
lim dp (T""p, ) =0, (2.29)

kde dy oznacuje Kolmogorovovu vzdialenost mier - pre dve miery p a v ju moZeme

definovat pomocou ich distribucnijch funkcii F), a F, ako
dg(p,v) zsuﬂg|FM(a:) - F,(x)|. (2.30)

Tito vetu ilustrujeme na nasledovnom priklade.
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Priklad 2.11. Uvazujme ndhodny dynamicky systém na intervale [0,1] generovany

funkciami f a g, kde

f(z) = %:1: (2.31)
g(z) = %:H% (2.32)

pricom pravdepodobnost, Ze zvolime funkciu f je p € (0,1) a pravdepodobnost, Ze

zvolime funkciu g je 1 - p. Zjavne plati, Ze
1
P (:El < 5) > P(zvolime funkciu f) = p,
pretoze pre [ubovolné z je f(zo) v intervale [0, 5]. Podobne
1 ) .
P (xl > 5) > P(zvolime funkciu g) =1 -p,

pretoze pre lubovolné zy je g(zo) v intervale [3,1]. Takyto ndhodny dynamicky systém
teda spliia podmienky Vety 2.10 (2, = %;Xl =p,xa=1-pan=1) apreto existuje

jediné stacionarne rozdelenie.
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Kapitola 3
Alleeho zobrazenia

Alleeho efekt (z angl. Allee effect), ktory prvykrat opisal W.C.Allee [2], je biologicky
jav, ktory je charakterizovany korelaciou medzi velkostou biologickej populacie a rych-
lostou jej rastu. Dovod tohto efektu, ktory sa v literature vyskytuje najcastejsie, je
problém pri hladani druha/druzky v malych populaciach [10]. Existuje niekolko moz-
nych variantov spravania velkosti populécie v zavislosti od sily Alleeho efektu (vid [10])
- my sme sa zamerali iba na takzvany variant vyhynutia-prezitia (z angl. extinction-
survival scenario). V tomto variante plati, ze ak velkost populacie klesne pod uré¢iti
hranicu, potom v dlhodobom horizonte populécia vymrie; v pripade, Ze velkost po-
pulacie je nad touto hranicou, potom je populacia obvykle (v zavislosti od modelu)
schopné v dlhodobom horizonte prezit.

Na matematické modelovanie velkosti populécie s tymto efektom sa pouzivaju tak-
zvané Alleeho zobrazenia. V pripade variantu vyhynutia-prezitia musia mat takéto zo-

brazenia niektoré vlastnosti, ktoré zhrnieme v nasledujucej definicii (pozri napr. [29]).

Definicia. Spojité zobrazenie f:[0,b] - [0,b] (b< co0) budeme nazyvat Alleeho zobra-

zenie, pokial spliia nasledujice podmienky:

e f md tri pevné body - nulu, ktord je pritahujicim pevnym bodom, odpudzujici bod
Ay (budeme ho nazyjvat aj hranicny bod) a pevny bod Ky - ten moZe, ale nemusi

byt pritahujict,
o f(z)<x prexe(0,Ar)uU(Ky,b],
o f(z)>x prexe(As, Ky).

V standardnom deterministickom modeli s Alleeho zobrazenim f plati, ze ak je vel-

kost populécie v n-tej generécii x,,, potom v nasledujucej generécii je velkost populacie
Tnp1 = f(2p). (3.1)

29
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V tejto kapitole budeme Studovat ndhodné dynamické systémy generované dvoma Al-

leeho zobrazeniami f a g - budeme uvazovat model

f(z,) s pravdepodobnostou p
Tn+l = (32)
g(x,) s pravdepodobnostou 1-p

a ten isty model, ale s perturbaciami

X(f(yn) +€,) s pravdepodobnostou p
Yn+1 = (3.3)
X(g(yn) +€n) s pravdepodobnostou 1 - p,

kde {e,}22, je postupnost spojitych, nezavislych, rovnako rozdelenych nahodnych pre-

mennych s kladnou hustotou na intervale (-0,d),d >0 a x : R - R je funkcia definovana

nasledovne:
0 akz<0
x(x)={z akuxe [0,0] (3.4)
b akz>b.

Tato funkcia slazi na zabezpecenie toho, aby kazdy ¢len postupnosti {y,}, zostal v
intervale [0, b].

Niektoré modely podobné modelom (3.2) a (3.3) sa uz v literature studovali - napr.
v ¢lanku [29] bola studované periodickd (nendhodnd) verzia modelu (3.2); v ¢lanku [12]
bol zase Studovany model s jednou funkciou a (zriedkavymi) ndhodnymi perturbaciami
- v tomto ¢lanku bolo ukézané, Ze za istych podmienok populéacia vzdy vyhynie/prezije
bez ohladu na pociatoénu velkost populécie xy.

V nasledujticej ¢asti opiseme spravanie modelov (3.2) a (3.3) v pripade, Ze zobraze-
nia f a g st rastice. balej budeme uvazovat situaciu, Ze zobrazenia f a g st unimodélne
a ukdzeme, Ze za istych podmienok populacia v obidvoch modeloch vyhynie, a to bez

ohl'adu na poc¢iato¢nu velkost populacie.

3.1 Rastice Alleeho zobrazenia

V tejto Casti budeme predpokladat, ze funkcie f a g sa rastuce. Prikladom takéhoto
Alleeho zobrazenia moéze byt model
pr?
f(z) :m,p>2¢z,p>o,A>o, (3.5)
uvedeny v [18]. V nendhodnom modeli (3.1) je dlhodobé spravanie takéhoto systému
velmi jednoduché (pozri Tvrdenie 1.5) - pokial pre pociatocéni velkost populécie zg

plati zg > Ay, potom lim z, = Ky, teda populacia prezije; na druhej strane ak zo < Ay,
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Obr. 3.1: Priklad rasttuiceho Alleeho zobrazenia.

potom h_)ngo x, = 0, teda populacia vyhynie. V nasledujicich dvoch vetdch ukéZeme,
ze spraxrflanie modelov (3.2) a (3.3) je v istom zmysle velmi podobné - pokial je pocia-
to¢né velkost populacie nad nejakou kritickou hranicou, potom populécia v dlhodobom
horizonte preZije a pokial je pod nejakou inou hranicou, tak populécia vyhynie - je-
diny rozdiel oproti deterministickému modelu je teda v tom, Ze neméme jednu hranicu,
ale dve. Predtym, ako sformulujeme spominané vety, uvedieme jeden désledok Tvrde-
nia 2.7.

Dosledok 3.1. Nech I c I su také intervaly, Ze f(I;) c I; a g(I;) c I;, i = 1,2 a
nech pre kazdé x € Iy existuje také m € N, Ze fm(z) € I alebo g™(x) € I,. Potom
P(Elno eN: Ty € 11Vn > n0|:130 € IQ) =1.

Veta 3.2. Nech Ay < Ay < Ky < K,. Potom

(1) ak zo < Ay, taprEP(gi_)Igloxnz(]):l,

(ii) ak xo> Ay, takpr=P(Inge N, € [Ky, K] Yn>ng) =1,
(1it) ak xo € (Af, Ay), tak po>0,p1 >0 a po+p; =1.
Dokaz.

(i) Kedze lim g"(Ayf) =0 (lebo Af < A,), pre lubovolné n > 0 existuje také m e N, ze
g™(Ayr) <n. Avsak funkcia g je rasttca, teda g™ je tiez rastica, odkial dostaneme,
ze g™(x) < n pre [ubovolné = < Ay. Z toho vyplyva, ze mézeme aplikovat Dosledok
3.1 na intervaly I, = [0,n) a I = [0, Af]. Toto plati pre Tubovolne malé n > 0, a
teda ak xy < Ay, potom pg = 1.
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(i) Ak zg € [A,, K,], potom zjavne x, € [A,, K,] pre kazdé n € N. Oznaéme B =
(K, K,]. Ak z € By, potom Ky = f(K;) < f(x) < x < K, (prva nerovnost vyplyva
z rastucosti f a druhd nerovnost z toho, ze f(z) < x pre z > Ky) a takisto
K¢<z<g(zr)<g(K,) =K, (podobne), a teda

f(B1)c By a g(B;) c By. (3.6)

Dalej plati, 7e A, < f(A,) < Ky (prva nerovnost vyplyva z toho, 7e f(z) > = na
intervale (Ay, Ky) 3 A,; druhé nerovnost vyplyva z rasttcosti funkcie f) - z toho
mame, ze ¢"(f(Ay)) » K,, a teda pre nejaké m e N plati g™ (f(Ay)) € [Ky, K,].
Navyse funkcia g™ o f je rasttca, z ¢oho vyplyva, ze g™ (f(x)) € [Ky, K,] pre
Tubovolné z € [A,, K,]. Z (3.6) a Tvrdenia 2.7 aplikovaného na mnoziny B,
B=[A,,K,;] ana A =p(1l-p)™ dostavame, Ze p; = 1.
Ak zy > K,, potom mozeme aplikovat Désledok 3.1 na intervaly [, = [Kf, K,] a
I =Ky, 0] (pretoze f*(xo) N Ky).

(iii) Ak zg € (Af, Ay), potom fm(zg) > A, a gm(zo) < Ay pre nejaké m € N, a teda
po >0 ap; > 0. Ostava nam ukazat, ze P(z, € (A, K;)Vn e N) =0. Oznac¢me C =

Ar+ A
%. Znova plati, ze pre nejaké m e N je fm(C) > A, a zaroven ¢g™(C') < Ay.

Z rastucosti f a g dostavame, ze f™(x) > A, pre [ubovolné x > C a ¢g™(z) < Ay
pre Tubovolné z < C. Moézeme teda aplikovat Tvrdenie 2.7 na mnoziny [0,b] a
[0, Af] U [A,, b] pre A =min(p™, (1 -p)™). O

Veta 3.3. Nech Ay < Ay < Ky < K. Vezmime 0 také, Ze mnoziny
e Uy = {we (0, Ap) tmin(z - f(2), 2 - g(2)) 2 3},
e Up={w e (A, Kp) i min(f(2) -, g(x) - ) > 6},
o Us={xe(K,b):min(z- f(x),r-g(z)) >0}

st neprdzdne a navyse pre kaZdé x > K, existuje x* > x také, Ze min(x* - f(x*),z* -
g(z*)) 2 9. Potom

(i) ak yo € [0,21], potom pg = P(Ing e N:y, € [0,w;) Yn>ng) =1,
(i1) ak yo € [wa,b], potom py = P(Ing e N:y, € (z2,w3) Vn>ng) =1,
(i1i) ak yo € (21,w3), potom py>0,p1 >0 a po+p; =1,

kde w; =infU;, i=1,2,3 a z; =supUj, j = 1,2 (vid obrazok 3.2).
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Obr. 3.2: Priklad funkcii spliiajucich podmienky Vety 3.3.
Doékaz.

(i)

Ozna¢me d; = min(w; — f(wq),w; - g(wy)). Ak y, € [0,w7), potom

J(yn) +en < flwr) + e, < flwr) +6 < f(wr) +di < f(wy) +wy — f(wr) =wr (3.7)

(prva nerovnost plati vdaka rastucosti f, druha z definicie &, tretia z toho, ako
sme zvolili 0 a $tvrta z definicie d;). Rovnaké nerovnosti by platili aj pre funkciu
g, a teda plati, Ze y,,1 € [0,w;). Analogicky sa da ukazat, Ze ak y, € [0, 21 ], potom
Yns1 € [0, z1]. Navyse fm(2z1) N 0, teda mdzeme aplikovat Tvrdenie 2.7 na mnoziny
B =[0,2z1] a By =[0,w) pre A = (pP(g, <0))* pre nejaké k € N.

Nech dy = min(f(22) — 22, 9(22) — 22) a d3 = min(ws — f(ws),ws — g(ws)). Plati, ze

ak y, € (22,w3), potom
Fn) +en> f(22) +en > f(22) =02 f(22) —da > f(22) = (f(22) = 22) = 22, (3.8)

flyn) +en < f(ws) +e< f(ws)+0d < f(ws) +ds < f(wsg) +ws — f(ws) =ws, (3.9)

podobne pre funkciu g (zdovodnenie je analogické ako v pripade (i)), a teda
aj Yns1 € (20,w3). Ak y, > w3, potom podla predpokladov existuje také z3 >
Yn, 2e min(zs — f(23),23 — g(23)) > J. Znova sa da ukazat, ze ak y, € (22, 23),
potom aj Yn.1 € (22,23), a kedze fm(z3) ™ Ky € (22,w3), opat mozeme aplikovat
Tvrdenie 2.7 pre B = (22,23) a By = (22,w3) a pre nejaké A\ (zvolené analogicky

ako v pripade (i)). Podobne sa da ukézat aj pripad, ked y,, > ws.
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(iii) Ak yo € (21, ws), potom sa systém po nejakom ¢ase s pravdepodobnostou 1 dostane
z tohto intervalu (d& sa ukézat podobne ako v predchadzajicej vete), z ¢oho
mame, 7e po + p1 = 1. Ostéava teda ukazat, ze obidve pravdepodobnosti - aj py aj

p1 - st nenulové.

Ak 2z, <y, < Ay, potom ocividne plati, P(y,+ < 21) > 0 pre nejaké k € N. Dalej

ukazeme, ze okrem toho ale plati aj P(yn+m > Ay) > 0 pre nejaké m e N.

Ozna¢me h funkciu definovant predpisom h(x) = min(z — f(z),z - g(x)). Kedze
[ a g st spojité, tak aj funkcia h je spojita, a teda na intervale [y,, Af] nadobuda
svoje maximum (oznacme ho p). Dalej podla predpokladov vety plati, ze § > p,
a teda pre ¢islo n = 5_7“ mame nerovnosti 0 < 7 < §, a teda pravdepodobnost, ze
£, nadobudne hodnotu z intervalu (6 —n,9) je nenulova (pretoZe hustota e, je
nenulové na (-4,0)). Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze y,— f(y») < 1,
a teda y, < f(y,) + 1 (ak to neplati pre funkciu f, tak to musi platit pre funkciu

g - z definicie p). Z toho méame, Ze s nenulovou pravdepodobnostou bude platit

Yns1 = f(WUn) tEn> f(Yn) +0 == f(yn) +u+n2yn+1n (3.10)

(druhtt nerovnost dostaneme z definicie 7). Analogicky mozeme s tym istym 7
pokracovat s Y1, Yns2, - - .. Pre dostatocne velké m € N (také, aby platilo y, +mn >
Ay) potom mame P(Ypim > Ap) > 0. AvSak ak y,.m, > Ay, potom ocividne s

nenulovou pravdepodobnostou plati v, > wy pre nejaké [ € N,

Podobne sa da ukéazat, ze ak A, < y,, < we, potom P(y,.r > we) > 0 pre nejaké

ke N a takisto P(ynim < 21) > 0 pre nejaké m e N. O

Poznamka. Analogické vysledky platia pre situaciu Ay < A, < K, < Ky alebo pre
pripady, kedy Ay = A, resp. Ky = K,. Ak plati Ay < Ky < A; < K, (alebo A, <
K, < Ay < Ky), da sa lahko ukazat, ze v modeli (3.2) x, - 0 s pravdepodobnostou
1 a podobne v modeli (3.3) za istych predpokladov py = 1 (pod py v tomto pripade

rozumieme vyraz ako bol definovany vo Vete 3.3).

Poznamka. V literature sme sa nestretli s modelmi, ktoré by mali konStantné casti,
preto sme uvazovali rastice funkcie (a nie neklesajuce). Dokazy by sa ale dali aplikovat

aj v pripade, ak by obe funkcie boli neklesajuce.

3.2 Unimodalne Alleeho zobrazenia

V tejto casti budeme predpokladat, ze existuje také By € (Ay, Ky), ze funkcia f je

rastica na (0, By) a klesajuca na (By,b) (maximum funkcie f budeme oznacovat ako
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My = f(By)). Prikladom takéhoto Alleeho zobrazenia je funkcia

Gbzx

f(%)zm,b,T>O,G>1 (311)

(vid [4]). Podobne uvazujme unimodélnu funkciu g, ktora nadobtuda maximum M, v

K o

Af oo /

1.8
9= (x-3)2+15

0 At Br KiM¢ 6

Obr. 3.3: Priklad unimodalneho Alleeho zobrazenia.

bode B,.

Ozna¢me M = max(M;, M,). Pre kazdé x € [0,b] plati, Ze max(f(z),g(z)) < M,
preto budeme v tejto ¢asti predpokladat, ze b = M. V nendhodnom modeli (3.1) opét
plati, Ze ak x¢g < Ay, potom lim,_, x,, = 0. AvSak ak xy > Af, potom sa sprévanie
modelu mdze 1i8it v zavislosti od zobrazenia f (systém moze konvergovat k bodu 0,
k bodu Ky alebo k nejakému periodickému bodu, ale moze dojst aj ku chaotickému
spravaniu). Z hladiska prezitia-vyhynutia je pre prezitie populacie postacujice, aby
platilo f(My) > Ay (v takomto pripade systém nikdy neklesne pod hraniény bod Ay).
V nasledujtcich dvoch vetach ukazeme, ze v modeli (3.2) za ur¢itych podmienok dojde

k vyhynutiu populacie s pravdepodobnostou 1.

Veta 3.4. Nech Ay < A, a nech f je diferencovatelnd, pricom |f'(x)| < 1 pre kaZdé
x € (Bf, My). Ak existuju také funkcie hy,... hy, € {f,g}, pre ktoré plati hyo...o
him(Ky) < Ag, potom

P(lim T, = 0) -1 (3.12)

n—>00

pre lubovolné x.

Priklad 3.5. Uvazujme funkcie f(z) = % a g(x) = % (pozri Obr. 3.4).

V tomto pripade Ay = 3-10.2~2.553, Ky =3+0.2~3.447, A; =3.3-V/0.3~2.752 a
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Obr. 3.4: Priklad funkcii splhajtcich podmienky Vety 3.4.

K, =3.3+0.3~3.848 (teda plati Ay < A,). Dalej plati, ze g(f(g(K))) ~ 1.876 < Ay,
takze v tomto pripade h; = g, ho = f a hy = g. NavySe sa da ukazat, Ze funkcia f je
konkavna na intervale (By, M), teda na tomto intervale je prva derivacia klesajuica.
Kedze f'(By) =0 a f'(My) ~ -0.475, podmienka |f’(z)| <1 je splnena pre I'ubovolné
(By, My), teda s pravdepodobnostou jedna plati z,, - 0.

Dokaz (Vety 3.4). Kedze M; je maximum funkcie f, o¢ividne plati
P(2p41 € [0, M¢]|z, € [0,M]) 2 p>0. (3.13)

Dalej plati, ze g(Ay) < Ay (pretoze Ay < Ay) a g je spojita, teda musi existovat také
C e (Ay,By), ze g(x) < Ay pre kazdé x € [Af,C), a teda

P(zp41€[0,Af)|x, €[0,C))21-p>0. (3.14)

Ozna¢me h(x) funkciu definovant predpisom h(z) = hyo... o h,(z). Tato funkcia je
spojita (pretoze f a g si spojité), teda existuje také n >0, ze h(x) < Ay pre [ubovolné
ze(Ky—n,Kf+n). Z toho mame

P(Zpam < Af|lzn € (Kf—1n,Ks+n))>(p(1-p))™ > 0. (3.15)

Navyse f7(x) - Ky pre Tubovolné = € (Af, M¢] (lebo |f'(z)| < 1 pre kazdé x €
(By,My)), a teda existuje také r € N, ze fr(z) € (K; - n, K¢+ n) pre Tubovolné
z e [C, My], teda

P(2per € (K=, Ky +n)|x, € [C,Ms]) 2p" > 0. (3.16)

Teraz mdzeme postupne aplikovat Désledok 2.8 na mnoziny
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e [0,M]a[0,M;] (2 (3.13)),

o [0,Mf]a0,Ar)u[C, M] (ak z, € [0,C), mozeme pouzit (3.14) a ak x,, € [C, M],
potom f(xn) € [07 Mf])»

° [O,Af)U[C, Mf] a [O,Af)U(Kf—U,Kf+T]) (vyuZijflc (316) afakt, 7e f([O,Af)) c
[0,Ar) a g([0, Af)) € [0, Ay)),

o [0.47) 0 (] —n. Ky +7) a [0.4)) (z (3.15)).

Z toho vyplyva, ze systém sa niekedy dostane do mnoziny [0, Af), a teda z vysledkov
v predchadzajuicej Casti (Veta 3.2, ¢ast (1)) mame, Ze x,, - 0 s pravdepodobnostou 1

bez ohl'adu na pociatocné x. O

Veta 3.6. Nech A, < As a nech f je diferencovatelnd, pricom |f'(x)| <1 pre kaZdé x €
(By, My). Nech existuji také funkcie hy, ..., hy € {f,g}, Ze plati hyo...oh,(Ky) < Aj.
Ak navyse plati f(g(Ay)) # Ay, potom

P (lim z, = o) =1 (3.17)

n—oo

pre [ubovolné x.

Dokaz. Kedze h(Kf) = hyo...0h,(Kf) < Ay, tak musi existovat také D < Ay, ze
h(K¢) < D. Zo spojitosti h potom méame

P(@sm < Dl € (K =0, K7+ 1)) > (p(1 - p))™ >0 (3.18)

pre nejaké n > 0. Kedze f(g(Ay)) # Ay, potom musi platit jedna z dvoch moznosti -
bud f(g(As)) < Ay, alebo f(g(Af)) > Ay

Ak f(g(Ay)) < Ay, potom f(g(Ays)) < C pre nejaké C' < Ay a zo spojitosti funkcie
f o g potom mame f(g(z)) < C pre Tubovolné x € (Af - &, Ar +§), kde 0 < £ <
min(A; - C, Ay — D) (pozri Obr. 3.5). Z toho méame, ze

I
I

— %
C D Aj-¢ A
Obr. 3.5: Priklad moznej pozicie bodov C, D, Ay - & a Ay.

(s € [0, Ay ~ €] | 2 € [0, Ag +€]) 2 p(1-p) > 0. (3.19)
Opét mozeme aplikovat Doésledok 2.8 na mnoziny

o [0,M] a[0,M;] (z (3.13))
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o [0,Mf]a0,Ar-E&JUAs+& Mg] (vyuzijuc (3.19) ak x, € [0, Af +&)) a fakt, ze
F([Ar+& My]) € [Ap + & My] ak @, € [Ay + §, My]),
o [0,A;f—€JU[Af+& Myl a[0,Ar—&]u(Ks—n,Kf+n) (ako v predchadzajice]
vete),
o [Ap-&Ju(Ky-n,Kyp+n)al0,A;-£] (2 (3.18)),

e [0,A;-¢] a0,A4,) (kedze f7(Af—&) N 0 a teda pre nejaké s € N musi platit
f#(x) < A, pre Tubovolné x € [0, A; - £]).

Z toho vyplyva, ze systém sa niekedy dostane do mnoziny [0, A4,), a teda z,, - 0 s

pravdepodobnostou 1 pre Iubovolné x.
Ak f(g(Ayf)) > Af, potom f(g(Af)) > C’ pre nejaké C’ > Ay a taktiez f(g(Ay)) <

M; (pretoze My je maximum funkcie f). Podobne ako v prvom pripade méame
P(apiz € [Ap + & Myp] | ap e (A= Ap+£)) 2p(1-p) >0 (3.20)

pre nejaké 0 < & < min(Ay - D,C" - Ay). Zvysok dokazu je analogicky ako v pripade
f(g(Ag)) < Ay m

Priklad 3.7. Nech f(z) = % a g(x) = % (pozri Obr. 3.6). V tomto

y=X

«

—

o

0 AA;  KiKyg

Obr. 3.6: Priklad funkcii spliiajucich podmienky Vety 3.6.

2.352 a K, ~ 3.448 (a teda A, < A;). Dalej
2.041 < Ay. NavySe f je opéat konkavna na

pripade Ay ~ 2.476, K; ~ 3.124, A,

f(g(Ap)) ~ 2.986 # Ay a f(9(Ky))
(Bf, My) a f'(My) » =0.989 > -1, teda |f'(z)| < 1 pre kazdé x € (B, My) - tym st

4

R
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splnené vSetky podmienky Vety 3.6 a teda z,, - 0 s pravdepodobnostou 1 pre lubovolné

Xo.

Na tomto priklade je zaujimavé to, ze ak vezmeme z( z intervalu (A, My), tak
pre [ubovolné n e N plati f*(xo) € [Ar, My] a g"(x) € [Ay, M,] - to znamena, ze pri
oboch modeloch (deterministickych) populacia prezije, avsak ak skombinujeme tieto

dva modely, potom populécia skoro iste vyhynie.

Poznamka. To 7Ze vo vyssie uvedenych pripadoch populéacia skoro iste vyhynie je spo-
sobené tym, ze velkost populacie skoro iste po nejakom case klesne pod kritickt hranicu
min(Ays, A,). Moze byt preto zaujimavé ratat stredni hodnotu ¢asu, za ktory sa systém
pod tito hranicu dostane. Vo vSeobecnosti to moze byt velmi zloZity problém, pretoze
tento ¢as zavisi na volbe funkcii f a g a pravdepodobnosti p. Ak vSak mame k dispo-
zicii konkrétne funkcie a pravdepodobnost p, tento ¢as mozeme odhadnit simulac¢ne.
Na Obr. 3.7 je zobrazeny tento simula¢ny vypocet v pripade funkcii z Prikladu 3.7 -
na x-ovej osi st rozne hodnoty pravdepodobnosti p, na y-ovej osi st odhady strednej
hodnoty ¢asu T(p), za, ktory systém klesne pod kriticka hranicu; pre kazda hodnotu p
(p=0.01,0.02,...,0.99) sme nahodne zvolili poc¢iato¢ny bod z, z intervalu (As, My) a
zaznamenali sme ¢islo min{n e N: z, <min(Ay, A;)} - toto sme zopakovali 10000-krat

a nésledne spriemerovali. Z Obr. 3.7 vidno, Ze pre hodnoty p bliziace sa k ¢islam 0 a 1

300 -

200 -

T(p)

100 °

.
o

Obr. 3.7: Odhad strednej hodnoty ¢asu T'(p).

odhad T'(p) vyrazne stipa - dé sa usudzovat, Ze plati T'(p) — oo pre p — 0, resp. p — 1,

¢o je v stlade s uvedenym prikladom, pretoze ak vezmeme do tivahy iba deterministicky
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model ur¢eny funkciou f alebo g (t.j. p = 0 alebo p = 1), tak velkost populacie nikdy
neklesne pod hodnotu min(Ay, A,).

Pre model (3.3) mame velmi podobné vysledky.

Veta 3.8. Nech f je diferencovatelnd funkcia a |f'(x)| <1 pre lubovolné x € (By, My).
Nech existuji také funkcie hy, ... hy, € {f,g}, Ze hyo...oh,(Ky) < Ap. Ak plati, Ze
mnozina

U={ze[0,min(As, Ay)]: min(z - f(z),z - g(x)) >}

je neprdazdna (pozri Obr. 3.8), potom
P(IngeN:y, €[0,infU) Vn>ny) =1 (3.21)

pre lubovolné .

Obr. 3.8: Priklad funkcii spliiajicich podmienky Vety 3.8.

Dokaz je takmer taky isty - nerovnost (3.13) moZno upravit na
P(yns1 € [0, My] | yn € [0, M]) 2 pP(en < 0) >0, (3.22)

podobne nerovnost (3.14). Nerovnost (3.15) sa da ukézat nasledovne:
Predpokladajme, ze hy(ho(Ky)) < Af pre nejaké hy, he € {f,g} (dokaz by bol rov-
naky pre m funkcii). Zo spojitosti h; mame, ze hi(z) < A; pre Tubovolné z € I} =
(ho(Kf) —m, ho(Ks) +m1) pre nejaké 1, > 0 a zo spojitosti hy zase mame, ze existuje
také no > 0, Ze ho(z) € I; pre kazdé x € Iy = (K5 — 9, Ky +12). Nech teraz y,, € L.
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Potom hsy(Y,,) € I; a kedZze I; je otvorenda mnozina, tak existuje také u € (0,0), Ze

(ha(Yn) = s ha(yn) + 1) © I1. Z toho vyplyva, ze
P(Yns1 € Iiyn € I2) 2 p(1 = p) P(ep € (=p1, 1)) > 0. (3.23)

f)alej ak yni1 € Iy, potom hy(yns1) < Ay a teda existuje také v € (0,0), ze hy(Yn+1) +v <

Ay, z ¢oho mame

P(ynsz < Aflyn € 1) 2 (p(1 = p))*P(en € (=p, 1)) P(ensa € (-v,v)) > 0. (3.24)

Nerovnosti (3.16), (3.18), (3.19) a (3.20) sa daju ukazat analogicky - vyuzitim spojitosti
funkcii f a g a tym, ze hustota ¢, je kladna na (-4,9).

Poznamka. Podmienka f(g(Ayf)) # Ay, ktora bola vo Vete 3.6 v tomto pripade nie je
potrebna - Dosledok 2.8 mozno pouzit priamo na mnoziny [0, M;] a [0, Ay - $JU[A; +
ga Mf]'

Poznamka. Ak § nesplita podmienky Vety 3.3, resp. Vety 3.8 (t.j. €, moze nadobudat
aj relativne vysoké hodnoty), potom nie je mozné predpovedat dlhodobé spréavanie
systému - aj z bodu 0 sa systém moze dostat na vysoké hodnoty a naopak - z vysokych

hodnét sa moze dostat do nuly.
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Kapitola 4

Distribu¢ny chaos v nahodnych

dynamickych systémoch

Tato kapitola bude zamerana na distribu¢ny chaos a jeho mieru v nadhodnom dynamic-
kom systéme

f(z,) s pravdepodobnostou p
Tn+l = (41)
g(x,) s pravdepodobnostou 1 - p,

kde p € [0,1] a f, g st spojité funkcie definované na uzavretom intervale I. Pripomenme,
ze v takom pripade Q = {f,g}> a pravdepodobnost P je dana kone¢no rozmernymi

pravdepodostami

P({w=(wi,ws,...) €Qiw;, = @1,...,wi, = @n}) = pPh=1 L@ (1 = p) T lalor) - (4.2)

kde n a iy <iy <...<i, st prirodzené ¢isla, ¢1,...,0, € {f, g},
1 akep=f
1) - (4.3
0 akep=+f

a I, je definovana analogicky ako [y. Trajektoéria bodu x € I je potom dana predpisom
Tp(W) =wpowy10...0w(x) (4.4)

pren=1,2... axy(w)==z.

Kapitola je ¢lenend nasledovne. V prvej casti zadefinujeme distribuény chaos a
mieru chaosu pre systém (4.1). Druha ¢ast je zamerana na niektoré postacujice pod-
mienky pre nulovi mieru chaosu. V tretej ¢asti uvedieme dva priklady systémov, ktoré
su distribu¢ne chaotické a vypocitame ich mieru chaosu. Stvrta Gast sa zaobera stabi-

litou distribu¢ného chaosu.

43
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4.1 Definicia

Pripomenme, Ze v deterministickom dynamickom systéme bola definicia distribu¢ného
chaosu zalozena na funkcii Fé{j )(t). Na hodnotu Fé; )(t) sa mozeme pozerat aj ako na
pravdepodobnost toho, ze vzdialenost medzi bodmi z; a y; bude mensia ako ¢, kde J
mé rovnomerné rozdelenie na mnozine {0, 1,...,n-1}. Pri takejto interpretacii mézeme

v ndhodnom dynamickom systéme definovat funkciu Fé{j )(t, f,g,p) ako

Fi)(t,f.9.0) = P(les —ys < 1) =
=P(lzy—yy|<t| J=0)P(J=0)+
+P(lxy—ys| <t | J=1)P(J=1)+...+
+P(lxy-yj|<t| J=n-1)P(J=n-1)=

1 1
= _P(|Q;O _y0|) oot _P(|xn71 _yn71|) =
n n

_ %(P(|x0 —yo <) 4t P(|Taor — ot <)) (4.5)

Zaroven plati, Ze takto definovana funkcia Fé; )(t, f,g,p) je aj strednou hodnotou vy-

razu
1
—#{ie{0,1,....,n—1}:|x; —y;| < t}, (4.6)
n

ktory je v nahodnych dynamickych systémoch nahodnou premennou. Tento vyraz to-

tizto mozeme pisat ako

%#{ZG {O,...,?’L—l} : |xl_yz| <t} :%([O(tafagap)-""""[n—l(t7f>g7p))7

kde
1 ak |.Tk _yk| <t,
[k(tafagap) = (47)
0 ak |z —yp| >t
pre k=0,1,...,n—1. Ndhodna premenna I, (t, f, g,p) mé alternativne rozdelenie, preto
E(Ik(t, f.9)) = P(lww =yl < 1), (4.8)
a teda

E(%#{ie{o,...,n—l}:|:cz-—yi|<t}):

1
E(P(|$O_y0|<t)+---+P(|xn—1_yn—1|<t))' (49)
Ked méame definovanu funkciu Fé; )(t, f,g,p), tak dolnt, resp. hornu distribu¢ni fun-

kciu mozeme definovat analogicky ako v deterministickom pripade, teda

Fl“y(ta f?gap)
EF(t f,9.p)

liminf F57 (¢, £,9,p), (4.10)
limsupF,EZ})(t,f,g,p). (4.11)

n—>00
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Takisto mozeme definovat mieru distribuéného chaosu p ako

u(f 9,p) = supﬁfow(FJy(t,f,g,p) - Fyy(t, f,9,p))dt. (4.12)

z,yel

Pre funkcie Fyy(t, f,9,p) a Fy,(t, f,g,p) trividlne plati, Ze st neklesajice a

0< Foy(t, f,9,p) < Fpy(t, fr9,p) < 1. (4.13)

Z neklesajucosti vyplyva, Ze maji nanajvys spocitatelne vela bodov nespojitosti, takze
funkcia F;, (, f,9,p) — Fay(t, f, 9,p) je skoro viade spojité, co staci na to, aby integral
v (4.12) vzdy existoval. Dalej zjavne plati, Ze miera w(f,g,p) je vidy nezaporna. Ak je
tato miera kladnéa, budeme hovorit, Ze nahodny dynamicky systém (4.1) je distribu¢ne

chaoticky.

Poznamka. V dalSich ¢astiach budeme pre jednoduchost pouzivat rovnaké oznacenie
ako v deterministickom systéme, t.j. Fé; )(t), Foy(t) a Fy,(t). Okrem toho budeme

vynechavat p z u(f, g,p).

4.2 Nulova miera chaosu

Vo v8eobecnosti mdze byt velmi zlozité presne vypocitat mieru u(f,g), avsak v nie-

ktorych (aj relativne vSeobecnych) pripadoch sa da ukazat, ze tato miera je nulové.

Lema 4.1. Ak v sytéme (4.1) plati, Ze pre lubovolné t a lubovolné xy a yo ezistuje
limita s .
n ) - <t)+...+ ne1— Un-1| <t
lim F(¢) = tim Z0%0 =0l <) (2n1 = goa <1) (4.14)

n—oo n

potom plati, Ze p(f,g) = 0.

Dokaz. 7Z definicie. |

Dosledok 4.2. Ak v systéme (4.1) plati, Ze pre lubovolné t a lubovolné xy a yo existuje
limita
lim P(|z, —ya| < 1), (4.15)

potom miera distribucného chaosu p(f,g) je nulovd.

Doékaz. Vyuzijeme fakt, ze ak nejakd postupnost konverguje k ¢islu a, tak k tomuto

¢islu konverguju aj aritmetické priemery prvych n ¢lenov tejto postupnosti. O

Tvrdenie 4.3. Ak si v systéme (4.1) funkcie f a g kontraktivne, potom u(f,qg) =0.
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Doékaz. Nech, zg,yo € I st Tubovolné. Funkcie f a g st kontraktivne, teda existuju
také ¢isla cq,c0 € (0,1), ze |f(z) - f(y)| < a|lr —y| a |g(x) - g(y)| < colz — y| pre
Tubovolné x,y € I. Ak ozna¢ime ¢ = max(cy, ¢o), potom (bez ohl'adu na to, akt funkciu
vyberieme) plati, Ze |x; — 1| < c|zo — yo|, podobne |xg — yo| < ¢y — 11| < Alzo - Yo|
analogicky |2, —yn| < ¢®|xo—1o| = 0, lebo c € (0,1). Z toho mame, ze P(|x,—y,|<t) - 1

pre Tubovolné ¢ > 0, a teda z Dosledku 4.2 mame pu(f, g) = 0. O
Predtym, nez uvedieme dalsie tvrdenia, budeme potrebovat nasledovni lemu.

Lema 4.4. Nech X,, md binomické rozdelenie s parametramin a p€ (0,1) a nech a,b

st lubovolné redlne c¢isla. Potom

(i) ak a > p, potom 7}1_&10 P(X,>an+b) =0,

(ii) ak 0 < a<p, potom 7P_{E}OP(XH >an+b)=1.
Doékaz. Pripomenme, Ze stredna hodnota X, je np a disperzia X, je np(1-p). VyuZijtc
éebyéevovu nerovnost dostavame

(i) P(Xp,2an+b)=P(X,-np>(a-p)n+b) <

SP(|Xn—np|Z(a—p)n+b)5 ((a_;l)l;_’_b)Q -

pre n — oo,

(ii) P(X,<an+b)=P(X,-np<(a—p)n+b) =
=Pnp-X,>(p-a)n->0) <
<P(np-X,|>(p-a)n->) <

<P(X,-np|2(p-a)n->) < ((p—:)fz—b?

pre n — oo, a teda P(X, >an+b) - 1.

-0,

Veta 4.5. Nech f je Lipschitzovsky spojitd (t.j. existuje také M < oo, Ze |f(x) - f(y)| <
M|z —y| pre kazdé x,y € I) a nech g je kontraktivna (t.j. existuje také c <1, Ze |g(x) —
g(y)| < ez —y| pre kazdé x,y € I). Dalej predpokladajme, Ze cM > 1. Oznacme r
najmengdie prirodzené ¢islo, pre ktoré ¢ M < 1. Ak je pravdepodobnost p (toho, Ze zvolime

funkciu f) mensia ako =, potom pu(f,g) =0.

Doékaz. Nech z,y € I at >0 st [ubovolné. K danému ¢ existuje také prirodzené ¢islo
k, ze c|I| < t, a teda

(MY <t (4.16)
pre Iubovolné prirodzené ¢islo m. Nech X, je nahodné premennd, ktora oznacuje, kol-
kokrat sme do ¢asu n zvolili funkciu f. Formélnejsie - pre Tubovolné w = (wy,ws,...) € Q

polozme

X (w) = iff(wi), (4.17)
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kde I; bolo definované v (4.3). Z vlastnosti funkcii f a g vyplyva, ze
[T = Y| < 5 ME |2 — gy| < 50 M. (4.18)

Ak teda n-X,, > rX, +k, potom |z, —y,| < t - v ,najhorSom” pripade (n—- X, =rX, +k)

dostaneme, Ze
T = Y| < XM = F () MY = (" M) T < ¢ (4.19)

Néhodné premenna X,, mé zjavne binomické rozdelenie s parametrami n a p, a teda z

Lemy 4.4 mame

P(lxy —ynl<t) > P(n-X,2rX,+k)=P(rX,+X,<n-k)=
= P(Xng L n-— K )zl—P(Xn>Ln— K )2
1+7r 1+7r 1+7r 1+7r
1 k
> 1—P(Xn2 n-— )—>1,

1+7r 1l+r

pretoze t— > p. Z toho vyplyva, ze P(|z, - y,| < t) — 1 pre Tubovolné z,y € I a

Tubovolné t > 0, teda z Désledku 4.2 mame pu(f,g) = 0.

Veta 4.6. Nech f je Lipschitzovsky spojitda, nech g je kontraktivna (s takymi istymi

konstantami M a ¢ ako vo Vete 4.5) a nech cM < 1. Oznaéme r najvicsie prirodzené

i

cislo, pre ktoré cM™ < 1. Ak je pravdepodobnost p mensia ako 1, potom pu(f,g) = 0.
Dokaz je analogicky dokazu predchadzajucej vety.

Veta 4.7. Nech pre lubovolné x € I plati, Ze trajektoria x, konverguje ku konecnej

mnozine A={ay,...,an} v takom zmysle, Ze

lim P(z, € A)=1 (4.20)

n—oo

Potom p(f,g) =0.

Pre prehladnost dékazu najprv sformulujeme a dokédZzeme pomocnu lemu.

Lema 4.8. Ak x,y € A, potom pre lubovolné t >0 limita

1 n—-1
lim = > P(lz; —y;| < t) (4.21)
(e Ly
existuje.
Doékaz. Uvazujme Markovov retazec {Z,}2, so stavmi d;;, i,j = 1,...,m, ktory je

urCeny takym sposobom, Ze Z,, je v stave d;; prave vtedy, ked z,, = a; a y, = a;. Bez

ujmy na vsSeobecnosti predpokladajme, ze Zy = dy5. Polozme

K={(i,5) e{1,...,m}*:|a; — aj| < t}. (4.22)
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Z definicie tejto mnoziny vyplyva, zZe |z, — y,| < t prave vtedy, ked

Z toho vyplyva, ze

n-1

1
lim — Z Z P(Zk = dij|Z[) = dlg) =

N 120 (i,5)eK

1n 1
Z hm Z P(Zk = d’L]|ZO = d12)

Gi)ek "7 T k=0

lim — Z P(|xe —yi| < t)

n—-oo

Ide o konecny sucet limit, pricom z Lemy 2.3 vieme, ze kazda z tychto limit existuje. [

Dokaz (Vety 4.7). Nech je dané Tubovolné z,y € I, t > 0 a lubovolné § > 0. Ukazeme,
ze Fy,(t) — Fyy(t) < 6. Podla predpokladu k danému ¢ existuje také ng, ze

P(zp, e ANy, € A)>1-0. (4.24)

Do ¢asu ng moze nastat iba konecne vela (konkrétne 2™°) situacii (napr. pre ng = 3

sme mohli vyberat iba funkcie fff,ffg,fof,q9ff, f99,9f9,99f, 999). Tieto situicie

mozeme vyjadrit pomocou mnozin

Byigs.ipong = {w=(wi,w2,...) €Qiwr = p1,W2 = Yo, ., Wny = P} (4.25)
kde Plse-Png € {f:g}
Pre jednoduchost tieto mnoziny preznac¢me na C1,...,Cone a zoradme ich tak, aby

platilo, ze
e ak we Clu...uCy, potom z,(w) ¢ A alebo y,(w) ¢ A a
o ak we CppU...UCong, potom z,(w) € A a y,(w) € A.

Mnoziny C4,...,Cy st zjavne disjunktné, a teda podla (4.24)

P(Cy)+...+ P(Cy) <6. (4.26)
Méame teda
Fpy (1) = Fry () =
1 = 1 1 = 1
= limsup — Z P(lz; —yi| <t) - hmlnf— Z P(lz; -yl <t) =
n—00 ,[/ 0
1 7= 12m0
= limsup — Z > P(|z; - yi| < t|C;)P(C;)-
n—>0o0 =0 j=1
1 7= 1270
- hmlnf— Yo P(lzi - yil < t|C;)P(Cy) <
nee =0 j=1

Z (hmsup Z P(|lz; —vi| <t|C;) —hmlnf— Z P(|z; —yi| < t|C; ))
n

j=1 n—oo



4.3. PRIKLADY DISTRIBUCNE CHAOTICKYCH SYSTEMOV 49

Av8ak z,,(w) & Yn,(w) st uz v mnozine A ak w e Cj, j = k+1,...,2%. Z Lemy 4.8
potom mame, Ze limes superior a limes inferior si také isté, pretoze ak Cj je tvaru

B%“@no, potom

1 n-1
limsup — > P(|z; - yi| < t|C)) (4.27)
n—oo T i

je to isté, co F/(t), ¥’ = pn, 0...0p1(x), podobne y' a podobne pre limes inferior.

7 toho potom vyplyva
Fr (1) = Fry(t) =

ZP(C’ ) (hmsup Z P(|lz; - yi] < t|C}) —hmlnf— Z P(|lz; —yi| < t|C; ))

7=1
k

<Y P(Cy) <
j=1

KedZe toto plati pre TubovoIné § > 0, tak nutne musi platit Fy, () - F,(t) = 0, a teda
aj u(f,9) = 0.

4.3 Priklady distribu¢ne chaotickych systémov

V tejto casti uvedieme priklady dvoch systémov, ktoré s distribu¢ne chaotické a vy-
poc¢itame ich mieru chaosu. V prvom priklade je miera chaosu spojitou funkciou prav-

depodobnosti p, v druhom je tato miera konstantné pre Tubovolné p € (0,1).
Priklad 4.9. Uvazujme funkcie f,¢:[0,1] - [0,1], kde
3x ak z e

[0,
f(x)=4-3z+2 akuze € (3,
3x—2 ak z € [%,

Wit wl»—‘

I
), (4.28)
1]

CAJII\D OJI»—A

a g(x) = 3x. UkdZeme, Ze miera chaosu systému generovancho tymito funkciami je

u(f.g) = 2 (4.29)

Pripad p < % vyplyva priamo z Vety 4.5. Aby sme ukazali pripad p > %, dokazeme

nasledujtce tvrdenia.

Tvrdenie 4.10. Ak p > 5, potom pre lubovolné x,y € [0,1] plati

_2,

[0 CFE (1)~ Foy()dt < ip - (4.30)

p-1
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1/3

0 13 2/3 1
Obr. 4.1: Funkcie f a g z Prikladu 4.9.

Tvrdenie 4.11. Ak p > 1, potom pre y = 0 ezistuje takd postupnost bodov {z(*)}2 2
intervalu [0,1], pre ktorid plati

(£) = Fuan, (t)dt = 273 (4.31)

1
lim E
0 dp-1

k—o0 a(ky

Dalej budeme pracovat s trojkovym zéapisom ¢isel z intervalu [0, 1], pri¢om budeme
pouzivat rovnaké oznacenie ako v Priklade 1.24. V takomto znaceni pre funkcie f a ¢

plati
* g(s) =0s,
o [(08)=f(25) = 5.
o f(15)=5,
o f(g(s)) =s,
o f(07)=9(0%)=0%.
Dékaz Tvrdenia 4.10. Nech z,y € [0,1] st Tubovolné. Oznaé¢me A} mnozinu
A? = {(w1,wa,...) €Q:w, =g} (4.32)

Kedze g(s) = 0s, pre kazdé w € A7 plati U(z,(w),y,(w)) > 1, pretoze v tomto pripade

trojkovy zapis 2, = ¢(xn_1) & yn = g(yn_1) zacina nulou. Dalej uvazujme mnozinu

A% = {weQ: i(_ff(wn_i)—fg(wn_i)) =—1}, (4.33)
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kde I a I, boli definované v (4.3). Ak w € A%, potom z definicie mnoziny A% vyplyva, ze
medzi w,_s, W,_1 a w, je dvakrat funkcia g a jedenkrat funkcia f. Poradie tychto funkcii
jebud f,g,g (vtakom pripade x,, = gogo f(x,_3) za¢ina nulou, pretoZe g(s) = 0s), alebo
po nejakej funkcii g nasleduje funkcia f (¢o je identita), ¢ize z, = w, 0wy, 10w, 2(Ly_3) =
g(x,_3) za¢ina nulou. To isté plati pre y,, a teda U(z,(w),y,(w)) > 1 pre lubovolné
we A}

Analogicky mozeme definovat mnozinu

An = {w QS (I (wnas) — Iy (n)) = —1}, (4.34)

i=0
kde m = 1,2,...,n. Ak je m parne, tak A" je zjavne prazdna. Ak m je neparne a
w e A" potom sa medzi funkciami wy, 11, Wn-ms2, - - -, wy, funkcia g vyskytuje mT”—krét

a funkcia f mT_l—kl“éLt. Opéat mame dve moznosti:
1. poradie tychto funkcif je f, f,...,f,9,9,...,9, a teda
Tp=gogo...ogofo...of(xpm)=9(Tn1) (4.35)
zacina nulou,

2. po nejakej funkcii g nasleduje funkcia f. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokla-

dajme, ze napriklad w,_s = f a w,_3 = g; potom
Wn O Wp-1© f OgOoWn40...0Wnm+l =WnOWnp-1°Wn_40...0Wnm+1, (436)

pretoze f o g je identita. Poradie zostavajucich funkcii wy, i1, ..., Wna, Wn-1,wWn
je opat bud f,...,f,g...,9, alebo vieme znovu ‘odstranit’ nejaké f o g. Toto
mozeme opakovat, az kym nedostaneme x,, = g(z)) pre nejaké k, takze x, bude

zacinat nulou.

Preto ak w € A7, potom U(z,(w),yn(w)) > 1.

Pre t > % teraz méame
P(|xn = yn| <t) 2 P(U(2n,yn) 2 1) 2 P(B,), (4.37)

n
kde B, = J A, ¢o mozeme zapisat aj ako
i=1

m-1
B} = {w €Q: > (I(wn) = Iy(wn-;)) = -1 pre nejaké m e {1,2, ... ,n}} . (4.38)
i=0
Avsak

1 ak w,_; = f (s pravdepodobnostou p),
Ti(wnat) — I, () = f (s pravdep 2 (4.39)
-1 ak w,_; = g (s pravdepodobnostou 1 - p),
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takZze suma

m—1
> (L (wni) = Io(wn-s)) (4.40)
i=0
je jednoducha nadhodné prechadzka. Vyuzijic Lemu 2.4 dostavame
1-
lim P(Bl) = —2, (4.41)
n—o00 p

pretoze p > % Podobne vieme skonstruovat mnozinu

m~—1
BF = {w € Q: > (Iy(wn-i) = I(wn-i)) = -k pre nejaké me {1,2, ... ,n}} . (4.42)
i=0
kde k =1,2,.... Pouzijic rovnaké argumenty ako vyssie, dostavame

1-— k
o lim P(B") = (—p) ,
n—oo p

e ak we BF potom U(z,(w),y,(w)) > k; teda, |z,(w) — y,(w)| < 37F.

Nech teraz t € (0,1] je Tubovolné a nech k je také prirodzené ¢islo, pre ktoré plati, ze
t e (37 37k+1]. Mame

1 - k
liminf P(|x, — yn| <t) > liminf P(U(2,,y,) 2 k) > liminf P(BF) = (_p) . (4.43)
n—00 n—00 n—00 p

7 toho vyplyva, ze

1-— k
MUJmM—ZPmlwdp( ﬂ (4.44)
=0 p
pre t € (37%,37%+1] kde k =1,2,.... KedZe F;,(t) nemoze byt vicsia ako 1, maximalna

mozna plocha medzi F,, a Fy, je

/01 . (1) = ny(t)dt</ 1-F,(t)dt=1- / LJ(H)dt <

ol S (-

p
1-p

x (1-p\F T 2-2p 6p-3

:1—22(—p) —1-— o P 2PTe

=\ 3p 1—3—pp dp-1 4p-1

Pred tym, nez dokédzeme Tvrdenie 4.11, budeme potrebovat dve technické lemy:.

Lema 4.12. Nech t >0 a € > 0 su [ubovolné. Pre kaZdu konecni postupnost r, ktord
neobsahuje jednotky a kaZdu nekonecni postupnost s existuji také prirodzené cisla M

a N, Ze pre y =0 a ¢islo w s trojkovim zdpisom rOMs plati
IFSY (1) - 1] <e. (4.45)

Cislo N mozZeme navyse zvolit lubovolne velké.
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Fy ()

6p-3
4p-1

(1-p)/p 1

Fxy(t)

((-p)/p)* 1 s

(a-p)ipp 1 —

01/27 1/9 1/3 1

Obr. 4.2: Maximélna moznd plocha medzi F, a F;, v Priklade 4.9.

Lema 4.13. Nech ¢ > 0 je lubovolné. Polozme tf = 37 - 37%, kde k je lubovolné pevné
prirodzené ¢islo ale€{0,1,... . k=1}. Pre kaZdi konecni postupnostr, ktord neobsahuje
jednotky a kaZdiu nekonecni postupnost s # 2% ewxistugi také prirodzené cisla M a N,
Ze pre y =0 a ¢islo z s trojkovym zdpisom r2Ms plati

N 1_p I+1
- (1)

<e (4.46)

pre kazdé 1€ {0,1,... k—1}. Cislo N mézeme navyse zvolit lubovolne velké.
Teraz mozeme dokéazat Tvrdenie 4.11 (lemy dokdzeme neskor).

Dékaz Turdenia 4.11. Uvazujme najprv iba t} = % = 3% -3-1 a postupujme nasledovne:
e zvolme lubovolné rq, ktoré neobsahuje jednotky a s;

e pre ¢ = 1 existuju také M; a Ny, ze pre u! = 0™ s mame

N
ﬁﬁ;%%)—q<1
(Lema 4.12);
® pre ey = %, ro =1 0M a s existuji také My a Ny > Ny, Ze pre u? = r92M2s plati

1
<_
2

N 1-p
qu2y2)(t(1)) - D

(Lema 4.13);
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® preeg = :1,), rs =1 0M2M2 g s existuju také Mz a N3 > Ns, Ze pre u® = r30Mss plati

N- 1
Fésj)(té) - 1| <3

(Lema 4.12);

7Z takejto konstrukcie sa d4 vidiet, ze pre () tvaru r 0M2M20Ms2Ma - mame

lim Sup F((nl)) (t3) = (4.47)

Flo,(t) 1,
1 (n) 1y _ L1=D
Fo, (o) hmmfF NG (ty) = — (4.48)

(Z predchadzajiceho v skuto¢nosti pre limes inferior vyplyva iba nerovnost, avsak
zobertc do tvahy V}’fsledky z Tvrdenia 4.10 dostaneme rovnost.)

Dalej uvazujme ¢isla ¢ 2= 9 =30-32at?= 3 3-1 - 372. Podobne ako v predché-
dzajtcom pripade vieme zostrojit také postupnosti {M;}2, a {N;}2,, ze pre x(?) tvaru

ri0M12Ma (M3 Ma - plati

N;
FE(#) —1|
pre parne j a
FND (42 _1-p
E ) - =) <

S Sl

2
N; -D
F;(z);( 1) ( p )

pre neparne j. Z toho mame

F;:(Q)y(t%) = 17
1_
Fo,(t5) = Tp’

()

Kedze F}, a F,, st obe neklesajice, pre Iubovolné ¢ > ¢} plati F;@)y(t) =1 a pre

Fx@)y(t%)

2
Tubovolné ¢ € [t3,45] plati F),(t) € [(%) ,%]. Z toho vyplyva, Ze plocha medzi

funkciami F), 2, a Fx*(z)y je aspon

[ Fio (0= By > (-1 (1-=2). (4.49)

p

“Najhorsi” mozny pripad je totiz F2,(t) = =L pre ¢ € (t7,¢2] (vid Obr. 4.3).
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Fyay ()

(1-p)/p 1

Fxay (t)

((-p)/p)* 1

0 £=2/9 ©2=8/9 1

Obr. 4.3: Cast funkci Fuoy a F) (“najhorsi” mozny pripad).

Analogicky pre prirodzené ¢islo k a tf = 37-37,1=0,1,..., k-1 vieme skonstruovat

také (k)| ze plati

F;(my(tiq) 1,

1= p\1
Fm, () = (Tp)
pre [ =0,1,...,k—1. Rovnako ako v predchadzajicom pripade, F;(k)y(t) =1 pre kazdé
t>th | a ‘ .
Froy(t) € [(ﬂ) , (ﬂ)] (4.50)
p p
pre t € [tF,t%,], 7 =1,2,...,k - 1. Z toho vyplyva, Ze plocha medzi F,w), a Flu, Je
aspon

/F(k)y — Fou,(t)dt 2
5t - (1-(2) ) -t - zu -0 (51 -

IR = —(i-1) _ -k _ (q-i ok L-p\" _
=t —tr,— (3 37P-(37"-37))- T =

k-1 ] ) 1 -p %
— (30 _ 3—k) _ (3—(k—1) _ 3—k) _ 2(3—(1—1) _ 3—2) . (_) —
i=1 p
k-1 ) ) 1 - 7
=1-= 3—(k—1) _ Z(3—z+1 _ 3—1) ( p) )
i=1 p

Pre k - oo dostaneme rovnaku sumaciu ako v dokaze z Tvrdenia 4.10, teda

6p —
lim inf F*(k) (1) = Fom, (t)dt 2 1 (4.51)

k-0 Jo pl
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(1-p)/p

((-p)/p)* 4

((1-p)/p)*
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Feoy (1)

Fxay (t)

—
0 t=2/27

$5=26/271

Obr. 4.4: Cast funkci Fos), a F;(S)y (“najhorsi” moZny pripad).

Avsak z Tvrdenia 4.10 méame aj

L 6p—-3
fo Fog, (1) = Fyo, (1)1 < = (4.52)
pre kazdé k. Plati teda
. L _6p-3
Jm F, (1) = Foeo, (D)dt = o1 (4.53)

Tym je tvrdenie dokazané.

Teraz dokdzeme Lemu 4.12 a Lemu 4.13.

Doékaz Lemy 4.12. Uvazujme najprv ¢islo w’ tvaru 0% a mnozinu

Car) = {w eq): i(]f(wi) - I,(w;)) =£(r) pre nejaké me {1,2,... ,n}} (4.54)

(pripomeiime, Ze ¢(r) oznacuje dlzku postupnosti r). Nech w € CE") o oznadme

mozmin{me{l,Z,...}:

1) - 1y ) - em} | (455)

Potom wy, (w) = 0= (pretoze fog=1ida f ,postva” trojkovy zapis dolava), a teda aj

w! (w) =0%. Z toho méame

P(|w), = ya| < 37%) = P(w;, <37%) 2 P(Ca"),
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kde k je najmensie prirodzené ¢islo, pre ktoré plati 37% < ¢. Avsak P(Cﬁ(r)) - 1 pre
n — oo (z Lemy 2.4), teda P(|w!, - y,| <37%) > 1 a aj F,LEZ/)(S"“) — 1. Preto existuje

Tubovolne velké prirodzené ¢islo NV, pre ktoré plati

1 N-
FOI (370 = — Z P(w,<3%)>1-¢. (4.56)
N =
Avsak udalosti (w] < 37%),i =0,1,..., N — 1 st ovplyvnené iba prvymi N + k ¢lenmi
trojkového zéapisu ¢isla w’. Zvysné ¢leny preto mozno nahradit postupnostou s. Z toho

vyplyva, Ze pre &slo w = rON+A=4() g plati

FSO) > FSD(37%) > 1 -, (4.57)
z ¢oho mame
(N) 4y _
IFOY (1) - 1] <e. (4.58)
]

Dékaz Lemy 4.13. Uvazujme najprv ¢islo 2’ tvaru r2°°. Ukazeme, Ze
1- 1+1
lim P(2, <37 -37%) = ( p) . (4.59)
n—-oo p

Nech w € B, kde B! bolo definované v (4.42). Potom 2/, (w) zaéina [ + 1 nulami, a
teda
2 (w) < 370D « 37 (3 _ glvi=ky = 3= _ 3=k (4.60)

7 toho dostavame

ﬂ)m | (4.61)

p

Nech teraz w ¢ BY! a zaroven w € i) (C*(r) bolo definované v (4.54)). Potom 2/ (w)
musi byt z mnoziny {2°,02*,0%2%,...,0'2*}, teda 2/ (w) > 37 > 37! - 37%. Z toho
vyplyva

P(z, <37 -3"%)> P(B") - (

P((BI i) < P}, 2371 -37). (4.62)
Mame teda
P(z, <31 -3%) <P (((Bf;l)c n Cf;(’"))c) = P(Biu(Ci7)¢) <
<Pty P () - (22)
p
pretoze P(C’ﬁ(r)) — 1. Rovnost (4.59) teda plati. Odtial dostavame, ze

FU(31-3%) - (lpp)m, (4.63)
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2/3 A

1/3

0 13 2/3 1
Obr. 4.5: Funkcie f a g z Prikladu 4.14.

takze existuje Iubovolne velké N, pre ktoré plati
N-1

1— I+1 1 1= I+1
(—p) —e< PO (3-8 = — Y P(x <371 -3 < (—p) +e. (4.64)
p N 3 p

Avsak - rovnako ako v doékaze predchadzajicej lemy - udalosti (2] < 371 —37%),i =
0,...,N —1 st ovplyvnené iba prvymi N + k ¢lenmi trojkového zapisu ¢isla 2. Zvysné
¢leny preto mozno nahradit postupnostou s. Pre z tvaru r2N+k~4(r) s teda mame

1= I+1
Fz(zjv)(gl_gk)_( p)
p

<e (4.65)

pre kazdé [ € {0,1,... k- 1}. ]

Priklad 4.14. Uvazujme f,g:[0,1] - [0,1] dané predpisom

3z ak z€[0,1],
f(@)=4-z+3 akze(l2), (4.66)
x ak = € [%,1]
a
T ak z€[0,3],
g(x)={-z+3 akxe(%,%), (4.67)
3v-2 akwze[21].

V trojkovom zépise plati, Zze f(0s) = s, f(1s) = 23, f(2s) = 2s, g(0s) = 0s, g(1s) = 05,

a g(2s) = s. Pouzijic podobnu techniku ako v predchéadzajucom priklade, pre lubovolné
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prirodzené ¢islo k je mozné najst takda postupnost prirodzenych ¢isel {M,,},, ze pre
cislo o = OM2M20Ms2Ma - a g = 0 plati [, (1-37%) =0 a F} (37%) = 1. Z definicie
miery chaosu potom vyplyva, Ze v tomto pripade u(f,g) =1 pre Tubovolné p € (0,1).
Avsak f aj g st zjavne nechaotické (kazda trajektoria konverguje k pevnému bodu),

teda p(f,g) =0 pre pe{0,1}.

4.4 Nestabilita

Pre funkcie f a g z Prikladu 4.14 plati, Ze miera u(f,g,p) :[0,1] - [0, 1] nie je spojita
v bodoch p =0 a p =1, teda miera u ako funkcia pravdepodobnosti p nemusi byt nutne
spojita. V tejto Casti ukdzeme, Ze pre Tubovolné p € (0,1) je miera p ako funkcia na

C(I,1)xC(I,I) nespojita v kazdom bode (f,g).

Veta 4.15. Nech f,g : I — [ su spojité a nech p je z intervalu (0,1). Potom pre
lubovolné € > 0 existuji také spojité funkcie f* a g*, Ze d(f, f*) < e, d(g9,9") <€ a
u(f*,9*)=0. Miera d je dand predpisom

A1) = sl (@) - 1 (@) (4.68)

Dékaz. Pre jednoduchost vetu dokdZzeme iba pre interval I = [0,1]. Kedze f a g su
spojité na kompaktnej mnozine, su zaroven aj rovnomerne spojité. Pre lubovolné ¢ > 0

preto existuje také o > 0, ze

[z —yl<d=(|f(x) - f(y)l <enlg(z) - g(y)|<e) (4.69)

pre kazdé x,y € [0,1]. Nech n je také prirodzené ¢islo, pre ktoré plati % < ¢. Idea je

skonstruovat také f*,¢*, Ze pre mnozinu

11 I Y Y I T

o fF(A)cAag (A)cA,

bude platit

e P(x, € A) - 1 pre lubovolné = € [0,1] (v ndhodnom dynamickom systéme

generovanom funkciami f* a g*).

Tieto podmienky uz podla Vety 4.7 zarucia, Ze bude platit u(f*,g*) = 0, pretoze

mnozina A je kone¢na.

Uvazujme interval [ = [%, %] ,k=0,1,...,n—1. Na tomto intervale skonstruujeme

funkcie f* a ¢* nasledovnym sposobom.
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k+10]

irnin

tk+10

9BnH ]

k0 !

e

2k+1 k+1
2n n

SIx 4

Obr. 4.6: Funkcie f* a g* ak Anint(ly) = @.

1. Ak Anint(I) = @, potom poloZime

() = G)
(50 = G)
P50 =)

7 () = o)
g*(2]€2;1) _ g(k:;l),
g*(k‘;-l) _ g(k‘;l)

a inde tieto funkcie dodefinujeme linearne.

E+a1

2. Ak Anint(l;) = {a1 < az < ... < ap}, potom polozime by = 25— (stred medzi
k+1

am+ ﬂ)

bodmi % aap)ab = 27 (stred medzi bodmi a,, a -

. Funkcie f* a g* potom
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k+10

9BnH ]

ERE

S| =
=
T 4
iN

Obr. 4.7: Funkcie f* a g* ak Anint(I;) + @.

definujeme ako

()= oG
o) = 1(3),
(5 - o)
s (5) = o)
9" (bo) = g(kgl),

(k+

S
—_
N —

R+
(50)
n

a inde tieto funkcie dodefinujeme linearne.

11
s

Funkcia f* zjavne nie je od funkcie f vzdialena o viac ako €. Keby totiz pre nejaké x € I},
platilo | f(z)-f(z*)| > £, tak by muselo platit aj |f(z)-f(£)| > e alebo | f(z)- f(EL)| > ¢
(pretoze f*(z) je na intervale I, medzi bodmi f(%£) a f(*1)). To ale nemoze byt, lebo
lz-E<l<galr-" <1<4 Analogicky plati, Ze g nie je od g vzdialena o viac
ako €.

Z konstrukcie d'alej vidno, ze f*(A)c A, g*(A)c A a

P(x, ¢ A) < (max(p,1-p))" - 0. (4.71)

Z toho vyplyva, ze P(x, € A) - 1 pre lubovolné x € [0, 1], a teda u(f*,g*) =0. O
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Z tejto vety vyplyva, Ze kazdy systém (aj chaoticky) sa da Tubovolne malou zmenou
zmenit na nechaoticky systém. Zaujimavé je, ze v pripade nenahodného dynamického
systému nieco také neplati. Ak mame totiz spojité zobrazenie f na uzavretom inter-
vale I, ktoré je distribu¢ne chaotické, potom existuje také € > 0, ze pre kazdé spojité

zobrazenie f* plati
d(f, [*) <e = [~ je distribu¢ne chaotické < u(f*) > 0. (4.72)

To vyplyva z ekvivalencie distribu¢ného chaosu a kladnej topologickej entropie na uzav-
retom intervale (Veta 1.23) a z toho, ze topologicka entropia je polospojita zdola (napr.
o).

Na zaklade tychto vysledkov vieme lahko skonstruovat néhodny dynamicky sys-
tém generovany distribu¢ne chaotickymi funkciami f* a g*, ktory nie je distribuc¢ne

chaoticky. Mozno postupovat nasledovnym sposobom:
1. zvolime Tubovolné distribu¢ne chaotické funkcie f a g,
2. pre f a g nadjdeme také £*, aby pre obidve funkcie platila implikicia v (4.72),

3. pre ¢* podla Vety 4.15 skonstruujeme funkcie f* a g* tak, Ze systém generovany

tymito funkciami nebude distribu¢ne chaoticky.

Zaroven ale plati, ze d(f, f*) <e* ad(g,g") < €”, takze podl'a implikécie v (4.72) musia
byt funkcie f* a g* distribucne chaotické. V tomto pripade ndm teda ndhodnost dokaze
akosi ‘odstranit’ chaos.

Veta 4.15 hovori, Ze dvojice spojitych funkcii (f,g), ktoré generuju nechaotické
systémy st husté v priestore C(I,1)xC(I,I). V nasledujtcej vete ukazeme, Ze to plati
aj pre dvojice, ktoré generuju chaotické systémy - teda podobne ako v deterministickych
systémoch vieme Iubovolne malou zmenou dostat aj z nechaotického systému systém

chaoticky.

Veta 4.16. Nech f,g: 1 — I si lubovolné spojité funkcie. Potom pre lubovolné & > 0
existuji také spojité funkcie f*, g* : 1 — I, Ze plati d(f, f*) <e, d(g,g") <& a ndhodny
dynamicky systém generovany funkciami f* a g* je chaoticky.

Dékaz. Pre jednoduchost dokaz opét urobime iba pre interval [0, 1].

Funkcie f, g st spojité na intervale, a teda s aj rovnomerne spojité. K danému e

teda existuje také 6 >0, ze

|z -yl <d=(If(z) - f(y)l <enlg(z) - g(y)l<e) (4.73)

pre kazdé z,y € [0, 1]. Zvolme prirodzené &islo n tak, aby platilo 3% < § a zaroven 3% <e.

Idea je podobné ako vo Vete 4.15 - rozdiel je v tom, Ze namiesto konstantnych casti
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P d _ g*
2/3 A : —7 é
12 { <’ >
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0 1/3 2/3 1

Obr. 4.8: Funkcie f* a ¢* ak f(z) = 3z, g(x) = 32 + 5 a € je dostatocne velke.

na intervaloch I do funkcii f a g zakomponujeme nejakii pevni chaoticka funkciu.
Pre funkcie f(z) = iz a g(2) = 2z + 1 je tato idea ilustrovana na Obr. 4.8. Dalej
budeme pracovat s trojkovym zapisom ¢&isel z intervalu [0,1]. Za¢neme s niektorymi

oznaceniamie, resp. faktami:

e pre i =0,1,...,3" — 1 bude r; oznacovat taka koneénu postupnost dlzky n, pre

ktoru plati, Zze ;0 je trojkovy zapis ¢isla 5.

o h: [37%, 3,%] — [3,%, 3,%] bude oznacovat funkciu definovani predpisom

w

6 3 4
3$_W ak$€[n+27 n+2]7

h(z) =1 -3+ 52, akze |54, 555], (4.74)

n+2y 3n+2

w

12 5 6
31’_@ akxE[n+2,3n+2:|

w

(pre n =1 je funkcia h na obrazku v Tavom dolnom rohu na intervale [%, %]),
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Obr. 4.9: Funkcia Vg1, pren=1.
e v trojkovej stistave plati, Ze Cisla z intervalu [3"%7 37%] maja tvar 0"1s, kde s je
postupnost ¢isel 0,1 a 2,
e pre funkciu h v trojkovej sustave plati
o h(0"10s) = 0"1s,
o h(0"11s) = 0"15,

o h(0m12s) = 0"1s (ide teda o posunutie s tym rozdielom, Ze ignorujeme prvych

n + 1 pozicii),

e pre i,j € {0,1,...,3" =1} a a,b € [0,1] bude ¥, ., oznacovat funkciu W, . :

[3%, g—nl] - [#, g'—nl] definovani predpisom
_
a ak x = 35,
R ‘ j 3i+l  3i+2
\Ijldzavb - h ($ - 3Ln) + éy_n a'k X € 324—17 3:1,4-1] 3 (475>
_ i+l
b ak x = 3n s

a na intervaloch [35’%, ;’,’i—t}] [ gfﬁ, gfff] tato funkciu dodefinujeme linearne.

Napr. pre n =1 je funkcia Uia1 zobrazené na Obr 4.9.

Prei=0,1,2,...,3"—1 definujeme na intervale [3%, g—nl] funkciu f* ako \I/Z.j Pk ) ()
I\ 3N )

3N
pricom 7 urc¢ime nasledovnym spésobom:
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1. Oznac¢me

m = min f(z),
ve[ 3w 5 ]

M = max f(x).
e w5 ]

Zjavne plati M —m < € (z rovnomernej spojitosti, pretoze Sirka intervalu je mene;

ako 0).
2. Ak existuje také j, ze m < 33—” ]3%1 < M, potom zvolime toto j - v takom pripade
plati, ze m < szf(w)f(%) <M, atedad(f, f)<e.
3 3

3. Ak také j neexistuje, potom musi existovat také j € {0,1,...,3" — 2}, Ze plati
3j—'n <m<M< %2 a .ZVO2Hme‘tOtOé V takom pripade aj f aj f* lezia medzi :,f—n a

G+2 * J+ J
= teda d(f, < - = =—
Analogicky definujeme aj funkciu g*. Takto definované funkcie st zjavne spojité.

Na intervale [g’i—ﬂ, g’;‘l—ﬁ] (1=0,1,...,3"1) ma funkcia f* tvar

<E.

h(x—i)+j—f, (4.76)
31) 73,

kde j; = j;(7) je nejaké ¢islo z mnoziny {0,1,...,37—1}. V trojkovej ststave maju ¢isla

z intervalu [g’iﬂ, g’,’ﬁ] tvar r;1s (lebo 325 = 2 + =7 maé tvar r;10% a 355 = & + 2
mé tvar 7;,20°=r;12%), a teda
h($—3—n)+3—n=h(7"i18—7“i10 )+7’jf0 zh(0”15)+rjf0 . (477)

Takmer rovnako sa na tomto intervale sprava funkcia ¢g*, tym padom plati

o f*(r;10s) = i ls,

fr(rills) = 713,

[ (ri2s) =r;,1s,

g*(r;10s) = 75,18,

g*(rills) = r; 15,

o g*(ri12s) =rj 1s.
Potom pre ¢isla y = 0"10% a o = 0710k12k20ks2k4  ({k;}5, je postupnost prirodzenych
¢isel s vlastnostou % N 0) plati, ze Fyy(t) =0 a F;,(t) =1 pre t € (0,3,%), a

teda systém je distribucne chaoticky (analogicky ako v deterministickom pripade, vid
Priklad 1.24). m
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4.5 Poznamky k distribu¢nému chaosu

4.5.1 Iné typy ndhodnych dynamickych systémov

V tejto kapitole sme pracovali iba s nahodnym dynamickych systémom generovanym
dvomi zobrazeniami. Distribu¢ny chaos ale moZzno definovat aj pre systémy genero-
vané Tubovolnym (aj nespocitatelnym) mnozstvom zobrazeni. Takisto nie je problém
s Tvrdenim 4.3. V pripade zvysnych vysledkov mozno dokazy relativne jednoducho
modifikovat pre pripady systémov generovanych koneénym mnozstvom zobrazeni. V
pripade, Ze mame nekonecne vela zobrazeni, tak nemusi nutne platit, ze dané vysledky

neplatia, avSak vo viacerych pripadoch nemozno aplikovat uvedené postupy.

4.5.2 Typy distribu¢ného chaosu

Pripomenme, Ze v deterministickych systémoch existuju tri typy distribuéného chaosu
e DCI - ak 3z,y€ X,36>0: Fyy (t) =0 Vt € (0,0) a F;, () =1 Vt >0,
e DC2-ak 3z,y€ X,36>0: Fyy(t) <1 Vte(0,0) a F; (t) =1 Vt>0,
e DC3-ak 3z,ye X,30<a<b: Fyy(t) < F; () Vte(a,b),

pricom pri spojitych zobrazeniach na intervale su tieto tri typy ekvivalentné. Rovnako

mozeme tieto tri typy definovat aj v ndhodnych dynamickych systémoch. Implikacie
DC1= DC2= DC3 (4.78)

trividlne platia aj v takychto systémoch, avsak minimalne implikacia DC2 = DC'1 uz
neplati. Ako kontrapriklad mozno vziat Priklad 4.9. V Tvrdeni 4.10 sme totiz ukézali,
ze pre kazdé x,y € [0, 1] plati

] ) 1 n-1 1 -p k
Foy(t) =liminf — > P(|z; —y;| < t) > (—) (4.79)

pre t € (37%,37k+1] kde k =1,2,.... Pre lubovolné ¢ > 0 preto vieme néajst také priro-
dzené ¢islo k, ze 37% < ¢, a teda nemoze platit Fy, (t) = 0 pre kazdé ¢ € (0,0). Podmienka
pre DC2 je ale zjavne splnend pre y = 0 a ubovolné (), k=1,2,... z Tvrdenia 4.11.

Priklad na systém, ktory by spliial iba podmienku pre DC3 sa nam zatial nepodarilo

néjst.

Poznamka. Ako priklad na systém, v ktorom je aj DC1 mozno zobrat Priklad 4.14.
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4.5.3 Nechaoticky systém z dvoch premieSavajicich zobrazeni

Zatial sa nam nepodarilo najst vSeobecnejsie podmienky na to, aby bol systém dis-
tribu¢ne chaoticky. Prirodzena otazka by bola, ¢i chaotickost zobrazeni, ktorymi je
systém generovany, nezabezpeci chaotickost celého nahodného dynamického systému.
V casti 4.4 sme ale implicitne ukézali, ze z dvoch distribu¢ne chaotickych zobrazeni
mozno zostrojit nahodny dynamicky systém, ktory nie je distribu¢ne chaoticky. V na-
sledujicom priklade ukdzeme, Ze dokonca ani kombinacia dvoch premiesavajucich zo-

brazeni nemusi zabezpecit, ze vysledny systém bude distribu¢ne chaoticky.

Priklad 4.17. UvaZujme zobrazenia f,g:[0,1] — [0,1] definované predpismi

4x akxe[O,}l],
fz) = e ekeehal, (4.80)
le+Z  akaze(l 2],
—4xr+4 akxe(%,l],
ir+ 2 akxe[(),i],
4o -3 aka:e(}l,g],
g(x)={-4z+3 akuwe (%,%], (4.81)
4m—g akxe(%,%],
%eré—g akxe(%,l]

a nahodny dynamicky systém

Tp s pravdepodobnostou 2,
Tt = fan) 2 (4.82)
g(z,) s pravdepodobnostou 1.

V tomto priklade budeme pracovat s bindrnym zapisom ¢isel z intervalu [0, 1].

Ukazeme, ze
1. zobrazenie f je premieSavajtce,
2. zobrazenie g je premieSavajice,
3. ndhodny dynamicky systém (4.82) nie je distribu¢ne chaoticky.

1. Zobrazenie f je premieSavajtce.

Nech s je Tubovolnéa postupnost niil a jednotiek. V binarnej reprezentacii plati

o /(00s) =s,
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0.5 -

0 0.25 0.5 0.75 1

Obr. 4.10: Funkcie f a g z Prikladu 4.17.

e f(0ls)=11111s,
e f(10s)=11111s,
o f(11s) =%

Toto zobrazenie je podobné posunutiu postupnosti, pretoze
e 00s — s (posunutie o dve pozicie),
e 0ls - 111115 — 000s — Os (posunutie o jednu poziciu),
e 10s - 11111s — 0005 — 05 (posunutie o jednu poziciu),
e 11s -5 (posunutie o dve pozicie).

Lema 4.18. Pre lubovolné ¢ >0 a lubovolné x € [0,1] existuje také prirodzené ¢islo n,

Ze fr(v—e,x+¢e)=[0,1] (a teda f je premiesavajice - vid Priklad 1.24).

Dékaz. Nech y € [0,1] je Tubovolné a nech binarny zapis tohoto &isla je s;. Uka-
zeme, Ze v € okoli bodu x existuje bod z* taky, ze f"(z*) = y. Bod z* vieme v bi-
narnom zéapise skonstruovat takym sposobom, Ze prvych k pozicii bude rovnakych
ako v binarnom zépise = (k volime tak, aby bolo zabezpecené, ze x* bude v ¢ okoli
bodu x). Zvysok binarneho zéapisu potom doplnime podla situicie jednou z postup-

nosti si,sq,0s1,051,1s1,15;. Napriklad ak = = % = 011010000... a € = potom z*

L
327
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skonstruujeme tak, Ze k postupnosti 01101 pridame 135, (t.j. * = 0110113), pretoze

011011s; - 111110100s; - 0001011s; - 01011s; - 1111110057 —

V tomto pripade méame teda n =8 (a to zavisi iba od z a ¢). Taktto konstrukciu vieme

urobit pre Tubovolné y € [0,1], a teda nutne f*(x -e,z+¢) =[0,1]. O

2. Zobrazenie g je premieSavajuce.

V binarnom zapise pre toto zobrazenie plati

e ¢(00s) =01111s,

e g(010s) = 1s,
o g(011s) = 15,
o ¢(100s) = 05,
e ¢(101s) = 0s,

g(11s) = 10000s.

Opét je to podobné posunutiu, pretoze
e 00s > 01111s — 1005 — 0s (posunutie o jednu poziciu),
e 115 - 10000s — 0115 — 1s (posunutie o jednu poziciu),
e zvysné situécie st priamo posunutie o dve pozicie.

Rovnakym sposobom ako v pripade zobrazenia f sa ukéaZze, Zze toto staci na to, aby

zobrazenie g bolo premiesavajtce.

3. Nahodny dynamicky systém (4.82) nie je distribu¢ne chaoticky.

Ukazeme, Ze pre lubovolné x,y € [0,1] a pre Tubovolné ¢ > 0 je
lim P(|x, —yn| <t) =1, (4.83)

¢o je postacujuca podmienka pre nulovi mieru chaosu.
Nech je dané I'ubovolné pevné z,y € [0,1], ¢t >0 a e > 0. UkdZeme, Ze existuje také
no € N, ze pre kazdé n > ng plati P(|x,, —y,| > t) <& (z toho uz vyplyva limita (4.83)).
Ozna¢me U, = U(z,,y,) - pripomenme, ze U(z,,y,) oznacuje poslednu poziciu
v bindrnom zapise, na ktorej sa este x, a y, nelisi (pri nejednoznacnosti binarnych
zépisov volime také, aby U(xz,,y,) bolo maximalne mozné). Zvolme k € N také, aby

(U, > k) implikovalo |z, — y,| < t (to vieme, pretoze, (U, > 1) = |z, — y,| < 27).
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Lema 4.19. FEuxistuje také prirodzené c¢islo m, Ze

P(U,4i < k pre nejaké prirodzené cislo i|U, > m + k) < g (4.84)
pre lubovolné prirodzené c¢islo n.

Této lema hovori, Ze ak st body x, a y, uz dostato¢ne blizko (v bindrnom zéapise
maju spoloénych prvych m + k pozicii), potom pravdepodobnost, Ze ich vzdialenost

bude este niekedy vicsia ako t je menej ako 5.

Dokaz. Ak U, > 2, potom plati, ze

U,+3 s pravdepodobnostou %,
Un+1 = (485)
U,-2 s pravdepodobnostou %

To je ale analogické s ndhodnou prechédzkou z Tvrdenia 2.9 a podla tohto tvrdenia

také prirodzené ¢islo m existuje. ]

Lema 4.20. Euxistuje také ng € N, Ze pre kazdé n > ng plati

3

P(U; >m+k pre nejakéie{O,l,...,n})Zl—Z

(4.86)

Dékaz. Pravdepodobnost (4.86) s rastucim n zjavne narasté, takze staci najst jedno
také ng. Pre ¢ =0,1,... oznaéme S; najmensiu o-algebru generovanii nahodnym vekto-

rom (Uy, Uy, ...,U;). Polozme K = [mg*k]

Idea dokazu je nasledovna - pre Tubovolny ,aktualny” stav a lubovolni ,minulost”
(t.j. Tubovolné U;,U;_y,...,Uy) ukdzeme, Ze po nejakom pevnom case (K + 3) bude
Ui+ k+3 aspont m + k s nenulovou pravdepodobnostou. Téato pravdepodobnost bude na-
vySe zdola ohranic¢enad nejakym kladnym c¢islom. Potom ukazeme, ze to uz stac¢i na
dokazanie tvrdenia - zjednodusene povedané, ak nejaka udalost ,pravidelne” moze na-
stat, tak po dostatocne dlhom ¢ase skoro iste niekedy nastane.

Pre Tubovolné i € {0,1,...} a Iubovolné A € S; (Tubovolnu udalost tykajicu sa

ndhodnych premennych Uy, ..., U;) plati
1
P(Ui+K2m+k|(Ui22)ﬂA)22—K>0, (487)
pretoze ak x; a y; zac¢inaji dvojicou

e 00, tak sta¢i postupne K-krat aplikovat funkcie g, f, g, f,... (pri kazdom kroku

pocet spolocnych cifier narastie o 3)

00... % 01111... L 11111000... % . (4.88)
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e 01, tak staci postupne K-krat aplikovat funkcie f,q, f,g,...

o1... L 11111, % 10000111, .. 5 (4.89)
e 10 - analogicky ako 01,
e 11 - analogicky ako 00.
Dalej ukazeme, ze pre i = 0,1, ... a lubovolné A € S; je
P(Uss > 2|A) > % 5 0. (4.90)

Ak su prvé dve pozicie binarneho zapisu ¢isel z; a y;
e rovnaké, tak staci zopakovat trikrat postup z (4.88) alebo (4.89),

e 01 a 10, tak staci aplikovat funkcie f, g, f

0l... ¢ 11... , 10... ; 11...

—_

10... 11... 10... 11...

e 00 a 11, tak funkcie g, f, g

00... 4 Ol... 5 11... , 10...

—_—

11... 10... 11... 10...

e 00/11 a 01/10, tak najprv zvolime funkciu g - z 00/11 dostaneme 01111/10000, z
01/10 mo6zeme dostat Tubovolny zac¢iatok, ale po dvoch d'alsich krokoch sa vieme

vzdy dopracovat k dvom rovnakym prvym poziciam

01/10... g 01111/10000 4 10/01 5 11...

—_—

00/11... 00... 01... 11...
g 01111/10000 y 11... 4 10...
_— _— —_—
01... 11... 10...
g 01111/10000 s 11... 4 10...
10... 11... 10...

s 01111/10000 , 10/01 ; 11...

B — _ —

11... 10... 11...
Z (4.87) a (4.90) potom pre i =0,1,... a AeS; mame

P(Ui+K+3 > k+ m|A)

\

P((UZ‘+K+3 >k + m) N (Ui+3 > 2)|A) =

P(Uisks3 2 k+m|(Uips 22) n A) - P(Uj3 2 2|A) >
111
2K 3 T QK3

(4.91)
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Zvolme prirodzené ¢islo [ tak, aby platilo

1\ e
(1_2K+3) <§

a pre prehladnost d'alej zavedme nasledujice oznacenia:

e D;=(U;<k+m)prei=0,1,...,

° Ej = D(K+3) N DQ(K+3) n...N Dj(K+3) = Ej—l N D]’(K+3) pre j = 1,27 o

Pre tieto ndhodné udalosti zjavne plati
e D;eS;,1=0,1,...
o E;eSjkq3),7=0,1,....1,
o P(Djks3)Ejm1) < 1= 5a, 5 =2,...,1 (z (4.91)).
Pre ng = (K + 3) potom méme

P(U; > m+ k pre nejaké i € {0,1,...,n0}) =

1

=1-P(U; <m+Fk pre vietky i € {0,1,...,n0}) =1 =P(Don Dy n...N Dyi3)) >

>1-2,
2
pretoze

P(DynDin...n Dl(K+3)) = P(Eqn Dl(K+3)) = P(Dl(K+3)|El—1) -P(E4) =
= P(Dykss)|Ei-1) - P(D-1y(x+3)| Ei-2) - P(Ei-2) =
= P(Dyg+s)|Eic1) - - - - P(Do(ics3) | Er) - P(Ey) =
= P(Dykssy|Eic1) - - P(Dacrs3)| Er) - P(D(k43)) <

1\ e
< 1_W <§.

]

Z tychto dvoch liem potom mame, ze pre Tubovolné n > ng (ng z predchadzajuce;j

lemy) mame

IN

P(U, <k)=
= P((U, <k)A(U;>m+k pre nejaké i € {0, 1, ..

P(|lzn —yn| 2 1)

L))+

< P(U,<Kk|U;>m+k pre nejaké i € {0,1,...,n}) +

+ P Ui<m+kprevéetkyie{o,l,...,n})<§+

(
(
+ P((U,<k)n(Ui<m+k pre vietky i € {0,1,...,n})) <
(
(

— =E.



Kapitola 5
Topologicka entropia

Pojem topologickej entropie pre nahodné dynamické systémy je uz relativne stary -
venovala sa jej uz napr. kniha [21] z roku 1986. V tejto kratkej kapitole zameriame
na niektoré vysledky, ktoré sme v literatire nenasli. Pre jednoduchost budeme opét
pracovat iba so systémom
f(xz,) s pravdepodobnostou p,
Tt = (5.1)
g(x,) s pravdepodobnostou 1 - p,
kde f a g st spojité funkcie na nejakom uzavretom intervale I, avSak uvedené vysledky
mozno aplikovat na 'ubovolny ndhodny dynamicky systém.
Na uvod tejto kapitoly ukazeme ako mozno definovat topologicktu entropiu v sys-
téme 5.1 (budeme postupovat podla [21]).
Pripomenme, Ze pismenom {2 ozna¢ujeme mnozinu { f, g}°, teda mnoZinu vetkych
moznych postupnosti funkcii f a g. Pismenom ¢ budeme oznacovat posunutie na tejto

mnozine, formalne o : Q -

o(w) =o((wr,wa,...)) = (w2,ws,...), (5.2)

kde w; € {f,g},i=1,2,....

UvaZzujme nejaké otvorené pokrytie A intervalu I. Pripomenme, Zze N(A) oznacuje
pocet mnozin v kone¢nom podpokryti pokrytia A s najmenSou moznou kardinalitou
a H(A) =log N(A). Pre w = (wy,ws,...) € Q a prirodzené ¢islo n budeme symbolom

A« oznacovat pokrytie
A9 = AV wit (A) Vv (wyow) HA) V...V (wpg 0. oowp) H(A). (5.3)
Lema 5.1. Pre otvorené pokrytia A a B intervalu I plati H(Av B) < H(A) + H(B).

Lema 5.2. Pre otvorené pokrytie A a spojitu funkciu ¢ : 1 — I plati
H(p™'(A)) < H(A). (5.4)

73
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Veta 5.3. Nech T je mieru zachovdvajica transformdcia na pravdepodobnostnom pries-
tore (U, F, P) a nech {1, }22, je postupnost takijch integrovatelnijch funkcii z Q2 do R,

n=1

Ze plati Ypom(w) < Vp(w) + U (T™(w)). Potom skoro viade existuje limita
lim Un(w) _

n— 00 n

(w). (5.5)
Ak navyse T je ergodickd transformdcia, potom (w) je konstanta.

Lemy 5.1 a 5.2 moZno najst napr. v [21], Veta 5.3 (,Kingman’s subadditive ergodic
theorem”) je z [23|. Postup dokazu nasledujicej vety je prebraty z [21].

Veta 5.4. Nech A je otvorené pokrytie intervalu I. Potom pre skoro vsetky w € Q
existuje (a je rovnakd) limita
1
lim —H(A“™), (5.6)

n—oo n

budeme ju oznacovat h(f,g;A).

Dékaz Nech ¢, : © - R je funkeia dana predpisom o, (w) = H(A“"), n = 1,2, ...
Plati

HAVWH (A V...V (wpg0...0ow) (A V...

ooV (Wngme1 0. owp) THA)) <

(Lema 5.1)

Up(W) + H((wpo...ow) H(A) V...

ooV (Wneme1 0. owp) THA)) <

(Lema 5.2 pre ¢ = wy o ... 0w;)

Yn(W) + HAV WL (A V.V (Wname1 © - .. 0 W1 ) H(A)) =

= (W) + H(AT ™) = (w) + 9 (0" (W)

Vnam(w)

IN

IN

Posunutie ¢ je trivialne ergodickd a mieru zachovavajuca transforméacia na (€2, F, P)
(pripominame, %e F je cylindrickd o-algebra a P je stu¢inova pravdepodobnost). Na-
vySe v pripade iba dvoch zobrazeni je v,(w) zjavne integrovatelnéa pre kazdé n € N
a pre kazdé w € Q (je to stredna hodnota diskrétnej nahodnej premennej s kone¢nym
nosi¢om). Su teda splnené vsetky predpoklady Vety 5.3, a teda skoro vSade existuje

limita (5.6) a je konstantna (lebo o je ergodicka transformécia). O
Topologicki entropiu h(f, g) takéhoto systému potom definujeme ako
sup{h(f,g;A), A je otvorené pokrytie I}. (5.7)
Zjavne skoro v8ade v () plati aj

h(f,g) =sup { lim ll—](./élw’”), A je otvorené pokrytie I}, (5.8)
n—-oo n,
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t.j. topologické entropia je rovnaka pre skoro vSetky neautonémne systémy generované
zobrazeniami f a g (ktoré su dané konkrétnym w) a je rovna ¢islu h(f, g). Tento uzky

stivis s neautonémnymi systémami mozno vyuzit v nasledovnych vysledkoch.

Veta 5.5. Nech [ a g maji rovnaki striktni p-podkovu (t.j. existuji po dvoch dis-
Junktné, uzavreté intervaly Jy, Ja, ..., J,, Ze Jyu...0J, C f(J;) pre kazdé i=1,2,...p
a rovnako Jy U ...0 J, C g(J;) pre kazdé i=1,2,...p). Potom h(f,g) >logp.

Dokaz. Konkrétne w € 2 ndm definuje neautonémny systém generovany funkciami,
ktoré maju rovnaki striktna p-podkovu. Kazdy taky systém ma ale topologicku entro-
piu aspon logp (vid [25]), a teda aj h(f,g) > logp. O
Veta 5.6. Nech funkcie f a g si monoténne na I. Potom h(f,g) =0.

Doékaz. Lubovolny neautonémny systém dany prvkom w € £ mé nulovii topologicki
entropiu (vid [25]), teda aj h(f,g) =0. O

Podobne ako v deterministickych systémoch, aj v ndhodnych dynamickych systé-
moch sa vieme k topologickej entropii dostat pomocou separovanych mnozin a sieti.

Ozna¢me d¥ metriku na I definovant predpisom
dy/(z,y) = max |rx(w) - ye(w)|. (5.9)

Nech € > 0,n € N a w € Q2. Mnozinu E budeme nazyvat (n,s,w)-separovanou, ak pre [u-
bovolné dva rézne body x,y € E plati d¥(x,y) > . Symbolom sep(n, e, w) budeme ozna-
¢ovat kardinalitu najviacsej moznej (n,e,w)-separovanej mnoziny. Mnozinu F' budeme
nazyvat (n,e,w)-siet, ak pre Tubovolné x € I existuje také y € F, Ze d¥(z,y) < e. Sym-

bolom span(n,e,w) budeme oznacovat kardinalitu najmensej moznej (n,e,w)-siete.
Veta 5.7. Skoro vsade v €2 plati

h(f,g) = limlimsup%logsep(n,s,w),

£ n—oo

e—»0 n—ooo

1
= limliminf —log sep(n, &,w),
n

1
= limlimsup — log span(n,,w),
n

e>0 pnooo

e=>0 n—ooo

1
= limliminf — log span(n,e,w).
n
Dokaz mozno najst v [21].

Veta 5.8. Nech funkcie f a g su Lipschitzovsky spojité, t.j. existuji také cisla Ay a )Xo,

Ze pre lubovolné x,y € I plati

IN

[f (=) = f(y)l
l9(x) = 9(y)l
Oznacme A = max(A, o). Potom h(f,g) <log\.

/\1|$_y|7

IA

/\2|$_?J|'
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0.5 -

Obr. 5.1: Funkcie f a g z Prikladu 5.9.

Doékaz. Nech € > 0 a n je prirodzené ¢islo. Pre Tubovolné w € © mozno zopakovat
postup dokazu Tvrdenia 1.20. Kazdy neautonémny systém dany prvkom w ma teda

topologicki entropiu nanajvys log A, teda aj h(f,g) < log . O

V deterministickych systémoch je kladna topologickd entropia ekvivalentna s dis-
tribu¢nym chaosom. V nasledujicom priklade ukazeme, ze v pripade ndhodnych dyna-

mickych systémov tato ekvivalencia neplati.

Priklad 5.9. Uvazujme funkcie f,g:[0,1] — [0, 1] definované predpisom

5z ak z € [0,
f(z) =11 ak:ce(

1
5

L4, (5.10)
—bx+5 akaxe(21],

0 ak z €[0,1],
sr-1 akaxe(L2],
g(z) =41 ak z e (2,2], (5.11)
~bx+4 akaxe(2 2],
0 ak z e (2,1].

Jy =10, %] aJy= [%, 1] je zjavne spolo¢na striktna podkova, ¢ize topologicka entropia
systému (5.1) je aspon log2. Zaroven ale zjavne x,(w) — 0 skoro iste pre l'ubovolné
x, takZze miera chaosu je podla Vety 4.7 nulova. Kladna topologicka entropia teda
neimplikuje distribu¢ny chaos. Opac¢nu implikaciu sa nam zatial nepodarilo dokazat

ani vyvratit.



7

Na zaver tejto kapitoly uvedieme dva priklady systémov, v ktorych vieme topolo-

gicku entropiu vypocitat.
Priklad 5.10. Uvazujme funkcie f,g:[0,1] — [0,1] dané predpisom

3x ak < 3
f(@)={-3z+2 akwe[}, 2], (5.12)

3z -2 aka:>§.

a g(x) = x. Pripomenme, ze podla Lemy 1.25 pre funkciu f plati

n

350D < sep(n,e, f) <372 41, (5.13)

kde m,n su prirodzené ¢isla a e =37, V systéme (5.1) zjavne plati

sep(l,e,w) = sep(l,e, f),
Sep(17€7f) ak w1 =9,

sep(2,e,w) =
86p(2,€7f) ak (J.lef,
sep(lie,f) akwi=gaw =y,

sep(3,e,w) = 1sep(2,e,f) akwi=faws=galebow =gaws =1,
sep(3.e,f) akwi=faw =f,

Analogicky

sep(n,e,w) = sep(X,-1(w) + 1,¢, f), (5.14)

kde X,,_1(w) je pocet vyskytov funkcie f v prvych n—1 ¢lenoch w (rovnako ako v 4.17),

¢o mé zjavne binomické rozdelenie s parametrami n — 1 a p. Plati teda

3(Xn,1(w)+1—m)% < Sep(n, 8,&]) < 3Xn,1(w)+1+2m + 17

%(Xn_l(w) fl-m)™

-1 1
log3< Llogsep(n,e,w) <—((Xu1(w)+1+2m)log3+1)
m n

(v druhej nerovnosti sme vyuzili nerovnost log(x+1) <logz+1 pre x > 1). Podl'a zédkona

velkych ¢isel ale % konverguje skoro vSade k hodnote p takze pre n - oo a m -

dostavame h(f,g) = plog3, ¢o je v tejto situacii vysledok, ktory sa da ocakavat.

Priklad 5.11. Uvazujme funkcie f,g : [0,1] — [0,1], kde f je rovnaka ako v pred-
chadzajucom priklade a g(z) = 3z (ide teda o rovnaky systém ako v Priklade 4.9).

Pripomenme, Ze f(g(z)) =z a g je kontraktivna, takze plati
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e ak w,_1 = g, potom metrika d¥ je totozna s d¥_,, n=2,3,...,

o ak wy1=fawy,o=g,potomds=ds  =d?,, n=3,4,...

Méame teda

sep(l,e,w) = sep(l,e, f),
Sep(17€7f) ak w1 =49,
sep(Z,s,w) =
S€p(2,€,f) ak wl:fa
sep(l,e,f) akw;=gawy=galebow; =gaws=f
sep(3,e,w) = 1sep(2,e,f) akwi=faws=g
sep(3,e,f) akwy=faws=f,

sep(Lie, ) (9.9.9),(9.f,9).(9.9.f),
sep(2.e, 1) (f.9.1),(f.9,9),(9.f, [),
sep(3,e,f) ([, f.9),
sep(d.e, f) (f. 1. 1),

sep(4,e,w) = 3

D4 sa vidiet, Ze tato situacia je analogickd maximu nahodnej prechadzky po n -1
krokoch, konkrétne
sep(n,e,w) = sep(M,_1(w) +1,e, f), (5.15)

kde M,_1(w) = max{0,Y1(w), Y1 (w) + Ya(w),....Yi(w) +...+ Y1 (w)},

1 ak w; = f,
Yi(w) = (5.16)
-1 akw; =y,

i=1,...,n—1. Avsak % podla Tvrdenia 2.6 skoro vSade konverguje k hodnote 2p—1

(ak p> 3), resp. 0 (ak p < 3). Analogicky ako v predchadzajicom priklade teda mame

1
ak p <3,

0
h(f,9)=

(5.17)
(2p-1)log3 akp> 3.



Z.aver

Néahodné dynamické systémy moézu vznikat v suvislosti s diskrétnymi dynamickymi
systémami réoznymi sposobmi. V tejto praci sme sa zuzili na systémy generované zo-
brazeniami intervalu do seba a zvazili sme dve moznosti - jednou je nadhodny vyber
funkcie vytvarajucej diskrétny dynamicky systém a druhou je vplyv malych néhod-
nych perturbécii systému. V obidvoch pripadoch sa na dané systémy mozno pozerat
ako na Markovov proces s diskrétnym ¢asom.

Vysledky v Kapitole 3 sa tykaju Specidlnej triedy zobrazeni (Alleeho zobrazenia)
pouZzivanej na modelovanie vyvoja populécii v biologii. Jednym z cielov pri Studovani
takychto modelov je zistit, ¢ populacia v dlhodobom horizonte prezije, alebo vyhynie.
Vysledky, ktoré uvadzame, opisuju situacie, kedy si ndhodné dynamické systémy zacho-
vaji podobny charakter ako povodné nendhodné systémy (pri rasticich zobrazeniach),
ako aj pripady, kedy sa ich charakter podstatne zmeni.

V Kapitole 4 sme zaviedli mieru chaosu pre nahodny dynamicky systém. Vysli sme
zo znamej definicie miery distribu¢ného chaosu a Studovali ho v pripade, ked v kazdom
¢ase nahodne vyberame z dvojprvkovej mnoziny funkcii. Dokazali sme niektoré posta-
¢ujuce podmienky pre nulovi mieru chaosu, uviedli sme priklady systémov, v ktorych
chaos nastéva a vypocitali sme mieru chaosu takychto systémov. Dalej sme ukazali,
ze chaotickost zobrazeni, ktorymi systém generujeme, neméa vo vSeobecnosti vplyv na
chaotickost vysledného nahodného dynamického systému - vieme totiz skonStruovat
nechaoticky systém z dvoch chaotickych zobrazeni a naopak, chaoticky systém z dvoch
nechaotickych zobrazeni. Nakoniec sme ukazali, Ze distribu¢ny chaos je v istom zmysle
nestabilny.

V Kapitole 5 sme sa zaoberali topologickou entropiou v nadhodnych dynamickych
systémoch, vyuzivali sme pri tom najmé vysledky pre neautonémne systémy. Uviedli
sme dva priklady systémov, v ktorych je topologicka entropia kladné a vieme ju vy-
pocitat. Napokon sme ukazali, Ze - na rozdiel od deterministickych systémov - kladna
topologicka entropia neimplikuje distribu¢ny chaos.

Témy, ktorymi sme sa v tejto praci zaoberali rozhodne nie st vycerpané. Medzi ot-

vorené otazky, ktorymi by sa mohol zaoberat dalsi vyskum, mozno zaradit nasledovné.
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ZAVER

. Vieme najst relativne vseobecné podmienky na pritomnost distribu¢ného chaosu

v nahodnom dynamickom systéme?

. Existuje ndhodny dynamicky systém typu DC3, ktory nie je typu DC27?

. Implikuje distribu¢ny chaos v ndhodnom dynamickom systéme kladnt topolo-

gickt entropiu?
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