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Abstrakt

Mgr. Roman Kukumberg: Moderné metody riesenia konvexnych optimalizacnych tiloh
[Dizertacnd pracal; Univerzita Komenského v Bratislave; Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a sStatistiky;

skolitel: doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc.; Bratislava; 2021.

Praca sa zaobera modernymi metédami rieSenia konvexnych optimaliza¢nych tloh,
presnejsie velkorozmernych tloh na volny extrém so Specialnou struktirou, kde tcelova
funkcia je rozlozitelna na konvexnu diferencovatelni a nediferencovatelnt cast. Venu-
jeme sa hlavne tzv. [1-regulovanym tloham, ktoré maju v praxi Siroké uplatnenie. Medzi
najvyznamnejsich predstavitelov tychto tloh patri tloha [i-regulovanych najmensich
stvorcov a tuloha [;-regulovanej logistickej regresie, pri ktorych sme urobili prehlad ap-
likacii a metod riesenia. Medzi moderné metody riesenia patria proximalne metédy
a metody vnutorného bodu, ktoré podrobnejsie skiimame, navrhujeme ich modifika-
cie a numerické vylepsenia. Navrhneme hybridni metdédu, ktora kombinuje algoritmus
primarno-dualnych metod vntitorného bodu s poznatkami z proximal-gradientnych me-
tod. Takisto sa venujeme sposobu implementacie metdéd na rieSenie [-regulovanych
uloh. Vykonavame rozsiahle numerické experimenty a porovnanie metéd na vygenero-
vanych détach za réznych podmienok. Testujeme napriklad vplyv velkosti rozmerov
a riedkosti dat, ¢i vplyv hodnoty regularizacného parametra A na vykon metod. Tak-
isto vybrané metédy aplikujeme na riesenie realnych problémov z roznych oblasti ako
optimalny topologicky dizajn, spracovanie signdlov, medicina, kategorizacia textu.
KlItcové slova: proximalny operator, proximal-gradientna metdda, primarno-dudlna
metoda vnutorného bodu, [i-regulované tlohy, [;-regulované najmensie Stvorce, [q-
regulovana logistickd regresia, dizajn mechanickej konstrukcie, rekonstrukcia riedkeho

signalu



Abstract

Mgr. Roman Kukumberg: Modern methods for solving convexr optimization problems
[Dissertation thesis|; Comenius University in Bratislava; Faculty of mathematics, phy-
sics and informatics; Department of applied mathematics and statistics;

supervisor: doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc.; Bratislava; 2021.

The dissertation thesis deals with modern methods for solving convex optimization
problems, more precisely large-scale unconstrained optimization problems with a spe-
cial structure, where the objective function can be split into a convex differentiable
and non-differentiable part. We mainly deal with the so-called [;-regularized problems
that have a wide application in practice. The most important representatives of these
problems are the [;-regularized least squares and the [;-regularized logistic regression,
in which we made an overview of applications and solution methods. Modern methods
include proximal methods and interior-point methods, which we examine in more detail,
propose modifications and numerical improvements. We propose a hybrid method that
combines the algorithm of the primal-dual interior-point method with the proximal-
gradient method. We also discuss how to implement methods for solving /;-regularized
problems. We perform extensive numerical experiments and comparison of methods on
generated data under different conditions. For example, we test the effect of problem
size, data sparsity, or the effect of the regularization parameter A\ on the performance
of methods. We also apply selected methods to solve real problems from various areas
such as optimal topology design, signal processing, medicine, text categorization.
Keywords: proximal operator, proximal-gradient method, primal-dual interior point
method, [1-regularized problems, [1-regularized least squares, [;-regularized logistic re-

gression, truss topology design, sparse signal reconstruction
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Uvod

Matematické programovanie ako matematicka disciplina, ktora skiima vlastnosti a na-
vrhuje metody riesenia optimaliza¢nych tloh, presla v uplynulych 40 rokoch velkymi
zmenami a vyvojom. Zmeny boli vyvolané rozvojom vypoctovej techniky a moznos-
tami vykonnej techniky riesit ulohy velkych rozmerov. V popredi zaujmu zacali byt vo
vyznamnej miere otazky vypoctovej zlozitosti a efektivnosti algoritmov. Ako vysledok
tohto vyvoja nadobudli na vyzname niektoré triedy konvexnych optimalizac¢nych tloh,
pre ktoré boli vyvinuté efektivne metédy a algoritmy umoznujuce riesit takéto tlohy

viac-menej rutinne.

Konvexné optimalizacné ulohy

Pod konvexnou optimalizac¢nou tlohou alebo tlohou konvexného programovania roz-
umieme taku tdlohu matematického programovania, v ktorej hladdme minimum kon-
vexnej funkcie na konvexnej mnozine. Dolezitou vlastnostou je, ze kazdé lokalne mi-
nimum konvexnej optimalizacnej tlohy je zaroven aj jej globalnym minimom. Prave
tato vlastnost konvexnych tloh umoznuje konstrukciu algoritmov, pomocou ktorych
mozno efektivne riesit aj velké tlohy. Hoci predpoklad konvexnosti je pomerne silnym
globalnym predpokladom, az prekvapivo vela problémov z praxe vedie na takéto tlohy.
Medzi aplikacie konvexnych optimaliza¢nych tloh patria inzinierske, finanéné aplikécie
(napr. optimalizacia portfélia), aplikdcie vyskytujiice sa pri kompresii a analyze dat, ¢i
pri roznych geometrickych tlohéch. Ulohy konvexnej optimalizicie mozno néjst taktie
v optimalnom riadeni, ¢i v topologickom a v experimentalnom optimalnom dizajne.
Takisto niektoré nekonvexné tlohy sa casto riesia pomocou konvexnej relaxacie tlohy

alebo pomocou algoritmov zalozenych na rieseni konvexnych podiloh.
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Specidlnym typom konvexnych optimalizaénych tloh st tlohy, v ktorych sa hladé
minimum konvexnej funkcie bez akychkolvek dalsich ohranic¢eni. Takéto tlohy nazy-
vame konvexnymi tlohami na volny extrém, resp. tilohami volnej konvexnej minimali-
zacie. Aj takéto ulohy maju v praxi Siroké uplatnenie, a ich vyznam neustale rastie. V
dosledku digitalizacie a informatizacie vznikaju potreby spracovavat velmi rozsiahle da-
tové subory. Niektoré sposoby spracovania vedu na tlohy volnej konvexnej optimalizacie
velkych rozmerov. Napriklad v strojovom uceni (angl. machine-learning) a v Statistike
pri aproximécii a fitovani dat je to tloha najmensich stvorcov a tloha nelinedrnych
najmengich Stvorcov. Ulohy na volny extrém sa takisto pouzivaji na klasifikiciu dés
(napr. uloha logistickej regresie). Rozne typy tucelovych funkcii pouzivanych v Statis-
tike si spracované v [96], kde autori zhromazdili zoznam konvexnych funkcii merajicich
chybu pri fitovan{ d4t. Ulohy na volny extrém mozno néjst taktiez pri spracovani, rekon-
strukcii, odSumovani ¢ vyhladzovani signalu (¢i uz jednorozmerného zvukového alebo
viacrozmerného ako obrazky a video) alebo aj pri zaostrovani obrazkov ¢i kompresii dét.
S dalsimi aplikaciami tychto tloh sa mozno stretnif aj pri optimalnom rozmiestnovani
objektov a pri tlohach optimélneho dizajnu (napr. dizajn nosnej konstrukcie). Ulohy
na volny extrém sa daju pouzit aj na analyzu dat, v ekonémii sa vyuzivaju pri hladani
podkladového trendu v datach (pri odstranovani sezénnosti - Hodrick-Prescott filter,
[, filter) alebo pri hladani strukturdlnych zlomov. Ulohy na volny extrém sa takisto

pouzivaju ako pomocné podulohy pri rieseni tloh s ohranic¢eniami.

Metody riesenia konvexnych optimalizacnych tloh

Medzi klasické metody pre hladanie globalneho minima konvexnej funkcie patri gra-
dientna metéda a Newtonova metdda. Jednou z prvych a najznadmejsich metoéd gra-
dientného typu je Cauchyho metéda najviacsieho spadu (gradientnd metéda s volbou
optimalnej dlzky kroku), ktori navrhol Cauchy v roku 1847 [23]. Newtonova metéda je
zndma svojou lokalne kvadratickou rychlostou konvergencie!, vdaka ¢omu vie vyriesit
tlohy na volny extrém za desiatky iteracii. Avsak pre tlohy vécsich rozmerov moéze byt
castokrat prilis narocnd, aj nutnost pocitania Hessovej matice robi jednotlivé iteracie

Newtonovej metddy narocnymi. Naopak, gradientné metdédy maji jednoduchsiu, vy-

1Pozri Priloha A.3.
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pocCtovo nenarocnu iteraciu a mensie paméatové naroky a z tychto dévodov mézu byt
pri velkych rozmeroch tlohy konkurencieschopné. Medzi dalSie metody rieSenia patria
aj tzv. Kvdzinewtonovské met6dy, ktoré skibuju dobré vlastnosti gradientnych metéd a
Newtonovej metody. Tieto metdédy pomocou gradientnej informécie postupne aproxi-
muju inverziu Hessovej matice, a preto pri nich nie je potrebné riesit systém linedrnych
rovnic. Gradientni a Newtonovu metodu a k nim odvodené konvergencéné vlastnosti ¢i
rozne modifikdcie mozno najst napriklad v [48], [14], [79], [9], [84], [3], kvézinewtonovské
metddy si spracované v [48], [9].

V pripade konvexnych tloh s ohranic¢eniami, kde ohranicenia definuji konvexnu
mnozinu pripustnych rieseni, su v sucasnosti najpouzivanejsimi metédami rieSenia me-
t6dy vnutorného bodu (MVB). Histéria tychto metod siaha az do 60-tych rokov 20.
storocia, kedy Fiacco a McCormick vytvorili metédu postupného riesenia tiloh na volny
extrém - tzv. SUMT (Sequential Unconstrained Minimization Technique) nazyvant
dnes aj ako bariérovd metéda vnitorného bodu [33] [34]. Metédy vnutorného bodu
boli vsak v tom obdobi aplikované na zlozité nelinedrne tilohy a prilis sa neuchytili.
Znovuobnovenie zaujmu o metdédy vnatorného bodu nastalo v 80-tych rokoch, ked
Karmarkar navrhol na riesenie 1loh linearneho programovania tzv. projektivny algorit-
mus [53], ktory stuvisel s bariérovymi metédami vnitorného bodu a mal polynomidlnu
zlozitost.

Zakladnou myslienkou bariérovych metéd vntatorného bodu je riesit povodnu tilohu
s ohrani¢eniami pomocou riesenia postupnosti parametrizovanych tloh na volny ex-
trém, pricom najdené minimum aktudalne rieSenej podilohy je pouzité ako Startovaci
bod pre dalsiu minimalizaciu. Existuju aj tzv. primarno-dudlne metody vnutorného
bodu, ktoré, na rozdiel od bariérovych metdd, parametrizuja a riesia Karush-Kuhn-
Tuckerove (KKT) podmienky optimality. Hlavnou myslienkou primarno-dudlnych me-
téd vnutorného bodu je, ze podmienka komplementarity v KKT podmienkach optima-
lity sa perturbuje kladnym parametrom a nésledne sa riesi postupnost takto modifiko-
vanych podmienok optimality. Bariérové aj primarno-dualne metédy vnitorného bodu
vyuzivaju na rieSenie spominanych parametrizovanych poduloh zvycajne Newtonovu
metoédu. Blizsie informéacie o histérii a vyvoji metéd vnutorného bodu mozno néjst

napr. v [47], [44], [48], bariérové metédy vniatorného bodu sit spracované napr. v [14],
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[80] a primarno-dualne metédy vnitorného napr. v [14], [105], [59].

Metédy pre velkorozmerné tulohy so Specialnou struktirou

V sucasnej dobe mnohé praktické problémy veda na velkorozmerné tlohy volnej opti-
malizacie so Specidlnou struktirou. Pri rieseni takychto tloh vsak klasické metédy
volnej optimalizacie nemusia vzdy vyhovovat, ¢i uz kvoli samotnej struktiure tlohy,
narokom na c¢as, alebo paméf. Preto je prirodzena snaha navrhovat sofistikovanejsie
metddy, ktoré by boli schopné lepsie vyuzivat pripadnu Specificki struktaru tloh.

Napriklad, ti¢elova funkcia mé Casto tvar stctu (priemeru) velkého mnozstva fun-
kciif merajucich chybu, ktorti chceme minimalizovat. Medzi tieto tlohy patri napriklad
linearna, nelinedrna a logisticka regresia. Ak je pocet tychto funkcii velmi velky, tak
aj vypocet samotného gradientu ucelovej funkcie (ktory je suc¢tom velkého mnozstva
gradientov ¢iastkovych funkcii) moze byt vypoctovo narocny . Z toho dévodu pre mini-
malizéciu icelovej funkcie v tvare stctu (priemeru) funkeii vznikli, tzv. prirastkové [10],
[11] a stochastické metédy [93], [18], [92], [60], [76], [27], ktoré pozostavaji z vypoctovo
jednoduchsich iteracii pouzivajicich jednotlivé casti tucelovej funkcie.

Casto sa vyskytujt tlohy, v ktorych je uéelova funkcia sice nediferencovatelna, ale
rozlozitelna na konvexnu diferencovatelnu ¢ast a konvexnii nediferencovatelnt cast. Kla-
sicky sposob ako riesit nediferencovatelné tlohy na volny extrém predstavuju subgra-
dientné metddy, ktoré st vo vSeobecnosti pomalé (maji pomald rychlost konvergencie).
Na optimalizaciu tloh na volny extrém s nediferencovatelnymi konvexnymi funkciami
tejto struktury si vhodné tzv. proximalne metédy. Najznamejsou a najpopularnejsou
proximalnou metédou je tzv. proximal-gradientnd metéda [82], [5], [4]. Proximélne
metody mozno chapat ako uréité zovseobecnenie klasickych metéd umoznujtice mini-
malizéciu konvexnych nediferencovatelnych funkcii ([82], [66]). Iné proximélne metody
mozno zasa vhimat ako modifikacie proximal-gradientnej metédy pre Specidlne typy
funkecii ([76], [27]). V stcasnosti prebiehaji snahy o modifikovanie algoritmov réznych
existujucich metéd do proximalneho tvaru, aby sa rozsirila schopnost metéd vysporia-
dat sa s nehladkymi ucelovymi funkciami.

Poznamenajme, Ze tlohy na volny extrém s nehladkou ucelovou funkciou je tak-

tiez mozné v mnohych pripadoch transformovat na hladké tlohy s ohraniceniami. Na
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riesenie tychto 1loh zase mozu byt efektivne pouzité metdédy vnutorného bodu.

Ulohy na volny extrém oboch spominanych §truktur, t.j. tlohy s Géelovou funkciou
v tvare suctu funckii a s icelovou funkciou rozlozitelnou na konvexnu diferencovatelni
a konvexnu nediferencovatelnti ¢ast, maju rozsiahle uplatnenie napriklad v satistike
a strojovom uceni (pri aproximécii a fitovani dat, klasifikdcii), v oblasti spracovania
signédlov (zvuk, obrézky, video) a optimélneho dizajnu. Za najvyznamnejsich predsta-
vitelov 1loh tohto typu mozno povazovat tzv. [;-regulované tlohy, konkrétne tlohy
l1-regulovanych najmensich Stvorcov a [;-regulovanej logistickej regresie, ktorym sa bu-
deme v tejto praci blizsie venovat. Na tieto tlohy budeme aplikovat obidve vyssie uve-
dené metddy riesenia: jednak rozne modifikované proximélne metody, jednak metédy

vnutorného bodu a ich modifikécie.

Ciel a struktara prace

Témou dizertacnej prace st moderné metdédy konvexnej optimalizacie pre rieSenie vel-
korozmernych tloh na volny extrém, ktorych tcelova funkcia je nediferencovatelna a
ma Specialnu struktiaru. V praci sa sustredime na tzv. [i-regulované tlohy, pod ktoré
patria aj ulohy [/;-regulovanych najmensich stvorcov a [;-regulovanej logistickej regresie,
ktoré maju velké uplatnenie v réznych oblastiach. Cielom prace je spracovat prehlad
znamych metod, ich teoreticka analyza, navrhnutie pripadnych modifikacii a numeric-
kych vylepseni, nasledné otestovanie a porovnanie funkénosti tychto metdéd vykonanim
numerickych experimentov na umelych datach a aplikdcia vybranych metod na redlne
problémy. Praca pozostava z niekolkych casti.

Kapitola 1 sa venuje tiloham na volny extrém so Specidlnou struktirou, spominame
viaceré aplikacie tychto tloh a metddy riesenia. V tejto kapitole sa sistredime na ;-
regulované tlohy ako tloha [i-regulovanych najmensich stvorcov a tloha [;-regulovanej
logistickej regresie, pricom uvedené tlohy predstavime, uvadzame prehlad ¢lankov inych
autorov o danej problematike, kde sme spracovali prehlad aplikacii a takisto prehlad
pouzivanych metod riesenia. V dalsich dvoch kapitolach sa venujeme metédam rieSenia.

Kapitola 2 sa zaobera proximalnymi metédami, kde predstavime proximalny ope-
rator a jeho vlastnosti, takisto vysvetlime proximal-gradientni metoédu a jej zrychlena

verziu, proximal-newtonovu metddu, prirastkovi proximal-gradientni metédu a tzv.



UVOD 8

ADMM (Alternating Direction Method of Multipliers) metédu. V tejto kapitole tak-
tiez uvadzame 3 spadové modifikacie zrychlenej proximal-gradientnej metody, z toho
jedna je nas vlastny pristup. V tejto kapitole sme taktisto navrhli novi proximal-
kvazinewtonovu metdédu a na zaklade réznych interpretacii proximal-gradientnej me-
tody sme odvodili analogické interpretacie pre proximal-newtonovu metédu a proximal-
kvazinewtonovu metédu. V casti o prirastkovych metodach sme pre lepsiu interpretaciu
a porovnanie s inymi metédami prepisali tzv. MISO metédu do ekvivalentného tvaru,
v ktorom vystupuje proximalny operator.

V Kapitole 3 sa venujeme metdédam vnutorného bodu, kde uvddzame primarno-
dudlnu metédu vnutorného bodu, jej myslienku, primarno-dualny smer optimaliza-
cie a algoritmus. V tejto kapitole takisto predstavime novi primarno-dualnu metédu
vnutorného bodu s redukciou dimenzie, ktort sme vytvorili Specidlne na rieSenie [;-
regulovanych tloh. Tato metdda kombinuje proximéalne metédy s metédami vntatorného
bodu a prinasa metédam vnutorného bodu niekolko potencialnych vyhod.

Kapitola 4 je o implementacii metdd riesenia, t.j. o implementacii proximalnych
metdd a primarno-dudlnych metéd vniatorného bodu na riesenie l;-regulovanych tloh,
resp. na riesenie uloh [;-regulovanych najmensich stvorcov a [i-regulovanej logisticke;
regresie. V casti o implementacii proximéalnych metod odvadzame tvary proximélnych
operatorov pre nase dlohy a takisto sa venujeme problematike volby dlzky kroku. V
casti o implementacii metéd vnutorného bodu uvadzame 2 sposoby transformécie [;-
regulovanych tloh na konvexnu tlohu s diferencovatelnou tcelovou funkciou a linear-
nymi ohranic¢eniami. Pre obe tieto ekvivalentné tlohy odvadzame Newtonove systémy
pre hladanie primarno-dudlnych smerov optimalizacie, ktoré nasledne zredukujeme do
tvaru, ktory zefektiviiuje prislusné metédy vnutorného bodu. Takisto opisujeme triky
vyuzitelné pri rieseni danych systémov a implementécii itera¢nych metod.

V Kapitole 5 vysvetlime metodiku testovania metdd a zavedieme znacenie metod a
ich verzii, ktoré budeme pouzivat vo vSetkych experimentoch v praci. Utinnost pouzi-
tych metdd riesenia a ich rozne vlastnosti otestujeme v Kapitole 6, kde prezentujeme
numerické experimenty na vygenerovanych datach. Metddy riesenia porovnavame a
skiimame vplyv zmeny rozmerov tlohy, hodnoty regularizacného parametra a riedkosti

dat na vykon metod. V pripade tlohy [;-regulovanych najmensich stvorcov testujeme
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takisto vplyv pociatocnej vzdialenosti od riesenia, vplyv po¢tu nenulovych prvkov rie-
Senia ¢i vplyv tzv. dynamického rozsahu riesenia. V Kapitole 7 venovanej realnym
aplikaciam [;-regulovanych tloh, testujeme funkcénost vybranych metéd riesenia na
redlnych problémoch (a datach) z réznych oblasti - napriklad z oblasti optimélneho
topologického dizajnu, oblasti spracovania signdlov, z mediciny, z oblasti kategoriza-
cie textu ¢i oblasti detekovania Skodlivych stranok a spamu. Metédy porovnavame na
problémoch: rekonstrukcia riedkeho signalu (SSR - Sparse Signal Reconstruction), di-
zajn mechanicej konstrukcie (TTD - Truss Topology Design) a [;-regulovana logisticka

regresia.



Kapitola 1

Ulohy so $pecialnou Struktirou

V stcasnej dobe mnohé praktické problémy vyzaduju riesit velkorozmerné tlohy na
volny extrém Specidlnej Struktiury. Kvoli tejto sSpecialnej struktire klasické metédy vol-
nej optimalizacie nie vzdy postacuji, a preto je snaha konstruovat a skiimat Specidlne
metody, ktoré vedia ¢o najlepsie vyuzivat struktdaru tlohy. V tejto praci sa venujeme
tuloham na volny extrém Specidlnej struktury, ktorych ucelova funkcia sa dé rozlozit na
dve casti f(x) a Ag(x), t.j.

min F(z) = f(z) + A\g(x), (1.1)

zeR™

kde funkcia f(z) je konvexnd, diferencovatelnd a funkcia g(x) je konvexna a castokrat
nediferencovatelnd. Parameter A > 0 zo zépisu (1.1) predstavuje relativnu vahu (trade-
off parameter), menime nim vahu kladent na dva minimalizacné ciele reprezentované
funkciami f a ¢g. Takuto tlohu mozno teda chapat ako skalarizaciu tlohy bikriteridlne;
optimalizacie s dvomi ucelovymi funkciami f a g.

Ulohy typu (1.1) mozno najst napriklad pri odhadovani riedkej inverznej kovariané-
nej matice (sparse inverse covariance estimation) [39], pri kompletizacii matice pomo-
cou nukledrnej normy (trace-norm matrix completion) [20], [98], ¢i v problémoch s
maximovou normou [65]. Medzi dalsie aplikdcie (1.1) patri aj tzv. elastoplastickd tloha
vyskytujica sa pri analyze mechanickych struktir [52]. Ulohy v tvare (1.1) st rozsirené
predovSetkym v Statistike pri fitovani dét a v oblasti spracovania signélov (napr. [5]),
kde funkcia f(z) Casto meria nepresnost medzi nejakymi datami a vystupmi paramet-

rického modelu, ktorého vektor parametrov je x € R".

10
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1.1 Struktira tlohy (1.1) z pohladu f

Na $truktiru tlohy (1.1) sa dé nazerat dvoma sposobmi - cez funkciu f a cez funkciu g.
Pozrime sa najskor na (1.1) cez funkciu f (tento pohlad zahina aj pripad g(z) = 0).
Mnohé tlohy na volny extrém vyskytujice sa v Statistike a v strojovom uceni majui

funkciu f tvaru

1 m

=—> filx)

m iz
t.j. hladdme bod minima konecného sic¢tu hladkych konvexnych funkcif (resp. priemeru
m funkeii), ktoré meraji nepresnost vo vela datovych bodoch (meraniach / pokusoch),
pricom m oznacuje pocet pokusov. Klasicky priklad tlohy tohto typu je tzv. tloha
najmensich stvorcov, ktora suvisi s tlohou linearnej regresie. Pri tilohe najmensich
stvorcov je funkcia f tvaru

1
m

Zaaz—b

kde a; € R a b; € R st datové vzorky. Dalsi délezity priklad je tzv. tloha logisticke;
regresie, pri ktorej ma funkcia f tvar
F() = L 3 log(1 + exp (~biala)),
i=1
kde a; € R" a b; € {—1,1} st datové vzorky prislichajice bindrnej klasifikacii.

V stcasnosti existuju aplikacie, kde je obrovské mnozstvo datovych vzoriek, t.j. m
je velmi velké. V gradientnej metode je v kazdom kroku potrebné vycislovat gradient
funkcie f, ktory pozostdava zo suctu m gradientov Ciastkovych funkcii. Z toho dévodu
boli vyvinuté specialne metody schopné lepsie vyuzivat tito struktiru dlohy, ktoré po-
zostavaju z vypoctovo jednoduchsich iteracii pouzivajicich jednotlivé ciastkové funkcie
fi- Medzi tieto metédy patria tzv. prirastkové met6dy (angl. incremental methods) [10],
[11]. Tento Specidlny pripad tlohy na volny extrém je takisto vhodny aj na pouzitie
metod vyuzivajucich ndhodnost, tzv. stochastickych metéd. Popularnou a najjedno-
duchsou metédou vyuzivajicou ndhodnost je stochastickd gradientna metéda (angl.
stochastic gradient descent)[77], [93], [18], ktord ako nevychyleny odhad gradientu fun-
kcie f(x) pouziva gradient ndhodne vybranej ¢iastkovej funkcie f;(z). Medzi vyvinu-

tejsie a modernejsie stochastické metédy patria napriklad semi-stochasticka gradientné
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metdda [60], SAG (stochastic average gradient) metdoda [92], MISO (Minimization by
Incremental Surrogate Optimization) metdéda [75], [76], ¢i SAGA metdda [27].

1.2 Struktira tlohy (1.1) z pohladu g

Teraz sa pozrime na tlohu (1.1) cez funkciu g. Funkcia g(x) z tlohy (1.1) ¢astokrat
predstavuje penalizaciu alebo regularizaciu, ktord indukuje pozadované vlastnosti rie-
Senia. Rozne typy regularizacii pouzivanych pri spracovani signadlov mozno najst napr.
v [5]. Medzi dlohy tohto typu patri aj iloha regulovanych najmensich Stvorcov ¢i tloha
regulovanej logistickej regresie.

Standardnym typom regularizécie je tzv. Tikhonovova regularizicia (tiez zvana I
regularizdcia) g(z) = ||z||3 Standardne pouzivand proti tzv. over-fitu. Over-fit nastava
vtedy, ked ma sStatisticky model prilis vela parametrov a tak okrem skimaného javu
model popisuje aj Sum pritomny v meraniach. Takéto modely maju ¢astokrat nasledne
slabt predikéni schopnost a pri pouziti modelu na dodatocné data model uz dobre
nefunguje. Tikhonovova, t.j. kvadraticka regularizacia je bezproblémova - umoznuje
pouzitie metdd pre diferencovatelné funkcie.

V stcasnosti sa stali velmi popularne nediferencovatelné regularizacné funkcie. Naj-
vyznamnejsim predstavitelom nediferencovatelnych regularizécii je tzv. [; regularizacia,
kde g(x) = ||z||;. Tato l; regularizicia sa vyuziva tiez proti over-fitu ale aj ako penali-
zacia velkych hodnot riesenia. Velkou vyhodou [; regularizacie je, ze indukuje riedkost
vektora riesenia x (t.j.  md maly pocet nenulovych zloziek) [97]. Vdaka [y regularizdcii
sa podarilo odstranit problém Tikhonovovej regularizacie, pri ktorej su zvycajne vsetky
zlozky riesenia x nenulové. Z toho dévodu sa [; norma (I; regularizcia) pouziva ako

“1 (] regularizacie). Ulohy vyuzivajice Iy normu si teoreticky

aproximacia [y ,normy
atraktivne, no vo vseobecnosti st NP fazké a vyzaduji kombinatoricki optimaliza-
ciu. Ulohy s [; normou st lepsie riesitelné, 5 regularizcia preto predstavuje uZitocny
nastroj pre riesenie tloh, pri ktorych pozadujeme riedky vektor rieSenia.

Ako sme uz spominali, funkcia g z tlohy (1.1) je konvexnd a castokrat nediferenco-

o norma je rovna poétu nenulovych zloziek vektora, t.j. ||z|o = #(i|z; # 0). ly norma nespliia

vlastnosti normy, a preto nie je norma. Napriek tomu sa tak v literatire oznacuje a nazyva.
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vatelna. Nediferencovatelnost tucelovej funkcie predstavuje hlavny problém pri rieseni
uloh takejto struktury. Klasicky sposob ako riesif nediferencovatelné tlohy na volny ex-
trém predstavuju subgradientné metédy. Tieto metdédy su vSak vo vSeobecnosti velmi
pomalé, st citlivé na volbu dizky kroku a nie st spadové. Na optimalizdciu tloh na
volny extrém s nediferencovatelnymi konvexnymi funkciami tejto struktiry si vhodné
tzv. proximalne metody. Zakladnym a spolo¢nym prvkom algoritmov proximalnych me-
t6d je tzv. proximélny operator (angl. proximal operator). Mnohé proximalne metédy
mozeme vnimat ako urcité zovseobecnenie klasickych metéd umoznujtce riesit ilohy
s nediferencovatelnymi funkciami - napr. proximal-gradientnt metédu [82], [5], [4] ako
zovSeobecnenie gradientnej metddy alebo proximal-newtonovu metédu [66] ako zovse-
obecnenie Newtonovej metddy. Iné proximéalne metédy mozno vnimat ako modifikacie
proximal-gradientnej metédy pre Specidlne typy funkcii - napr. uz spominana MISO
metoda [76], [75] a SAGA metéda [27] s prisposobené pre F(x) v tvare priemeru
funkcii. Medzi proximalne metédy patri taktiez ADMM metéda [16], [82]. V stcasne]
dobe prebiehaji snahy o modifikovanie algoritmov réznych existujicich metéd do tzv.
proximalneho tvaru, aby sa rozsirila schopnost metdéd vysporiadat sa s nehladkymi
tG¢elovymi funkciami. Ulohy na volny extrém s nehladkou téelovou funkciou je takties
mozné v mnohych pripadoch (napr. pri spominanej l; regularizacii) transformovat na
hladké tlohy s ohrani¢eniami. Na riesenie tychto tloh moézu byt nasledne efektivne
pouzité metédy vnutorného bodu [48], [14], [105], [80], [59].

V dalsej Casti prace sa stustredime na [;-regulované tlohy (1.1), t.j. také kde g(z) =
||z]|1. Konkrétne sa budeme venovat tlohe /;-regulovanych najmensich stvorcov a tilohe
[1-regulovanej logistickej regresie. V tychto tlohach je A > 0 kladny regulariza¢ny pa-
rameter, ktory predstavuje trade-off parameter medzi minimalizovanim f(z) a g(x) =

[l
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1.3 Uloha [;-regulovanych najmensich Stvorcov

Mnohé problémy z oblasti Statistiky, spracovania signalu, ¢i z inych oblasti sa daju

opisat nasledujicim linedrnym modelom tvaru
b= Ax+e,

kde b € R™ je vektor pozorovani, A € R™*" je datova matica, x € R" je vektor
neznamych parametrov modelu, ktory hladame, a vektor e € R™ predstavuje Sum v
pozorovani. Riadky a; matice A Castokrat predstavuji namerané hodnoty vstupnych
premennych a zlozky b; vektora b predstavuji k nim prislichajice hodnoty vystupnych
premennych.

V pripade m < n (pocet pozorovani je mensi ako pocet nezndmych), klasické regre-
sia pomocou rieSenia tilohy najmensich stvorcov vedie k tzv. over-fitu - vysledny vektor
& popisuje aj Sum v pozorovaniach, ¢o je neziadici jav. Standardnou Statistickou tech-
nikou proti over-fitting-u je pridanie regulariza¢ného clena do tcelovej funkcie tlohy
najmensich stvorcov. Namiesto standardnej Tikhonovovej (l2) regularizécie sa venujeme

tzv. [y regularizacii, ¢im dostaneme tlohu /;-regulovanych najmensich stvorcov
1
min o [[ Az = bl + Ak, (1.2)

kde A > 0 je kladny regulariza¢ny parameter.

1.3.1 Vlastnosti dlohy [;-regulovanych najmensich stvorcov

Optimaélne riesenie tlohy (1.2) vzdy existuje, no nemusi byt jednoznac¢né [56]. Narozdiel
od Tikhonovovej regularizacie, tiloha (1.2) nem4 analytické rieSenie. RieSenie musi byt
pocitané numericky.

Medzi najdolezitejsie vlastnosti tlohy (1.2) patri fakt, ze vdaka pritomnosti [y
normy v tucelovej funkcii tloha produkuje riedky vektor riesenia x, t.j. x obsahuje
malo nenulovych zloziek. Regularizacny parameter A kontroluje trade-off medzi ried-
kostou rieSenia a velkostou chyby (Sumu) riesenia. Zvyc¢ajne plati, Ze so zvicsujicou sa
hodnotou regularizacného parametra \ vo vektore riesenia x, pribuida pocet nulovych

zloziek (zvacsuje sa riedkost riesenia) [97]. Pre hodnoty regulariza¢ného parametra

A > Az = ||ATD]| 00 (1.3)
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je uz optimalnym riesenim tlohy (1.2) nulovy vektor (z* = 0). Hrani¢na hodnota A4,
vyplyva priamo z podmienok optimality tlohy (1.2) [56].

Riedky vektor riesenia tlohy (1.2) mozno taktieZz povazovat za vyber délezitych
vstupnych premennych modelu (tzv. feature selection). Nenulové zlozky riesenia (pa-
rametre) prislichaji signifikantnym vstupnym premennym a nulové prislichaji mene;
podstatnym premennym. Uloha l;-regulovanych najmensich stvorcov tymto spésobom
vyberie vhodny model. Navyse, riedke riesenia castokrat v praxi poskytuju lepsiu in-
terpretaciu.

Uloha [;-regulovanych najmensich §tvorcov (1.2) je ekvivalentna s tilohou

min [ Az — bl

st ||z|; < e,

a tiez s tlohou

min [z

s.t. ||Az — bls < €,
pre Specifické hodnoty parametrov A, €, €5 [38]. Parametre €, €; reguluju riedkost
rieSenia, resp. ohranicuji velkost chyby (Sumu) rieSenia. Prvd z tychto tloh je tiez
znama pod nazvom LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), ktort
v roku 1996 predstavil R. Tibshirani v [97]. Z toho d6vodu sa tlohe l;-regulovanych
najmensich stvorcov hovori v sStatistike aj LASSO regresia.

Dalsie vlastnosti tlohy (1.2) mozno néjst napr. v [56], [63].

1.3.2 Prehlad aplikacii a metdd riesenia tlohy [;-regulovanych

najmensich stvorcov

Uloha I;-regulovanych najmensich Stvorcov (1.2) ma v praxi siroké uplatnenie, v jej
tvare sa da naformulovat mnoho problémov. Jednou z prvych oblasti, kde sa zacala
vyuzivat [; regularizacia a tloha [;-regulovanych najmensich stvorcov bola Statistika.
Napriklad, v [97] autor predstavil LASSO tlohu, ktord navrhol ako néstroj pre vyber
vstupnych premennych modelu za tucelom ziskania lepsie interpretovatelnych mode-
lov. Uloha lj-regulovanych najmensich Stvorcov sa pouZiva na fitovanie a kompresiu

dét, resp. na najdenie riedkych reprezentacii, v strojovom uceni [12], [28]. V oblasti
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spracovania signalu je tloha (1.2) zndma taktiez ako Basis Pursuit Denoising, ktort
predstavili v [25]. Uloha (1.2) sa pouziva na rekonstrukciu signalu napriklad v [22], [28],
[31], [106], [5], takisto sa d& pouzif pri zobrazovani magnetickej rezonancie [56], [73] ¢i
pri zaostrovani obrézkov [49], [4]. Uloha tvaru (1.2) bola vyuzita taktiez pri tudovani
DNA s cielom preskimat faktory, na ktorych zévisi ochorenie [49]. V tvare tlohy (1.2)
sa da naformulovat aj metdéda na odhadovanie podkladového trendu v casovych radoch
nazyvana [y trend filtering [55], [63]. Medzi dalsie aplikacie tlohy (1.2) patri aj dizajn
mechanickych konstrukeii (angl. Truss Topology Design) [85].

Na riesenie tlohy [j-regulovanych najmensich Stvorcov (1.2), bola v [56] pouzité
primarna bariérova metoda vniatorného bodu, kde sa na vypocet Newtonoveho smeru
pouzivaju prepodmienené iteracné metédy. Metody vnitorného bodu s vyuzitim pre-
podmienenych itera¢nych metéd na riesenie (1.2) taktiez mozno najst v [38], [89]. Me-
t6édy vnitorného bodu takisto vyuziva solver [;-magic [21], kde je namiesto (1.2) rieSend
druha z ekvivalentnych formulécii uvedenych v predoslej casti. Medzi metody vyuziva-
juce informéciu druhého radu taktiez patria pdNCG (primal-dual Newton Conjugate
Gradients) metdda [37], Projected Scaled Subgradient metéda [90] a takisto Dual Pro-
jected Newton metdéda [109], kde je vSak potrebnd regularita matice AT A.

Medzi metédy prvého radu na riesenie (1.2) patri napriklad proximalna metdéda
FISTA (Fast Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm) [4], paralelné stradnicovo
spadové metddy (angl. parallel coordinate descent methods) [86], NestA [6], ¢i pro-
ximélna metéda SpaRSA (Sparse Reconstruction by Separable Approximation) [106],
ktors vyuziva na urcenie dlzky kroku praktiky dvojkrokovych metéd Barzilai-Borwein
[3]. Barzilai-Borwein metédami je inspirovand aj GPSR (Gradient Projection for Sparse
Reconstruction) metéda [35] a takisto metéda v [17]. Uloha v tvare (1.2) bola tispesne
rieSend paralelnymi stradnicovo spadovymi metédami v [85], kde boli riesené tlohy ob-
rovskych rozmerov vyuzitim vypoctového vykonu grafickych kariet. Porovnanie vybra-
nych metdd prvého a druhého radu (FISTA, parallel coordinate descent m., Projected
Scaled Subgradient m., primal-dual Newton Conjugate Gradients m.) mozno najst v
[36].

Poslednou triedou metéd, ktoré sa pouzivaji na riesenie ulohy (1.2) st tzv. ho-

motopické metody, ktoré vyuzivaju fakt, ze tloha (1.2) mé tzv. po Castiach linedrnu
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regularizacni cestu pre parameter A [56]. Tieto metédy spravidla sleduji tito cestu
(zacina sa v A\pe: a bode z = 0) az po pozadovani hodnotu parametra A. Medzi ho-
motopické metédy patri napriklad tzv. LARS (Least-Angle Regression) metéda [32],
proximal-gradientnd homotopicka metoda [107], ¢i metody v [30],[50].

1.4 Uloha [;-regulovanej logistickej regresie

V tejto podkapitole sa budeme najskor venovat tlohe logistickej regresie. Potom sfor-
mulujeme a opiseme vlastnosti samotnej [;-regulovanej logistickej regresie a nésledne

uvedieme prehlad aplikacii a metdd riesenia.

1.4.1 Uloha logistickej regresie

Logisticka regresia hladéd nadrovinu, ktora najlepsie separuje data patriace do dvoch
tried (jednd sa preto o tzv. linedrnu klasifikdciu). Predpokladajme, ze sme dostali tzv.

trénovaciu vzorku dat, t.j. namerané datové body
(CLi,bi) € R" x {—1, —|—1}, 1= 1, oo, Mm,

kde a; st vektory charakteristik (vstupné/vysvetlujice premenné, angl. feature variab-
les), a premennd b; oznacuje prislichajicu triedu (bindrny vystup). Predpokladdme,
ze tieto vzorky su nezavislé rovnako rozdelené.

Chceme najst separujiicu nadrovinu {z%a +y = 0} taka, Ze 2Ta; +y > 0 ak b; = 1
axla; +y <0 ak b = —1. Hladdme teda jej parametre z, y, pricom = € R” nazyvame
vektorom vah a y € R je priesecnik. Logisticky model ma nasledujici tvar

_exp(b(zTa+y)) 1
p(bla) = 1 +exp(b(zTa+y)) 1+exp(—bxTa+y)) (14)

kde p(b|a) je podmienend pravdepodobnost triedy b pri danych charakteristikdch a €

R™. Oznac¢me podmienené pravdepodobnosti pre nase data ako p;(z,y) = p(bi]a;), i =
1,...,m, kde z,y st parametre logistického modelu. Hodnoty parametrov z,y separu-
jucej nadroviny néasledne néjdeme (odhadneme) pomocou metédy maximalnej viero-
hodnosti, kde je potrebné maximalizovat funkciu vierohodnosti (angl. likelihood func-
tion) [T, pi(z, y), resp. logaritmus funckie vierohodnosti (angl. log-likelihood function)

> log pi(z,y) (ide o monoténnu transformaciu).
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Uloha logistickej regresie preto vyzerd

1 1
min —— » “log p;(z,y) = min — > "log(1 + exp(—bi(aj z + y))), (1.5)
wYy MG wYm 4

kde z € R" a y € R st premenné. Ucelové funkcia tlohy logistickej regresie (nazyvana
average logistic loss) je diferencovatelna a konvexnd. Z trénovacej vzorky teda vieme
pomocou riesenia tlohy na volny extrém najst parametre z, ¢ separujicej nadroviny,

tzv. odhady metédou maximéalnej vierohodnosti.

Poznamka 1.4.1. Pre lepsie pochopenie logistickej regresie je dobré uvedomit si, ¢o
sa deje pri minimalizacii ucelovej funkcie tlohy (1.5). Ozna¢me funkciu f = log(1 +

exp(—b(a’z + y))) a rozdelme tivahu na dva pripady:

e Pripad triedy b =1

1
Ak p(lla) = 1, tak .
p(lla) 1+ exp(—(zTa+y)) =1, tak f =0
1
Ak p(1la) = tak )
p(1fa) 1+exp(—(2Ta+1y)) =0, fak f =00

e Pripad triedy b = —1

Ak p(—1|a) = — 1, tak f — 0.

1
[+ exp (aTa + )
1

1 +exp (¢"a+y)

Ak p(—1la) = — 0, tak f — oc.

Z predchédzajiceho vidime, ze pripad, ked je trieda b = 1 a predpoveddme p(1|a) = 0,
penalizujeme velmi velkymi hodnotami funkcie f. Analogicky penalizujeme v pripade
b = —1 a predpovede p(—1]a) =~ 0. Z toho dévodu moézeme logistickt regresiu (1.5) in-
terpretovat ako tlohu, kde hladame parametre x,y tak, aby sme minimalizovali chybné

zaradenie do tried na danej datovej vzorke.

Pozndmka 1.4.2. Utelova funkcia v (1.5) je vzdy nezdporné. Jej optimélna hodnota
lezi v intervale [0, 1], pricom nulovii hodnotu dosahuje len v pripade, ak st dané data

linedrne separovatelné [58].

Ak nédjdeme riesenie ulohy (1.5), t.j. ndjdeme hodnoty parametrov Z, § separujicej
nadroviny {#7a + § = 0}, vieme pre novy vektor charakteristik a € R™ predpovedat

pravdepodobnosti zaradenia do triedy b = 1 (b = —1) na zdklade logistického modelu
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(1.4). Takisto mdézeme novému datovému bodu a pridelit triedu pomocou linedrneho
klasifikatora (ak & # 0)

+1 ak 2Ta+§>0
K(a) = 7 (1.6)

—1 ak 2Ta+9<0
ktory pre dany vektor a vyberie viac pravdepodobni triedu na zaklade logistického

modelu.

1.4.2 Formulacia a vlastnosti tlohy /;-regulovanej logistickej

regresie

Podobne ako v pripade tlohy najmensich Stvorcov, aj v pripade tlohy logistickej regresie
sa castokrat vyuziva regularizacia, aby sa vyhlo overfitting-u a aby sa ziskal robustnejsi
klasifikator [94].
Uloha [;-regulovanej logistickej regresie vyzera nasledovne
I T
rg}yn%glog(l + exp(=bi(a; z +y))) + All]ls, (1.7)

kde x € R™ a y € R st premenné a A > 0 je kladny regularizacny parameter.

Poznamka 1.4.3. VSimnime si, Ze [; penalizacia je aplikovana len na vektor vah x a nie
na priesecnik y, pretoze tento parameter ma doleziti ilohu v linedrnom klasifikatore

(1.6) (pri urcovani tried).

Optimélne riesenie tlohy (1.7) vzdy existuje, no nemusi byt jednoznaéné [58]. Uce-
lova funkcia tlohy (1.7) je konvexnd, avSak nie je diferencovatelnd, ¢o predstavuje
hlavny problém pri rieseni tejto tlohy. Napriek tomu je o tilohu [i-regulovanej logis-
tickej regresie velky zaujem, predovsetkym kvoli nasledujicej atraktivnej vlastnosti.
Vdaka pritomnosti /; normy v tcelovej funkcii, iloha (1.7) zvy¢ajne poskytuje riedky
vektor vah z (t.j. « obsahuje mélo nenulovych zloziek). Tym sa lisi od Standardnej lo
regularizacie, kde su zvycajne vsetky zlozky riesenia x nenulové. Regularizacny para-
meter A riadi pocet nenulovych zloziek vektora vah. Vacsinou plati, ze pri zvacsujicej
sa hodnote regularizacného parametra A pribudaju nulové zlozky vo vektore vah x

(vektor véh sa stava redsim) [97], [58].
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Podobne ako pri tilohe (1.2) aj pri tlohe (1.7) existuje hrani¢na hodnota A,,4.. Podla

[58], hrani¢nd hodnota

1 3
Amaz = — [|ATb]| o, L.
L (18)
kde
. m_/m b =1
b = i=1,...,m, (1.9)
—-my/m b =—1,

kde m_ (m4) je pocet vzoriek s vysledkom —1 (1). Pre hodnoty regularizacného para-
metra A > A\jpqp je uZ optimalnym rieSenim tlohy (1.7) nulovy vektor vah z* = 0.
Riedke riesenia ulohy (1.7) sa daju taktiez chapat ako vyber dolezitych vstupnych
premennych (charakteristik) modelu. Ak je j-ta zlozka vektora vah x nulova, znamena
to, ze prisliuchajuci logisticky model nevyuziva j-tu zlozku vektora charakteristik a.
Preto k riedkemu vektoru vah prislicha logisticky model, ktory vyuziva iba niektoré
charakteristiky, ¢o mozno povazovat za vyber dolezitych vstupnych premennych mo-
delu. Castokrat pozadujeme, aby separujicu nadrovinu a néaslednu klasifikdciu ovplyv-
novali len signifikantné premenné. Navyse, riedke riesenia a k nim zodpovedajtice mo-
dely maju castokrat v praxi lepsiu interpretaciu. Tato vlastnost je dolezita napriklad

pri analyze medicinskych dat.

1.4.3 Prehlad aplikacii a metéd riesenia tlohy /;-regulovanej
logistickej regresie

Logisticka regresia predstavuje popularny nastroj pre binarnu klasifikaciu v strojovom
uceni [12]. Uloha logistickej regresie je pouzivana v oblasti bioinformatiky [100] a na-
chadza rozsiahle uplatnenie pri analyze medicinskych dat [51], [57], [68]. Napriklad,
v [70] sa autori klasifikdciou pomocou génov snazia urcit typ rakoviny, v [83] bola
tloha logistickej regresie pouzitd na analyzu EEG a v publikacii [95] je logisticka re-
gresia pouzitd na predpovedanie iimrtnosti do 30 dni po akitnom infarkte myokardu.
Uloha I;-regulovanej logistickej regresie (1.7) bola skiimané aj v [97], kde boli ukézané
dobré vlastnosti [;-regularizacie ako robustnost vzhladom na sum a schopnost vyberat

dolezité vstupné premenné pre model.
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Na riesenie tlohy [;-regulovanej logistickej regresie (1.7), bola v [58] pouzitd barié-
rova metdda vnutorného bodu, kde sa na vypocet Newtonoveho smeru pouziva prepod-
mienend metéda konjugovanych gradientov. Tzv. IRLS-LARS (iteratively reweighted
least squares least angle regression) metdda z [67] pouziva v kazdej iteracii kvadra-
tickt aproximéciu tucelovej funkcie tlohy (1.7), ktora je nasledne rieSend uz spomina-
nou LARS met6dou [32] pre tlohu (1.2). Autori v ¢lanku [94] na rieSenie dlohy (1.7)
navrhli hybridny algoritmus, kde sa v prvej faze pouziva metdéda prvého radu (modi-
fikovand proximal-gradientnd metoda) a v druhej faze sa pouziva metéda vntatorného
bodu navrhnutd v [58]. Hybridny algoritmus sa snazi zachovat najlepsie vlastnosti z
oboch svetov - vypoctovil nenaroc¢nost metdéd prvého rddu v pociatoénych iteraciach
a rychlost konvergencie metod druhého radu v zaverecnych iterdciach. Medzi moderné
metddy vyuzivajice ndhodnost na riesenie tlohy (1.7) patri napriklad uz spominand
proximalna metéda MISO [76], [75]. Zastupcom proximalnych met6d a met6éd druhého
radu na riesenie tlohy (1.7) je proximal-newtonova metéda z [66]. V [16] je distribu-
tivna verzia ADMM metédy, ktord umoznuje riesit velkorozmerné ulohy tvaru (1.7)
rozdelenim optimalizacie na viaceré procesory. Paralelizaciu vyuziva aj suradnicovo
spadova met6da v [99], ktord navyse uplatiiuje tzv. Armijo pravidlo na uréovanie dizky
kroku.

V [40] je na tlohu (1.7) aplikovanéd tzv. BBR (Bayesian Binary Regression) me-
toda, ktora predstavuje implementaciu cyklickych siradnicovo spadovych metéd, a
v [87] navrhli zovieobecneni LASSO metédu. Dalsie metédy vyuZitelné na rieSenie
tlohy (1.7) mozno néjst v [108], kde sa nachadza taktiez porovnanie viacerych metdd
na optimalizaciu uloh [;-regularizovanych linedrnych klasifikacii (vratane ulohy (1.7)),
porovnanie zahfnia napriklad bariérovii metédu vnitorného bodu z [58], BBR met6du,
rozne modifikacie stiradnicovo spadovych metéd. Podobny prehlad a porovnanie metod
pre riesenie tlohy (1.7) sa nachddza v [91], kde je vSak porovnany iba pocet iterdcii

potrebny na dosiahnutie rieSenia (v praxi je pre nas dolezity vypoctovy cas).
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Ako sme uz spomenuli v predoslej kapitole, nasim cielom je minimalizovat tlohu
na volny extrém Specidlnej struktary

min F(z) := f(z) + A\g(x),

z€ER™

kde A > 0 a ucelova funkcia F'(x) sa da rozlozit na dve casti f(x) a g(z), pricom funkcia
f(x) je konvexna diferencovatelnd a funkcia g(z) je konvexnda nediferencovatelna. Kon-
krétnejsie, budi nés zaujimat dve tlohy, ktoré maju tento tvar: tloha [;-regulovanych
najmensich stvorcov

1
min o[ Az — bl + Allz]

a uloha [;-regulovanej logistickej regresie

1 m
min — > log(1 + exp(=bi(a; = +y))) + Al
’ i=1

Hlavnym problémom riesitelnosti tychto 1loh na volny extrém je nediferencovatel-
nost ucelovej funkcie spdsobend pritomnostou funkcie g(z) = ||z||;. Na zaklade toho,
ako sa vysporiadame s nediferencovatelnostou, mézeme delif postupy na priame a ne-
priame. Prvy postup spociva v priamom aplikovani metéd vhodnych na optimalizaciu
nediferencovatelnych funkcii na pévodnu tilohu. Medzi takéto metddy patria napriklad
subgradientné metody, avsak na optimalizaciu funkcii rozlozitelnych na konvexnu dife-
rencovatelni a konvexnu nediferencovatelni cast si omnoho vhodnejsie tzv. proximalne
metody. Nepriamy postup pozostava z transformacie nediferencovatelnej tlohy na kon-
vexny problém s diferencovatelnou tcelovou funkciou a linedrnymi ohrani¢eniami. Na
riesenie takychto 1loh s ohranic¢eniami su efektivne tzv. metody vnitorného bodu. V
nasledujicom texte sa preto budeme venovat proximalnym metédam a metédam vnu-
torn¢ho bodu, takisto poukazeme na to, akym spdsobom aplikovat uvedené metoddy
priamo na nase problémy a uvedieme modifikacie a triky ako mozno zlepsit fungovanie

metod v praxi.



Kapitola 2

Proximalne metdédy

Standardny sposob ako riesit nediferencovatelné tlohy na volny extrém predstavuji
subgradientné metédy. Tieto metddy st viak velmi pomalé, st citlivé na volbu dizky
kroku a nie sii spadové. Preto boli na optimalizaciu tloh na volny extrém s nedife-
rencovatelnymi konvexnymi funkciami Specialnej struktiary vytvorené sofistikovanejsie
metddy tzv. proximalne met6édy [101], [82]. V pripade vacSiny proximalnych metdd sa
jedna o metédy prvého radu, a preto su castokrat vhodné na riesenie velkorozmer-
nych tloh. Mnohé z nich st akoby "proximéalnymi" verziami metdd, ktoré st urcéené pre
optimalizaciu diferencovatelnych funkcii. Napriklad, proximal-gradientnii metédu mo-
zeme chapat ako modifikaciu gradientnej metédy. V sticasnosti stéle prebiehaji snahy
o modifikovanie algoritmov réznych existujicich metéd do proximalneho tvaru, aby sa

rozsirila schopnost metéd vysporiadat sa s nehladkymi tcelovymi funkciami.

2.1 Proximalny operator

Vécsina proximalnych metdd je stavana na rieSenie tloh na volny extrém specialnej
struktury, kde tucelova funkcia ma konvexnu diferencovatelni a konvexni nediferenco-
vatelni cast. Zakladnym a spoloé¢nym prvkom algoritmov proximalnych metdod je tzv.

proximalny operator (angl. proximal operator) [101], [82], [62], [63].

Definicia 2.1.1. (Proximélny operator) [82] Nech funkcia g : R* — R U {400} je

uzavretd vlastna konvexnd funkcia (angl. closed proper convex function)!. Proximalny

1Pozri Priloha A.1 - Definicia A.1.1.
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operdtor prox, : R®™ — R" prislichajuci k funkcii ¢ je definovany ako:

prox,(zr) = argmin (g(u) + ;Hu - :17||§) : (2.1)
Vdaka tomu, Ze funkcia g(u) + 3|lu — 2|3 je silnokonvexné?, takto definovany pro-
ximalny operator pre funkciu g existuje a je jednoznacne urceny pre kazdé x € R". Sa-
motné najdenie hodnoty proximalneho operatora vsak zahrna riesenie konvexnej tlohy,
ktora sa da riesit standardnymi metédami. Avsak castokrat sa proximalny operator da
explicitne vyjadrit alebo rychlo riesit jednoduchymi Specializovanymi metédami, co je
dolezité pre efektivne vyuzitie proximéalnych metod.
V algoritmoch proximalnych metdéd sa pouziva proximalny operator funkcie g s

parametrom ¢ > 0 tvaru

) 1
prozy(x) = argmin (g(u) + %Hu — x||§> . (2.2)

Zo zéapisu proximalneho operatora (2.2) vidime, ze ho mozno interpretovat ako kom-
promis medzi blizkostou k bodu z a minimalizovanim funkcie g, pricom parameter t
mozno chapat ako relatfvnu vahu medzi tymito cielmi. Cize bod 2t = prox(x) je
bliz§ie k minimu funkcie ¢, pricom parameter ¢ uréuje dizku tohto kroku. Takisto si
vsimnime, ze keby bol bod x mimo definicného oboru funkcie g, naslednou aplikaciou
proximalneho operatora uz dostaneme bod, ktory tam patri.

V Tabulke 2.1. uvddzame tvary proximalnych operatorov pre vybrané funkcie. Tieto
a dalsie tvary proximalnych operatorov mozno najst napr. v [82], odvodenie uvedenych
tvarov proximalnych operatorov sa nachddza v autorovej bakalarskej praci [62].

Z Tabulky 2.1. si vSimnime, ze pre indikdtorovi funkciu /o (u) je proximélny ope-
rator Euklidovskou projekciou na mnozinu C'. Proximalne operatory maju blizke pre-
pojenie s projekciami a mozno ich povazovat za zovSeobecnené projekcie [82].

Jednou z najdolezitejsich vlastnosti proximéalnych operatorov je nasledujica vlast-
nost, ktora umoznuje jednoduchsie odvodenie explicitnych tvarov proximalnych opera-

torov a je takisto klucom k paralelizacii proximalnych algoritmov.
Tvrdenie 2.1.1. [82], [62] Ak g je plne separovatelnd funkcia, t.j. g(x) = >1, gi(4),

potom pre proximdlny operdtor plati

(proxy(z)); = prox,, (z;).
2Pozri Priloha A.1 - Definicia A.1.3.
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Funkcia g(u): Predpis: Proximalny operator prox,(z):
Kvadratickd funkcia | v’ Au+ bTu+c (tA+I)"'(x —tb)

[y norma [ully = 323 fuil (z—t)y — (-2 —t)y
Euklidovska norma ||uel|2 z(1— W)Jr

Elastic net ully + 2wl ﬁproxt”.‘h(x)
Logaritmicka bariéra — > logu; proxy(z); = w
Indikatorova funkcia Ic(u) Po(x) = arg;ginHu — |3

Tabulka 2.1: Tvary proximalnych operatorov pre niektoré funkcie.

Dalsia délezita vlastnost proximalnych operatorov je uvedend v nasledujticej vete
a poukazuje na prepojenie proximalneho operatora a subgradientu® funkcie g. Tato
vlastnost bude hrat doélezitu tlohu pri interpretacii proximalnych metod, a preto ju

uvadzame aj s dokazom.

Veta 2.1.1. [82], [101] Proxzimdlny operdtor prox,, a subdiferencidlny operdtor g si
prepojené vztahom

proxy, = (I +tdg)~". (2.3)

Dokaz. Predpokladajme, ze funkcia ¢ je subdiferencovatelnd na svojom defini¢nom
obore. Sta¢i ndm ukézat, ze y = prox;,(z) prave vtedy, ked y € (I +tdg) ' (x). Proxi-

malny operator existuje a je jednoznacny pre kazdé x € R", vyuzitim definicie mame

) 1
y = provey @) = argmin (g(w) + 5 lu —ol3).

Nasledne z nutnych a postacujticich podmienok optimality pre subdiferencovatelné fun-
kcie? vyplyva

0 € gy) + 5y~ ),
z ¢oho prenasobenim parametrom ¢ a preusporiadanim ziskame vztah

x €y+1tdg(y) = (I +tIg)(y).

Preto plati y € (I +tdg)~*(z). O

3Pozri Priloha A.2 - subgradient a subdiferencial.
4Pozri Priloha A.2 - Veta A.2.1.
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Dalsie poznatky o vlastnostiach a interpretaciach proximéalnych operatorov, o tva-
roch proximalnych operdtorov pre rozne funkcie a sposoboch vypoctu proximalych

operatorov, ak nie st explicitne vyjadritelné, st uvedené napr. v [82], [101].

2.2 Proximal-gradientnid metéda (PGM)

Najznamejsia a zaroven jedna z najpouzivanejsich proximalnych metéd je tzv. proximal-
gradientnd metéda (PGM) a jej zrychlena verzia. Informécie o proximal-gradientne;
metdde mozno ndjst napriklad v monografii venovanej proximélnym algoritmom [82],

& v [101], [5], [4], [62], [61].

2.2.1 Formulacia a zakladné vlastnosti PGM

Proximal-gradientna metéda sa vyuziva na optimalizaciu tilohy na volny extrém tvaru

min F(z) := f(x) + g(x), (2.4)

z€R™
kde tcelova funkcia F(x) sa dé rozlozit na sicet dvoch funkcii f(z) a g(x). Funkcia
f(z) : R" — R je diferencovatelnd konvexnd. Funkcia g(z) : R” — R U {400} je
uzavreta vlastna konvexna funkcia. Funkcia g mdze byt nediferencovatelna, najlepsie
taka, ktorej proximalny operator je explicitne vyjadritelny alebo aspon nenaroc¢ny na
vypocet pomocou Specializovanych metdd.
Algoritmus zékladnej proximal-gradientnej metody na rieSenie tlohy (2.4) vyzerd

nasledovne:

Algoritmus - PGM pre riesenie (2.4)

Vstup: - Startovaci bod z, € R”.
- Nastavenie pocitadla iteracii k = 0.
Vypocet: 1) Vypocet gradientu V f(z) a volba tj.
2) Vypocet novej iteracie xy11 = proxy, o(vx — tpV f(xy)).

3) k=k+1, chod na 1).

Premennd ¢, > 0 predstavuje dizku kroku, ktord volime konstantni alebo ju ur-

cujeme v kazdej iteracii. Zo zapisu algoritmu vidime, Ze sa jedna o autonémnu ite-
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racni metdédu (jednokrokovil), zavisiacu len od bezprostredne predoslej iterdcie xy.
Kedze vyuzivame prave informaciu z gradientu funkcie, jedna sa o metédu prvého
radu. Vsimnime si, ze pre nulovi funkciu g(z) = 0, dostaneme iteraciu klasickej gra-
dientnej spadovej metdédy wxi1 = z — 6V f(xx). Preto mozeme proximal-gradientni
metodu chapat ako modifikaciu gradientnej spadovej metédy umoznujtcu riesit ilohy
s nediferencovatelnymi funkciami. Ak by sme chceli minimalizovat funkciu f vzhladom
na mnozinu C, t.j. funkcia g zo zépisu (2.4) je indikatorova funkcia g(z) = Io(x),
potom je proximal-gradientnd metdéda zhodné s projektovanou gradientnou metodou.

V dalsom budeme predpokladaf, ze optimélna funkénd hodnota F* je konecna a
funkcia ju nadobtda v bode x*, ktory nemusi byt jednoznacny. Konvergencia metédy
je garantovand pre volbu konstantného kroku ¢t = 1/L, ¢o mozno sformulovat v nasle-

dujucej vete.

Veta 2.2.1. Nech f(x) je diferencovatelnd konvernd funkcia na R™ s Lipschitzovsky
spojitym gradientom® s konstantou L > 0. Potom proximal-gradientnd metéda s kon-
stantnym krokom

t=—
L

aplikovand na dlohu (2.4) generuje postupnost bodov {xy}, ktord konverguje ako
L
F() ~ B < ol — P,

pricom bod x* je minimom funkcie F(x) a F* je jej optimdlna hodnota.

Dékaz. Dokaz tvrdenia obsiahnutého vo vete mozno najst v [101], [5], [62].

Pozndmka 2.2.1. Vsimnime si, ze dosiahnuty vysledok je velmi podobny vysledku pre
gradientni spadovi metédu pri podobnych predpokladoch [79]. To znamend, Ze tlohu
s nediferencovatelnou ucelovou funkciou vieme riesif s rovnakou sublinearnou rychlos-
tou konvergencie® funkénych hodndt ako v pripade tlohy s diferencovatelnou téelovou
funkciou, ¢o je prekvapujiice. Proximal-gradientnd metéda méa zlozitost O(1/€), ¢ize na

dosiahnutie e-presného riesenia potrebuje vykonat O(1/€) krokov.

5Pozri Priloha A.1 - Definicia A.1.2.
6Pozri Priloha A.3.
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Proximal-gradientnd metéda je spadova metdda, hodnota tcelovej funkcie sa po
kazdej iteracii zmensuje. Navyse, vzdialenost priebezného riesenia od optimalneho sa
kazdou iterdciou zmensuje (alebo ostane rovnaka) [101], [62]. Vlastnost spadovosti
je castokrat pozadovanou vlastnostou metod, pretoze vdaka nej ziskavame vyhodu:
Hodnota tcelovej funkcie klesa v kazdej iteracii, a preto ziskavame v kazdom kroku

lepsie suboptimélne rieSenie (aproximéciu minima) nez bolo predoslé.

2.2.2 Interpretacie PGM

Na algoritmus proximal-gradientnej metody sa dé pozerat mnohymi spésobmi, metoda
mé mnoho interpretacii [5], [82]. V nasledujiicej casti uvddzame interpretécie z [82],

ktorych odvodenie sme mierne upravili pre nase budice potreby.

Zakladna interpretacia PGM

Prva, najjednoduchsia interpretacia vychadza zo stavby proximalneho operatora

prox,(x). Ten mozno chapat ako kompromis medzi blizkostou k bodu = a minimali-
zovanim funkcie g, pricom hodnotu ¢ mozno povazovat za trade-off parameter. Hlavna
c¢ast algoritmu proximal-gradientnej metédy ma tvar x.1 = prozy,(vx — 6V f(xk)).
Preto sa tato iteracia da chapat ako kompromis medzi standardnym gradientnym kro-
kom x — txV f(x)) smerujicim k minimu funkcie f a minimom funkcie g. Proximal-
gradientni metédu teda mozno povazovat za akusi postupnt minimalizaciu, kde najprv
minimalizujeme funkciu f a néasledne bod korigujeme, aby sme sa priblizili k minimu

funkcie g.

PGM ako algoritmus minimalizacie horného ohranicenia

Tak ako v pripade gradientnej metédy a inych metdd, aj proximal-gradientnd metoda
sa d& interpretovat ako algoritmus minimalizujici horné ohranicenie (resp. aproximaciu
ucelovej funkcie) 3 (), ktoré je konvexné a tesné v bode predchadzajicej iteracie (t.j.
funkcia spltia Fj,(x) > F(x) pre kazdé x a Fj,(x)) = F(xz)). Algoritmy takéhoto typu
iterativne ohranic¢uju icelovi funkciu zhora a néasledne dané ohranic¢enie minimalizuja.

Hlavna iteracia proximal-gradientnej met6édy sa da pomocou definicie proximalneho
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operatora (2.1) rozpisat ako

Lpt+1 = p’roxtkg(xk - tkvf(xk?))
= argmin (g(u) + 2;Hu — (2 — thf(xk))H%) (2.5)

— arganin (f(x) + V(21" (= 0) + 5= + 9(w).

kde posledna rovnost bola ziskana rozpisanim kvadratického ¢lena a naslednou zmenou

konstantného ¢lena. Funkcia

A

ﬁwwzf@w+Vﬂme—xm+;Ju—mM

je kvadratickou aproximéciou funkcie f, ktord je tesnd v bode xx. Navyse, pre dlzku
kroku z intervalu ¢, € (0,1/L] je funkeia f;, hornym ohrani¢enim” funkcie f - a teda aj
funkcia fk + ¢ je hornym ohrani¢enim funkcie f + g tesnym v bode predoslej iteracie

xk. Novy bod iteracie z;, je teda bodom minima horného ohranicenia f; + g.

PGM ako metdéda hladania pevného bodu

Mnohé proximalne algoritmy moézu byt interpretované ako metody hladania pevnych
bodov vhodnych operatorov [82]. V pripade proximal-gradientnej metédy hladdme

pevny bod z* operatora z hlavnej iterdcie algoritmu, t.j. bod z* spliiajtci
" = prox,(z* —tV f(z")),
¢o sa da& pouzitim Vety 2.1.1. ekvivalentne prepisat na nasledujice alternativne tvary
o' = (I +1dg)~ (I =tV f)(z"),
(I =tV [)(z") € (I +1t0g)(z"),
0€ Vf(x™)+ dg(x"),
pricom posledny vztah predstavuje nutni a postacujicu podmienkou optimality® pre
tlohu (2.4). Teda bod x* minimalizuje funkciu f+ g prave vtedy, ked je pevnym bodom

operdtora (I+t0g) ' (I—tV f) (v literatiire zndmy ako forward-backward operétor [82],

[101]). Minimum funkcie f+ ¢g mdzeme najst najdenim pevného bodu tohto operatora.

"Pozri Priloha A.1 - Veta A.1.1.
8Pozri Priloha A.2 - Veta A.2.1.
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PGM ako diskretizacni metoda

Poslednd interpretacia hovori o prepojeni proximal-gradientnej metody a gradientného
toku. Pre jednoduchost predpokladajme, Ze funkcia g je diferencovatelna. Na proximal-
gradientn metdédu sa mozno pozeraf ako na diskretizacnii metédu pre rieSenie dife-

rencialnej rovnice

jtx(t) = -V [f(z(t)) — Vg(z(t)),

ktorej ekvilibria st bodmi minima konvexnej diferencovatelnej funkcie f 4 ¢g. Hlavna

iteracia proximal-gradientnej metody ma tvar

Tp1 = proxyg(zr, — .V f(zr)),
ktory mozno vyuzitim Vety 2.1.1. ekvivalentne prepisat ako
Tpe1 = (I +1.V9) ' (I — .V ) (2).
7 predoslého vztahu priamo vyplyva

Tp1 + 6 Vg(Tp1) = zp — eV f(xp),

z ¢oho preusporiadanim a néslednym predelenim dizkou kroku ¢, dostaneme vztah

L1 — Tk

; = =V f(zr) = Vg(Trs1).
k

Poznamenajme, ze v pripade nediferencovatelnej funkcie g sa predosly zapis zmeni na

tvar

S € V(@) - gl (2.6)
k

Proximal-gradientnii metédu mozno teda interpretovat ako diskretizacni metdédu pre
rieSenie diferencidlnej rovnice £x(t) = —V f((t)) — Vg(z(t)), ktord pouziva doprednt
Eulerovu diskretizaciu pre diferencovatelni cast f a spatnu Eulerovu diskretizaciu pre

(nediferencovatelni) cast g.

Pozndmka 2.2.2. Vztah ==t 7 (2.6) predstavuje smer optimalizacie pri pouziti
proximal-gradientnej metody. Vsimnime si, ze tento smer je sictom gradientu fun-
kcie f v suc¢asnom bode iteracie a subgradientu funkcie g v novom bode iteracie (stucet

explicitného gradientu a implicitného subgradientu).
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2.2.3 Zrychlena proximal-gradientnd metéda (APGM)

V literattre existuje viacero pomerne pribuznych zrychlenych verzii algoritmu zaklad-
nej proximal-gradientnej metody, pozri napr. [101], [4], [78], [82]. Od zdkladného al-
goritmu sa lisia v tom, ze pracuju s dvomi postupnostami bodov x; a ¥, pricom pri
vypocte bodov y, sa vyuziva extrapola¢ny krok. Upraveny algoritmus s lepsou rychlos-
fou konvergencie sa nazyva zrychlend proximal-gradientnd metdda (angl. accelerated
proximal-gradient method (APGM)) alebo proximal-gradientna metéda s extrapola-
ciou.

V préci budeme dalej pracovat s nasledujticou verziou zrychlenej proximal-gradient-
nej metédy (APGM) z [101]. Algoritmus zrychlenej metédy na rieSenie tlohy (2.4)

vyzera nasledovne:

Algoritmus - APGM pre rieSenie (2.4)

Vstup: - Startovaci bod zq = 3, € R™
- Nastavenie pocitadla iteracii k = 1.
Vypocet: 1) Vypocet gradientu V f(y_1) a volba .
2) Vypocet bodu xy, = proxy, 4 (k-1 — t6V f (Ye-1))-
k-1

)
3) Extrapolacia yy =z + 105 (Tr — Tr—1).
)

4) k =k + 1, chod na 1).

Tak, ako v pripade zékladnej proximal-gradientnej metédy, dizka kroku ¢, byva bud
konstanta alebo urcovana v kazdej iteracii a takisto sa jedna o iteracnii metédu prvého
radu. Zrychlend metéda dosahuje priblizne rovnaku casovi naroénost v jednej iteracii
ako pévodna proximal-gradientna metdéda. Od zédkladnej metddy sa lisi v tom, ze do
proximalneho operatora v kazdej iteracii vstupuji hodnoty y;_1 namiesto hodnot xy_q,
pricom hodnoty y,_1 su ziskané extrapolaciou z predoslych hodnot z;_; a x.

Pre konvergenciu zrychlenej proximal-gradientnej metody musia byt splnené rov-

naké predpoklady ako v pripade zakladnej metody.

Veta 2.2.2. Nech f(x) je diferencovatelnd konvernd funkcia na R™ s Lipschitzovsky

spojitym gradientom s konstantou L > 0. Potom zrychlend proximal-gradientnd metoda
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s konstantnym krokom

t=—
L

aplikovand na dlohu (2.4) generuje postupnost bodov {xy}, ktord konverguje ako

Fay) — F* < m”% — )%,

pricom bod x* je minimom funkcie F(x) a F* je jej optimdlna hodnota.

Dékaz. Dokaz tvrdenia obsiahnutého vo vete mozno najst v [101], [5], [62].

Pozndmka 2.2.3. Veta 2.2.2. hovori o tom, Ze zrychlena proximal-gradientnd metoda
dosahuje pri aplikovani na tlohu (2.4) sublinedrnu rychlost konvergencie funkénych
hodndét radu O(m) Poznamenajme, ze tato rychlost konvergencie sa za danych
predpokladov neda zlepsit, preto je zrychlend proximal-gradientna metéda optiméalnou
pre dant triedu tloh [79]. Navyse, nediferencovatelné tlohy vieme teda riesit rovnakou
rychlostou ako diferencovatelné. Zrychlena proximal-gradientnd metéda ma zlozitost
O(1/4/€), t.j. potrebuje radovo O(1/+/€) iteracif na néjdenie e-presného rieSenia spliia-
juceho F(xy) — F* <e.

Zrychlena proximal-gradientnd metoda nie je spadova, nezarucuje pokles tucelovej
funkcie v kazdej iterdcii tak ako zakladna proximal-gradientna metéda. APG metoda sa
dostava k optimélnej hodnote tcelovej funkcie ¢asto pomocou tzv. ,skokov“. Z uvede-
ného dovodu existuju spadové verzie zrychlenej proximal-gradientnej metody, niektoré

si spomenieme v nasledujicej casti.

9Pozri Priloha A.3.



KAPITOLA 2. PROXIMALNE METODY 34

2.2.4 Spadové modifikacie APGM

Vlastnost spadovosti je casto pozadovanou vlastnostou algoritmov metod. Ukédzeme si
3 modifikacie zrychlenej proximal-gradientnej metddy, z toho druha z nich (t.j. DPG2)
je néas vlastny pristup.

V literatire je ako spadova verzia zrychlenej proximal-gradientnej metédy [101]

oznacovani metoda:

Algoritmus - Spddovd DPG1 metdda pre riesenie (2.4)

Vstup: - Startovaci bod zq = y, € R™.
- Nastavenie pocitadla iteracii k = 1.
Vypocet: 1) Vypocet gradientu V f(y_1) a volba ty.
2) zp = prozyg (Ye—1 — eV f(yr—1))-

Z F(z) < F(zp_q
3) 5, K (2) < F(xy, )'

Tp_1 inak
4) v = zpo1 + (2 — 2pm1).
5) Vypocet novej iteracie y, = (1 — ﬁ)xk + k%ka.

6) k=Fk+ 1, chod na 1).

Ak je podmienka nerasticosti ucelovej funkcie F'(z;) < F(x_1) splnend, tak itera-
cia spadovej verzie algoritmu je ekvivalentnd s iteraciou zrychlenej proximal-gradientnej
metoédy. Ak podmienka splnend nie je, premennd xj; zostava konstantnd, az pokym sa
nenajde lepsie suboptimalne riesenie.

Nasledujucu spadovi modifikaciu sme vytvorili na zaklade poznatkov o zékladnej a
zrychlenej proximal-gradientnej metéde v nami napisanej préci [62], [61], jej prakticki
implementaciu (Matlab kéd) sme odvtedy vsak signifikantne vylepsili tak, aby Setrila
vypoctovy cas. Modifikacia je svojou konstrukciou podobnd predoslej spadovej verzii,
najvacsi rozdiel je ten, Ze premennd x neostava za neplatnosti podmienky konstantna,

ale v kazdej iteracii sa priblizuje k optimalnemu rieseniu nasej tlohy.
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Algoritmus - Spiadovd DPG2 metéda pre riesenie (2.4)

Vstup: - Startovaci bod zy = yy € R™.
- Nastavenie pocitadla iteracii k = 1.
Vypocet: 1) Vypocet gradientu V f(yx_1) a volba ty.
2) 2k = prozyg (Ye—1 — 4V f(Ye-1))-

3) o = Ze F(Zk) S F(:Ckfl).

provy, g (xg—1 — t,V f(zk_1)) inak
4) Vypocet novej iterdcie y, = xp, + %(wk — Tp_1).

5) k =k +1, chod na 1).

Pokym je podmienka nerastiicosti ucelovej funkcie F'(z) < F(zx_1) splnend, modi-
fikacia pouziva zrychlent proximal-gradientnii metodu, kvoli jej rychlosti konvergencie.
Ak podmienka nerasticosti neplati, vyuzivame zakladnt proximal-gradientnii metodu,
ktora mé vlastnost spadovosti. Navyse, pri pouziti zdkladnej metody sa zmensuje vzdia-
lenost priebezného riesenia od optimalneho, vdaka ¢omu priebezné riesenie x; nestag-
nuje. Vsimnime si, ze vdaka uvedenej modifikédcii robime extrapola¢ny krok v bode 4)
vzdy s bodom xy, ktory spliia F(zy,) < F(x_1). Takisto poznamenajme, 7e za zlepde-
nie priebezného riesenia sme ,zaplatili“ vypoctom dalsieho proximalneho operatora a
gradientu V f(zj_1), ¢o moze byt vypoctovo narocné pre velkorozmerné tlohy.

Tretia spadovd modifikacia predstavuje zrychleni proximal-gradientnii metodu s
restartom metddy v pripade, ak nie je splnend podmienka nerastiicosti ucelovej funkcie.
Téato uprava vyuziva fakt, ze prva iterdcia zrychlenej proximal-gradientnej metédy sa

zhoduje s iteraciou zakladnej metody, ¢ize je spadova.

Algoritmus - APG metéda s restartom (DPG3) pre riesenie (2.4)

Vstup: - Startovaci bod zy = yy € R™.
- Nastavenie pocitadla iteracii k = 1.
Vypocet: 1) Vypocet gradientu V f(yx_1) a volba ty.
2) Vypocet bodu xy, = proxy, 4 (yk—1 — teV f(ye-1))-
3a) Ak F () < F(xg_1), potom y;, = xp + Z—jr;(xk — Tp_q).

3b) Inak restart: z9 = yo = zx_1, kK = 0.
4) k =k + 1, chod na 1).




KAPITOLA 2. PROXIMALNE METODY 36

Spadova proximal-gradientnd metdda s restartom bola pouzita napriklad v [52].

Pozndmka 2.2.4. Utelom spadovych modifikécii zrychlenej proximal-gradientnej me-
tody bolo ,eliminovat chybné kroky*, ktoré zhorsovali hodnotu ucelovej funkcie. Pri-
rodzene by sme ocakavali rychlejsie dosiahnutie suboptimélneho riesenia v zmysle poc¢tu
iteracii. AvSak jednoduchu hlavnu iteraciu zrychlenej metédy sme nahradili vypoctovo
zloZitejsimi, a preto sa toto zrychlenie nemusi prejavit ¢asovo (¢o je pre nas podstat-
nejsie). Vsetky spadové verzie zrychlenej proximal-gradientnej metédy obsahuji overo-
vanie podmienky nerastiicosti, ktorej vypocet moze byt pre velkorozmerné tlohy prilis
drahy. Preto tieto metédy nemusia byt svojou stavbou vhodné pre optimalizaciu vel-
korozmernych tloh. Uvedené spadové modifikcie s konstantou aj variabilnou dlzkou

kroku testujeme v experimentalnej casti prace.

2.3 Proximal-newtonova metéda (PNM)

Zovseobecnenim newtonovskych metéd (prevedenim do tzv. proximélneho tvaru) tak,
aby nimi bolo mozné riesit ilohy s nediferencovatelnymi tcelovymi funkciami tvaru
(2.4), vznikli tzv. proximal-newtonovské metédy [66]. Tieto metédy sa tiez daji ché-
pat ako zovsSeobecnenie proximal-gradientnej metody, ktoré berie do uvahy zakrivenie
funkcie f. Proximal-newtonovské metédy (PNM) dosahuji za standardnych predpo-

kladoch lepsie ako linedrne rychlosti konvergencie [66].

2.3.1 Formulacia a zakladné vlastnosti PNM

Proximal-newtonova metdda vyuziva proximalny operator s upravenou strukttrou, tzv.

skalovany proximalny operator.

Definicia 2.3.1. (Skélovany proximélny operator) Nech funkcia g : R* — R U {+o0}
je uzavretd vlastna konvexnd funkcia ' a nech H je kladne definitna matica. Skélovany

proximalny operator proxf : R™ — R” funkcie g je definovany ako:
) 1
proxl (z) = argmin (g(u) + §||u - mH?{) : (2.7)
10Pozri Priloha A.1 - Definicia A.1.1.
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Skalovany proximalny operator mé niektoré vlastnosti analogické vlasnostiam stan-
dardného proximalneho operatora. Podobne ako v pripade standardného proximéalneho
operatora, skalovany proximalny operator pre funkciu g existuje a je jednoznacne ur-
¢eny pre kazdé x € R". Avsak pouzitie skdlovanej normy ||[u—zx ||y ¢astokrat znemoznuje
explicitné vyjadrenie skalovaného proximalneho operatora.

Zo zapisu skalovaného proximalneho operatora taktiez vidime, Ze ho mozno in-
terpretovat ako kompromis medzi blizkostou k bodu z (v inej metrike ako v pripade
standardného proximélneho operatora) a minimalizovanim funkcie g.

Tak ako pri neskdlovanom proximalnom operatore aj pre skalovany existuje prepo-
jenie so subdiferencidlom funkcie g. Skalovany proximalny operdtor proz a subdife-

9

rencidlny operator dg su prepojené vztahom
proxl = (I+ H'9g)™". (2.8)

Uvedeny vztah sa d4 odvodit analogicky ako v pripade Vety 2.1.1..

Algoritmus proximal-newtonovej met6dy na riesenie tlohy (2.4) mé podobnu Struk-
turu ako algoritmus proximal-gradientnej metédy. Najvacsi rozdiel je ten, ze bod 2) v
algoritme PGM nahradime - zakladnd iteracna schéma proximal-newtonovej metédy
vyzera nasledovne

Tp+1 = pTOxf,{Z(Ik — tiH, 'V f (1)), (2.9)

kde premenns 4 je dlzka kroku a matica Hj, je Hessova matica V2 f () alebo symet-

rickd kladne definitnd aproximdcia Hessovej matice funkcie f, t.j. Hy ~ V2 f(z}).

2.3.2 Interpretacie PNM

Na hlavnu ¢ast algoritmu proximal-newtonovej metédy (2.9) sa dé pozerat mnohymi
sposobmi, metéda ma viacero interpretacii. Pozrime sa na $tyri z nich ako pri proximal-
gradientnej metdde. Na zdklade rdznych interpretacii PGM z [82] sme urobili analogické
interpretacie pre PNM. Pre zachovanie citatelnosti vynechajme indexy -, a oznacme
novy bod iterdcie 1 = xp,1.

Hlavné c¢ast algoritmu proximal-newtonovej metody potom vyzera naslednovne

xt = pro:z:g(x —tH 'V f(x)). (2.10)
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Zakladna interpretacia PNM

Prva najjednoduchsia interpretdcia vychdadza priamo z definicie skalovaného proximal-

H

to(z). Hlavni ¢ast algoritmu (2.10) moZeme teda chdpaf ako kom-

neho operatora prox
promis medzi minimalizaciou funkcie g a blizkostou (v rec¢i skdlovanej normy) k ne-
wtonovskému kroku z —tH 'V f(z) pre minimalizdciu funkcie f. Proximal-newtonovu
metodu teda mozno povazovat za akusi postupni minimalizaciu, kde bodom najprv

pohneme v smere minimalizujicom funkciu f a nésledne bod korigujeme, aby sme sa

zaroven priblizili minimu funkcie g.

PNM ako algoritmus minimalizacie aproximacie ticelovej funkcie

Tak ako v pripade proximal-gradientnej metody aj na proximal-newtonovu metédu sa
da pozerat ako na algoritmus, ktory iterativne aproximuje t¢elovi funkciu a nésledne
dani aproximaciu minimalizuje. Ak rozpiSeme hlavnu iteraciu proximal-newtonovej
metddy (2.10) pomocou definicie skalovaného proximalneho operatora (2.7), dostaneme
1
zh = argmin (g(u) + %H(u —x)+ tH1Vf(a:)H%I>
1
— argmin (f(2) + V()" (u— o) + o (=) H(u = 2) + g(u)).

kde posledna rovnost bola ziskana rozpisanim kvadratického ¢lena a naslednou vyme-

(2.11)

nou konstantného ¢lena. Funkcia

flu) = f@) + V@) (u—a) + ol — 2l

je aproximaciou funkcie f druhého radu, ktora je tesna v bode x. Novy bod iteracie

x7" je teda minimom funkcie f + g, ktora je aproximaciou tucelovej funkcie f + g¢.

Poznamka 2.3.1. Spominali sme, ze skalovany proximalny operator sa vic¢sinou neda
dobre explicitne vyjadrit. Naopak, jeho vy¢islovanie byva vypoctovo extrémne narocné.
7 toho ddévodu sa v proximal-newtonovej metdéde v praxi novy bod iteracie pocita
rieSenim podilohy (2.11). Tuto podulohu treba riesit inymi iteraénymi metédami,
napr. autori publikicie [66] pouzivaji stradnicové spadové metddy. V pripade tlohy
[1-regulovanych najmensich Stvorcov (1.2) vsak tato podiloha predstavuje podobne
zlozity problém, ako je pévodnd tloha. Z uvedenych dévodov sa proximal-newtonovej

metode v experimentalnej casti prace venovat nebudeme.
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PNM ako metéda hladania pevného bodu

Dalsou interpreticiou proximal-newtonovej metédy je, e ju mozeme povazovat za me-
tédu hladania pevného bodu operatora z hlavnej iteracie (2.10). Pevny bod z* teda
spiﬁa
= proxg(x* —tH 'V f(z%)),
¢o sa d4 pomocou vztahu (2.8) prepisat na nasledujice ekvivalentné tvary
v = (I +tH '0g)" (I —tH 'V [f)(z*),
(I —tH 'V f)(z*) € (I +tH '0g)(x"),
—tH 'V f(2*) € tH 'dg(x*),
0€ Vf(z")+ dg(z"),

pricom posledny vztah predstavuje nutni a postacujicu podmienkou optimality pre

tlohu (2.4). Minimum funkcie f 4 g mdzeme néjst najdenim pevného bodu operatora

(I +tH'0g)"'(I —tH 'V f) z hlavnej iterdcie (2.10).

PNM ako diskretizacnia metoda

Proximal-newtonovu metédu taktiez mozno povazovat za diskretizacni metodu pre
riesenie vhodnej diferencidlnej rovnice, ktorej ekvilibria st bodmi minima konvexnej
funkcie f 4 ¢. Pre jednoduchost predpokladajme, ze funkcia g je diferencovatelna.
Hlavnu iterdciu proximal-newtonovej metédy (2.10) mozno vyuzitim vlastnosti (2.8)

ekvivalentne prepisat na
ot = +tH 'Vg) *(I —tH 'V f)(2),
¢o je ekvivalentné vztahu
vt tH 'Vg(at) = v —tH 'V f(z).

Preusporiadanim predoslej rovnosti a naslednym jej predelenim parametrom ¢ dosta-

neme vztah

—— = —H7'(Vf(x) + Vg(a")).
V pripade nediferencovatelnej funkcie g sa predosly zapis zmeni na tvar
at —w -1 +
€ —H (Vf(z)+0g(z™)). (2.12)

t
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Proximal-newtonova metdda predstavuje diskretizacnit metodu pre riesenie diferencidl-
nej rovnice 4x(t) = —H *(V f(z(t)) + Vg(z(t))), ktord pouziva doprednt Eulerovu
diskretizaciu pre diferencovatelni ¢ast f a spatnt Eulerovu diskretizdciu pre (nedife-

rencovatelni) cast g.

Pozndmka 2.3.2. Vztah ﬁ% z (2.12) predstavuje smer optimalizécie pri pouziti proxi-
mal-newtonovej metédy. Tento smer je newtonovského typu, pricom kombinuje expli-

citny gradient a implicitny subgradient.

2.4 Nova proximal-kvazinewtonova metéda (PQNM)

Tato cast prezentuje nas pokus vytvorit proximal-kvazinewtonovski metédu (PQNM).
Presnejsie ide o snahu skombinovat zakladni proximal-gradientni metédu (resp. Stan-

dardny proximalny operator) a kvazinewtonovsku metodu ako napriklad BFGS ¢i DFP.

2.4.1 DMotivacia a popis PQNM

Medzi hlavné motivacie na vytvorenie proximal-kvazinewtonovej metédy patri snaha
zrychlit konvergenciu proximal-gradientnej metédy pouzitim kvazinewtonovskej me-
tédy a takisto ponechanie Standardného proximdlneho operdtora (2.1), ktory ma pre
mnohé funkcie explicitny tvar, resp. ktorého hodnotu vieme pre mnohé funkcie efektivne
vy¢islovat jednoduchymi Specializovanymi metédami (toto pri proximal-newtonovej
metdde a Skdlovanom proximalnom operdtore neplati). Navyse vyuzitim kvazinewto-
novskych metéd odpada potreba riesit sustavu n linedarnych rovnic, pretoze mozeme
aproximovat priamo inverzni Hessovi maticu.

Algoritmus navrhovanej proximal-kvazinewtonovej metdédy na riesenie tlohy na
volny extrém (2.4) ma pribuznt Struktiru ako algoritmus proximal-gradientnej me-
t6dy. Hlavnou zmenou je, ze bod 2) v algoritme proximal-gradientnej met6dy nahra-

dime itera¢nym predpisom
Tp1 = proxy, o(zr, — . BLV f(xy)), (2.13)

kde premenn4 t;, je dizka kroku a matica By, je symetrickd kladne definitnd aproximéacia

inverznej Hessovej matice funkcie f v bode zy, t.j. B & [V2f(x;)]~!. Vsimnime si, Ze
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v zapise vystupuje standardny neskalovany proximalny operator.

2.4.2 Interpretacie PQNM

Po nie prilis presvedéivych pociatoénych numerickych experimentoch s proximal-kvazi-
newtonovou metddou, sme sa rozhodli pozrief na teoretické interpretédcie/vlastnosti
uvedenej metédy. Na hlavni ¢ast algoritmu proximal-kvazinewtonovej metédy (2.13)
sa da pozerat viacerymi spoésobmi. V nasledujiicej ¢asti odvodime 4 pohlady na hlavnu
iteraciu met6dy tak, ako to bolo urobené v [82] pre pripad proximal-gradientnej metody
a v odseku 2.3.2 pre pripad PNM. Pre zachovanie ¢itatelnosti vynechajme indexy -; a
oznacme novy bod iterdcie x+ = x51.

Hlavné c¢ast algoritmu navrhovanej proximal-kvazinewtonovej metody po tomto

zjednoduseni zapisu vyzera

"t = proxy,(z — tBV f(x)). (2.14)

Zakladna interpretacia PQNM

Prva najjednoduchsia interpretacia metody vychadza priamo z definicie standardného
proximélneho operatora (2.1). Novy bod iteracie (2.14) mozeme teda chépat ako kom-
promis medzi minimalizaciou funkcie g a blizkostou ku standardnému kvazinewtonov-
skému kroku x —tBV f(x) pre minimalizaciu funkcie f, pricom premennd ¢ predstavuje
trade-off parameter. Proximal-kvazinewtonovu metédu teda mozno povazovat za akusi
postupnu minimalizaciu, kde najprv minimalizujeme funkciu f a nasledne ziskany bod

korigujeme, aby sme sa priblizili minimu funkcie g.

PQNM ako algoritmus minimalizacie aproximacie ticelovej funkcie

Tak ako v pripade predoslych proximélnych metdéd aj na proximal-kvazinewtonovu
metodu sa da pozerat ako na algoritmus, ktory sa iterativne snazi aproximovat uce-
lova funkciu a néasledne dani aproximéciu minimalizuje. Ak rozpiseme hlavnu iteraciu

proximal-kvazinewtonovej met6édy (2.14) pomocou definicie proximalneho operatora
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(2.1), dostaneme

T = argmin (g(u) + 21tH(U — )+ tBVf@)H%)

) (2.15)
= argmin (f(x) + V(@) 'B(u—x)+ %Hu — |5+ g(u)> ;

kde posledna rovnost bola ziskana rozpisanim kvadratického ¢lena a néslednou zmenou

konstantného ¢lena. Novy bod iterdcie 27 je teda minimom funkcie f + g, kde

A

Flu) i= f(a) + V£ Blu— 1) + o~ ]

Funkciu f z tdlohy (2.4) sa teda algoritmus snazi aproximovat funkciou f, ktora je
tesna v bode z (plati f(z) = f(x)). Aviak tdto funkcia nemusi predstavovat dobra

aproximaciu funkcie f.

PQNM ako metéda hladania pevného bodu

Pozrime sa teraz, ¢o bude splnat pevny bod z* operdtora z hlavnej iteracie proximal-

kvazinewtonovej metody (2.14). Zaujima nds teda vztah
" = proxy,(z* — tBV f(z")),
¢o sa da vyuzitim Vety 2.1.1. upravit na nasledujtce ekvivalentné tvary
x* = (I +tdg) (I —tBVf)(z"),
(I —tBVf)(z*) € (I +tdg)(x"),
—tBV f(z*) € tog(x™),
0 € BVf(z*) + 0g(z™).

Vsimnime si, ze kvoli vyskytu matice B posledny vzfah nepredstavuje nutnu a posta-

¢ujicu podmienkou optimality pre ulohu (2.4), ako by sme pozadovali.

PQNM ako diskretizacna metéda

V nasledujicom pre jednoduchost predpokladajme, ze funkcia g je diferencovatelna.
Tak ako ostatné proximélne metody, aj proximal-kvazinewtonovu metédu mozno po-

vazovat za diskretizacni metédu pre riesenie nejakej diferencidlnej rovnice. Hlavni
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iterdciu proximal-kvazinewtonovej met6édy (2.14) mozno pouzitim Vety 2.1.1. prepisat
na

et = (I +tVg) (I —tBVf)(z),
¢o je ekvivalentné vztahu
zt +tVg(zt) =z — tBV f(z).

Preusporiadanim predoslej rovnosti a jej naslednym predelenim parametrom ¢ dosta-

neme vztah

= ~BVf(z) - Vg(a).

Proximal-kvazinewtonova metdda predstavuje diskretizacni metodu pre riesenie dife-
rencidlnej rovnice 4x(t) = =BV f(x(t)) — Vg(x(t)), ktord pouziva doprednt diskreti-
zéciu pre diferencovatelni cast f a spatni diskretizdciu pre (nediferencovatelni) ¢ast g.
Takisto vztah fﬁ% predstavuje smer optimalizacie pri pouziti navrhovanej proximal-
kvazinewtonovej metdy.

Vysledky z predoslych moznych interpretacii proximal-kvazinewtonovej metédy (po-
sledné 3 okrem prvej najjednoduchsej) ndam napovedaji, ze tdto nami navrhnutd me-
téda v skutoc¢nosti neminimalizuje ic¢elovi funkciu f+ g z tlohy (2.4) ako sme povodne
zamyslali. Prehladny sihrn tychto odvodenych teoretickych vlastnosti pre PGM, PNM

a PQNM metody uvadzame v Tabulke 2.2..
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2.5 Prirastkova proximal-gradientnd metéda (PPGM)

Pre minimalizéciu tcelovej funkcie v tvare priemeru (suc¢tu) funkecii vznikli, tzv. pri-
rastkové metédy (angl. incremental methods) [10], [11], ktoré pozostéavaji z vypoctovo
jednoduchsich iteracii aplikovanych na jednotlivé komponenty ucelovej funkcie. Publi-
kécia [10] predstavuje zjednoteny pohlad na prirastkové metody, autori v [10] analyzuji
konvergenc¢né vlastnosti prirastkovych metdd, ktoré kombinuji subgradientné a proxi-
malne kroky. Na zaklade druhej kapitoly v [10] uvddzame nasledujicu prirastkovi
proximal-gradientni met6du (PPGM), ktord sa da chapat ako podpripad metddy z

[10] a ktort sme upravili, aby bola pouzitelnd na tilohy nami pozadovaného tvaru.

2.5.1 Popis a zakladné vlastnosti PPGM

Prirastkova proximal-gradientna metoda sa vyuziva na optimalizaciu tlohy na volny

extrém tvaru

: 1 &
min F(a) = - f(x) + g(o), 210
kde funkcie fi(z) : R* — R, ¢ = 1,...,m st diferencovatelné konvexné. Funkcia

g(z) : R — RU{+00} je uzavreta vlastnd konvexna funkcia. Funkcia g moze byt
nediferencovatelna, avsak pre efektivne pouzitie metédy pozadujeme, aby mala expli-
citne vyjadritelny alebo vypoctovo nenarocény proximalny operator.

V nasledujicom uvadzame algoritmus prirastkovej proximal-gradientnej met6dy na

riesenie ulohy (2.16):

Algoritmus - PPGM pre rieSenie (2.16)
Vstup: - Startovaci bod z, € R”.

- Nastavenie pocitadla iteracii k = 0.
Vypocet: 1) Zvol index iy = (k mod m) + 1.
2) Vypocet gradientu V f; (x) a volba t.

)
3) Vypocet novej iteracie w11 = prowy, g m(xr — %szk (k).
)

4) k =k + 1, chod na 1).

Vsimnime si, ze priraskova proximal-gradientnd metdda pracuje v kazdej iteracii

iba s jednym komponentom f; a nie s celym stctom funkeii 7, f;(x)(ako proximal-
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gradientnd metdéda). Vypocet ¢iastkového gradientu V f; je m-ndsobne jednoduchsi ako
vypocet plného gradientu Y1, V f;(x). Preto ma priraskovd proximal-gradientnd me-
toda najvacsi zmysel, ak je pocet komponentov m velky. Jednotlivé funkcie f; vyberame
postupne cyklicky, index 7, sa v kazdej iteracii meni. V sticasnosti prebiehaju snahy o
skimanie stochastickych metdod (napr. [60], [92], [76], [27]), pri ktorych sa index 7 voli
nahodne, castokrat z rovnomerného rozdelenia. Stochastické metddy casto dosahuju
lepsie konvergencné vysledky avsak, kvoli ndhodnosti, v strednej hodnote. V porov-
nani s ich deterministickymi verziami dosahuji mensiu odchylku od optimélnej hodnoty
ucelovej funckie za rovnaky ocakévany (strednd hodnota) pocet iterdcii [10]. Stochas-
ako deterministické, napr. [92], [10]. Poznamenajme vsak, ze porovnavanie ,worst-case
hodnét (deterministiké met6dy) s hodnotami v strednej hodnote (stochastické metody)
nemusi byt presne platné. Ina modifikacia prirastkovych metod, ktorou by sa dalo vy-
hnit nevhodnému usporiadaniu ¢iastkovych funkcii f;, spo¢iva v permutovani funkcii
fi po kazdych m iteraciach. Poznamenajme, zZe prirastkova proximal-gradientnd me-
toéda po m iteraciach sa da interpretovat ako proximal-gradientna metoda s nepresnym
smerom optimalizécie (obsahuje chybovy ¢len).

Premennd ¢, > 0 predstavuje dlzku kroku, ktord volime konstantnd alebo ju upra-
vujeme v kazdej iterdcii. Konstantng dlzka kroku (preferovand forma implementacie
metddy) vSak negarantuje konvergenciu, prirastkova proximal-gradientnd metoda ty-
picky osciluje v okoli riesenia tlohy (2.16), pricom velkost oscilacie je zhruba propor-
ciondlna k t/m [10]. Pre zmensujuci sa krok ¢, = O(1/k) metéda konverguje pomalou
sublinearnou rychlostou [10].

Ak by sme chceli porovnat proximal-gradientni metédu s prirastkovou proximal-
gradientni metédou, tak porovnanie mézeme rozdelit na dve casti. V pripade, ked sme
daleko od bodu optima tlohy (2.16), prirastkova proximal-gradientnd metdda bude
konvergovat rychlejsie - ak jednotlivé funkcie f; nie st prilis odlisné, tak daleko od
optima je gradient V f; viacmenej spravnym smerom [10]. Naopak v pripade, ked sme uz
blizko optima, Standardna proximal-gradientnd metoda je zvycajne lepsia kvoli pomalej

konvergencii prirastkovej metddy.
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2.5.2 Modifikacie prirastkovej proximal-gradientnej met6dy

7 predoslych poznatkov vyplyva, Ze za hlavné nevyhody prirastkovej proximal-gradient-
nej metoédy mozno povazovat pomali rychlost konvergencie a fakt, ze pouzitie konstant-
nych dizkok krokov negarantuje konvergenciu. Z toho dovodu uvéddzame dve modifi-
kacie ¢i rozsirenia prirastkovej proximal-gradientnej metody, ktoré by mali uvedené
nevyhody eliminovat.

Prvi modifikiciu predstavuje metéda inspirovand prirastkovou metédou IAG (Inc-
remental Aggregated Gradient) z [13], resp. deterministickou verziou stochastickej SAG
(stochastic average gradient) metédy z [92]. IAG metédu sme upravili do proximélneho
tvaru (vyuziva proximalny operator), aby sme vedeli optimalizovat nediferencovatelné
funkcie tvaru (2.16). Tato vzniknutd prirastkovi metédu budeme v dalSom texte na-
zyvat PIAG metdda.

Algoritmus PTAG metédy na riesenie tilohy (2.16) mé nasledovny tvar:

Algoritmus - PIAG met6da pre riesenie (2.16)

Vstup: - Startovaci bod z, € R™.

- Nastavenie pocitadla iteracii k = 0.
Vypocet: 1) Zvol index iy, = (k mod m) + 1.

2) Vypocet gradientu V f; (xy) a volba t.

3) Update vy, = )
Yik—1 inak

4) Vypocet novej iterdcie xj1 = proxy, o(x), — % S Yik)-

5) k =k + 1, chod na 1).

Druhtt modifikaciu predstavuje deterministickd verzia MISO (Minimization by Inc-
remental Surrogate Optimization) met6dy z [76], [75], ktort sme pre lepsiu interpreta-
ciu a porovnanie s predoslymi metédami prepisali do ekvivalentného tvaru, v ktorom
vystupuje proximalny operator.

Algoritmus MISO metddy na riesenie tlohy (2.16) vyzera nasledovne:
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Algoritmus - MISO metéda pre riesenie (2.16)

Vstup: - Startovaci bod zy € R”.

- Nastavenie pocitadla iteracii k = 0.
Vypocet: 1) Zvol index iy = (k mod m) + 1.

2) Vypocet gradientu V f; (xx) a volba .

T — 4V fi(rr) =1
3) Update y; . = (=) )

Yik—1 inak
4) Vypodet novej iterdcie w1 = protyg(= X yik).

5) k =k + 1, chod na 1).

PIAG aj MISO iteracia je podobne vypoctovo nenarocna ako v pripade prirastkove;
proximal-gradientnej metody, v kazdom kroku sa vycisluje len jeden c¢iastkovy gradient
V fi. (zx). Vidime, Ze metédy PIAG a MISO st svojou myslienkou velmi pribuzné, v pro-
ximalnom operatore PIAG priemeruje predoslé najaktualnejsie (pre dany index i) ¢ias-
tkové gradienty a MISO priemeruje predoslé najaktudlnejsie gradientné kroky. PIAG
a MISO metody st pomerne paméatovo narocné, pretoze obe na svoj chod potrebuju
v pamadti drzat m najaktualnejsich hodnét ciastkovych gradientov (resp. predoslych
gradientnych krokov). Na rozdiel od prirastkovej proximal-gradientnej met6dy, kazda
iteracia PTIAG (MISO) metédy vyuziva vSetky gradienty funkcii f; (podobne ako v pri-
pade Standardnej proximal-gradientnej metdédy), preto je smer optimalizacie presnejsi
a menej nachylny na prudké zmeny ako v pripade prirastkovej proximal-gradientne;
metddy. Povodnd SAG metdéda dosahuje pre ulohy so silnokonvexnou (konvexnou)
t¢elovou funkciou linedrnu (sublinedrnu O(1/k)) rychlost konvergencie'! a podporuje
kongtantné dizky krokov [92]. Podobné vysledky dosahuje aj MISO metéda [76]. V

literattre existuji aj dalsie metédy s podobnou myslienkou, napr. [27].

2.6 ADMM metoda

ADMM (angl. Alternating Direction Method of Multipliers) je proximalna metéda, v
literattre taktiez zndma ako Douglas-Rachford splitting [16], [82]. Publikacia [16] je

monografiou, ktord sa venuje ADMM metéde.

HPozri Priloha A.3.
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2.6.1 Popis a zadkladné vlastnosti ADMM

ADMM metédda sa pouziva na optimalizaciu tlohy na volny extrém tvaru

min F(z) = f(x) + g(z), (2.17)

z€R™

kde funkcie f(z),g(x) : R® — R U {+o0} st obe uzavreté vlastné konvexné funkcie.
Funkcie f a g mozu byt nediferencovatelné, najlepsie také, ktorych proximalny operator
je explicitne vyjadritelny alebo vypoctovo nenarocny. Hlavna vyhoda ADMM metédy a
zaroven najvacsi rozdiel metody oproti predoslym metédam spociva v tom, Ze k ¢astiam
ucelovej funkcie pristupuje oddelene - iba pomocou ich proximéalnych operatorov.
Algoritmus ADMM met6dy na riesenie tlohy (2.17) pracuje s tromi postupnostami

bodov xk, 2z a ug a vyzera nasledovne:

Algoritmus - ADMM pre riesenie (2.17)
Vstup: - Startovaci bod zy = ug € R™.

- Nastavenie pocitadla iteracii k = 0.

- Dizka kroku t.
Vypocet: 1) Vypocet bodu xj1 = proxs (2 — ug)-

2) Vypocet bodu zp41 = proxi, (xg41 + ug).
3) Vypocet bodu uyi1 = U + Tpr1 — Zkt1-
)

4) k =k + 1, chod na 1).

Pozndmka 2.6.1. Podla [82] postupnosti bodov zj a 2z obe konverguji k optimélnemu
rieseniu tlohy (2.17) a tym padom aj k sebe navzajom. Avsak z konstrukcie ADMM
algoritmu a vlastnosti proximélneho operatora (2.1) vyplyva, Ze tieto postupnosti maji
odlisné vlastnosti. Presnejsie, postupnost bodov x pochadza vzdy z definicného oboru
funkcie f, a naopak postupnost bodov z, je z definicného oboru funkcie g. Preto v
pripade, ak by funkcia g kédovala ohranic¢enia tlohy, body z, budd generované ako
pripustné, zatial ¢o body xp mdzu byt nepripustné. Podobne, ak proximalny operator
pre funkciu g sposobuje nejakd Specidlnu vlastnost (napriklad ak g(x) = ||z|;, tak
proximalny operator prox;, sposobuje riedkost), tito vlastnost buda spliiat vzdy akurat

body 2.
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ADMM metdda konverguje uz za pomerne slabych prepokladoch, zlozitost metody
v najhorSom pripade je O(1/€?) [16], ¢o je slaby vysledok. Metéda vsak napriek tomu
v praxi funguje castokrat efektivne. Vdaka faktu, ze ADMM pristupuje k funkciam
f a g zvlast pomocou proximélych operatorov, pre plne separovatelné funkcie f(x) =
>, filz;) je tento algoritmus velmi dobre paralelizovatelny. Takisto sa da algoritmus

dobre prisposobit a paralelizovat aj v pripade f(z) = Y7 fi(z) [16].

2.6.2 Iterpretacia ADMM metédy

Tak ako v pripade predoslych proximalnych metéd, aj v pripade ADMM metody exis-
tuju viaceré interpretacie algoritmu. Metdéda sa dé& interpretovat napriklad ako po-
stupna minimalizacia rozsirenej Lagrangeovej funkcie, takisto ako diskretiza¢na metdda

na rieSenie systému obycajnych diferencialnych rovnicu [82].

ADMM ako metéda hladania pevného bodu

Jednou moznou interpretaciou ADMM metddy je, ze ju mdzeme povazovat za me-
tédu hladania pevného bodu hlavnej iterdcie, ktory potom spliia nutné a postacujice
podmienky optimality pre tlohu (2.17). Pevné body z*, z*, u* teda spliiaji
" = proxg (2" —u),
2" = proxy,(z* + u”),
u=u"+x" - 2",
kde z poslednej rovnosti vyplyva x* = z*. Eliminovanim premennej z* a pozitim Vety
2.1.1. sa prvé dva vztahy upravia na
o* = (I +t0f)  (z* —u*),
o = (I +tdg) ' (x* + u*).

Ekvivalentne sa tieto vzfahy daja prepisat na
—u* € tof(z"), u* € tdg(x™).

Ak tieto vztahy sc¢itame, vidime, ze pevny bod z* (a teda aj bod z*) spiiia nutni a

postacujicu podmienku optimality 0 € df(2*) + dg(x*) pre dlohu (2.17).



Kapitola 3

Metédy vnutorného bodu

V stcastnosti st metédy vnitorného bodu (MVB) najpouzivanejsimi metédami na
riesenie diferencovatelnych konvexnych optimaliza¢nych tloh. V tejto casti sa budeme
venovat hlavne tzv. primarno-dudlnym metédam vnitorného bodu pre riesenie vseobec-
nych tloh konvexnej optimalizacie. Viac informacii o primarno-dudlnych MVB mozno
néajst napr. v [14], [105], [59], [63], [61], [64] a o bariérovych MVB napr. v [14], [80],
[48].

3.1 Formulacia Glohy a zakladna myslienka MVB

Uvazujme nasledujicu vSeobecnt tlohu konvexného programovania

min fo(z)
* (3.1)
sit. fi(x) <0, i=1,...,m,
kde fo,..., fm : R® — R st konvexné, dvakrat spojito diferencovatelné funkcie. Kon-
vexnost funkcii f; z ohraniceni (t.j. ¢ = 1,...,m) implikuje konvexnost mnoziny pri-

pustnych rieseni
P={z:fi(xr) <0 i=1,...,m}.
Ulohou je teda najst minimum konvexnej ti¢elovej funkcie fo(x) na konvexnej mnozine
pripustnych rieseni P.
O tlohe (3.1) predpokladame, Ze je riesitelnd, t.j. existuje jej optimélne riesenie x*.

Tiez predpokladame, Ze existuje tzv. vnutorny bod mnoziny pripustnych rieseni, t.j.

51
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bod € P taky, ktory spliia filz) <0, i =1,...,m. Tento predpoklad znamena,
ze vnutro mnoziny pripustnych rieseni P je neprazdne, a teda je splnena Slaterova
podmienka (tloha (3.1) je S-reguldrna).

Zakladnou myslienkou bariérovych metéd vntatorného bodu je riesit povodnu iilohu
(3.1) pomocou rieSenia postupnosti parametrizovanych tloh na volny extrém pre zvac-
sujucu sa hodnotu parametra, pricom riesenie aktualnej lohy je pouzité ako startovaci
bod pre dalsiu minimalizaciu. Postupnost minim tychto parametrizovanych tloh kon-
verguje k optimalnemu rieSeniu pévodnej tlohy (3.1) a tvori tzv. centralnu trajektériu.

Primarno-duédlne metédy vnatorného bodu, narozdiel od bariérovych metdd, pa-
rametrizuju a riesia nutné a postacujice podmienky optimality. Hlavnou myslienkou

primarno-dudlnych metéd vnutorného bodu je, ze podmienka komplementarity v nut-

1
z

nych a postacujicich podmienkach optimality sa perturbuje kladnym parametrom
T¥m vznikne postupnost perturbovanych systémov rovnic, ktoré sa riesia Newtonovou
metodou pre postupne zvacsujucu sa hodnotu parametra t. Postupnost rieseni tychto
systémov konverguje k optimélemu rieSeniu pévodnej tlohy(a lezi na tzv. centralne;
trajektorii).

Poznamenajme, ze tieto parametrizované podilohy (parametrizované tlohy na volny
extrém ¢i parametrizované systémy rovnic) pri MVB nie je potrebné riesit presne. Ho-
vori sa o tzv. volnom sledovani centralnej trajektorie v jej urcéitom vymedzenom okoli,
ktoré vyuziva kvadratick konvergenciu! Newtonovej metédy v blizkosti minima. Me-
toédy vnitorného bodu sa teda spoliehaji na Newtonovu metdédu pri pocitani smerov
optimalizacie, a tym padom st metédami druhého radu zdielajic ich vyhody a nevy-

hody.

3.2 Primarno-dualne metédy vniutorného bodu

Kedze v experimentélnej casti prace budeme vyuzivat z MVB iba primarno-dudlne
algoritmy, vysvetlime teraz blizsSie principy ich fungovania. Vychadzame predovsetkym
z [14], pricom sme tam uvedené postupy a algoritmus upravili pre potreby tlohy (3.1).

Podla [59] primarno-dudlne metédy vnitorného bodu (PDMVB) maji najlepsie

1Pozri Priloha A.3.
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teoretické konvergenc¢né vlastnosti spomedzi viacerych met6d vinitorného bodu, a podla
[44], [105] majui takisto aj najlepsiu praktickd konvergenciu. Metédy vntutorného bodu
pre tlohy linearneho a kvadratického programovania vedia vyriesit velkorozmené ilohy
za desiatky iterdcii.

Vyhodou primarno-dualnej metody je, ze v kazdej iteracii su aktualizované pri-
marne a zaroven dudlne premenné. Napriek rozdielom st primarno-dudlne metédy
pribuzné bariérovym metédam - primarno-dualne smery optimalizacie st svojou struk-

turou velmi podobné smerom optimalizacie bariérovej metédy [14].

3.2.1 Primarno-dualny smer v MVB

Zaklad primarno-dudlnej metody vniitorného bodu tvori tzv. hladaci smer (angl. search
direction), ktory predstavuje smer optimalizécie primarnych a dudlnych premennych.
Ziskava sa aplikovanim Newtonovej metody na systém modifikovanych Karush-Kuhn-
Tuckerovych podmienok optimality.

Lagrangeova funkcia pre tulohu (3.1) ma tvar

L(z, p) = folz) + i f(2),

kde funkcia f(z) = (fi(z),..., fm(x))T : R* — R™ predstavuje ohranicenia a p > 0,,
je dudlna premennd, ktora prislicha ohrani¢eniam f(x) < 0.

Vdaka platnosti Slaterovej podmienky pre tlohu (3.1) existuje primarno-dudlna
optimalna dvojica (z*,u*) € R™ x R™, ktora splia Karush-Kuhn-Tuckerove (KKT)

podmienky, ktoré si nutnymi a postacujicimi podmienkami optimality

Vfo(z*) + Df(x) " =0 (3.2)
diag(p*) f(z*) =0 (3.3)
f(z*) <0, p* >0, (3.4)

kde D f(x) oznacuje Jakobiho maticu, t.j.

V fi(z)"
Df(z) = : )
V fn ()"
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a diag(p*) je diagondlna matica so zlozkami vektora p* na diagondle.

Myslienkou primarno-dualnych metéd vnutorného bodu je rieSenie tohto systému
Newtonovou metodou. Presnejsie, tato metoda sa aplikuje na systém nelinearnych rov-
nic

(o ) = Vio()+ Df(e) ) _ 0 (35)
—diag(p) f(z) — ;1

Tento systém vznikol z prvych dvoch KKT podmienok, kde podmienka komplemen-
tarity (3.3) je upravend o ¢len 11, pricom ¢ > 0 je kladny parameter. Ak premenné
, 1 splnajt r(z, p) = 0 a f(z) < 0, p > 0, potom x = z*(t), p = p*(t) st body tzv.
centralnej trajektorie (x,p st vtedy pripustné s dudlnou medzerou m/t). VSimnime
si, ze pre t — oo sa systém rovnic (3.5) zredukuje na podmienky optimality pre po-
vodni tlohu (3.1). Preto je zadkladnou myslienkou primérno-dudlnych metéd pouzivat
Newtonove smery ziskané riesenim systému (3.5) pre rastiicu postupnost parametra ¢

a pritom udrziavat kladnost p resp. zapornost f(x).
Majme bod w = (z, 1), ktory spliia f(x) < 0, u > 0. Newtonova metéda pre (3.5)

najde korene linearizovaného systému
ri(w + Aw) =~ riy(w) + Dry(w)Aw = 0,

kde Dry(w) predstavuje Jakobiho maticu a Aw = (Az, Au) je Newtonov smer. Preto
je potrebné riesit systém linedrnych rovnic (nazyvany aj Newtonov linedrny systém)
Dry(w)Aw = —ry(w). Tento systém, po rozpisani do zloziek pre Ax a Ay, mozno

formélne zapisat ako

V2 fo(x) + 20, V2 fi(x)  Df(x)" —Vfo(z) = Df(x)"p
—diag(p)D f(x) —diag(f(z)) diag(p) f(x) + 1

kde na lavej strane pred zvislou ¢iarou je matica systému a na pravej strane za zvislou

. (36)

¢iarou je prava strana systému rovnic.
Pod primarno-dudlnym smerom Awy,g = (Azpg, Apipq) pre tlohu (3.1) rozumieme

riesenie Newtonového systému linedrnych rovnic (3.6).

Pozndmka 3.2.1. Metdédy vnutorného bodu st metédami druhého rddu a potrebuju

riesif systém linearnych rovnic. Tato operacia ma vo vSeobecnosti vypoctovi zlozitost
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O(n?), kde n je rozmer systému. V casti o implementacii primarno-dudlnej met6dy
vnutorného bodu si povieme, akymi sposobmi mozno k rieseniu Newtonovho systému
pristupovat. Tato problematika je v pripade metéd vntutorného bodu velmi dolezita,
pretoZe vypocet tohto systému je vypoctovo (aj ¢asovo) najnaroénejsia operacia v algo-
ritmoch. Tieto pristupy mozu znamenaft rozdiel medzi ipesnym a nelspesnym pouzitim

metody a dokazu metodu vyrazne urychlit.

3.2.2 Primarno-dualny algoritmus metédy vniutorného bodu

Struktira algoritmov metéd vnitorného bodu je vyrazne zlozitejsia ako v pripade
proximalnych metéd. V nasledujucej ¢asti uvedieme zakladné prvky primarno-dualneho
algoritmu.

Mierou optimality 7 je tzv. dudlna medzera, ktora je pre kazdé (z, ), ktoré spliiaju

f(z) <0a p >0 definovana ako

n(x, 1) = —f(z)"

Algoritmus primarno-dualnej metody sa zastavi, ked je hodnota dualnej medzery men-
sia ako vopred zvolena tolerancia € > 0. Typicky je tato tolerancia mald, pretoze
primarno-dudlne metédy dosahujui ¢asto lepsiu ako linearnu rychlost konvergencie [14].

Riadiaci parameter t je funkciou aktudlnej dualnej medzery n, pricom ho volime ako
t = vm/n(x, u), kde konstanta v > 1 je zvycajne z intervalu [2,10]. Ak st premenné z
a u centralne, t.j. spliiaji r(x, 1) = 0 a f(z) <0, > 0, tak je dudlna medzera rovna
n(x, ) = m/t, a preto v tomto pripade hodnotu t zvac¢Sujeme v-nasobne (t.j. ¢t := vt)
[14].

DalSou délezitou stc¢astou algoritmu primérno-dudlnej metédy je urcovanie dizky
kroku. Velkost kroku z Newtonovej metody skracujeme tak, aby boli splnené nerovnosti
p>0a f(r) <0.Za tymto icelom sa pouziva nasledujici postup:

Oznacme stcasny bod ako w a bod novej iteracie ako w™, potom w* = w + sAw,yg,

xT

kde s predstavuje dizku kroku. Najprv vypoéitame s™*, maximélnu kladnt dizku

kroku, ktord splita ut = 1 + sAp > 0 ako
s =sup{s € [0, 1]|p + sAp > 0}

=min{1l, min{—p;/Ap;|Ap; < 0}}.
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max

Nésledne polozime s = 0.99s a s nasobime parametrom 3 € (0,1) (skracujeme

dlzku kroku), az do splnenia podmienok

f@®) <0, r@®, u5)ll2 < (1= as)|rz, w2

Parameter o mé zvyc¢ajne hodnotu z intervalu [0.01,0.1] a parameter 5 ma hodnotu
z rozpétia [0.3,0.8] [14]. Podla [14] sa prislusnd hodnota s da najst koneénym poctom

krokov.

Pozndmka 3.2.2. V literattre existuju viaceré myslienkovo pribuzné postupy urcovania

dlzky kroku, pozri napr. [105].

Algoritmus primarno-duélnej metédy vnitorného bodu na riesenie tlohy (3.1) vy-

zera nasledovne:

Algoritmus - PDMVB pre rieSenie (3.1)
Vstup: - Startovaci bod z : f(z) < 0; u > 0.

- Parametre v > 1, «, §; toleranéné konstanty € > 0, €5 > 0.
Vypocet: Opakuj kroky 1, 2, 3, 4, 5, az do splnenia ||ry, |2 < efan <e.

1) Nastav t = vm/n(x, p).

2) Vypocitaj primarno-dudlny smer Aw,g = (AZpg, Afipa)-

3) Uréi dlzku kroku s > 0:

3a) Nastav s = 0.99sup{s € [0, 1]|x + sAp > 0}.

3b) Nasledne s = (s, az do splnenia

@) <0, (@™ 1)l < (1= as)lrz, )l
4) Vypocet novej iterdcie w = w + sAw,g.

5) Vypocet dudlnej medzery n(z, u) = —f(z)" p.
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3.3 Nova PDMVB s redukciou dimenzie

V tejto podkapitole predstavime novi primarno-dudlnu metédu vnutorného bodu,
ktori sme vytvorili Specidlne na riesenie [;-regulovanych tloh. Ako napoveda nazov me-
tody, v jej algoritme budeme rozumnym sposobom postupne redukovat dimenziu dat,
a tym padom aj dimenziu rieSenych Newtonovych systémov, ktorych vypocet predsta-
vuje vypoctovo (aj ¢asovo) najnaro¢nejsiu cast algoritmov MVB. Tato nova met6da
predstavuje kombinaciu algoritmu primarno-dualnych metéd vnutorného bodu s algo-
ritmom proximéalnych metod, preto sa déd povazovat za akusi hybridni metédu.

PDMVB s redukciou dimenzie sa pouziva na rieSenie /;-regulovanej tlohy na volny
extrém tvaru

rgiyn F(xvy) +)‘HxH17 (37)

kde x € R", y € R a funkcia F : R"™* — R je konvexnd dvakrat spojito diferen-
covatelnd funkcia a A > 0 je regularizacny parameter. Pod tito vSeobecni tlohu na
volny extrém regulovani /j-normou spadaji aj tlohy (1.2) a (1.7) (tloha (1.2) vsak
neobsahuje premennt y).

Hlavna myslienka PDMVB s redukciou dimenzie spociva vo fakte, ze [;-regulované
tlohy ndm poskytuji riedke rieSenia x*, t.j. rieSenia, ktoré obsahuju maly pocet ne-
nulovych zloziek. Ak sa nam podari tspesne identifikovat mnozinu tychto nenulovych
zloziek, ma zmysel optimalizaciu stustredif len na dand mnozinu.

Autori v [46] sa zaoberajui [;-regulovanou tlohou tvaru

min h(z) + A||z|, (3.8)

z€R™

kde h : R® — R je diferencovatelnd konvexna funkcia a A > 0. Autori v [46] dokézali,
ze ich algoritmus hladania pevného bodu aplikovany na [;-regulovani tlohu (3.8) za
pomerne slabych predpokladov vie njst pravé znamienka optimélneho rieSenia (a teda
aj mnozinu nenulovych zloziek) za koneény pocet iteracii, typicky skor ako metdda
skonverguje. Navyse tento algoritmus hladania pevného bodu aplikovany na tlohu (3.8)
najde mnozinu zloziek, ktord obsahuje mnozinu vsetkych nenulovych zloziek pravého
riesenia, omnoho skor nez odhali skutotni mnozinu [94] (pri nizSom pocte iterécii

metdda najde aj ,falosné* nenulové zlozky). Metéda hladania pevného bodu z [46]
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a [94] aplikovana na tlohu (3.8) sa da zapisat ako tzv. Forward-Backward splitting
algoritmus tvaru

Trp1 = (I +tT) NI — tT)xy, (3.9)

kde operator T1(z) = AJ||z||; a operator Ty(z) = Vh(x). Z toho vidime, zZe sa jedna
o algoritmus ekvivalentny aplikacii PGM na riesenie tlohy (3.8) (vid cast 2.2.2. Inter-
pretacie PGM - PGM ako metéda hladania pevného bodu). Preto budeme v nasom
algoritme pouzivat PGM metédu.

K vytvoreniu novej metédy nas inspiroval ¢lanok [94], v ktorom autori pouzivaji
hybridnt metédu HIS (Hybrid Iterative Shrinkage) na rieSenie tlohy [;-regulovanej lo-
gistickej regresie. Tato hybridna metoda pozostava z dvoch faz. Prva faza vyuziva pro-
ximalnu metédu (modifikovani PGM s vyuzitim homotopie), po jej pouziti sa dimenzia
dat jeden krat zredukuje a nasleduje druhé faza pozostavajica z aplikdcie metody vnu-
torného bodu (autori pouzili MVB z ¢lanku [58]) na zredukované déta. N&s pristup pri
PDMVB s redukciou dimenzie je vsak velmi odlisny - nas algoritmus neobsahuje fazy,
priamo sme spojili dve metédy do jednej. Jadro nasej metddy tvori stale primarno-
dualna metdda vnutorného bodu a proximalnu gradientnt metédu vyuzivame vylucne
na redukovanie dimenzie dat (resp. identifikovanie mnoziny nenulovych zloziek) a to v
kazdej iteracii, pokial su splenené urcité podmienky.

Idea hybridnych algoritmov nie je nova. AvsSak existujtice algoritmy nie st nasSmu
pristupu velmi pribuzné. Najpribuznejsi je prave uz spominany algoritmus v [94]. Dalsi
pribuzny algoritmus mozno najst v [104], kde sa takisto pouziva myslienka redukcie
dimenzie pri rieSeni /;-regulovanej ulohy najmensich stvorcov. Autori z [104] sa spolie-
haju ze v prvej faze algoritmu ndjdu velmi presntt mnozinu nenulovych indexov riesenia
spolu s jeho pravymi znamienkami a v druhej faze nasledne pristupuju k /; norme uz
ako k linedrnej funkcii a na riesenie novej ilohy s nizsou dimenzou pouzivaji metodu
konjugovanych gradientov ¢i kvazinewtonovski metédu BFGS. Prva faza tychto algo-

ritmov vsak moze trvat dlho, preto sme sa rozhodli zvolit iny pristup.
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3.3.1 Algoritmus PDMVB s redukciou dimenzie

Algoritmus PDMVB s redukciou dimenzie v sebe kombinuje algoritmus PDMVB s
algoritmom PGM metddy. Zatial ¢o aplikdcia PGM na riesenie (3.7) je priamociara, v
pripade PDMVB tomu tak nie je a ulohu (3.7) je potrebné transformovat. Algoritmus
PDMVB s redukciou dimenzie tak pracuje s dvomi ekvivalentnymi formulaciami tlohy
(3.7) naraz.

Metody vnutorného bodu st pouzivané na riesenie diferencovatelnych tloh konvex-
ného programovania tvaru (3.1). Uloha (3.7) (resp. (1.2), (1.7)) je viak nediferenco-
vatelna kvoli pritomnosti [;-normy v ucelovej funkcii. Preto je potrebné dand tulohu
najprv vhodne transformovat. Vytvorenim novej premennej z € R™ a pridanim novych
ohraniceni —z; < x; < z;, i =1,---,n, mozno ulohu (3.7) previest na konvexny prob-
lém s diferencovatelnou ucelovou funkciou a s linedrnymi ohraniceniami. Ekvivalentna

formuldcia tdlohy (3.7) mé potom tvar
min F(z,y)+M17z

st. x;—2z <0, i=1,---,n, (3.10)

—x; — 2 <0,

kde z € R", y € R, 2 € R" a 1 oznacuje vektor samych jednotiek, t.j. 1 = (1,...,1)T.
Aby sme ziskali zapis algoritmu PDMVB s redukciou dimenzie, ktory je kompakt-
nejsi, zrozumitelnejsi a takisto lepsie porovnatelny s algoritmom povodnej PDMVB

metody, oznacme funkcie

fo(z,y,2) = F(z,y) + A1z,
(3.11)

flz,y,2) = (xl—zl,...,xn—zm—xl—zl,...,—xn—zn)T.

Potom dostaneme tilohu tvaru

min fO(ma Y, Z)
“ (3.12)

st fla,y,2) <0,
kde v € R*, y € R, z € R" a funkcia f, : R*"! — R a funkcia f : R*"*1 — R?",
Postupy a odvodenia uvedené v casti 3.1 a 3.2 analogicky platia aj v pripade ulohy

(3.12) (mame akurdt viac premennych a ohraniceni je 2n).
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Na identifikovanie mnoziny nenulovych zloziek riesenia pouzivame PGM metddu
aplikovani na tlohu (3.7). Do algoritmu PDMVB s redukciou dimenzie sme zabudovali
PGM s dl7kou kroku urdovanou v kazdej iterécii. Dlzku kroku tp, zmensujeme, az kym
je splnené nerovnost

F(7,9) < F(z,y) + V. F(2,y)" (& — )+

(3.13)

. 1, . .
+V,E(z,y) (5 —y) + 5 (17 = x5+ |17 — ylI3)-
D

Jedn4 sa o Standardnd podmienku pouzivand pri urcovani dizky kroku v proximal-
gradientnych algoritmoch [82].
Ako podmienky, pri ktorych splneni umoznime metdéde redukovat dimenziu, pouzi-

vame nasledujice vztahy

17 — «|

_ .14
max([a], 1) ~ 7" (3.14)
V. F(2,9)

kde (z,y) je bodom z PDMVB a (Z,9) je bod, ktory vznikne néslednou aplikdciou
PGM metédy. Podmienky (3.14), (3.15) st inspirované podmienkami z [94]. Uvazovali
sme k tymto podmienkam pridaf aj podmienku s dudlnou medzerou 7 ¢i relativnou
suboptimalitou, avsak podmienky (3.14), (3.15) sa v nasich experimentoch ukézali ako
postacujuce pri spravnom nastaveni parametrov €, a €,2. Hodnoty €, si zvycajne
z intervalu [107%,107°] a hodnoty €,y st zvycajne z intervalu [0.2,0.01]. Podmienka
(3.14) vyzaduje, aby relativna zmena v premennej z bola pri pouziti PGM metédy
mald. Podmienka je zaloZzend na myslienke: Ak PGM metdda stagnuje, potom je velmi
pravdepodobné, ze sme identifikovali vsetky pravé nenulové zlozky riesenia. Druha
podmienka (3.15) vychddza z podmienok optimality tlohy (3.7). Poznamenajme, ze
dobrd volba parametrov €,; a €, je dolezitd. Ak si hodnoty parametrov nastavené
prilis malé, k redukcii dochddza prilis neskoro a zrychlenie metédy moze byt malé
oproti povodnej PDMVB. Naopak, ak st tieto parametre prilis velké moze sa stat, ze
vyradime nejakd pravi nenulovi zlozku a uz nevypocitame tlohu do takej presnosti
ako povodne. V nasich experimentoch sme vsak tieto hodnoty museli menit len pri

jedinej sade tloh.
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Ak st podmienky (3.14) a (3.15) splnené, povolime algoritmu redukciu dimenzie,
t.j. ponechame len premenné a data prislichajice nenulovym zlozkdm bodu Z poché-
dzajiceho z PGM met6dy. Ponechdme indexy index = {i|z; # 0} a nésledne premenné
redukujeme spésobom = = z(index), z = z(index). Tymto spésobom postupne redu-
kujeme aj vektor povodnych indexov ((1,...,n)), z ktorého na konci algoritmu zre-
konstrujeme rieSenie pdvodnej tlohy (3.7) (pretoze uddva pévodné polohy nenulovych
indexov). Predchadzajicim postupom sa redukuji nielen data tlohy (pri maticiach
dat A, resp. C ponechévame len stlpce prislichajice nenulovym zlozkdm), ale aj pocet
ohranic¢eni tlohy a k nim prislichajtcich dualnych premennych. Tento jav ma pre chod

algoritmov metéd vnitorného bodu niekolko velkych vyhod:

e Tym, Ze postupne redukujeme dimenziu matice dat, redukujeme aj dimenziu rie-
senych Newtonovych systémov, ktorych vypocet predstavuje vypoctovo a ¢asovo
najnaro¢nejsiu ¢ast algoritmov MVB. Cifm presnejsie uréime pravii mnozinu ne-
nulovych zloziek riesenia, tym rychlejsie budu prebiehat vypocty oproti povodne;j

PDMVB.

e KedZze MVB pracuji s tzv. vnatornymi bodmi, ohranicenia f; < 0, ktoré s v
optime splené ako rovnost, su v algoritmoch MVB vzdy vedené ako tesné ostré
nerovnosti. Ak sa pocas vypoctu dostaneme s bodmi iteracii prilis blizko k hranici
mnoziny pripustnych rieSeni P, mdze to negativne ovplyvnif ¢as a pocet iteracii,
ktoré MVB potrebuji na dosiahnutie riesenia. Takisto nés takéto ohranicenia
mozu ,odtlacat“ od presného riesenia. Tym padom, ak je pocet tychto ohraniceni
velky, nemusime dosiahnut az tak presné riesenie. Kedze umoznime algoritmu
PDMVB s redukciou dimenzie takéto ohranicenia redukovat, PDMVB metdde

umoznime sustredif optimalizadciu na tie podstatné zlozky.

e Vysledné riesenie [;-regulovanych tloh pochadzajice z MVB ma zvycajne vSetky
zlozky nenulové a vyzaduje nasledné zaokrihlovanie, napriklad na zaklade pod-
mienok optimality tlohy. Vysledné riesenie z PDMVB s redukciou dimenzie mé

riedku struktiru, ¢astokrat dalSie zaokruhlovanie riesenia nepotrebuje.

Na zéklade prvych dvoch potencidlnych vyhod oc¢akavame rychlejSie dosiahnutie pres-

ného riesenia oproti povodnej PDMVB.
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Algoritmus primarno-dudlnej metédy vnitorného bodu s redukciou dimenzie na

rieSenie lohy (3.7), ((3.10), (3.12)) vyzera nasledovne:

Algoritmus - PDMVB s redukciou dimenzie pre riesenie (3.7)

Vstup: - Startovaci bod (x,y, 2) : f(z,y,2) < 0; u > 0.
- Parametre v > 1, a, 1, (2; dlzka kroku t, = to;
- Tolerancné konstanty € > 0, € > 0, €51 > 0, €2 > 0.
Vypodet: Opakuj kroky 1,2, 3, ..., Tazkym |V fo+ DfTpulla <efan<e.
1) Nastav t = 2vn/n(z,y, z, ).
2) Vypocitaj primarno-dudlny smer Aw,y = (Az, Ay, Az, Ap).
3) Uréi dizku kroku s > 0:
3a) Nastav s = 0.99sup{s € [0, 1]|p + sAp > 0}.
3b) Nésledne s = s, az do splnenia
Pty ) <0, byt 2 i)l < (1= as)lr@, v, 2, 1)l
4) Vypocet novej iteracie w = (x,y, 2, ft) = W + SAWq.
ba) Opakuj kroky 5b), 5¢), 5d), 5e)
5b) z
) §=y—t,VyF(z,y).
5d) Prerus ak plati (3.13).
5e) t,
6) Ak su splnené (3.14), (3.15) redukuj dimenziu dat.
7

= prox . (x — t, Vo F(2,y)).

ot

~—  ~—

Vypocet dudlnej medzery n(z,y, z, 1) = —f(z,y, 2)" p.

Zo zapisu algoritmu mozno pozorovat, ze jadro metédy tvori stdle PDMVB z predoslej
casti 3.2. Kroky 5a)-5d), 6 predstavuju zabudovanie redukcie dimenzie do algoritmu,
kde pomocou algoritmu PGM s uréovanou dizkou kroku rozhodujeme, ¢ mozno v da-
nej iteracii redukovat dimenziu dat a ponechat len indexy prislichajice nenulovym
zlozkam bodu Z z PGM metdédy. Poznamenajme, Ze aj ked je PGM metéda spadova a
takisto sa vzdialenost jej priebezného riesenia od optimalneho kazdou iteraciou zmen-
suje, jej priebezné riesenie vyuzivame ¢isto len na identifikdciu pravych nenulovych zlo-
ziek riesenia (t.j. redukciu dimenzie). Tymto spdsobom mame zarucené, ze nerovnosti
f(z,y,z) < 0apu>0,s ktorymi pracuje PDMVB ostani neporusené a v platnosti,

akurat vyhadzujeme tie, ¢o identifikujeme ako nepodstatné.



Kapitola 4

Implementacia metéd riesenia

V nasledujtcej kapitole sa budeme venovat implementécii proximalnych metéd a priméar-
no-dudlnej metody vnutorného bodu priamo na rieSenie tilohy [;-regulovanych najmen-
sich stvorcov (1.2) a dlohy l;-regulovanej logistickej regresie (1.7). Uvedieme tu dblezité
komponenty (diiky krokov, proximélne operéatory, Newtonove systémy a pod.) pre chod
tychto metéd, a takisto budeme dbat na efektivne vylepsenia/pristupy pri implemen-
tacii tychto metdd. Predovsetkym u primarno-dualnej metédy vntutorného bodu mozu
tieto vylepsenia predstavovat rozdiel ,medzi diiom a nocou® - napr. mozu metédu nie-
kolkonasobne urychlit alebo umoznia metode riesit velkorozmerné tlohy, pri ktorych by

pred tpravou nevedela vypocitat ani jednu iteraciu kvoli zaplneniu operac¢nej pamate.

4.1 Odvodenie a notacia zakladnych stavebnych prv-
kov algoritmov

Vacésina metdd uvedenych v predchiddzajicej kapitole vyuziva vo svojom algoritme
informéciu z gradientov funkcie f, resp. z (Ciastkovych) gradientov funkcii f; (priras-
tkova proximal-gradientnd metéda, PIAG, MISO). Primarno-dudlna metéda vnitor-

ného bodu bude pre svoj chod navyse pozadovat Hessovu maticu funkcie f.

63
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Pre tlohu /;-regulovanych najmensich stvorcov (1.2) mame

1 1
= —||Az - b5 = — —b;)? 4.1
fle) = gldz—bli =53 mafe (4.1)
Vf(x) = AT(Az —b) = %1:1771 al r — b;)a, (4.2)
Vif(z) = ATA, (4.3)

kde a; € R"™ je i-ty riadok matice A.

V pripade tlohy [;-regulovanej logistickej regresie (1.7) st tieto funkcie nasledovné

1 m
floy) = — > log(l+exp(=bi(ajz +y))), (4.4)
=1
v$f(x7 y) 1 & biai
Vyf(z,y) Mz bi
2 1 s ’ T b?aza;r b?az
_ = _b(d] 4.6
Vi) = bl (0 T (1.6
kde funkcia ¢ a jej derivacia maju tvar
_exp(a) 1
_ —1_ 4.
wle) 1+ exp (@) =1 14 exp(a)’ (4.7)
, exp (o 1 1
Jla) = ) __ - . (4.5)

(+exp(@)?  T+epla)  (1+exp ()

Pre mnohé algoritmy je vhodnejsie pracovat s maticovym zapisom. Ak vytvorime novi
maticu dat C' € R™*", definujeme vektor ¢ € R™ a diagonalnu maticu D, € R™*™

nasledujicim sposobom
. p(=bi(aiw +y))
Cc = (blal, Cey bmam> ) Qb = gb(‘r? y) - ’ (49)
p(=bm(az,x +y))

' (=bi(aiz +y))
Dy: = Dy(z,y) = : (4.10)

@' (=bm(afx +y))

predchadzajice vztahy pre gradient a Hessovu maticu pre funkciu f z tlohy (1.7)
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mozno ekvivalentne maticovo zapisat ako

me(x, y) 1 cr
Vyf(z,y) mo b"
1 (CTD,C CTDub 1 (CT
Vif(zy) = — ’ == Dy (C b) : (4.12)
mA\pTD,C b'Dgh ) ™\ BT

4.2 Implementacia proximalnych metéd

V tejto kapitole priblizujeme ako spravne aplikovat proximéalne metody na rieSenie
skimanych tloh. Uvadzame uzitocné informacie o proximéalnych operatoroch a spésobe
volby dlzky kroku.

Kedze sa v pripade tloh (1.2) a (1.7) jednd o tlohy na volny extrém, kde minima-
lizujeme funkciu rozlozitelni na diferencovatelnii konvexni cast a nediferencovatelni
konvext ¢ast Al|z||;, mdzeme na ich optimalizdciu pouzit proximalne metédy prezen-

tované v predoslej casti.

4.2.1 Proximalne operatory

Pre aplikovanie proximalnych metéd na rieSenie tloh (1.2) a (1.7) je okrem struktiry
algoritmov potrebné poznat aj proximalne operatory niektorych funkcii. Pri proximal-
nych metédach sme spominali, Ze tieto metody si vhodné predovsetkym v pripadoch,
ked je proximalny operator vypoctovo nenaroc¢ny, najlepsie explicitne vyjadritelny.
Zakladny prvok proximalnych metéd pre tlohy (1.2), (1.7) tvori proximalny ope-
rator prox, pre nediferencovatelnt cast g(u) = A||ully = A X1 |u;|. Ako prvé si treba
uvedomit, ze funkcia g je plne separovatelna. Preto vdaka vlastnosti proximalneho

operatora z Tvrdenia 2.1.1. stac¢i vyjadrit jednu jeho zlozku, pretoze plati

(proxux., ()i = proxe.(;).

Vyuzitim definicie proximéalneho operatora (2.1), a na zaklade nutnych a postacujicich

podmienok optimality pre subdiferencovatelné funkcie ! dostdvame

1
0 € dlu;| + a(uf — 1), (4.13)

1Pozri Priloha A.2 - Veta A.2.1.
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kde uj = prox.(z;) a Olu;| je subdiferencial funkcie, t.j.

—1 u; <0
Olwil = [-1,1] w;=0-
1 u; >0

Vyjadrenim bodu u} z (4.13) mozno jednoducho odvodit vysledny tvar proximalneho

operatora pre funkciu g(u) = A|ul;

T —tA x> tA
proxg(r); =40 |25 < tX -

T +HtA  x; < —tA

Pri naslednej aplikécii v programe MATLAB je vhodnejsi vektorovy zapis proximalneho
operatora

prox(x) = sgn(z)max(0, |z| — tA] (4.14)

alebo ekvivalentne

provy(z) = (x —tA)y — (—x — tA) . (4.15)

Tieto zapisy citelne urychlia chod algoritmov v prostredi MATLAB. V nasich experi-

mentoch sa ukdzal byt mierne lepsi tvar (4.14).

Pozndmka 4.2.1. V pripade tlohy [;-regulovanej logistickej regresie (1.7), premennd y
nevstupuje do /;-normy. Kedze proximélny operdtor prozg(xz) = z, tak na premennt y

aplikujeme v pripade zdkladnej PGM iba standardny gradientny krok.

ADMM

V pripade ADMM metody je okrem proximélneho operatora nediferencovatelnej casti
g potrebny aj proximalny operator prox,s pre diferencovatelnu ¢ast f. Pri tlohe (1.2) je
funkcia f = 1|| Az —b||3. Z definicie proximélneho operétora (2.1) a pouzitim nutnych a
postacujucich podmienok optimality pre konvexné diferencovatelné funkcie dostaneme
vztah

AT(Au* —b) + 1(u* —1) =0,
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kde u* = prox,s(x). Z predoslého vztahu mozno jednoducho odvodit tvar proximalneho
operatora

prozp(z) = (ATA + 1])_1(ATb + 1x) (4.16)
Vidime, ze v tomto pripade potrebujeme na urcenie proximalneho operatora riesif sys-
tém linearnych rovnic, ¢o nie je idedlne, kedze chceme, aby bol proximalny operator
vypoctovo nenarocny. K rieseniu tohto systému sa dé& pristupif viacerymi sposobmi.
Napriklad sa d& riesit priamo alebo itera¢nymi metédami (so Startom v bode z pre-
doglej iterdcie) alebo najst a ulozit do paméte rozklad matice (tATA + I) (ak dlzku
kroku t ponechdme fixni1). Pripadne, ak pre rozmery plati m < n, oplati sa pouzit
Sherman—Morrison—Woodbury formula? a pracovat s menSou maticou tAAT + I. Pri-
buznym systémom rovnic a ich rieseniu sa podrobnejsie venujeme pri aplikacii metod
vnutorného bodu. Mnohé myslienky z danej casti sa daji priamociaro aplikovat aj pre
linedrny systém v ADMM.

V tejto praci sme sa pri experimentoch sustredili na pripad m < n, pre ktory sme
nami naprogramované metody prisposobili. V pripade metédy ADMM sme sa rozhodli
pre kombinaciu dvoch vyssie uvedenych taktik. Kedze pre vic¢sinu nasich uloh plati
m < n pracujeme s maticou tAAT + I mensich rozmerov. A takisto sme sa rozhodli
ponechat konstantny krok, ¢o ndm umoznuje vykonat 1 choleského rozklad matice
na zaciatku algoritmu a vo zvysnej cCasti algoritmu pracujeme uz len s jednoduchsie
riesitelnymi trojuholnikovymi systémami. Difame, ze kombinéciou tychto pristupov
dostatocne zjednodusime pocitanie proximalneho operatora.

Priamo z Sherman—Morrison—-Woodburyho formule® ziskame rovnost
1
(ATA + ;I)‘1 =tl —t?AT(I +tAAT) A (4.17)

Z predoslych vztahov (4.16) a (4.17) vidime, Ze proximalny operdtor mozno vypocitat

nasledujicim sposobom: Najprv vyriesime linearny systém
1
(I +tAAT)p = A(ATb + ;x), (4.18)
kde p je pomocna premenna. V druhom kroku dopocitame proximalny operator

proxp(z) = tATb + 2 — 2 ATp. (4.19)

2Pozri Priloha A 4.
3Pozri Priloha A 4.
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Po pouzit{ Choleského rozkladu na maticu I + tAA” namiesto systému (4.18) v nasej

implementacii ADMM metody riesime dva trojuholnikové systémy
_ r, 1
Lp=A(A"b+ ;x), (4.20)
LTp=p, (4.21)

kde L je dolnd trojuholnikovd matica, ktord spliia I + tAAT = LLT.
V pripade tlohy (1.7) je situdcia zlozitejsia, proximélny operdtor funkcie f nie je

explicitne vyjadritelny a ma tvar

. 1 1
prozs(z,y) = argmin (m > log(1 + exp(—c u — b)) + o (llu —al}3 + (v - m) ,
’ i=1

kde ¢; je riadok matice C' definovanej v (4.9). Preto by bolo pri implemantécii ADMM
na tlohu (1.7) potrebné pri vypocte proximalneho operatora funkcie f v kazdej iterdcii
riesif ulohu na volny extrém s diferencovatelnou tcelovou funkciou. Tento fakt vsak
znamena, ze proximalny operator je vypoctovo narocny, ¢o ovplyvnuje efektivne fun-
govanie metddy. Aj z tohto dovodu sme sa rozhodli ADMM metddu na riesenie tilohy
(1.7) l;-regulovanej logistickej regresie neaplikovat.

Poznamka 4.2.2. Predchadzajica podiloha sa da riesit Tubovolnou metédou volnej
optimalizacie, napriklad Newtonovou metodou. Poznamenajme, ze ako startovaci bod
je vhodné pouzif bod z predchadzajtcej iteracie. Pri pouziti Newtonovej metody pri
hladani proximdlneho operatora prow;s treba pri urcovani smeru optimalizdcie riesit
Newtonov systém, a preto by sa dali na vylepsenie chodu metédy uplatnit mnohé
postupy z casti o aplikacii metéd vniatorného bodu.

Pozndamka 4.2.3. Pre efektivne pouzitie ADMM met6dy na riesenie tlohy (1.7) by bolo
vhodnejsie pouzit paralelizovani podobu algoritmu ADMM z [82], [16]. Paralelizicii
algoritmov sme sa vsSak v tejto praci nevenovali. V densnej dobe je to vsak téma

aktivneho vyskumu z dovodu narastajiceho poc¢tu vypoctovych jadier systémov.

4.2.2 Volba dizky kroku

DalSou délezitou stcastou proximéalnych metéd je spdsob volby dlzky kroku ¢. Dlzku
kroku mozno volif ako konstantni avsak takisto existuji schémy ako urcovat priblizne

optimalnu dlzku kroku v kazdej iteracii.
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Proximalne metédy PGM, APG a ich modifikacie

Z tedrie vieme, 7ze konvergencia proximal-gradientnej metédy (PGM) a zrychlene;

proximal-gradientnej metédy (APGM) je zarucend pri konstantnom kroku ¢ = %, kde

L je Lipschitzovska konstanta gradientu funkcie f. V skutocnosti je konvergencia PGM

garantovand pre volby kroku t z intervalu (0, 2) [26], [46].

Pre tlohu (1.2) je funkcia f(z) = || Az —b||3, z Lipschitzovskej vlastnosti gradientu

V f(z) dostaneme vztah
IVf(2) = Vi)l = IAT Al = y)ll2 < Omas (A" Az = yll2,

kde 0pnaz(ATA) predstavuje najvicsie vlastné ¢islo matice AT A. Z toho dévodu sa v
algoritmoch proximalnych metéd PGM, APGM a ich modifikdciach pouzije pri rieseni

ulohy (1.2) konstantny krok

1
= 4.22
b= o (ATA) (422)

Pre tlohu (1.7) pri odvodzovani Lipschitzovskej konstanty gradientu pouzijeme

Tvrdenie A.1.1.* o dvakrat spojito diferencovatelnej funkcii s Lipschitzovsky spojitym

gradientom. Pre zjednoduSenie zavedieme premenni z = (z,y)? a novi maticu dat

C' = (C,b). Potom podla (4.12) plati nasledujtice
1.~ ~ 1 ~ ~
IV )l = 17 DuClls = ~-oman(C7D,C), (4.23)

kde 0pmae(CT DyC') oznacuje najvacsie vlastné éslo matice CT DyC'. Nech vektor v € R”

je k nemu prislichajici vlastny vektor, potom dostaneme
~ ~ ~ ~ 1 T A mazx C~’TC~’
Umax(CTD¢C)UTU = UTOTD¢C’U < Z’UTOTOU < UEL)UTU’ (4.24)
kde amM(C‘TC’) oznaduje najvacsie vlastné &slo matice CTC. V predposlednej nerov-
nosti sme vyuzili fakt, Ze matica Dy je diagonalna s diagonalnymi prvkami z intervalu
(0,1/4]. Spojenim vztahov (4.23) a (4.24) dostaneme, ze pre ulohu (1.7) plati
Omaz(CTC)
v? e 4.25
IV ()l < T (1.25)
V algoritmoch PGM, APGM a ich modifikdcidch sme preto pri rieSeni ulohy (1.7)

pouzili konstantnt dizku kroku

(4.26)

4Pozri Priloha A.1.
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V literattre existuje viacero technik ako urcovat priblizne optimalnu dizku kroku
pre PGM (APGM) met6du. Schémy na urcovanie priblizne optimalneho kroku v kazde;
iterdcii mozno ndjst napr. v [5], [101], [82]. V&csina tychto algoritmov pozaduje vy¢islo-
vanie hodnoty tc¢elovej funkcie (a inych hodnét) v kazdej iterécii, ¢o narusuje jednodu-
chi stavbu metddy, a preto sa to nemusi vzdy oplatit (¢o ukazeme aj v experimentélne;j
Casti). V praxi vSak Castokrat hodnotu Lipschitzovskej konstanty L nepozndme alebo
je jej samotny vypocet naroény (pre velkorozmerné data). Podla [5], algoritmus na

urcovanie priblizne optimélneho kroku pre proximélne metody vyzera nasledovne:

Algoritmus - urcovanie dizky kroku pre PGM

Vstup: - Startovaci bod zy, predosly krok ¢, parameter 3 € (0, 1).
Vypocet: 1) Opakuj kroky 2), 3), 4)
2) © = proxy,(zp — tV f(z)).

)

3) Prerus ak f(z) < f(xx) + Vf(zp)T(x — 2p) + i”x — z|3.
) t = pt.
)

5) Vystup: zpi = .

W
~

Algoritmus urcovania dizky kroku pre APGM vyzerd identicky, akurdt namiesto
Startovacieho bodu x; pouZiva extrapolovani hodnotu yy. Pri urcéovani dlzky kroku
predchédzajicim spésobom PGM (APGM) dosahuje podobny konvergenény vysledok
ako pri volbe konstantnej dizky kroku. Metéda dosahuje rovnaki sublinedrnu rychlost
konvergencie funkénych hodndt rddu O(1/k) (resp. O(1/(k + 1)?)) ako vo Vete 2.2.1.
(resp. Vete 2.2.2.) [101], [62].

Vyssie uvedeny algoritmus urcovania dlzky kroku pouZivame taktiez pre spadové
modifikdcie APGM. V pripade nasej vlastnej spadovej modifikdcie (Spadova DPG2)
sme aplikovali tento postup na zrychlenu cast a zaroven na cast, ked sme niteni pouzi-
vat zakladni metdédu. Navyse pre tieto ¢asti povolime pouzivat rozdielne diiky krokov

(Co experimenténe prinieslo maly prinos).
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ADMM

Metéda ADMM konverguje pre vsetky hodnoty parametra ¢ za pomerne slabych pod-
mienok [16]. AvSak rychost tejto konvergencie vie byt velmi pomald. Hodnota parametra
t ma vyrazny vplyv na rychlost konvergencie metédy. Vhodné volba parametra ¢ pre
metédu ADMM pri roznych triedach tloh je stale témou aktivneho vyskumu, pozri
napr. [41], [42], [72]. KedZe sme sa pri nasej implementédcii ADMM pre riesenie tlohy
(1.2) rozhodli pouzit Choleského rozklad, je potrebné pouzivat konstantny parameter
t. V experimentalnej casti otestujeme niektoré mozné hodnoty parametra ¢, budeme
testovat volby kroku uvedené v [41]. V [41] s uvedené konstantné kroky pre ulohu
pribuzni nasej, avSak ich funkénost je podlozena iba experimentédlne. Podla [41] sme

sa pre tlohu (1.2) rozhodli skimat paticu krokov:

1 1 1 1 1
h=———7, t2= y 3=, =

O-maz(ATA)’ ° 1/>\O'ma$(ATA) A

kde 0,40 (AT A) predstavuje najvicsie vlastné ¢islo matice AT A a 0, (AT A) predsta-

AT AV t ’
Omin (ATA) ’ \/)\O'min(ATA)

(4.27)

vuje najmensie nenulové vlastné ¢islo matice AT A.

Prirastkové PG metédy

V pripade prirastkovych metod sa pri volbe diiky kroku v praxi ¢asto uplatnuju heuris-
tické pristupy. Napriklad, autori v [75] navrhuji najprv prejst 5% dat a na nich uréit
dizku kroku tvaru t = 2%y, ktord pri vypocte dd najmensiu hodnotu t¢elovej funkcie.
Nésledne ttto dizku kroku pouziju pri aplikovan{ metédy na celé data. Castokrat sa
taktiez testuju kroky tvaru t = ﬁ a vyberie sa najlepsi z nich.

Autori SAG metddy, ktorej proximélnu verziu pouzijeme v experimentalnej casti
prace, v ¢lanku [92] dokazali konvergenciu metédy pre volbu konstantej dlzky kroku
t = ﬁ, kde L je spolocna Lipschitzovska konstanta gradientov V f;, t.j. gradientov
ciastkovych funkcii f;, ktorych priemer je pritomny v tcelovej funkcii.

Pre tlohu (1.2) podla (4.2) plati
IV£i(@) = Vfi)ll2 = [maiai (z = y)ll2 < mlla;l3llz — ]2, (4.28)

Cize pre kazdy Ciastkovy gradient Vf; je Lipschitzovska konstanta L; = mlla]|3 a
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spolo¢na Lipschitzovska konstanta je rovna
L = max L; = mmax ||a;|3. (4.29)

Stochastickd verzia PIAG (PSAG) metdédy pri rieSeni tlohy (1.2) pouziva kon-

stantny krok tvaru
1

~ 16mmax; lla; |13

(4.30)
V pripade tlohy (1.7) pre zjednodugenie zavedieme premenni z = (x,y)’ a novi
maticu dat C' = (C,b), pricom ¢; oznacuje jej i-ty riadok. Pre odvodenie Lipschitzovske;j

konstanty L; gradientu funkcie f; potrebujeme ohranicif vztah

IV fi(21) = Vi(z) o = || (p(=e 21) — (=& ))&, = 1€/ (0)&c] (22 = 21)lla,

kde funkcia ¢ je definovana v (4.7) a pri poslednej rovnosti sme pouzili Lagrangeovu
vetu o strednej hodnote. Nésledne vyuzitim faktu, ze funkcia ¢’ nadobuida hodnoty z

intervalu (0, 1/4], ziskame

~ 1|12
o ~ Ci
I/ O (22— 2)lle < e (21— )l < A2z, — )

llesl3

Kazdy ciastkovy gradient V f; md Lipschitzovski konstantu L; =

a spolocna

Lipschitzovska konstanta je rovna

_ el
L = max L; = max 1 (4.31)

Stochastické verzia PIAG (PSAG) pri rieSeni tilohy (1.7) pouziva konstantni dlzku

kroku tvaru
1

=——. 4.32
4max; ||¢;||3 (4.32)
V [92] je pre SAG metédu taktiez uvedeny funkény algoritmus uréovania dlzky
kroku (resp. Lipschitzovskej konstanty) v kazdej iteracii, ktory je nezavisly od poctu

funkeif (t.j. rozmeru m). Schéma tohto algoritmu vyzera nasledovne:
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Algoritmus - uréovanie dizky kroku pre PSAG

Vstup: - Startovaci bod zy, index i, predosly odhad Lip. konst. L.
Vypocet: 0) Ak plati |V f;, (zx)]]* > 107® pokracuj.
1) Poloz L :=27Y™[,
2) Opakuj kroky 3), 4).
3) Prorus ak fi, (74 — LV fi, (24)) < fu () — 221V fo ()]
4) L =2L.
)

5) Vystup: novy odhad Lipsch. konst. L.

Podmienkou v bode 0) sa autori snazia vyhnit numerickej nestabilite spdsobenej po-
rovnavanim velmi malych ¢isel. VSimnime si taktiez, ze odhad L sa zmensi na polovicu

ak podmienku 3) ihned splnime m iterdcii za sebou.

4.3 Implementacia metéd vnitorného bodu

Aplikacia metéd vntatorného bodu na riesenie tlohy /;-regulovanych najmensich stvor-
cov (1.2) a tlohy [;-regulovanej logistickej regresie (1.7) nie je takd priamociara ako v
pripade proximalnych metéd. Met6édy vnitorného bodu st pouzivané na riesenie dife-
rencovatelnych tiloh konvexného programovania tvaru (3.1). Ulohy (1.2) a (1.7) st viak
nediferencovatelné kvoli pritomnosti [;-normy v ich ucelovej funkcii. Preto je potrebné
dané tlohy najprv vhodne transformovat. Vytvorenim novej premennej a novych ohra-
niceni mozno tlohy (1.2) a (1.7) previest na konvexny problém s diferencovatelnou
ucelovou funkciou a s linedrnymi ohraniceniami, ktory je riesitelny meté6dami vnutor-
ného bodu.

Kedze tlohy (1.2) a (1.7) maji podobnu struktiru - zdielaju zdroj svojej nediferen-
covatelnosti, ktorym je funkcia g(x) = Al|z||;, m6zu byt prevedené na diferencovatelnt
tlohu rovnakymi postupmi. Z toho dévodu uvazujme vseobecnt tlohu na volny extrém
regulovant /;-normou tvaru

min f(z,y) + Allz]s, (4.33)

kde z € R", y € R a funkcia f : R"* — R je konvexnd diferencovatelns funkcia. Pod

tito vSeobecnt tlohu spadaji aj nami rieSené ulohy (1.2) a (1.7) (dloha (1.2) vsak
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neobsahuje premenni y). Budeme uvazovat dva rozne sposoby transformdcie tlohy

(4.33) na diferencovatelni ulohu.

4.3.1 Prvy sposob transformacie [i-regulovanej tlohy

Ulohu (4.33) mozno transformovat na ekvivalentni diferencovatelni formulaciu vytvo-
renim novej premennej z € R" a pridanim novych ohraniceni —z; < x; < z;, @ =

1,--+,n,. Ekvivalentnd formuldcia ma potom tvar

min f(z,y) + 17z

m7y7z

st.x—2z<0, (4.34)

—x — 2z <0,

kde z € R", y € R, z € R" a 1 oznacuje vektor samych jednotiek, t.j. 1 = (1,...,1)T.

4.3.2 Druhy sp6sob transformacie [;-regulovanej tilohy

Ulohu (4.33) taktiez mozno previest na ekvivalentnt diferencovatelnt formuléciu roz-
delenim premennej = na jej kladna a zadpornu ¢ast. Nahradime premennt x pomocou
vztahu © = 2t — 27, pricom z* = max(0,z) je kladnd cast a = = max(—=z,0) je
zéporna ¢ast. Lahko mozno vidiet, Ze plati ||z||; = |7 —2~||; = 172" + 172~. Danou

transformaciou ziskame ekvivalentni formuldciu tvaru

min  f(zT — a7, y) + A1 (e + 27),

xto—y

st.xt ™ >0

kde premenné zt € R" z= € R" a y € R. V pripade uloh (1.2) a (1.7) sa této
formuldcia da este zjednodusit. Ak zavedieme novii premenni z = (z+,27)T € R?" a
novii maticu dat A = [A, —A] € R™?" (resp. C' = [C, —C]), ziskame zjednodusenti

ekvivalentnu formulaciu
min f(z,y) + M7z,
=Y (4.35)
s.t. z >0,

kde z e R a y € Ra f: R2"t! — R je funkcia pouzivajica novi maticu dét A (resp.

&).
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Pozndmka 4.3.1. Obe ekvivalentné formulacie (4.34) a (4.35) predstavuji tlohu konvex-
ného programovania s konvexnou diferencovatelnou icelovou funkciou a s linearnymi
ohranic¢eniami. Pre tlohu /;-regulovanych najmensich stvorcov (1.2) maju tieto for-
mulacie kvadraticki konvexni tcelova funkciu, predstavuja teda tlohu kvadratického
programovania. Fromulacie (4.34) a (4.35) st vhodné na aplikovanie metdd vnitorného

bodu.

Pozndmka 4.3.2. V pripade oboch transformaécii sa nam zavedenim novych premennych

(takmer) zdvojnasobil celkovy pocet premennych a taktiez nam pribudlo 2n ohraniceni.

4.3.3 Primarno-dualny smer pre (4.34) a (4.35)

Zéklad primarno-dudlnej metédy vnutorného bodu tvori primarno-dualny smer, ktory
predstavuje smer optimalizacie primarnych a dudlnych premennych. Ziskava sa ap-
likovanim Newtonovej met6édy na systém modifikovanych Karush-Kuhn-Tuckerovych
podmienok optimality. Odvodime preto KKT podmienky optimality pre obe diferen-
covatelné formulacie (4.34), (4.35), a taktiez odvodime Newtonove systémy linedrnych
rovnic, ktorych riesenim je primarno-duédlny smer optimalizacie. Celkovo teda ziskame

4 Newtonove systémy a to, 2 pre tlohu (1.2) a takisto 2 pre tlohu (1.7).

Primarno-dualny smer pre (4.34)

Lagrangeova funkcia pre tlohu (4.34) ma tvar

L(l’,y, Zalullalu2) = f(:lf,y) + )\1TZ -+ ,U/?(.CU — Z) —+ Mg(—ﬂf — Z),

kdez e R", y € R, 2 € R" a uy > 0, uy > 0 st dudlne premenné, ktoré prisluchaju
ohrani¢eniam x — z < 0, resp. —x — 2z < 0.

Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky optimality pre tlohu (4.34) maju tvar
Vaf(@,y)+m—p2=0, Vyf(z,y) =0, Al —p —pz =0,
diag(z — z)p =0, diag(—x — z)uz =0,

r—2<0, —ax—2<0, up >0, py >0.
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Vynechanim ohranic¢eni v tvare nerovnosti a perturbovanim podmienok komplementa-

rity o ¢len %1, kde t > 0 je kladny parameter, dostaneme nelinedrny systém rovnic

Vil (@, y) + pn — po
Vyf(x,y)
Te(2, Y, 2, pa,s fl2) = A — g — pg = 0.
—diag(x — 2)py — +1

—diag(—z — 2)ps — 11
Tento nelinearny systém nasledne rieSime Newtonovou metodou, ¢ize je potrebné riesit
linedrny systém rovnic Dry(w)Aw = —ry(w), kde Dr; predstavuje Jakobidn r; a rieSenie
Aw = (Ax, Ay, Az, Auy, Aus) je primarno-dudlny smer optimalizicie. V premennych
Az, Ay, Az, Apy, Ay tento systém linearnych rovnic vyzera

Vi f(xy) Vi flz,y) 0 I —1I —Vaf(2,y) — i + e
Ve f(xy) Vi, f(z,y) O 0 0 —V, f(z,y)
0 0 0o I @ —I AL e |
—M, 0 M, Z-X 0 (X = Z)pn + 11
M, 0 My 0 X+Z (=X — Z)pus + 71

kde X = diag(x), Z = diag(z), M, = diag(p1) a My = diag(usz) su diagondlne
matice. Kedze by nebolo efektivne riesit cely tento systém rovnic, systém c¢iastocne
zeliminujeme na blokovo trojuholnikovy tvar. Vyuzijeme pritom fakt, Ze tento systém
obsahuje mnozstvo diagonalnych matic (s vynimkou Hessovej matice), ktorych inverzné
matice st lahko pocitatelné. Prendsobenim Stvrtej rovnice maticou (Z — X)~!, piatej
rovnice maticou (X + Z)~! a ndslednym eliminovanim premennych Ay a Apusy z prvej

a tretej rovnice ziskame

Ve f@y)—Jp Vi flry) Jm 0 0 | =Vuf(z,y)+s1— s
Ve f(xy) Vi fley) 0 00 —V, f(z,y)
Im 0 —-J, 00 -2l — 51 — 59 )
Jit 0 —J7V 10 — 1 — S1
—Jy ! 0 —Jyt o I — o — So

kde Jy = M{ N (X = 2), Jo = My (=X = Z), J,=J7 '+ It a Jp = J; — Jyt st

diagonélne matice a s; = +(X — Z)7'1, s, = +(—X — Z)~'1. Prendsobenim tretej rov-
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nice maticou —.J,° 1 a eliminovanim premennej Az z prvej rovnice dostavame vysledny

systém v blokovo trojuholnikovom tvare

Q Vi fxy) 0 0 0 | =Vof(z,y)+s1—s2— Jmd, 0
Ve fxy) Vi f(zy) 0 00 —V, f(z,y)
—J 0 I 00 Jy :
J! 0 —Jh 10 —p — 1
—J;! 0 —Jyb o I — s — S

prifom v = Al 4 51 + 52 a Q = V2, f(z,y) — Jp + JnJ, ' i je symetricka kladne
definitna matica.

Pre ziskanie primarno-dualneho smeru nam staci vyriesit prvé dve rovnice redu-
kovaného systému (resp. jednu pre tlohu (1.2)), néasledne riesenie Ax pouZzijeme na
dopocditanie dalsich troch zloziek Az, Auy, Aps. Vypoctovo najnarocnejsia Cast riesenia
je vypocet prvych zloziek Az, Ay primarno-dualneho smeru, preto si v dalsej kapitole
ukazeme, akym sposobom mozno takéto systémy efektivnejsie riesit.

Uloha [-regulovanych najmensich §tvorcov (1.2) neobsahuje premenni y, preto

treba riesit systém linedrnych rovnic (vyuzijeme vztahy (4.2), (4.3))
(ATA = Jp+ I d) V) Ax = —AT(Az = b) + 51— 53—y, 0. (4.36)

V pripade tlohy [;-regulovanej logistickej regresie (1.7), pouzitim vztahov (4.11) a

(4.12), ziskame systém rovnic tvaru

~CTDyC — J, + Iy T LCTDyb) [ Ax B LCOT )+ 51 — 59 — Iy v
LT p,C LD | \Ay) LT
(4.37)
ktorého riesenim ziskame prvé zlozky Newtonovho smeru.
Pri oboch tulohach dalsie tri zlozky Newtonovho smeru Az, Apy, Aus ziskame zo

vztahov

Az =J v+ JnAz)
Apy = —py — 1+ J7 (—Az + Az) (4.38)
Apiy = —pig — 8o+ Jy YAz + Az),

kde Ji, Jo, J, a J,, st diagondlne matice, a preto su ich inverzie vypoctovo nenarocné.
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Primarno-dudlny smer pre (4.35)
Pre tlohu (4.35) je Lagrangeova funkcia tvaru

Lz, 1) = f(z,9) + A1z = "z,

kde z € R*™, y € R a u > 0 je dudlna premenné prislichajtica ohranic¢eniu z > 0.

Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky optimality pre tlohu (4.35) maji tvar

sz(zay)+)‘1_M207

Vyf(Z, y) = 07
z>0, p=>0.

Vynechanim ohraniéeni v tvare nerovnosti a upravenim podmienky komplementarity
o Clen %1, kde t > 0 je kladny parameter, ziskame modifikované KKT podmienky.
Primarno-dualny smer pre tlohu (4.35) je ziskany aplikovanim Newtonovej metédy na

systém nelinearnych rovnic

Vof(zy) + A1 —p
r(z,y, 1) = V, [ () = 0.
diag(z)p — 11
Preto je potrebné riesit linedrny systém rovnic Dry(w)Aw = —ry(w), kde Dr; predsta-
vuje Jakobian r; a riesenie Aw = (Az, Ay, Ap) je primarno-dudlny smer. V premen-

nych Az, Ay, Ay ma tento systém linearnych rovnic tvar

Vif(zy) Vi f(zy) —I ~V.f(z,y) = AL+ p
Vil (zy) Vi fzy) 0 =V, (2.9)
diag (i) 0 diag(z) —diag(z)p + 11

Kedze by nebolo efektivne riesif cely tento systém rovnic, systém cCiastocne zredukujeme

na blokovo trojuholnikovy tvar. Prendsobime posledni rovnicu maticou diag(z)™! a

nasledne eliminujeme premennt Ap z prvej rovnice, ¢im dostaneme vysledny systém

szf(%y) +J szf(za y) 0 _vzf<z7y) —Al+s
szf(Zv y) vzyf(z7 y) 0 _vyf(za y) )
J 0 I —p+s
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kde s = %diag(z)_ll a J = diag(p)diag(z)™" je diagonélna kladne definitnd matica (a
teda aj symetrickd matica V2, f(z,y) + J je KD).

Pre ziskanie primarno-dualneho smeru optimalizacie potrebujeme vyriesit prvé dve
rovnice eliminovaného systému (resp. jednu pre tlohu (1.2)), nasledne riesenie Az po-
uzijeme na dopocitanie dalsej zlozky Au. Posledna zlozka Newtonovho smeru Ay sa

dé jednoducho ziskat pre obe tlohy (1.2), (1.7) pomocou vztahu
Ap=—JAz —p+s. (4.39)

Prvi zlozku primarno-dualneho smeru Az v pripade tlohy [;-regulovanych najmen-
sich stvorcov (1.2) ziskame rieSenim linearneho systému rovnic (tiloha (1.2) neobsahuje

premennt y, vyuzijeme vztahy (4.2), (4.3))
(ATA+ ))Az = —AT(Az —b) — A1 + s, (4.40)

kde (ATA + J) € R?2" je symetrickd kladne definitna matica a A = [A, —A].
V pripade tlohy [;-regulovanej logistickej regresie (1.7), pouzitim vztahov (4.11) a
(4.12), ziskame pre prvé zlozky primarno-dualneho smeru Az, Ay systém linedrnych

rovnic tvaru

LOTD,C+J LCTDgh) Az LOTH — A1+
m oo = | : (4.41)
pI'D,C ZbTDyb | \ Ay LpT¢

kde matica C' = [C, —C], pricom matica C' je definovand ako v (4.9).

Pozndmka 4.3.3. Vypocet prvych zloziek (Az, Ay v (4.36), (4.37), resp. Az, Ay v
(4.40), (4.41)) primarno-duédlneho smeru je vypoctovo najniro¢nejsia cast pri hladani
riesenia. Z toho dévodu si v dalsej kapitole ukazeme, akym spésobom mozno systémy

tohto typu efektivnejsie riesit.

4.3.4 Riesenie Newtonovych systémov linearnych rovnic

Kedze metédy vniitorného bodu st metédami druhého radu, potrebuju vo svojom algo-
ritme riesif systém linedrnych rovnic, ¢o predstavuje ich hlavni nevyhodu. Tato opera-
cia mé vo vSeobecnosti vypoctovii zlozitost O(n?), kde n je rozmer systému. Primédrno-

duélny smer je rieSenim Newtonovho systému (3.6) ziskaného z modifikovanych KKT
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podmienok optimality. Kazda iteracia primarno-dualnej metédy vnutorného bodu je
dominovana cenou vypoctu primarno-dualneho smeru. Preto je potrebné pristupovat
k rieseniu tychto systémov ¢o mozno najefektivnejsie - treba vyuzivat struktiru dat ¢i

iteracné metody.

Vyuzitie struktary ulohy

Pri rieseni Newtonovych systémov linearnych rovnic je vhodné vyuzivat struktaru dat,
ako napriklad rozmery ¢i riedkost datovej matice A. Na tento tcel nam mozu posluzit
algebraické triky uvedené v tejto casti.

Pre tlohu [;-regulovanych najmensich stvorcov (1.2) a tlohu [;-regulovanej logis-
tickej regresie (1.7) pocitame primarno-duélne smery optimalizacie (resp. prvé zlozky
tychto smerov) riesenim systémov linearnych rovnic (4.36), (4.40), resp. (4.37), (4.41).
Tieto Newtonove systémy st vhodné predovsetkym v pripade, ak pre rozmery matice
A plati n << m. V pripadoch, ked pre maticu A plati m << n alebo ked je matica
A riedka (obsahuje mélo nenulovych ¢lenov) moéze byt ¢astokrat vhodnejSie riesit iné
ekvivalentné systémy.

Vsimnime si, ze Newtonove systémy (4.36) a (4.40) pre tlohu (1.2) st tvaru
(ATDiA+ D) A=y,

kde D; a Dy su diagondlne matice. Konkrétne, pre systém (4.36) si matice A < A,
Dy < I a Dy < —Jy+ JinJ, ' Jmm, a pre systém (4.40) st matice A A =[A —A],
Dy TaDy<+ J.

Ak zavedieme pomocni premenni p = D AA, potom mozno predosly systém ekvi-

valentne zapisat v tvare
Do AT (A) (9] (4.42)
A —Di') \p 0
Ked mé matica A riedku $truktiru, matica A” A nemusi byt vzdy dostato¢ne riedka
(napriklad pri Truss Topology Design tlohe). V takom pripade je vhodnejsie namiesto
Newtonovych systémov (4.36), (4.40) riesit systém v tvare (4.42). Navyse, pri tomto

systéme nemusime poéitat a uskladiiovat v pamiti maticu A7 A.
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Systém tvaru (4.42) vieme este zredukovat. Ak si z prvej rovnice vyjadrime pre-
menntit A = Dy '(g — ATp) a nésledne tento vztah dosadime do poslednej rovnosti,

dostaneme linearny systém
(AD;'A" + D) p = AD; g, (4.43)

ktory je vhodné pouzit predovsetkym v pripade m << n. Newtonov smer (resp. prvé
zlozky) nasledne dopocitame afinnou transforméciou z riesenia predoslého systému ako
A = D;'(g — ATp). Poznamenajme, Ze vysledny postup (zredukovany tvar (4.43) a
nasledné dopocitanie riesenia) je ekvivalentny pouzitiu Sherman—Morrison—Woodbury
formuly®.

Analogicky postup funguje aj pri tlohe (1.7). Systémy linedrnych rovnic (4.37) a
(4.41) pre ulohu (1.7) maji tvar

CTch -+ D2 CTle A 51

v'D,C b"'Dib ) \ Ay 92

kde Dy a D, su diagonédlne matice. Konkrétne, pre systém (4.37) st matice C' « C,
D, < Dy/ma Dy <+ —Jp+JmJlj1Jm, a pre systém (4.41) st matice C' + C = [C, —C],
Dy < Dy/m a Dy < J.

Zavedenim pomocnej premennej p = D;C'A pre prvi rovnicu mozno predosly sys-

tém ekvivalentne zapisaf v tvare

D, c™ C"™Dib) [ A 9
c -DiY 0 p|=10]- (4.44)
V'D:C 0 "D ) \Ay 92

Ked je matica C riedka, matica CTD;C nemusi mat dostato¢ne riedku struktiru.
V danom pripade je vhodnejsie namiesto Newtonovych systémov (4.37), (4.41) riesit
systém v tvare (4.44). Dalsia vyhoda tohto postupu je, Ze pri tomto systéme nemusime
po&itat a uskladnovat v pamiti maticu CTD,C.

Linedrny systém (4.44) vieme este zredukovat. Pouzime substiticiu p = D;CA aj

pre poslednii rovnicu. Ak si z prvej rovnice vyjadrime premennt A = Dy (g — CTp —

5Pozri Priloha A 4.
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CTD.bAy) a nasledne tento vztah dosadime do druhej rovnosti, dostaneme linedrny

systém
CD;'CT + Dyt CD;'CTDyb) [ p CD;'g (4.45)
b b Dyb Ay 0 ) '
ktorého riesenie pouzijeme na dopocitanie Newtonovho smeru (resp. prvych zloziek)

pomocou A = Dy*(g1 — CTp — CTD1bAy). Linedrny systém tvaru (4.45) je vhodné

pouzit predovsetkym v pripade m << n.

Metddy riesenia systémov linearnych rovnic - vyuzitie iteracnych metéd

Vypoctovo najnarocnejsiu cast algoritmu primarno-dualnej metédy vnitorného bodu
predstavuje pocitanie primarno-dualneho smeru z Newtonovych systémov.

Prvou moznostou ako Newtonove systémy riesit su priame metddy riesenia. Ich
vyhodou je, Ze dostaneme robustni tzv. presnu (angl. exact) primarno-dudlnu metédu
vyuzivajucu presné Newtonove smery. Nevyhodou je vypoctova cena priamych metod,
ktord je vo vieobecnosti O(n?). Tento poznatok obmedzuje vykon metdd vnitorného
bodu pouzivajicich presné smery pre velkorozmerné tlohy. Ak matica Newtonovho
systému vykazuje riedkost, mozno systém riesit priamymi metédami stavanymi pre
pracu s riedkymi maticami.

V pripade metod vnitorného bodu vSak netreba riesit Newtonove systémy presne.
Za ucelom vyhnutia sa drahému vypoctu Newtonovych smerov sa pri metédach vnuitor-
ného bodu vyuzivaji iteracné metody riesenia linearnych systémov rovnic. Ako Star-
tovaci bod sa v nich zvycajne voli Newtonov smer z prechadzajicej iteracie. Takto
ziskané priblizné riesenia Newtonovych systémov sa nazyvaju nepresné (angl. inexact)
Newtonove smery.

Pouzitie itera¢nych metdd v algoritme moze zvysit pocet hlavnych iterdcii metody
vnutorného bodu, ¢o je vsak ¢asto prevazené mensou vypoctovou narocnostou. Iteracné
metody preto predstavuji akysi kompromis medzi vypoctovou zlozitostou a rychlostou
konvergencie metody. Pouzitie iteracnych metéd nam navysSe umoznuje riesit omnoho
rozmernejsie ulohy vdaka ich mensej vypoctovej a pamétovej narocnosti, ¢o si ukazeme
aj v nasich numerickych experimentoch v tejto praci.

Kedze vykon iteracnych metod zavisi od spektralnych vlastnosti matice systému,



KAPITOLA 4. IMPLEMENTACIA METOD RIESENIA 83

v praxi sa pouzivaji viadsinou prepodmienené iteracné metédy. Casto sa pouziva pre-
podmienend metdda konjugovanych gradientov (PCG - Preconditioned Conjugate Gra-
dient) ¢ predpodmienend metéda minimalnych rezidui (Minres). Pre viac detailov o
metddach vnutorného bodu pouzivajicich nepresné smery pozri napr. [38], [56], [58],
[45] a [21].

V nasich experimentoch prevazne pouzivame prepodmienenii metdédu konjugova-
nych gradientov (PCG). Pri porovnani s prepodmienenou metédou minimélnych rezi-
dui sme s PCG dosahovali konzistentne lepsie vysledky. PCG metdoda vyzaduje, aby
matica systému linedrnych rovnic bola symetricka kladne definitna. V nasom pripade to
spliiaji systémy (4.36), (4.37), (4.40), (4.41), (4.43). Matice systémov (4.42), (4.44) st
symetrické no indefinitné, pri rieseni tychto systémov sme pouzili prepodmienti metoé-
dou minimalnych rezidui. Matica systému (4.45) vSak nie je ani symetrickd, na riesenie
tohto systému itera¢nou metédou sme pouzili prepodmienent metédu bikonjugovanych
gradientov (BICG), ktora funguje pre lubovolni n x n maticu.

Pri snahe dosiahnut vypoctovo ¢o mozno najefektivnejsie kody, sme v Matlabe
naprogramovali iteracni metédu PCG. Vdaka lepsiemu prisposobeniu nasim tlohdm
sme s nou dosahovali lepsie vysledky ako s PCG metdédou predprogramovanou v pro-
stredi Matlab. V pripade Minres a BICG sme pouzivali ich predprogramované verzie
z Matlabu. Algoritmus iteracnej metédy PCG pre rieSenie systému Hx = g vyzera

nasledovne:
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Algoritmus - PCG (Preconditioned Conjugate Gradient)

Vstup: - Startovaci bod z, symetrickd kladne definitnd matica H, vektor g,
preconditioner P, konstanta presnosti €pcg.

Vypocet: 1) ro= Hxq— g, Pyo= 1o, po = —yo, k = 0.

2) Opakuj kroky 3), 4), ..., 9) az do splnenia ”HTg’“”H; <= €pcq-

_ TRUk
k= pTHpy

T
— Tk Ykt
T Uk

Pht1 = —Yk+1 + Bt 1Dk

Pozndmka 4.3.4. V praxi je pocet PCG iteracii obmedzeny maximalnym povolenym

poctom iteracii a poddvame najlepsie dosiahnuté riesenie do tohto limitu.

Vsimnime si, ze itera¢nd metéda PCG vo svojom algoritme maticu H pouziva len
pri nasobeni vektorov. Z toho dévodu je pre algoritmus PCG velmi prospesné, ak ma
matica H zéroven riedku struktiru. Fakt, ze PCG (ako aj iné iteratné met6dy) pouziva
maticu H len pri nasobeni vektorov, méa aj dalsiu doleziti implikaciu a vyhodu. A
to taku, ze pri pouziti iteracnych metdd pri rieSseni Newtonovych sytémov linearnych
rovnic nemusime formovat (pocitat) maticu H (napriklad pri systéme (4.37) nie je
potrebné pocitat maticu CTD,C).

Algoritmus PCG metédy a inych prepodmienenych iteracnych metéd pouziva tzv.
preconditioner P, ktory musi byt symetricky a kladne definitny. Preconditioner P by
mal byt pomerne jednoduchy, idealne taky, ze pozname jeho inverziu. V praxi sa preto
¢asto na prepodmienovanie pouzivaji diagonalne matice (tzv. Jacobiho prepodmierio-
vanie), ¢i matice s diagondlnymi maticami v blokoch. V tejto praci pouzivame precon-
ditioner P préve tychto typov. Pre systém (4.36) napriklad pouzivame preconditioner
P = kI—Jp—FJme_lJm a pre (4.40) pouzivame P = k(I,—1;—1,1)+J, kde k je kladny
parameter. Pri prepodmienovani sme sa predovsetkym snazili odstranit negativny vplyv

diagonalnych matic —Jj,+ J,J,; L. a J, ktoré pochiddzaju priamo zo stavby priméarno-
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dualnych metéd vniatorného bodu a si castokrat velmi zle podmienené. Z algoritmu
PCG metoédy si mozno vSimnut, ze pri iteracnych metdédach potrebujeme startovaci
bod xy a takisto konstantu presnosti €, do ktorej sa ma dany linearny systém riesit.
Ako startovaci bod je vhodné volif primarno-dudlny smer vypocitany v predoslej ite-
racii. Konstantu presnosti € v iteracnych metédach urcujeme adaptivnym pravidlom
tvaru

e —min(0.1, >, (4.46)

gl

kde 7 je dudlna medzera a parameter ¢ nastavujeme podla potrebnej presnosti. Para-
meter £ ma zvycajne hodnotu z intervalu [0.01,0.001], avsak jeho vhodnd hodnota je
zavisla od dat riesenej ulohy. Je potrebné ho dobre nastavit - ak je jeho hodnota prilis
mala, potom Newtonove systémy riesime prilis presne a robime zbytocne vela iteracii
iteracnej metody. Naopak, ak je jeho hodnota prilis velka, nedosahujeme dostatoény po-
kles dudlnej medzery v iterdciach PDMVB. VsSimnime si, ze pouzitim tohto pravidla,
rieSime kazdy Newtonov linedrny systém spociatku s nizkou presnostou (nie horsou
ako 0.1) a postupne Newtonove systémy riesime s vac¢Sou presnostou ako sa dudlna
medzera v PDMVB metode znizuje. Adaptivne pravidlo tohto tvaru sa pri nepresnych
MVB bezne pouziva [56], [58] a je pribuzné technikdm pouzivanych pri nepresnych

Newtonovych metédach [81].
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Numerické experimenty a aplikacie
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Kapitola 5

Metodika testovania a znacenie

metod

V nasledujucich castiach prace otestujeme spominané metédy riesenia tloh (1.2) a (1.7)
v praxi. Na tychto experimentoch objasnime niektoré vlastnosti metod a porovname ich
rychlosti konvergencie, pricom nas bude najviac zaujimat vypoctovy cas. Experimenty
st uskutocnené v prostredi MATLAB na vlastnych kédoch. Vsetky pokusy st vyko-
nané na PC zostave s procesorom Intel Core 19-9900K frekvencie 5GHz a s operac¢nou
pamatou 32GB.

V préci sme sa snazili ¢o mozno najspravodlivejsie porovnat vykon roznych metdod.
Kedze porovnavame napriklad metédy prvého radu s metédami druhého radu, pocet
iteracii by nebola spravodliva metrika, pretoze kazda metdéda ma int vypoctovia cenu
za iteraciu. Takisto rézne typy metod zvyknu pouzivat rozne stopovacie kritéria, ¢o
este viac komplikuje spravodlivé porovnanie. Rozhodli sme sa preto sledovat vypoc-
tovy cas a upravit metody tak, ze sme im zabudovali jednotné stopovacie kritérium.
Kedze metody, ktoré potrebuji na vypocet viac iteracii, by boli tymto cudzim kritériom
ovplyvnené viac ako napriklad PDMVB (ktoré zvycajne problém vyriesia v desiatkach
iteracii), rozhodli sme sa Cas vypoctu stopovacieho kritéria nezardtat do vysledného
casu metdd a jeho vplyv na vypoctovy c¢as sme odstranili.

Pri numerickych experimentoch v praci pouzivame viacero generatorov dat / tloh

podla potreby experimentov. Pre tlohy, pri ktorych optiméalne riesenie pozname, ako

87
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stopovacie kritérium v experimentoch pouzivame relativnu suboptimalitu

F—p*
p*

: (5.1)

kde F' je hodnota tcelovej funkcie v bode x pre (1.2) a p* je optimalna hodnota tcelove;j
funkcie.

Pre tlohy, ktorych optimélne riesenie nepozname (ktorych je vicsina) pouzivame
ako stopovacie kritérium dualnu medzeru predelentt hodnotou tcelovej funkcie duélnej
ulohy, ktoru ziskavame z ¢o najpresnejsie vyriesenej tlohy pomocou PDMVB. Pouzi-
vame teda vztah

F—d

— (5.2)

kde F' je hodnota tucelovej funkcie v bode x pre (1.2), resp. v bode (z,y) pre (1.7) a d
je presna hodnota dudlnej ucelovej funkcie z PDMVB. Tento vztah predstavuje podla
slabej duality horné ohranicenie relativnej suboptimality.

V experimentoch porovnavame vykon metdd, t.j. dosiahnutie ¢o najpresnejsieho rie-
Senia za ¢o najkratsi ¢as. Pre lepsi prehlad o vykonnosti metéd vo vécsine experimentov

tejto prace uvadzame vypoctovy cas metod pre tri zvolené pozadované presnosti
=103, e =1075, 5 =107". (5.3)

V jednotlivych metéodach boli pouzité postupy a nastavenia parametrov metdod,
ktoré popisujeme v predoslej kapitole o implementacii metod. Pri mnohych metédach
testujeme viaceré verzie. Napriklad pri metdéde PGM pouzivame metddu s konstantnym
krokom ale aj metédu, v ktorej uréujeme dizku kroku ¢, v kazdej iterdcii. Pri primérno-
duélnych metodach vnutorného bodu pouzivame presné aj nepresné Newtonove smery a
to pre vsetky odvodené Newtonove systémy pre oba spdsoby transformécie tlohy (4.34)
a (4.35). Preto mame celkovo 12 implementacii primarno-duédlnych metéd vntatorného
bodu pre tlohu [y-regulovanych najmensich stvorcov (1.2) a takisto 12 pre tlohu [;-
regulovanej logistickej regresie (1.7).

7 dovodu velkého poctu testovanych metdd a prehladnosti sme sa rozhodli vytvorit
skratky pre dané implementacie metdd, ktoré budeme v experimentalnej casti prace
opakovane pouzivat. Zoznam a spésob oznacenia pouzivanych metoéd v experimentoch

mozno najst v nasledujucej tabulke.
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ADMM
APG
APGIs
DPG1
DPG1ls
DPG2
DPG2Is
DPG3
DPG3Is
MISOd
MISOs
PG
PGls
PPGd
PPGs
PIAG
PSAG
PSAGIs

PDzyz

PD11ir

Alternating Direction Method of Multipliers

zrychlena proximal-gradientna metoda s konstantnym krokom
zrychlend proximal-gradientna metéda s ur¢ovanym krokom ¢,
spadova modifikacia APGM s konstantnym krokom

spadova modifikacia APGM s ur¢ovanym krokom

nasa spadova modifikdcia APGM s konstantnym krokom

nasa spadova modifikdcia APGM s urcovanym krokom t

APGM s restartom a konstantnym krokom

APGM s restartom a urcovanym krokom ¢,

proximalna verzia deterministickej MISO metody

proximalna verzia stochastickej MISO metddy

proximal-gradientna metoda s konstantnym krokom
proximal-gradientna metoda s urcovanym krokom 2

deterministicka prirastkova proximal-gradient metdda

stochasticka prirastkova proximal-gradient metoda

proximélna verzia deterministickej IAG metody s konstantnym krokom
proximéalna verzia stochastickej SAG metody s konstantnym krokom

proximalna verzia stochastickej SAG metody s ur¢ovanym krokom ¢,

primarno-dualne metédy vnitorného bodu, kde
z je 1 pre prvy sposob transformdcie tlohy (4.34)
z je 2 pre druhy spdsob transformécie lohy (4.35)

y je 1 pre Newtonov systém tvaru (4.36) ((4.37) pre tlohu (1.7))
alebo (4.40) ((4.41) tlohu (1.7))

y je 2 pre Newtonov systém tvaru (4.42) ((4.44) tlohu (1.7))

y je 3 pre Newtonov systém tvaru (4.43) ((4.45) dlohu (1.7))

2 je prazdne, ak rieSime Newtonov systém priamo
z je i, ak rieSime Newtonov systém iteracnymi metédami

nasa PDMVB s redukciou dimenzie vytvorena z PD11i
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Vsetky testované metody si nasimi implementaciami metéd v prostredi MATLAB.
Prirodzene nés vsak moze napadnit otazka, ako velmi sa uvedené testované metddy,
resp. ich modifikacie, lisia od znamych metod, pripadne ako velmi sme sa tvorivo po-
dielali na ich implementacii. Metody takto mozno rozdelit do Styroch skupin, pricom
ich budeme v dalSej casti prace podla tychto skupin farebne odliSovat v tabulkach
experimentov.

V pripade pévodnych metéd (Cierna farba v tabulkach) sme v Kapitole 4 o imple-
mentécii metéd odvadzali hodnoty konstantnych dlzok krokov pre tlohy (1.2) a (1.7),
a takisto v pripade metéd APGIs a PSAGIs uvadzame standardné algoritmy urcovania
dl7ky kroku v Kapitole 4. Metédy DPG1ls, DPG3ls, PGls (modré farba v tabulkéch)
pouzivaji jemne modifikovany algoritmus urcovania dizky kroku, o ¢om piseme v Ka-
pitole 6 v ¢asti o proximélnych metédach. V pripade metédy ADMM (zelend farba v
tabulkéch), o ktorej piseme v Kapitole 2, sa jednd o nas pristup k implementécii me-
tody vzhladom na vlastnosti nami generovanych dat, o com piSeme a potrebné vztahy
odvadzame v Kapitole 4. Pri implementacii ADMM pouzivame konstanté dizky krokov
(4.27), vdaka ¢omu mdzeme na zaciatku algoritmu pouzit Choleského rozklad na ma-
ticu mensich rozmerov(pouzitie Sherman—Morrison-Woodburyho formule) a nésledne
efektivejsie vycislovat hodnoty proximalneho operatora v algoritme metody. Metody
PDazyz (zelend farba v tabulkach) st PDMVB, o ktorych piseme a ich zékladny al-
goritmus uvadzame v Kapitole 3. Na aplikaciu tychto metéd na [;-regulované tlohy
je vsak tieto ulohy potrebné najprv transformovat, takisto je vhodné vzniknuté Ne-
wtonove systémy upravit do lepsie riesitelného tvaru a k samotnému rieseniu tychto
Newtonovych systémov sa da pristupit roznymi sposobmi, o tychto postupoch piseme
v Kapitole 4.3 o implementacii metéd vnutorného bodu. Oznacenie zyz pri tychto
metoddach znaci zvoleny pristup pri aplikovani PDMVB. Napriklad, metoda PD11 je
PDMVB pre prvy sposob transformécie (4.34) a pouziva Newtonov systém tvaru (4.36)
a uvedeny Newtonov systém riesi priamo. Metéda PD11i je t4 istd metoda, avsak na rie-
senie Newtonovho systému vyuziva iteracné metdédy. Metoda PD11i konkrétne pouziva
prepodmienentt metédu konjugovanych gradientov (PCG), ktorti sme naprogramovali
v prostredi Matlab a ktorej algortimus uvadzame v casti 4.3. O nami vytvorenej modifi-

kécii metédy APG, metéde DPG2 (Cervend farba v tabulkach), piseme a jej algoritmus
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uvadzame v Casti 2.2.4. Tato metdda je pévodom z nasej prace [62], no jej prakticki
implementaciu sme znacne vylepsili a implementécia pre rieSenie ulohy (1.7) je tplne
nova. Metédu DPG2ls (Cervend farba v tabulkach) povazujeme za novi, pretoze vy-
uzva modifikovany algoritmus ur¢ovania dizky kroku a naviac povoluje pouzivat iné
dlzky kroku pre PG a APG ¢asti metédy. Metéda PD11ir (¢ervend farba v tabulkéch)
je novdi PDMVB s redukciou dimenzie, ktorti sme navrhli a schému jej algoritmu uva-
dzame v Kapitole 3.3. Konkrétne metéda PD11ir vychadza priamo z Gpravy algoritmu
metody PD11i, kde sme pomocou poznatkov z proximal-gradientnych metéd zabudo-

vali postupnt redukciu dimenzie déat, s ktorymi metoéda pracuje.



Kapitola 6

Numerické experimenty

V sucasnej dobe vyzaduju aplikacie uloh [;-regulovanych najmensich stvorcov a [;-
regulovanej logistickej regresie castokrat data velkych rozmerov, ktoré maji navyse
¢asto riedku struktiru. lj-regulované tlohy (1.2) a (1.7) majua velky vyznam predov-
setkym pri vybere podstatnych charakteristik a proti tzv. over-fitu pre tlohy, kde je
pocet charakteristik n vacsi ako pocet détovych bodov/merani m.

Nasa zakladna tloha pre (1.2) aj pre (1.7) ma preto pocet charakteristik n = 12000
a pocet datovych bodov m = 2400, pricom ditovd matica A € R2400x12000 1y riedku
strukturu s hustotou zaplnenia 5% (de = 0.05). Ako zékladné nastavenie regularizac-
ného parametra A sme zvolili hodnotu A = 0.1\,,,,, pri ktorej je pocet nenulovych
zloziek riesenia pomerne blizky m /2. Pri numerickych experimentoch nésledne testu-
jeme vplyv zmeny roznych parametrov tejto zakladnej tilohy na vykon metod riesenia.

Pre tieto tlohy sme sa snazili metédy prisposobit a ¢o najefektivnejsie naprogra-
movat, aby sa Setrili vypoctové operacie a tym padom aj vypoctovy cas. Pri metodach
boli pouzité postupy a nastavenia parametrov spominané v kapitole o implementacii

metod ako aj postupy z nasledujicej podkapitoly.

6.1 Metddy rieSenia

V nasledujucej casti poukazeme na niektoré vlastnosti testovanych metod ako napriklad
vyvoj relativnej suboptimality rieseni pri pouziti metéd, vplyv roznych spésobov volby

dlzky kroku, vplyv prepodmienenia pri pouziti itera¢nych metéd v PDMVB a objas-

92
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nime fungovanie novej PDMVB s redukciou dimenzie. Takisto pri PDMVB uvadzame

zakladné nastavenia parametrov metod.

6.1.1 Proximalne metody

V kapitole o implementéacii proximalnych metéd sme odvodili hodnoty konstantnych
dl7ok kroku pre tlohy (1.2) a (1.7), a takisto sme uviedli bezne pouzivany algoritmus
urcovania dlzky kroku pre proximal-gradientné metédy. Pomocou jednoduchej modi-
fikacie tohto algoritmu je vsak mozné este vylepsit vykon v praxi u vicsSiny metdd,
ktoré ho pouzivaji. Po tspesnom kroku metédy povolime néjdend dizku kroku zvad-
Sit o 10%. Touto dpravou uZ nemdme monoténny algoritmus urcovania dizky kroku.
Hlavna myslienka tejto upravy je ta, ze Lipschitzovska konstanta L, ktora sa vysky-
tuje v konstantnych krokoch a ktort sa snazime odhadnit algoritmom urcovania dizky
kroku je globdlnou kvantitou. Avsak v neskorsich fazach priebehu metéd riesenia sa
optimalizacia sustredi v okoli optimalneho riesenia. Je teda mozné, ze nejaka mensia
lokdlna kvantita (t.j. vacsia dlzka kroku) moze fungovat v tomto okoli lepsie. K tejto
myslienke nds priviedli ¢lanky [92], [75], podobnti myslienku mozno najst aj v ¢lanku
o homotopickej proximal-gradientnej metode [46].

Na Obr. 6.1 sa nachadza porovnanie vykonu proximalnych metéd PG, APG, DPG2
s ich verziami, v ktorych je dizka kroku urcovand v kazdej iteracii. V pripade spa-
dovych metéd PG, DPG1, DPG2, DPG3 spominand modifikacia algoritmu urcovania
dlzky kroku poskytla signitikantny prinos pri nagich experimentoch, ¢o mozno pozoro-
vat aj na Obr. 6.1 (vid PGls*, DPG2ls*). Vsimnime si, Ze pre metédu APG vsak tato
modifikacia na Obr. 6.1 nefunguje, aj ked pre vacsinu nami testovanych tuloh fungovala.
Dovod je jednoduchy, na garantovanie konvergencie metédy APG je potrebny mono-
ténny algoritmus urcovania dizky kroku, ¢o mozno vidiet z dékazov konvergencie APG
met6dy napr. v [101], [62]. PG met6da takito poziadavku nemé a spaddové modifikdcie
DPG1, DPG2 a DPG3 obsahujui vo svojom algoritme podmienku nerasticosti tcelove;j
funkcie. Z tychto dévodov budeme v dalSej Casti prace pre vsetky proximal-gradientné
metédy okrem APG pouzivat pri urcovani dlzky kroku tdto modifikdciu. Pri pouziti
tychto metéd sme mnohokrat kontrolovali, ¢i dana modifikacia predstavuje pre metody

prinos z hladiska redukcie vypoctového ¢asu, ¢o sa nam vzdy potvrdilo.
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Obr. 6.1: Porovnanie vykonu proximal-gradientnych metéd PG, APG a DPG2 pre

odli$né sposoby urcovania dlzky kroku na ndhodne generovanej tlohe (1.2).

Na Obr. 6.2 sa nachadza porovnanie vykonu proximal-gradientnych metod pre na-
hodne generovant tlohu logistickej regresie (1.7). Mozno pozorovat, ze vsetky metddy
s uréovanou dizkou kroku podédvaji z hladiska poctu iterdcii lepsi vikon ako ich ver-
zie pouzivajice konstantnt dizku kroku (4.26). Identické pozorovanie plati z hladiska
vypoctového casu pre vsetky metdédy okrem metédy APG. Tento jav je sposobeny aj
tym, Ze pridanim algoritmu ur¢ovania dizky kroku sme narusili jednoduchu stavbu me-
tody a v iteraciach musi metéda naviac pocitat dalsie funkéné hodnoty. Na obrazku
mozno taktiez vidiet typické ,skoky* funkénych hodnot pri pouziti APG metody ako
aj spadovost ostatnych metéd. APG metdda a jej spadové modifikacie DPG1 a DPG2
podavaju identické riesenie az po prvy narast funkénej hodnoty pri APG metode, tento

jav je mozné v praci bezne pozorovaft, suvisi so stavbou algoritmov metod.

ADMM

Metéda ADMM konverguje pre vSetky hodnoty parametra ¢, avsak hodnota tohto pa-
rametra ma vyrazny vplyv na rychlost konvergencie met6édy. Kedze sme sa pri nasej

implementacii ADMM pre riesenie tlohy (1.2) rozhodli pouzit Choleského rozklad, je
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Obr. 6.2: Porovnanie vykonu proximal-gradientnych metéd PG, PGls, APG, APGls,
DPG1, DPGlls, DPG2, DPG2Is na ndhodne generovanej ulohe (1.7).

potrebné pouzivat konstantny parameter ¢. Na zdklade [41], kde st uvedené konstantné
kroky pre tlohu pribuznu tlohe (1.2), sme sa rozhodli testovat paticu krokov (4.27). Vy-
kon ADMM met6dy pre rozne hodnoty parametra ¢ je zobrazeny na Obr. 6.3. Na Obr.
6.3 je vyobrazend taktiez PG metéda s konstantnou dlzkou kroku ¢ = 1 /O maz (AT A),
kde opmaz(ATA) je najvacsie vlastné ¢islo matice AT A. MoZme pozorovat, Ze PG me-
toda a ADMM metdda pri tej istej hodnote parametra ¢ podavaju riesenie s rovnakou
relativnou suboptimalitou. Takisto si mozno vsimnut ¢as vypoctu Choleského rozkladu
na zaciatku chodu ADMM metddy.

Poznamenajme, ze vykon ADMM metédy pre rozne hodnoty parametra t sa meni
v zavislosti od riesenej ulohy. Napriek nasej snahe sme nenasli rozumny sposob ako
vopred urcif, ktort hodnotu paramatra ¢t pouzif. V priebehu nasich experimentov boli
najlepsimi vietky testované hodnoty paramatra okrem hodnoty ¢ = 1/0,,4. (AT A). Me-
todu ADMM sme pri experimentoch na 50-tich tlohach pouzivali tak, Ze na prvej tlohe
testovacej sady sme urcili najlepsiu volbu parametra ¢, ktori sme nasledne pouzivali

aj na dalsie tlohy testovacej sady.

6.1.2 Prirastkové PG metody

V pripade zakladnych prirastkovych metéd sa pri volbe dizky kroku astokrét testuju

1

1o%» @ nasledne sa vyberie najlepsia z nich. Na Obr 6.4 sa nach4-

dizky krokov tvaru ¢t =
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Obr. 6.3: Porovnanie vykonu proximalnej metédy ADMM pre rozne hodnoty parametra

t a PG met6dy na ndhodne generovanej ulohe (1.2).

dza porovnanie vykonu deterministickej (PPGd) a stochastickej (PPGs) prirastkove;
proximal-gradientnej met6dy pre rozne hodnoty dizky kroku. Mézeme pozorovat, Ze so
zmensovanim dlzky kroku kles4 variancia funkénych hodnot. Taktiez mozno pozorovat,
7e rychlejsie dostaneme odhad rieSenia pri pouziti vicsej dlzky kroku. Z toho dovodu
sa zvyknt pri podobnych metédach pouzivat aj postupne klesajice dlzky krokov. Tieto
zakladné metddy vsak v praxi dosahuji iba pomerne mali presnost a maji pomala
rychlost konvergencie.

Omnoho lepsie vysledky v praxi dosahuji modifikécie prirastkovej proximal-gra-
dientnej metody ako PIAG, PSAG, MISOd, MISOs. Porovnanie vykonu tychto priras-
tkovych proximalnych metéd pre rézne volby dlzky kroku je na Obr. 6.5. Volba spravnej
dlzky kroku mé na ich vykon velky vplyv, so zvadSujicou dizkou kroku sa zlepsuje vy-
kon tychto metdd. Autori SAG metddy, ktorej proximalnu verziu pouzivame, v ¢lanku
[92] dokazali konvergenciu metédy pre volbu konstantej dizky kroku ¢t = 16%, kde L je
spolo¢nd Lipschitzovska konstanta gradientov V f; (vid Obr. 6.5: PIAG ¢ a PSAG t).
Autori taktiez uvadzaji, ze SAG metdda v ich experimentoch fungovala aj pre volbu
dizky kroku 1 (vid Obr. 6.5: PSAG 2%). V [92] je takisto uvedeny algoritmus ur¢ovania
dlzky kroku v kazdej iterdcii (vid Obr. 6.5: PSAGIs), ktorého funkénost je podlozena
experimentélne. Tento algoritmus ako aj odvodenie dlzky krokov pre tlohy (1.2), (1.7)

mozno najst v Kapitole o implementacii proximalnych metod.
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Obr. 6.4: Porovnanie vykonu prirastkovych proximalnych metéd PPGd a PPGs pre

rozne hodnoty dizky kroku na nahodne generovanej tlohe (1.2).

Pri metéde MISO autori v [75] navrhuji heuristicky pristup volby dizky kroku -
navrhuju najprv prejst 5% dat a na nich uréit dlzku kroku tvaru 2%¢,, ktord pri vypocte
poskytne najmensiu hodnotu téelovej funkcie. Nasledne tito dizku kroku pouziju pri
aplikovani met6dy na celé data. Z toho dovodu na Obr. 6.5 uvadzame metédy s dizkami
krokov tohto tvaru, pricom metédy MISOd 2'4¢, MISOs 2%, PIAG 2%t a PSAG 25t
pouzivaji najviacsie dizky krokov, pri ktorych boli metédy schopné konvergovat. Tento
postup hladania dizky kroku méd okrem jeho velkej ¢asovej naro¢nosti aj dalsiu nevy-
hodu. Viackrat sa nam pri stochastickych metédach PSAG a MISOs podarilo najst
takd dizku kroku, ktord pri dobrej ndhodnosti poskytla presné rieSenie tlohy najrych-
lejsie, avsak pri zlej ndhodnosti metéda divergovala. Preto tento postup nepovazujeme
za velmi pouzitelny. Z Obr. 6.5 si mozno taktiez vsSimnit, Ze stochastické verzie algorit-
mov ndm umoznuji pouzivat vacsie dlzky krokov. Napriek tomu viak metéda MISOs
215¢ dosahuje podobny vykon ako MISOd 2t pre mensiu volbu parametra, tento jav
sme pri experimentoch pozorovali viackrat. Naopak PSAG metéda podavala omnoho

lepsie vysledky ako jej deterministicka verzia PIAG.
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Obr. 6.5: Porovnanie vykonu prirastkovych proximalnych metéd MISOd, MISOs, PIAG
a PSAG pre rozne hodnoty dlzky kroku na ndhodne generovanej tilohe (1.2).

6.1.3 PDMVB

Vypoctovo najnarocnejsou ¢astou algoritmov primarno-dalnych metéd vnitorného bodu
je pocitanie primarno-dudlnych smerov optimalizacie z Newtonovych systémov. V pri-
pade metéd vnitorného bodu vsak nie je potrebné urcovaf tieto smery presne a na
ich vypocet mozno pouzit iteracné metddy. Vo findlnych verzidch vacsing PDMVB
metod vyuzivajucich iteracné metdédy pouzivame nasu implementaciu prepodmienenej
metoddy konjugovanych gradientov. Porovnanie vykonu nasej implementacie PCG me-
tody s PCG a Minres metédami predprogramovanych v MATLABe mozno pozorovat
na Obr. 6.6 a Obr. 6.7. Na ndhodne generovanej tlohe (1.2) podava nasa implementa-
cia PCG metody podobny vykon ako PCG a Minres z Matlabu. Avsak v pripade TTD
tlohy mozno pozorovat medzi metdédami velké rozdiely a vdaka nasej implementacii
PCG sme usetrili mnozstvo vypoctového casu. Pri prepodmienenych iter. metédach
v praci pouzivame prepodmienovanie pomocou diagonalnych ¢i blokovo diagonalnych
matic. Efekt takéhoto prepodmienovania mozno taktiez vidiet na Obr. 6.6 a Obr. 6.7.
Vidime, ze metoéda PCG bez prepodmienenia podava velmi pribuzné riesenie ako pre-

podmienené metody, avsak na jeho vypocet potrebuje omnoho viac vypoctového casu.
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Obr. 6.6: Porovnanie vykonu metédy PD11i na ndhodne generovanej ulohe (1.2) pri

pouziti réznych iteracnych metdd - nasa implementacia PCG metédy, PCG metdda a

Minres metéda zabudované v Matlabe, PCG metéda bez prepodmienenia.

Tento jav je sposobeny tym, zZe spektralne vlastnosti matic Newtonovych systémov
sa pri zvysSovani presnosti rieSenia zhorsuji, a preto PCG bez prepodmienenia horsie

konverguje a na dosiahnutie podobne presného riesenia potrebuje stale viac iteracii.

Nova PDMVB s redukciou dimenzie

Dalsi mozny sposob ako zrychlit vypocet primarno-dudlnych smerov z Newtonovych
systémov sme nasli vytvorenim hybridnej met6édy PDMVB s redukciou dimenzie. Hlav-
nou myslienkou met6dy je rozmunym sposobom redukovat dimenziu dat (a tym dimen-
ziu riesenych Newtonovych systémov), s ktorymi metéda pracuje. V tejto Casti nacrt-
neme fungovanie a prinosy PDMVB s redukciou dimenzie na ndhodne generovanej
tilohe (1.2), ktorej optimalne rieSenie a hodnotu uéelovej funkcie pozname. Uloha mé
rozmery m = 2400 a n = 12000, optiméalne riesenie obsahuje presne 1200 nenulovych
zloziek. Porovnanie vyvoja relativnej subotopimality medzi hybridnou metédou PD11ir
s redukciou dimenzie a metédou PD11i, z ktorej PD11ir vznikla, mozno vidief na Obr.
6.8. Pri pohlade na dany priebeh je vidiet, ze metédy podavaju identické riesenie az do
11-tej iterdcie, kde obe dosiahli riesenie s relativnou suboptimalitou mensou ako 1073.
Metoéda PD11ir potrebuje na tieto pociatocné iteracie o nieco viac vypoctového casu,

pretoze vo svojom algoritme pomocou poznatkov o proximalnych metédach kontroluje,
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Obr. 6.7: Porovnanie vykonu metody PD11i na TTD tlohe pri pouziti roznych ite-

ra¢nych metdd - nasa implementacia PCG metédy, PCG metéda a Minres metdda

zabudované v Matlabe, PCG met6da bez prepodmienenia.

¢i mozno redukovat dimenziu dat. V nasledujucich iteraciach si uz podmienky reduk-
cie dimenzie (3.14), (3.15) splnené a metéda PD11ir mé& povolené redukovat rozmery
dat, s ktorymi pracuje. Tymto spésobom metéda PD11ir sistredi optimalizaciu len na
podstatné zlozky riesenia, ¢o mozno pozorovat na vicsom poklese relativnej subopti-
mality a mensim poc¢tom potrebnych iteracii. Taktiez sa vyrazne znizi cas potrebny na
vypocet primarno-dudlnych smerov z Newtonovych systémov, ¢o mozno dedukovat aj
z druhého grafu na Obr. 6.8. Na dosiahnutie rovnako presného riesenia s relativnou
suboptimalitou mensou ako 107'2 metéda PD11lir potrebuje iba 24 iteracii a 0.37s,
zatial ¢o povodna metéda PD11i potrebuje 31 iterdcii a 1.55s.

Aj ked metdéda PD11i dokazala najst velmi presné rieSenie, toto riesenie ma vsetky
zlozky nenulové. Na urcenie mnoziny nenulovych zloziek by bolo potrebné nejaké dalsie
zaokruhlovacie pravidlo. Metoda PD11ir s redukciou dimenzie tento problém c¢iastocne
riesi, poskytuje riedke riesenie, ktoré ma 1203 nenulovych zloziek. Vyvoj po¢tu nenu-
lovych zloziek riesenia (resp. vyvoj dimenzie dét) z PD11lir mozno néjst na Obr. 6.9.
Metdda poskytovala do 11-tej iteracie riesenie s 12000 nenulovymi zlozkami, ktoré v 12-
tej iteracii zredukovala na pocet 2237 a v dalsich iteraciach postupne dalej redukovala.
Tymto spoésobom metdéda PD11ir riesi v neskorsich iteraciach algoritmu niekolkona-

sobne mensie Newtonove systémy ako povodna metéda PD11i.
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Obr. 6.8: Porovnanie vyvoja relativnej suboptimality pre metédy PD11i a PD11ir na

nidhodne generovanej ilohe (1.2), ktorej optiméalne rieSenie poznéme.
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Obr. 6.9: Vyvoj poctu nenulovych zloziek riesenia pochadzajiceho z metoédy PD11ir

pouzitej na ndhodne generovanu ulohu (1.2), ktorej optiméalne rieSenie ma 1200 nenu-

lovych zloziek.
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Zakladné nastavenia parametrov PDMVB

Algoritmy PDMVB maju pomerne zloziti struktiru, obsahuji mnoho parametrov.
Niektoré z nich majui na vykon tychto metéd mensi a iné naopak vacsi vplyv. V nasich
experimentoch sme sa snazili udrziavat jednotlivé hodnoty parametrov PDMVB met6d
konstantné, ich hodnoty sme menili len sporadicky. Zakladné nastavenia parametrov

PDMVB metdd boli nasledovné:
v=3, a=0.01, B=0.6. (6.1)

V pripade PDMVB, pri ktorych riesime Newtonove systémy pomocou iterac¢nych
metdéd, mame navyse parameter & z (4.46), pricom vicsina metéd pouziva zakladni
hodnotu

£ =0.01. (6.2)

A pre metody PD12i a PD22i ma tento parameter hodnotu & = 0.005.
V pripade PDMVB s redukciou dimenzie, t.j. v pripade metédy PD11ir z expe-
rimentov, potrebujeme taktiez hodnoty parametrov €, a €, z podmienok redukcie

dimenzie (3.14), (3.15). Ich hodnoty vo vac¢Sine experimentov volime ako

€1 = 0.001, €, =0.2, (6.3)

6.2 Uloha /;-regulovanych najmensich Stvorcov

V tejto casti vykoname velké porovnanie metéd na umelo generovanych tlohach [q-
regulovanych najmensich stvorcov (1.2). Budeme sledovat vplyv zmeny réznych para-
metrov tychto tloh na vypoctovy cas, ktory metdédy potrebuji na dosiahnutie po-
zadovanych presnosti (5.3). Metédy budeme testovat na 50 ndhodne generovanych
tlohach kazdého druhu. Okrem samotného porovnania metdd je nasim cielom néjst
,univerzalne najlepsie” metddy riesenia tlohy (1.2). Z dévodu velkého poctu metdd v
tejto praci sme sa rozhodli zaviest kvalifikaciu metdd, kde metddy zredukujeme zhruba
na polovicu. A takisto zavedieme do experimentov postupné vypadavanie metod. Me-
tody, ktorym sa pri danom type tlohy evidentne nedari alebo ich podla nas nema
zmysel dalej testovaf, budeme postupne vyradovat. Pre takéto metody uvadzame v

tabulkach iba tidaje z vypoc¢tu na prvej ulohe testovacej sady.
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Okrem vypoctového casu metdd sledujeme aj pocet iteracii, ktoré metddy potrebo-
vali na dosiahnutie riesenia s danou relativnou supobtimalitou. Pri tychto sledovanych
hodnotach v tabulkach uvaddzame minimalnu, maximalnu a priemernt namerant hod-

notu na nasej testovacej vzorke 50-tich tloh.

Generovanie dat

Na generovanie umelych dat sme v praci pouzivali niekolko roznych generatorov podla
potreby experimentov. Umelé déta pre prvé experimenty (vplyv A, m, n, m X n, de)
sme generovali nasledujicim spdsobom: Najprv vygenerujeme ndhodni maticu A s
rozmermi m X n, s hustotou zaplnenia de a s prvkami z [0, 1]. Nésledne polozime A =
A/y/m a vygenerujeme ,falo$né“ rieSenie z¢ s 0.5m nenulovymi zlozkami z intervalu

[—0.5,0.5], pomocou ktorého vytvorime vektor b € R™ ako
b= Axs +e,

kde vektor e € R™ predstavuje Sum v pozorovaniach a jeho prvky st z norméalneho

rozdelenia N (0,107%). Zakladné hodnoty parametrov sii nasledovné
m = 2400, n = 12000, de = 0.05, A = 0.1\, 10z,

kde Apar je definovand ako (1.3). Optimélne riesenie takto generovanej tlohy nepo-
zname, xy nema nan takmer ziadny vplyv. Pri porovnani metéd pouzivame stopovacie

kritérium (5.2). Ako Startovaci bod volime pre vsetky metédy nulovy vektor.

6.2.1 Kvalifikdcia metod

Kedze mame naprogramovanych vela metdd a rozdiely v ich vykone st velké, rozhodli
sme sa metddy zredukovat cca na polovicu. Metédy zredukujeme tym, ze spravime kva-
lifikaciu na zakladnej tlohe, ktora reprezentuje ,beznu“ tlohu pri nasich experimen-
toch. Sme si vedomi, ze by sa pri niektorych menej naroénych tlohach v jednotlivych
experimentoch mohlo niektorej z vyradenych metéod darit. No nasim cielom, okrem
porovnania metdd, je najst univerzalne najlepsie fungujice metddy.

Kvalifikaciu metdd riesenia na zakladnej ilohe mozno najst v Tabulke 6.1. Rozdiely

vo vykone metdd su velké - zakladné prirastkové proximal-gradientné metédy PPGd
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a PPGs nedokéazali dosiahnut ani prvi pozadovant presnost za 300s, zatial ¢o metdda
PDMVB s redukciou dimenzie PD11ir dosiahla riesenie s relativnou suboptimalitou
1072 za 0.67s. Metédy, ktoré st oznacené Sedou farbou, sme sa rozhodli z dalsich expe-
rimentov vyradit. Medzi vypadnuté metody patria aj PD11, PD12, PD21, PD22, ktoré
riesia Newtonove systémy priamo. Mozno tak pozorovat velky prinos pouzitia iterac-
nych metod, pretoze ich verzie pouzivajuce iteracné metody fungovali niekolkonasobne
lepsie. Met6édy PD13i a PD23i nedokézali v stanovenom case dopocitat riesenie final-
nej presnosti, pretoze v neskorsich fazach algoritmu pracuju s velmi zle podmienenymi
maticami a iteracie ich iteracnych metod prudko narastaji. Naopak, verzie tychto me-
tod vyuzivajice priame metdody riesenie dopocitali do findlnej presnosti. Z Tabulky 6.1
mozno taktiez pozorovat velky prinos modifikovaného algoritmu uréovania dizky kroku
pri metode PGls. Medzi vypadnuté metdédy patria aj vSetky prirastkové metdédy MI-
SOd, MISOs, PPGd, PPGs, PIAG, PSAG a PSAGIs. Pri metédach MISOd, MISOs,
PIAG, PSAG uvddzame najleps{ vysledok, ktory sme dokézali dosiahnut volbou dizky
kroku tvaru t = 2¥t,. Je mozné, ze nasa implementacia prirastkovych metéd v Matlabe
nie je optimalna aj z dévodu indexovacieho systému prostredia Matlab. Autori tychto
metdd casto pouzivaju implementacie metdd v jazyku C alebo metdédy medzi sebou
porovnavaju len cez pocet iterédcii, resp. pocet prechodov dat. Takisto tieto metody
su prisposobené hlavne pre pripad, ked pre rozmery tloh plati m >> n, pretoze ich
iteracie su nezavislé od poctu funkcii m. Z prirastkovych metod najlepsi vykon podala

PSAG metdda.
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Tabulka 6.1: Kvalifikicia metéd pre zékladni dlohu (1.2) s m = 2400, n = 12000,
de = 0.05, A = 0.1\,4,.

Presnost ¢ 1073 1076 107° 300s
Metéda cas it. cas it. cas it. € it.
ADMM 0,50 27 0,81 75 1,20 133

APG 0,31 222 2,06 1475 | 10,64 7628

APGIs 0,58 234 4,20 1562 | 22,13 8272

DPG1 0,55 222 3,57 1475 | 18,59 7752

DPGl1ls 0,25 92 1,22 457 4,69 1681

DPG2 0,54 222 3,58 1475 5,51 2282

DPG2ls 0,24 92 0,50 190 0,85 320

DPG3 0,54 222 3,56 1475 5,89 2459

DPG3ls 0,27 92 | 0,62 212 | 1,43 493

MISOd 6,45 144960 | 21,87 482160 | 48,10 993360

MISOs 4,95 108960 | 24,33 489600 | 51,57 1007520

PD11 35,87 12 | 56,14 19 | 73,54 25

PD11i 0,50 12 1,50 18 2,55 25

PD11ir 0,52 12 0,58 15 0,67 20

PD12 29,93 12 | 50,53 19 | 69,04 25

PD12i 0,95 12 2,33 18 3,77 25

PD13 5,87 12 9,25 19 | 12,16 25

PD13i 2,94 12 | 94,12 19 = — | 4,2E-08 27
PD21 218,10 12 = = = - | 2,1E-06 17
PD21i 1,19 11| 3,53 17| 6,02 24

PD22 76,82 12 | 119,65 18 | 166,62 25

PD22i 2,03 11 5,27 18 7,94 24

PD23 10,74 12 16,08 18 22,17 25

PD23i 8,36 12 | 180,59 18 = - | 2,2E-07 20
PG 7,90 5699 | 35,55 25832 | 73,21 53199

PGls 0,80 484 2,80 1650 5,41 3153

PPGd = = = = = — | 2,5E-03 11921040
PPGs = = = = = - | 3,7E-03 11865120
PIAG 101,33 2978400 = = = - | 1L,6E-05 8666160
PSAG 3,53 94800 | 15,96 422160 | 33,01 862560

PSAGIs 9,95 240240 | 46,77 1086720 | 99,88 2238720
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6.2.2 Globalne pozorovania z tabuliek

V dalSej Casti prace sa nachddza velké mnozstvo tabuliek s vysledkami skimanych expe-
rimentov. KedZe sme sa pri opise tychto tabuliek nechceli opakovat, rozhodli sme sa
spisat pozorovania, ktoré je mozné z danych tabuliek castokrat postrehniit. Tieto pozo-
rovania su platné pre vacsinu tabuliek, ktoré sa v praci nachadzaji, pretoze mnohokrat
suvisia so stavbou algoritmov uvedenych metod ¢i s ich Specifickymi vlastnostami.

Z tabuliek mozno pozorovat, ze metédy DPG1ls, DPG2ls, DPG3ls s modifikovanym
algoritmom urcovania dizky kroku dosahuju vyrazne lepsie vysledky ako ich varianty
DPG1, DPG2, DPG3 pouzivajice konstantnt dizku kroku. Naopak metéda APGls so
Standardnym algoritmom urcovania dlzky kroku Castokrat dosahuje redukeciu v pocte
priemernych iteracii oproti metéde APG, avsak casova naroc¢nost iteracii tejto metody
je omnoho vyssia ako pri zakladnej APG, a preto nedosahuje redukciu vo vypoctovom
case. APGls dosahuje oproti metéde APG redukciu vypoctového ¢asu iba vynimocne,
napriklad v Tabulke B.1 a B.2 z Dodatku B pre velkii hodnotu regularizacného para-
metra .

Met6dy APG, DPG1, DPG2, DPG3 (ako aj DPGlls, DPG2ls, DPG3Is) podavaji
do prvej presnosti vo vacsine tabuliek identické vysledky. Tento jav je sposobeny tym,
ze vsetky tieto metddy st spadovymi modifikaciami APG, ktord je do prvej presnosti
spadovou na nasich tlohach. Od prvého narastu ucelovej funkcie pri metéde APG zacnu
metody podéavat odlisné vysledky.

Takisto metdéda PD11ir s redukciou dimenzie podava do prvej presnosti podobné
vysledky ako PD11i, z ktorej vznikla. V tejto faze metéda PD11lir pre mnohé tlohy
nemala este povolené redukovat dimzenziu dat, pretoze podmienky redukcie dimenzie
(3.14), (3.15) neboli splnené. Pre prisnejsie presnosti byva rozdiel medzi PD11i a PD11ir
velky, mozno pozorovat tisporu v pocte iteracii a predovsetkym vo vypoctovom case. Za
dany jav moze prave redukcia dimenzie dat, na ktorych metéda vykonava optimalizacny
proces. Metoda PD11ir redukovanim dimenzie ststredi optimalizaciu len na podstatné
nenulové zlozky riesenia.

Metody PD11i, PD12i a PD13 pre prvu transforméciu (4.34) tloh podavaju kon-
zistentne lepsie vysledky ako ich ekvivalenty PD21i, PD22i a PD23 pre druhu trans-

formaciu (4.35). Tento jav je spOsobeny tym, ze pocitane Newtonove systémy maji
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pri druhej transformécii (4.35) tloh dvojndsobny rozmer ako pri prvej transformacii.
7 toho dovodu v neskorsich fazach experimentov castokrat vyradime PDMVB metody
PD21i, PD22i ¢i PD23.

Taktiez mozno pozorovat, ze metody vnitorného bodu, ktoré st metédami druhého
radu, potrebuju na dosiahnutie presného riesenia iba desiatky iterdcii bez ohladu na
tlohu. Na vypocéitanie rieSenia s relativnou suboptimalitou 10~ mélokedy potrebovali

viac ako 40 iterdcii.
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6.2.3 Vplyv regularizacného parametra A

V prvom experimente skimame vplyv zmeny hodnoty regularizacného parametra A
na vysledny vypoctovy ¢as a pocet iterdcii metéd pre 3 pozadované presnosti (5.3).
Vypocet experimentu trval viac ako 21 hodin. Parameter A sme volili tvaru v\, kde
v € 10.8,0.005] & Aoz = ||ATD]| o predstavuje hrani¢ni hodnotu, pri ktorej je riesenim
ulohy (1.2) uz nulovy vektor. Ostatné hodnoty parametrov generatora tloh ostali fixné
na zakladnych hodnotéach.

Hodnota regularizacného parametra A tizko stuvisi s po¢tom nenulovych prvkov rie-
Senia. Priemerné pocty nenulovych zlozZiek rieseni 50 tiloh z testovacich sad pre skimané

hodnoty regularizacného parametra A mozno najst v nasledujicej tabulke.

A Amaz 0.8 05 0.2 0.1 0.05 0.01 0.005
NNZ(z*) 12 106 757 1379 1830 2278 2340

Vidime, ze pomocou zmeny hodnoty regularizacného parametra A dokazeme riadit
pocet nenulovych prvkov optimalneho riesenia tloh (1.2).

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.1 az B.7 z Dodatku B,
pricom kazda tabulka prislicha inej hodnote skiimaného parametra a je zostavena z
vypoctov na 50-tich tlohdch. Metoédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat su zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej
ulohy testovanej sady. Napriklad z Tabuliek B.1 az B.6 mozno pozorovat, ze vypoctovy
cas metody PGls prudko narastd so zmensSovanim parametra A, rozhodli sme sa ju
dalej netestovat. Metédy PD21i a PD22i sme sa rozhodli netestovat na poslednych
dvoch sadéach tloh, pretoze ich ekvivalenty PD11i a PD12i pre prva transformaciu
(4.34) tloh podavali konzistentne lepsie vysledky. Z Tabulieck B.1 a B.2 pre vicsie
hodnoty A mozno pozorovat, ze metéda APGls so standardnym algoritmom urcovania
dl7ky kroku podava lepsie vysledky ako metéda APG. Tento jav je viak zriedkavy z
dévodu vypoctovo narocnejsich iteracii metédy APGls. Takisto mozno pozorovat, ze
PDMVB, ktoré st metédami druhého radu, potrebuji na dosiahnutie presného riesenia
desiatky iterécii, zatial ¢o proximal-gradientné metody, ktoré si metdédami prvého radu
potrebuju castokrat tisice.

Na Obr. 6.10 mozno pozorovat vplyv regularizacného parametra A na vypoctovy



KAPITOLA 6. NUMERICKE EXPERIMENTY 109

cas pre vybrané metody, medzi ktorymi su aj metody podavajice najlepsie vysledky
v experimente. Pozorujeme, Ze narocnost riesenych tloh prudko narasta pri zmensuju-
cej sa hodnote parametra A, vypoctové casy vacsiny metod prudko rasti. Zaujimavy
vysledok vsSak podava metéda PD13, ktora dosahuje velmi podobné vypoctové casy
pre rozne hodnoty parametra \. Takisto pozorujeme, Ze sprisnenie pozadovanej pres-
nosti ma mensi vplyv na vypoctovy ¢as metédy druhého radu PD11ir ako v pripade
ostatnych metéd. V experimente celkovo najlepsie obstali metédy PD11lir, DPG2lIs,
DPG3ls a ADMM. Pre jednoduchsie tlohy s vi¢Sou hodnotou parametra A\ dosahuju
najmensi vypoctovy c¢as DPG2ls, DPG3ls a PGls. Pre narocnejsie riesitelné tlohy s

malou hodnotou A podavaji najlepsi vykon PD11ir a ADMM.
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Obr. 6.10: Vplyv hodnoty

poZzadovani presnost 107¢ a 1079 pri rieSeni ndhodne generovanych tloh (1.2).
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6.2.4 Vplyv rozmeru m

V experimente skimame vplyv zmeny rozmeru m na vysledny vypoctovy c¢as a po-
et iteracii metdd pre 3 pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval viac

ako 14,5h. Skiimané hodnoty rozmeru m mozno najst v nasledujiicej tabulke. Ostatné

m 600 1200 2400 4800 9600 12000

hodnoty parametrov generatora tiloh ostali fixné na zakladnych hodnotéach.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.8 az B.13 z Dodatku B,
pricom kazdé tabulka prislicha inej hodnote skimaného parametra a je zostavend z vy-
poctov na 50-tich tlohach. Metody, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente dalej
netestovat st zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej ilohy
testovanej sady. Vsimnime si, ze metédy DPG1(ls), DPG2(ls), DPG3(ls) podavaju do
prvej presnosti identické vysledky, pri metédach DPG1, DPG2, DPG3 s konstantnou
dl7kou kroku je tento jav pozorovatelny aj pri relativnej suboptimalite 1076 pre vid-
sie hodnoty rozmeru m. Z PDMVB najlepsie obstali PD11i a jej modifikdcia PD11ir
s redukciou dimenzie a z proximéalnych metdéd najlepsi vykon podali metody DPG2Is
a DPG3Is. Z tabuliek taktiez vidiet, ze PD11i a PD11ir dosahuji vypoctové casy s
mensim rozptylom ako metédy DPG2ls a DPG3ls.

Na Obr. 6.11 mozno pozorovat vplyv zmeny rozmeru m na vypoctovy cas pre
vybrané metddy, medzi ktorymi st aj metédy podavajice najlepsie vysledky v expe-
rimente. Prirodzene, naro¢nost rieSenych tloh narasta so zvic¢sovanim rozmeru m, vy-
poctovy cas metdd rastie. Takisto pozorujeme, Ze sprisnenie pozadovanej presnosti
ma vacsi vplyv na vypoctovy cas metoédy APG ako v pripade PD11i a inych metdod.
V experimente celkovo najlepsie obstali metédy PD11lir, DPG2ls, DPG3ls. Pre jedno-
duchsie tlohy s mensim rozmerom m dosahuji najlepsi vypoctovy cas ADMM, DPG2Is,
DPG3Is. Pre narocnejsie riesitelné tlohy s vac¢sou hodnotou m podéava jednozacne naj-

lepsi vykon metoda PD11ir.
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Obr. 6.11: Vplyv rozmeru m na vypocétovy ¢as metdd pre pozadovant presnost 1076 a

1079 pri rieSeni ndhodne generovanych tloh (1.2).
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6.2.5 Vplyv rozmeru n

V experimente skimame vplyv zmeny rozmeru n na vysledny vypocétovy cas a pocet
iterdcii metod pre 3 pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval 13 hodin.

Skumané hodnoty rozmeru n mozno najst v nasledujicej tabulke. Ostatné hodnoty

n 3000 6000 12000 24000 48000

parametrov generatora tloh ostali fixné na zakladnych hodnotach.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.14 az B.18 z Dodatku
B, pricom kazda tabulka prislicha inej hodnote skimaného parametra a je zostavena
z vypoctov na 50-tich tlohéch. Metédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat su zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej
tlohy testovanej sady. Pri relativnej suboptimalite 107% a 10~ opét moZno pozorovat
velky rozdiel medzi PD11i a PD11ir, metoéda PD11lir vypocita riesenie s relativnou
suboptilitou 10~ za niekolkondsobne rychlejsi vypocétovy ¢as a potrebuje na to mensie
mnozstvo iteracii. VSimnime si taktiez, ze metéda PD12i podava obstojné vysledky a
je blizko metody PD11i.

Na Obr. 6.12 mozno pozorovat vplyv zmeny rozmeru n na vypocCtovy cas pre vy-
brané metddy, medzi ktorymi st aj metody podavajuce najlepsie vysledky v experi-
mente. Prirodzene, naroc¢nost rieSenych tiloh narasta so zvic¢sovanim rozmeru n, vypoc-
tové casy metdd rasti. Zo zobrazenych metdd rastie vypoctovy cas metody APG naj-
rychlejsie. Takisto pozorujeme, ze sprisnenie pozadovanej presnosti ma vacsi vplyv na
vypoctovy ¢as metdédy APG prvého radu ako pri metéde PD11i druhého radu. Podobné
pozorovanie plati pre metédy DPG2ls a DPG3ls vodi metéde PDiir. V experimente
celkovo najlepsie obstali metody PD11ir, DPG2ls, DPG3ls. Pri relativnej subotimalite
1072 dosahuje najlepsie vysledky metéda PD11ir. Pre najviciu hodnotu parametra n
vsak velmi dobry vypoctovy cas dosahuje metéda ADMM. Tento jav je sposobeny tym,
7e nasa implementacia ADMM pouziva Choleského rozklad matice tAAT + I rozmerov
m X m a vypocty ¢iastoc¢ne prebiehaju vektoroch romzeru m, a preto je implementacia

metoédy menej zavisla od rozmeru n.
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Obr. 6.12: Vplyv rozmeru n na vypoctovy ¢as metdd pre pozadovant presnost 1076 a

1079 pri rieSeni ndhodne generovanych tiloh (1.2).
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6.2.6 Vplyv rozmerov m X n

V experimente skiimame vplyv zmeny oboch rozmerov m a n na vysledny vypocétovy ¢as
a pocet iteracii metdd pre 3 pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval viac
ako 14,5h. Rozmery m x n skiimanych tloh (1.2) sa nachadzaju v nasledujicej tabulke.

Ostatné hodnoty parametrov generatora tloh ostali fixné na zakladnych hodnotéch.

m 600 1200 2400 4800 9600
n 3000 6000 12000 24000 48000

Podrobné vysledky experimentu si uvedené v Tabulkidch B.19 az B.23, pricom
kazda tabulka prislicha inym rozmerom skiimanych tloh a je zostavena z vypoctov na
50-tich ulohach. Metody, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente dalej netestovat
su zvyraznené Sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej tlohy testovane;j
sady. Vo finalnej Tabulke B.23 sme dalej netestovali proximalne metédy APG, DPG2 a
DPGS3, je mozné pri nich vsak pozorovat, ze z hladiska poctu iteracii podavali identicky
vykon az po presnost 1076, pricom metéda APG m4 ovela menej vypoctovo naroéni
iterdciu. Pri presnosti 107 véak metéda APG dosiahla uz horsi vypoctovy ¢as a potre-
bovala ovela viac itercii. Z tabuliek moZno vidiet, Ze pre relativnu suboptimalitu 1076
a 107 je rozdiel medzi PD11i a PD11ir velky, moZno pozorovat isporu v pocte itercii
ako aj vo vypoctovom case. V Tabulke B.23 pre posledni sadu tuloh pozorujeme velkua
vyrovnanost metéd ADMM, DPG2ls, DPG3ls, PD11i pri presnostiach 107¢ a 107°.

Na Obr. 6.13 mozno pozorovat vplyv zmeny oboch rozmerov m a n na vypoctovy
cas pre vybrané metody, medzi ktorymi st aj metody podavajice najlepsie vysledky
v experimente. Prirodzene, ndro¢nost riesenych tiloh narasta so zvic¢sovanim rozmerov
m a n. Vypoctové ¢asy metéd APG, DPG2ls a DPG3Is rastu rychlejsie ako vypoctové
casy metoéd PD11i a PD11ir. V experimente celkovo najlepsie obstali metédy PD11ir,
DPG2ls, DPG3ls a ADMM. Pre jednoduchsie riesitelné dlohy s mensimi rozmermi
dosahuji najlepsi vypoctovy c¢as DPG2ls, DPG3ls. Pre narocnejsie riesitelné tlohy
sa v porovhani s inymi metédami zlepsuje pri sprisnujtcej sa presnosti. Ked metoda

PD11ir dostato¢ne zredukuje dimenziu dat, presnejsie riesenie dopocita velmi rychlo.
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Obr. 6.13: Vplyv rozmerov m X n na vypoctovy cas metdd pre pozadovaniu presnost

107% a 107 pri riesen{ ndhodne generovanych tloh (1.2).
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6.2.7 Vplyv riedkosti matice dat 1

V nasledujicom experimente skimame vplyv riedkosti matice dat, resp. vplyv hus-
toty zaplnenia de matice dat, na vysledny vypoctovy cas a pocet iteracii metod pre 3
pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval viac ako 34h. Skimame hod-
noty parametra de od hodnoty 0.001 az po hodnotu 1, ktora zodpoveda plne zaplnenej
matici dat. Ostatné hodnoty parametrov generatora tloh ostali fixné na zakladnych
hodnotéch.

Priprava tohto experimentu nam taktiez umoznila pozorovat, pre aké hodnoty pa-
rametra de sa oplati pre porovnavané metoédy pouzivat matice typu sparse v prostredi
Matlab. Véacsina metéd ma tito hraniéni hodnotu priblizne na drovni de = 0.4. To zna-
mend, ze pre maticu zaplnent na 40%, nezélezi, ¢i ju pre metédy evidujeme v Matlabe
ako riedku ¢i plnid. U metéd PD13 a PD23 sme pozorovali iné spréavanie, ich hrani¢na
hodnota bola blizko de = 0.05. Pre hodnotu de = 0.01 bolo vyhodné maticu dat evi-
dovat ako riedku, zatial ¢o pre hodnotu de = 0.05 metéda podavala lepsie vysledky pri
matici, ktort sme evidovali ako plna. Tento zaujimavy posun oproti inym metédam je
sposobeny tym, Ze priame PDMVB met6dy PD13 a PD23 maju vo svojom algoritme
nasobenie matic typu ADA”. Pri dnesnych modernych procesoroch, ktoré maji mnoho
jadier je casto rychlejsie dany sucin pocitat paralelizovanymi algoritmami pre sucin pl-
nych matic, t.j. ,hrubou silou®, ako nasobit riedke matice. Pri nasobeni riedkych matic
sa velky c¢as stravi hladanim vhodnych indexov nenulovych prvkov, ktoré sa maji me-
dzi sebou nésobit. Podobne Choleského rozklad predprogramovany v Matlabe, ktory
vyuZiva naSa implementdcia ADMM na rozklad matice tAAT +1 na zaciatku algoritmu,
mé hrani¢ni hodnotu blizku de = 0.01(pri tejto hodnote bolo o nieco lepsie maticu dét
evidovat ako plnd) a zvysok metédy mé hraniéni hodnotu blizku de = 0.4. Pre nasu
zékladnt tlohu (de = 0.05) je preto najvyhodnejsie pouzit Choleského rozklad na plnej
matici a vo zvysku algoritmu pracovat s pévodnou riedkou maticou. Poznamenajme,
ze tieto pozorovania su do velkej miery ovplyvnené PC zostavou, na ktorej prebiehaju
vypocty. Velky vplyv ma napriklad pocet jadier procesora.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.24-B.31, pricom kazda
tabulka prislicha inej hodnote skiimaného parametra a je zostavena z vypoctov na 50-

tich tlohach. Metddy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente dalej netestovat
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st zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej tlohy testovanej
sady. Z prvych tabuliek pozorujeme, Ze vysoka riedkost datovych matic velmi vyho-
vuje proximal-gradientnym metédam, predovsetkym do druhej pozadovanej presnosti.
Tento jav je logicky, tieto metédy st prvého rddu a maji znacne jednoduchsiu struktiaru
iteracii ako PDMVB. Vypoctovy cas metédy APG vsak prudko narasta so zvacsujucou
hustotou zaplnenia matice dat. V tabulkach mozeme opét vidiet mnohé pozorovania
opisané v casti 6.2.2 o globalnych pozorovaniach. Avsak niektoré vysledky z tabuliek
st matuce. Napriklad, pri porovnani vysledkov metéd medzi prvymi Tabulkami B.24
a B.25 pozorujeme zlepsenie vysledkov napr. pre metody ADMM, DPG2ls, DPG3Is,
PD11i, PD11ir a zhorsenie vysledkov pre APG, DPG2, DPG3, PD13. Podobne pri po-
rovnani vysledkov metéd medzi poslednymi Tabulkami B.30 a B.31 pozorujeme zlep-
senie vysledkov u DPG2ls, DPG3ls, PD11i a zhorsenie vysledkov pre metédy ADMM,
APG, DPG2, DPG3, PD11ir, PD13. Tieto pozorovania st pritomné aj na Obr. 6.14.

Na Obr. 6.14 mozno pozorovat vplyv zmeny hustoty zaplnenia de matice dat na
vypoctovy cas pre vybrané metédy, medzi ktorymi si aj metody podavajice najlepsie
vysledky v experimente. Pozorujeme rozdielne chovanie metéd so zvacsovanim para-
metra de. APG je jedind metdéda na Obr. 6.14, ktorej vypoctovy cCas so zvacSovanim
parametra de neustale rastie. PDMVB metody PD11i a PD11ir sti zmenou parametra
de ovplyvnené menej ako iné metédy, ¢o sa da povedat aj o metéde ADMM az po
poslednt sledovani hodnotu parametra de. Takisto pozorujeme, Ze sprisnenie pozado-
PD11ir a inych metod. Pre tlohy s mensou hodnotou parametra de dosahuju najlepsi
vypoctovy cas metdody DPG2ls, DPG3ls. Pre tlohy s véic¢sou hodnotou parametra de
podéava najlepsi vykon metdéda PD11ir.

7 vysledkov experimentu sme vsak nadobudli pocit, Ze sa nieco deje s datami,
o ¢om zatial netusime. Pri naslednom skiimani vlastnosti dat sme zistili, ze aj ked
drzime parametre generatora tloh na fixnych hodnotach, tak sa podstatne meni pocet

nenulovych zloziek rieseni danych tloh, ¢o mozno pozorovat v nasledujiicej tabulke.

de 0.001 0.005 0.01 0.05 01 02 04 1
NNZ(z*) 1507 1600 1553 1379 1219 994 491 181
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Obr. 6.14: Vplyv hustoty zaplnenia matice dat de na vypoctovy ¢as metdd pre poza-

dovanti presnost 1075 a 107 pri rieSeni ndhodne generovanych tloh (1.2).
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6.2.8 Vplyv riedkosti matice dat 2

V predoslom experimente sme zistili, ze pri zvySovani po¢tu nenulovych prvkov matice
A (resp. hustoty zaplnenia de) sa menil pocet nenulovych prvkov optimalneho riesenia,
¢o nam menilo naroc¢nost riesenych tloh.

V pripade tlohy [;-regulovanych najmensich stvorcov (1.2) je vSsak mozné vytvorit
generator dat, pri ktorom optiméalne rieSenie tlohy pozname. Existuje viacero spésobov,
ako sa daju takéto ulohy generovat, vSetky su zalozené na prisposobeni dat A, b, =*

tak, aby boli splnené podmienky optimality tlohy (1.2), t. j.
0 € AT(Az* —b) + ||z (6.4)

Takéto generatory mozno najst napriklad v publikdcidch [78], [36], [71].
Pretoze by nam generator tohto typu umoznil vykonaf dalsie zaujimavé experi-

menty, rozhodli sme sa taky generator naprogramovat a pouzit.

Generovanie dat

Umelé déta generujeme pribuznym sposobom ako v [78], ale tento postup sme upravili
pre potreby nasich experimentov. Ako prvé zvolime pocet nenulovych zloziek p, <
m optimalneho riesenia x* a vygenerujeme nahodnii maticu B s rozmermi m X n,
s hustotou zaplnenia de a s prvkami z [0,1]. Nésledne vytvorime vektor v € R™,
ktorého zlozky si z rovnomerného rozdelenia na intervale [0, 1]. Vektor v znormujeme
na jednotkov dlzku a v dalsom kroku zoradime zlozky vektora BTv zostupne podla ich
absolutnych hodnot. Pre zjednodusenie znacenia predpokladajme, Ze to bolo pévodné
usporiadanie. V dalsom kroku polozime A = BD, kde D je diagondlna skéalovacia

matica, pricom jej diagondlne zlozky d;; si vytvorené ako

\b{ﬁ pre t=1,...,pn
dii =41 ak i >p, a |[bIv| <0.1X,
‘b{_}i‘}l inak
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kde ¢; st z rovnomerného rozdelenia na intervale [0, 1]. Optimélne riesenie tlohy gene-
rujeme sposobom

. (dr + (1 — dr)¢;) sgn(alv)  pre i=1,...,p,
€T: = )

0 inak
pricom (; su z rovnomerného rozdelenia na intervale [0,1] a premennd dr < 1 riadi
tzv. dynamicky rozsah riesenia. Nasledne optimélne riesenie upravime na pozadovanu
dlzku p (resp. vzdialenost od pociatku)

*

X

xr=p .
[[* |2

V poslednom kroku generatora dopocitame vektor b € R™ pomocou vztahu
b=wv+ Ax™.

Vsimnime si, ze v danom generatore je hodnota regularizacného parametra A potrebné
predtym, ako pozname hraniéni hodnotu M. = ||ATb||s. Zékladné hodnoty para-
metrov sme sa snazili nastavit tak, aby boli v silade s ich hodnotami pri tlohach

pochadzajucich z predoslého generdtora. Zakladné hodnoty parametrov si nasledovné
m = 2400, n = 12000, de = 0.05, A = 0.05, p, = 1200, p = 10, dr = 0.001.

Ako startovaci bod volime pre vsetky metody nulovy vektor. Kedze optimalne riesenie
takto generovanej ilohy pozname, pri porovnani metéd pouzivame stopovacie kritérium
(5.1).

Novy generator ndm taktiez umozni vykonat dalsie zaujimavé experimenty ako sku-
manie vplyvu pociatocnej vzdialenosti od optiméalneho riesenia, vplyvu poc¢tu nenulo-

vych prvkov optimalneho riesenia a vplyvu dynamického rozsahu optimalneho riesenia.

Vplyv riedkosti matice dat

V nasledujicom experimente skiimame vplyv riedkosti matice dat, resp. vplyv hus-
toty zaplnenia de matice dat, na vysledny vypocétovy ¢as a pocet iteracii metdd pre 3
pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval viac ako 29h. Skiimame hod-

noty parametra de od hodnoty 0.001 az po hodnotu 1, ktora zodpoveda plne zaplnenej
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matici dat. Ostatné hodnoty parametrov generatora tloh ostali fixné na zakladnych
hodnotéach.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.32 az B.39 z Dodatku
B, pricom kazda tabulka prislicha inej hodnote skiimaného parametra a je zostavena
z vypoctov na 50-tich tlohdch. Metédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat st zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej
ulohy testovanej sady. V tabulkdch mo6zeme opét vidiet mnohé pozorovania opisané v
kapitole o globalnych pozorovaniach. Z prvych 3 tabuliek vSak mozno pozorovat neoca-
kavany vykon metdéd, pre vacsinu metdd sa vypoctovy cas so zvacsovanim parametra
de zmensuje. Po blizSom skiimani tohto javu sme zistili, Zze prvé dve sady tloh maja
maticu dat s vyrazne odliSnymi spektralnymi vlastnostami ako ulohy prisluchajice
hodnotam hustoty zaplnenia de > 0.01. Tento jav teda suvisi so spo6sobom generovania
matic dat A a je pozorovatelny aj na Obr. 15. V Tabulkach B.34 az B.39 sa metody
spravaju v sulade s ocakavanim.

Na Obr. 6.15 mozno pozorovat vplyv zmeny hustoty zaplnenia de matice dat na vy-
poctovy c¢as pre vybrané metody, medzi ktorymi st aj metédy podavajice najlepsie vy-
sledky v experimente. Pozorujeme, ze naroc¢nost rieSenych tloh narasta so zvic¢sovanim
parametra de pre hodnoty de > 0.01. Spravanie metod pre nizsie hodnoty parametra
de bolo do zna¢nej miery ovplyvnené vyrazne inymi vlastnostami generovanych ma-
tic. Metody PD13 a PD23 st zmenou parametra de ovplyvnené menej ako iné metody.
Tento jav suvisi s tym, ze maticu dat pre tieto metody evidujeme ako plni pre hodnoty
parametra de > 0.05. Metéda ADMM podava velmi dobré vysledky pre hustotu zaplne-
nia de > 0.1. V experimente celkovo najlepsi vykon dosiahla PDMVB met6da PD11ir,
metoda podala najkonzistentnejsie vysledky. Pri vSetkych nastaveniach parametra de

a presnostiach 107 a 107 m4 kompetitivny vypoctovy cas.
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Obr. 6.15: Vplyv hustoty zaplnenia matice dat de na vypoctovy ¢as metdd pre pozado-
vanti presnost 107% a 107 pri rieSeni ndhodne generovanych tloh (1.2), ktorych rieSenie

pozname.
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6.2.9 Vplyv vzdialenosti od optimalneho riesenia

V experimente skiimame vplyv poc¢iatocnej vzdialenosti metdéd od optimélneho riesenia
na vysledny vypoctovy ¢as a pocet iterdcii metéd pre 3 pozadované presnosti (5.3).
Ako startovaci bod volime pre vSetky metody nulovy vektor. Vypocet experimentu
trval viac ako 10.5 hodin. Skimané hodnoty parametra p = ||x* — x¢|2, mozno néjst

v nasledujuicej tabulke. Ostatné hodnoty parametrov generatora tloh ostali fixné na

p 01 1 10 100 1000 10000

zakladnych hodnotéach.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.40 az B.45 z Dodatku
B, pricom kazda tabulka prislicha inej hodnote skimaného parametra a je zostavena
z vypoctov na 50-tich tlohdch. Metédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat st zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej
ulohy testovanej sady. Z tabuliek pozorujeme, Ze vypoctovy ¢as metdédy PGls s rastiicou
vzdialenostou prudko narastda. Podobné pozorovanie plati aj pre metédu APG, tento
jav vSak nie je prekvapenim, pretoze hodnota p sa nachadza priamo v konvergenénom
vysledku metody (Veta 2.2.2.). V tabulkdch mézeme opét vidiet mnohé pozorovania
opisané v casti 6.2.2 o globalnych pozorovaniach z tabuliek. V Tabulke B.45 pozorujeme
pomerne vyrovnané vysledky metéd PD11i a PD11ir az po druht pozorovant presnost
107°, z toho usudzujeme, Ze na danych tlohdch ma metéda PD11ir povolené reduko-
vat dimenziu pomerne neskoro alebo dimzenziu dat redukuje len v malej miere. Pre
relativnu suboptimalitu 107 je uz mozné pozorovat prinosy metédy PD11ir v podobe
mensieho poc¢tu potrebnych iteracii ako aj lepsieho vypoctového casu.

Na Obr. 6.16 mozno pozorovat vplyv zmeny pociatocnej vzdialenosti metod od opti-
malneho rieSenia na vypoctovy cas pre vybrané metdédy, medzi ktorymi st aj metédy
podavajice najlepsie vysledky v experimente. Pozorujeme, ze potrebny vypoctovy cas
proximal-gradientnych metéd APG, DPG2 a DPG3 narasta so zvic¢Sovanim pociatoc-
nej vzdialenosti p. Naopak, PDMVB metéda PD11i na zmenu pociatocnej vzdialenosti
takmer nereaguje. Jej modifikacia PD11ir s redukciou dimenzie na zmenu tohto para-

metra reaguje viac, avsak napriek tomu stale prindsa oproti pévodnej metode PD11i
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zrychlenie vypoctového casu. Takisto pozorujeme, ze sprisnenie pozadovanej presnosti
ma najvacsi vplyv na vypoctovy c¢as APG oproti ostatnym metédam na Obr. 6.16.
Naopak, pre metodu PD11ir ma sprisnenie pozadovanej presnosti najmensi vplyv. V
experimente celkovo najlepsie obstala metéda PD11ir. Pre relativnu suboptimalitu rie-
Seni 1072 metéda PD11ir nemd konkurenciu a pri relativnej suboptimalite 10~% podé-
vaju lepsi vysledok len proximal-gradientné metédy avsak iba 2 najmensie pociatocné

vzdialenosti.
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Obr. 6.16: Vplyv podiatocnej vzdialenosti od optimélného riesenia p = |z* — xo||2

na vypoc¢tovy ¢as metéd pre pozadovant presnost 1076 a 1072 pri rieseni ndhodne

generovanych tloh (1.2), ktorych riesenie poznédme.
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6.2.10 Vplyv poctu nenulovych prvkov optimalneho riesenia

V prvom experimente prace sme testovali vplyv zmeny regularizacného parametra A
na vykon metod, pricom sme poukazali na fakt, ze parameter A riadi pocet nenulo-
vych zloziek optimélneho riesenia uloh (1.2). Pocet nenulovych prvkov optimélneho
riesenia sme vsak vedeli ovladat len ¢iastoéne, medzi generovanymi tlohami z jednot-
livych sdd sa tato hodnota vedela lisif. V nasledujicom experimente skiimame vplyv
poctu nenulovych prvkov optiméalneho riesenia na vysledny vypoctovy cas a pocet ite-
racii metéd pre 3 pozadované presnosti (5.3). Regularizacny parameter A ako aj iné
hodnoty parametrov generatora tloh ostali fixné na zdkladnych hodnotach. Vypocet
experimentu trval viac ako 11.5 hodin. Skiimané pocty nenulovych prvkov optimalneho

rieSenia mozno najst v nasledujucej tabulke.

NNZ(z*) 100 300 600 100 1200 1800 2400

Podrobné vysledky experimentu si uvedené v Tabulkach B.46 az B.51 z Dodatku B,
pricom kazda tabulka prislicha inému poc¢tu nenulovych prvkov optimalneho riesenia
a je zostavena z vypoctov na 50-tich tlohach. Metddy, ktoré sme sa rozhodli pri danom
experimente dalej netestovat st zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok
iba z prvej ulohy testovanej sady. V tabulkidch mozeme opéat vidiet mnohé pozorovania
opisané v casti 6.2.2 o globalnych pozorovaniach z tabuliek. Takisto si mozno vSimniit,
ze metddy dosahuji velmi konzistentné vysledky, hodnoty priemerného, maximéalneho
a minimalneho vypoctového ¢asu su pri jednotlivych metédach pomerne blizko seba.
Vymimkou je posledna Tabulka B.51 pre najvacsi pocet nenulovych zloziek optiméalneho
riesenia, ulohy z tejto sady boli vyrazne tazsie riesitelné. Pri mnohych metodach vidime
vyrazny narast vypoc¢tového ¢asu. V tejto tabulke pri relativnej suboptimalite 1076 a
1072 pozorujeme velmi vyrovnany vykon metéd APG, DPG1ls, DPG2ls a DPG3ls.
Riesenie s relativnou suboptimalitou 1072 metéda PD11ir dosiahla za viac ako 20-krat
rychlejsi vypoctovy cas ako povodna metdéda PD11i.

Na Obr. 6.17 mozno pozorovat vplyv poc¢tu nenulovych prvkov optimélneho riese-
nia na vypoctovy c¢as pre vybrané metody, medzi ktorymi st aj metédy podavajice

najlepsie vysledky v experimente. Pozorujeme, ze vypoctovy cas vac¢siny metod narasta
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pri zvéic¢Sujicom sa pocte nenulovych prvkov optiméalneho riesenia tloh a taktiez, ze
najvacsi narast vypoctového casu sa dosahuje pri maximalnom pocte nenulovych prv-
kov optimalneho rieSenia. Zaujimavy vysledok vSsak podavajui PDMVB metédy PD13 a
PD23, ktoré dosahuju velmi podobné vypoctové casy pre rozne hodnoty poctu nenulo-
vych prvkov optimélneho riesenia - velmi podobné pozorovanie sme mali aj pri prvom
experimente, kde sme pozorovali vplyv zmeny regularizacného parametra A na vykon
metdd. V experimente celkovo najlepsie vypocétové casy dosahovali metédy PD1lir,
DPG2ls a DPG3Is. Pre jednoduchsie riesitelné tlohy s malym poc¢tom nenulovych prv-
kov rieSenia dosiahli najnizsi vypoctovy ¢as metédy DPG2ls a DPG3ls. Tazsie riesitelné

.....

metoda PD11ir.
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Obr. 6.17: Vplyv poctu nenulovych prvkov optimalneho riesenia na vypoctovy cas
metéd pre pozadovant presnost 107% a 107 pri rieSenf ndhodne generovanych tiloh

(1.2), ktorych riesenie pozname.



KAPITOLA 6. NUMERICKE EXPERIMENTY 130

6.2.11 Vplyv dynamického rozsahu optimalneho riesenia

V ¢lanku [71] autori ukézali, Ze pri ich sposobe generovania dat ma velky vplyv na vykon
metod tzv. dynamicky rozsah optimalneho riesenia. Prirodzene nas teda zaujimalo,
aky vplyv ma tento parameter na vykon nami skiimanych metéd pri nasom sposobe
generovania tloh (1.2). Dynamicky rozsah riesenia je definovany [71] ako

max{|z*| : * # 0}
min{|z*| : z* # 0}.

O(x*) = (6.5)

V nasom generatore tloh tuto veli¢inu riadi parameter dr, pricom plati ©(z*) ~ 1/dr.
V experimente skimame vplyv parametra dr na vysledny vypoctovy cas a pocet
iteracii metdd pre 3 pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval viac ako 3.5

hodiny. Skimané hodnoty parametra dr, mozno najst v nasledujicej tabulke. Ostatné

dr 1 1072 107°

hodnoty parametrov generatora tloh ostali fixné na zakladnych hodnotéach.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.52 az B.54 z Dodatku
B, pricom kazda tabulka prislicha inej hodnote skimaného parametra a je zostavena
z vypoctov na 50-tich tlohach. V tabulkach mo6zeme opéat vidiet mnohé pozorovania
opisané v casti 6.2.2 o globalnych pozorovaniach z tabuliek. Pri porovnani vysled-
kov jednotlivych met6d medzi tabulkami sa len tazko hladaju rozdiely. Vypoctovy cas
vacsiny metod jemne rastie. Najvacsi rozdiel vo vypoctovych ¢asoch je medzi prvymi
dvoma tabulkami pri metédach APG, APGls, DPG1, DPGlls a PGls.

Na Obr. 6.17 mozno pozorovat vplyv zmeny dynamického rozsahu optimalneho
rieSenia na vypoctovy cas pre vybrané metddy, medzi ktorymi st aj metody poda-
vajice najlepsie vysledky v experimente. Pozorujeme velmi maly narast vypoctového
casu metod pri zvacsujucom sa dynamickom rozsahu optiméalneho rieSenia. Pre nase
metody a nas sposob generovania dat ma dynamicky rozsah optimélneho riesenia mi-
nimalny vplyv na vypoctovy ¢as metdéd. Opat mozno pozorovat, ze sprisnenie pozado-
vanej presnosti sposobi vyraznejsie zhorsenie vypoctového casu u metody APG ako u
inych metod. Tato zmena naopak najviac vyhovuje metéde PD11ir. Riesenie s relativ-
nou suboptimalitou 107% a 107 za najlepsi vypoctovy ¢as vypodita metéda PD11ir.

Dobry vykon dosiahli aj metédy DPG2ls a DPG3ls.
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Obr. 6.18: Vplyv dynamického rozsahu optimalneho riesenia na vypoctovy cas metdd

pre poZzadovani presnost 107¢ a 107 pri rieSeni ndhodne generovanych tloh (1.2),

ktorych riesenie pozname.
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6.2.12 Skalovatelnost

Na skimanie vplyvu velkosti tiloh na vypoctovy cas metéd bol v [56] vykonany test

skalovatelnosti, preto na nasich skiimanych metodach vykoname podobny test.

Generovanie dat

Podobne ako v [56], sme umelé data pre tento experiment generovali spésobom: Najprv
vygenerujeme nahodnii maticu A s rozmermi m x n, pricom rozmer m = 0.1n a matica
méa okolo 30m nenulovych prvkov (hustota zaplnenia de = 30/n), ktoré si nezévislé
identicky rozdelené zo standardného normalneho rozdelenia N(0,1). Nasledne vyge-
nerujeme ,falosné* rieSenie z; s 0.25n nenulovymi zlozkami z intervalu [—0.5,0.5],

pomocou ktorého vytvorime vektor b € R™ ako
b= Axy +e,

kde vektor e € R™ predstavuje sSum v pozorovaniach a jeho prvky st z normélneho
rozdelenia N(0,107%). Optimdlne riesSenie takto generovanej tilohy nepozndme. Pri po-
rovnani metéd pouzivame stopovacie kritérium (5.2). Ako Startovaci bod volime pre
vietky metddy nulovy vektor. Narozdiel od [56] budeme metddy testovat na 50-tich

ndhodne generovanych tlohach kazdého typu.

Kvalifikacia metodd

Kedze sa vyraznejsie zmenil sposob generovania dat, vykonali sme taktiez nova kvali-
fikdciu metdd na tlohe z prostredného experimentu s rozmermi m = 5000, n = 50000
a regularizacnym parametrom A = 0.1\,4z.

Pri primarno-duédlnych metédach vntatorného bodu sme pouzili zdkladné nastavenia
(6.1), (6.2) a (6.3), pricom bola pre vsetky metédy pouzitd hodnota £ = 0.002.

V Tabulke 6.2 sa nachadza kvalifikdcia metdd riesenia na zakladnej tilohe. Rozdiely
vo vykone metéd su velké. Metédy PD11, PD21, PPGd, PPGs nedokéazali za poskyt-
nuty ¢as 300s najst ani rieSenie s relativnou suboptimalitou 1072, Metéda PD21, ktora
riesi Newtonove systémy priamo, nedokazala vypocitat ani jednu iteraciu z dévodu
zaplnenia operacnej pamate pocitaca. Metoéda PD11, ktord vo svojom algoritme riesi

Newtonov systém mensich rozmerov, vypocitala za ¢as 300s iba 7 iteracii. Opéaf mozno
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teda pozorovat velky prinos tzv. nepresnych PDMVB, metédy PD11i a PD21i 1ilohu
bez problémov vyriesili. Metédy, ktoré st oznacené Sedou farbou, sme sa rozhodli z
dalsich experimentov vyradit. KedzZe sa rozmery riesenych tloh budu dalej aj zvacso-
vat, neméa zmysel testovat presné PDMVB, t.j. PD11, PD12, PD13, PD21, PD22 a
PD23. Medzi vypadnuté metddy patria aj vSetky prirastkové metody MISOd, MISOs,
PPGd, PPGs, PIAG, PSAG a PSAGIs, ktoré na danej tlohe nepodévali dobry vykon.
Pri metédach MISOd, MISOs, PIAG, PSAG uvadzame najlepsi vysledok, ktory sme
dokézali dosiahnut volbou dlzky kroku tvaru ¢t = 2¥¢,.

Pri porovnani vysledkov z predoslymi experimentami moézme pozorovat, ze dany
sposob generovania dat vyrazne napomaha proximal-gradientnym metédam, vsetky z
nich sa vyrazne zlepsili. Metéda DPG2ls poskytla riesenie s relativnou suboptimalitou

1079 len za 0.18s.
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Tabulka 6.2: Kvalifikicia metéd pre zékladni dlohu (1.2) s m = 5000, n = 50000,
de = 6E — 04, A = 0.1\ pas.

Presnost ¢ 1073 10-¢ 1079 300s
Metéda cas it. cas it. cas it. € it.
ADMM 0,88 23 1,98 7 3,56 155

APG 0,02 31 0,10 152 0,40 605

APGlIs 0,04 30 0,19 147 0,74 584

DPG1 0,04 31 0,18 152 0,71 605

DPGlls 0,03 19 0,12 85 0,38 278

DPG2 0,04 31 0,18 152 0,33 273

DPG2ls 0,03 19 0,10 74 0,18 131

DPG3 0,04 31 0,18 152 0,34 290

DPG3Is 0,03 19 0,11 78 0,22 153

MISOd 46,51 434160 = = = - | 3,4E-06 2827200
MISOs 74,17 690720 = = = - | 2,2E-05 2802960
PD11 = = = = = - | 1,6E-01 7
PD11i 0,21 14 0,42 20 0,77 27

PD11ir 0,24 14 0,28 16 0,29 20

PD12 29,48 14 | 49,28 20 | 69,78 26

PD12i 0,45 14 0,94 20 1,76 27

PD13 25,28 14 | 36,05 20 | 55,19 26

PD13i 1,30 18 | 44,13 25 = — | 3,4E-08 44
PD21 = = = = = = = =
PD21i 0,53 13 1,06 19 1,88 26

PD22 60,38 12 | 116,80 19 | 168,76 25

PD22i 0,74 13 1,93 20 3,73 27

PD23 21,70 12 | 34,34 19 | 53,52 25

PD23i 2,02 18 | 75,83 25 = — | 6,6E-08 34
PG 0,09 138 0,96 1477 2,16 3356

PGls 0,04 37 0,23 272 0,48 591

PPGd = = = = = - | 6,4E-03 5786400
PPGs = = = = = - | 1,2E-02 5724720
PIAG 16,056 261600 | 172,00 2791200 = - | 1,8E-07 4860480
PSAG 16,69 271200 | 169,86 2788560 = — | 1,7E-07 4907040
PSAGIs 52,61 771840 = = = — | 5,6E-06 4404720
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Vplyv rozmernosti iloh

V experimente skimame vplyv rozmernosti iloh na vysledny vypoctovy cas a pocet
iterdcii met6d pre 3 pozadované presnosti (5.3). Ako startovaci bod volime pre vsetky
metody nulovy vektor. Vypocet experimentu trval viac ako 6.5 hodiny. Skiimame vplyv

rozmernosti iloh riadenej parametrom n pre hodnoty z nasledujtcej tabulky. Ostatné

n 1000 5000 10000 50000 100000 500000 1000000

hodnoty parametrov generatora tloh si odvodené z hodnoty rozmeru n.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.55 az B.61 z Dodatku
B, pricom kazdé tabulka prislticha inej hodnote skimaného parametra n a je zostavena
z vypoctov na 50-tich tlohach. Metddy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat st zvyraznené Sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z pr-
vej tulohy testovanej sady. Z tabuliek pozorujeme, ze vypoctovy cas metédy ADMM s
rastiicou rozmernostou tloh prudko narastd a pri matici s rozmermi 50000 x 500000
metdda zlyhala z dévodu zaplnenia operacnej pamate pocitaca pri pocitani Choles-
kého rozkladu matice tAAT + I. 7 tabuliek vidime, Ze dané data vyhovuji najmi
proximal-gradientnym metédam, pricom najlepsi vykon podavaju metédy DPG2Is,
DPG3Is, DPG1ls a APG. Z primarno-dualnych metod vnutorného bodu maji najlepsie
vypoctové ¢asy metody PD11i a PD11ir.

Na Obr. 6.19 mozno pozorovaf vplyv rozmernosti tloh riadenej parametrom n na
vypoctovy cas pre vybrané metédy, medzi ktorymi si aj metddy podavajice najlepsie
vysledky v experimente. Naroc¢nost riesenych tloh narasta so zvac¢Sovanim rozmernosti
uloh. Pozorujeme, ze vypoctové ¢casy ADMM rastt rychlejsie ako pri inych metddach.
V experimente celkovo najlepsie obstali metédy DPG2ls, DPG3ls, APG, DPGlIs a
tovy cas metod prvého radu APG, DPG2ls, DPG3Ils ako v pripade metédy druhého
radu PD11ir. Metéda PD11ir pri vypoéte rieSeni s relativnou suboptimalitou 10~ do-

sahuje kompetitivne vypoctové casy najméa pre najrozmernejsie ilohy.
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Obr. 6.19: Vplyv rozmernosti tilohy na vypoctovy ¢as metdd pre pozadovanu presnost

1075 a 107 pri rieSeni ndhodne generovanych tloh (1.2).



KAPITOLA 6. NUMERICKE EXPERIMENTY 137
6.3 Uloha [;-regulovanej logistickej regresie

V tejto casti vykondme velké porovnanie metdéd na umelo generovanych tlohach [;-
regulovanej logistickej regresie (1.7). Budeme sledovat vplyv zmeny roznych parametrov
tychto tloh na vypoctovy Cas a pocet iteracii, ktory metody potrebuju na dosiahnutie
presnosti (5.3). Metédy budeme testovat na 50 ndhodne generovanych tilohdch kazdého
druhu. Okrem samotného porovnania metod je nasim cielom najst ,,univerzalne najlep-
sie* metddy riesenia ulohy (1.7). Metodika testovania bude rovnaka ako pri predosle;
tlohe (1.2). Najprv pouzijeme kvalifikdciu metéd na zredukovanie mnozstva porovna-
vanych metéd a neskor aplikujeme taktiez vypadavanie metod. Pre vyradené metody

uvadzame v tabulkach iba tdaje z vypoctu na prvej tlohe testovacej vzorky.

Generovanie dat

Kedze chceme v tejto praci poskytnuf aj urcité porovnanie naroc¢nosti riesitelnosti tloh
(1.2) a (1.7), rozhodli sme sa pouzit analogické nastavenia hlavnych parametrov tloh
a generovaf maticu dat A podobnym sposobom. Umelé data pre vac¢sinu experimentov
v tejto Casti sme generovali nasledujicim sposobom: Najprv vygenerujeme nahodni
maticu A s rozmermi m X n s hustotou zaplnenia de a s prvkami z intervalu [0, 1].
Nésledne vygenerujeme ,falosné“ rieSenie z; s 0.5m nenulovymi zlozkami z intervalu

[—0.5,0.5] a y; € [—0.5,0.5], pomocou ktorych vytvorime vektor skupin b € R™ ako
b=sgn(Azy +ysl+e),

kde vektor e € R™ predstavuje Sum a jeho prvky st z normélneho rozdelenia N (0, 1072).
Predoslé generovanie falosného riesenia (z,yy) a vektora skupin b vykonavame, az po-
kym je pocet pozorovani s b; = 1 z intervalu [0.975m/2,1.025m/2], aby sme mali
pocetnost skupin s pozitivnym a negativnym vysledkom priblizne rovnakt. Predcha-
dzajuici spdsob generovania vektora skupin b bol inSpirovany linedrnym klasifikatorom

(1.6). Zakladné hodnoty parametrov su nasledovné
m = 2400, n = 12000, de = 0.05, A = 0.1\,,4z-

Optimalne riesenie takto generovanej tlohy nepozname, a preto pri porovnani metod

pouzivame stopovacie kritérium (5.2). Ako startovaci bod volime xy = 0,,, yo = 0.
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6.3.1 Kvalifikacia metod

Podobne ako v predoslej ¢asti, zredukujeme pocet porovnavanych metéd na polovicu
pomocou kvalifikdcie metéod. Metdédy zredukujeme tym, ze spravime kvalifikaciu na
zakladnej 1lohe, ktora reprezentuje ,beznt“ tlohu pri nasich experimentoch.
Vysledky kvalifikdcie sa nachadzaju v Tabulke 6.3. V tabulke mozno pozorovat
velké rozdiely vo vykone metdd. Prirastkové proximal-gradientné metédy PPGd, PPGs
a PDMVB metéda PD21 nedokazali dosiahnuf ani prvii pozadovanu presnost za 300s,
zatial co PDMVB metoda s redukciou dimenzie PD11ir vypocitala riesenie s relativnou
suboptimalitou 107 za 0.9s. Metddy, ktoré st oznacené Sedou farbou, sme sa rozhodli z
dalsich experimentov vyradit. Medzi vypadnuté metody patria aj PD11, PD12, PD21,
PD22, ktoré riesia Newtonove systémy priamo. Verzie tychto metdd, ktoré naopak rie-
sia Newtonove systémy pomocou iteracnych metéd (tzv. nepresné PDMVB), fungovali
omnoho lepsie. Napriklad, metoda PD11i tlohu vyriesila za 4.19s a metoda PD11 za
177s. Metody PD13i a PD23i nedokézali v stanovenom case dopocitat riesenie s re-
lativnou suboptimalitou 107 pretoze v neskorsich fazach algoritmu pracuji s velmi
zle podmienenymi maticami a iteracie ich itera¢nych metéd tak prudko narastaji. Na-
opak, verzie tychto metdd, pocitajice Newtonove systémy priamo, riesenie dopocitali
do presnosti 107°. Z Tabulky 6.3 mozno taktiez pozorovat velky prinos modifikova-
ného algoritmu uréovania dizky kroku pri metédach PGls, DPG1ls, DPG2ls a DPG3Ls.
Medzi vypadnuté metddy patria aj vsetky prirastkové metody MISOd, MISOs, PPGd,
PPGs, PIAG, PSAG a PSAGIs. Pri metédach MISOd, MISOs, PIAG, PSAG uvadzame
najlepsi vysledok, ktory sme dokdzali dosiahnut volbou dlzky kroku tvaru t = 2.
Pri metode MISOs a predovsetkym PSAG mozeme pozorovat mimoriadne velky vy-
konnostny posun pri pouziti ndhodnosti. Tieto metédy sme vSak napriek obstojnému
vykonu vyradili, pretoze dany sposob urcovania dizky kroku nevyhovuje dal$im expe-
rimentom. Navyse, uvedenym sposobom urcovania dlzky kroku sice ndjdeme hodnotu,
takd dizku kroku, ktord fungovala len pri ,dobrej ndhodnosti®. Pri ,zlej ndhodnosti®
metédy MISOs a PSAG divergovali. Ak by sme pri metéde PSAG pouzili overent dlzku
kroku (4.32) ¢ jej 16-ndsobok, ako odportcaju autori SAG metédy, tak v tom pripade

uZ metdda nedosahuje dobré vysledky - presnost 107 dosiahne aZ za 99.5s a viac.
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Tabulka 6.3: Kvalifikicia metdd pre zékladni dlohu (1.7) s m = 2400, n = 12000,
de = 0.05, A = 0.1\ 00

Presnost ¢ 1073 10-6 107° 300s
Metéda cas it. cas it. cas it. € it.
APG 0,42 294 2,98 2120 17,27 12427

APGIs 0,71 251 4,85 1753 | 26,86 9757

DPG1 0,72 294 5,22 2120 30,22 12337

DPG1ls 0,29 94 1,56 530 6,43 2186

DPG2 0,73 294 5,22 2120 8,46 3422

DPG2ls 0,29 94 1,11 370 1,49 497

DPG3 0,73 294 5,21 2120 8,89 3611

DPG3Is 0,29 94 1,17 392 1,84 620

MISOd 19,56 431760 | 35,01 773520 | 60,60 1340160

MISOs 3,42 73920 11,74 254640 23,92 521280

PD11 94,81 14 | 135,62 20 | 177,22 26

PD11i 0,60 14 2,60 20 4,19 27

PD11ir 0,52 14 0,80 18 0,90 22

PD12 22,13 14 37,43 20 53,26 26

PD12i 1,53 14| 452 2| 655 27

PD13 8,56 14 | 12,04 20 | 15,77 26

PD13i 11,40 13 = = = - | 4,1E-06 20
PD21 - - - = = - | 9,0E-02 8
PD21i 1,65 14 6,58 20 | 10,09 27

PD22 44,70 13 | 81,82 20 | 114,72 26

PD22i 4,51 14 11,18 20 15,14 26

PD23 13,97 13| 21,33 2 | 27,61 2

PD23i 26,23 13 = = = - | 3,6E-05 17
PG 14,79 10734 73,41 53360 | 152,90 111198

PGls 1,19 646 4,49 2457 8,70 4768

PPGd - - - = = - | 2,6E-03 11156772
PPGs = = = = = — | 3,7E-03 11002246
PIAG 19,37 593280 95,67 2941440 | 199,63 6144720

PSAG 1,88 55680 5,86 176640 | 12,00 360240

PSAGIs 9,68 250800 | 46,76 1228800 | 97,10 2559120
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6.3.2 Vplyv regularizacného parametra )\

V prvom experimente skimame vplyv zmeny hodnoty regularizacného parametra A
na vysledny vypoctovy ¢as a pocet iterdcii metéd pre 3 pozadované presnosti (5.3).
Vypocet experimentu trval viac ako 16.5 hodin. Parameter A sme volili tvaru y\,,q., kde
v € 10.8,0.01] a ez je dand vztahom (1.8), pricom predstavuje hraniénti hodnotu, pri
ktorej je riesenim tlohy (1.7) uz nulovy vektor vah 2* = 0. Ostatné hodnoty parametrov
generatora uloh ostali fixné na zakladnych hodnotéch.

Hodnota regularizacného parametra A tizko stuvisi s po¢tom nenulovych prvkov rie-
Senia. Priemerné pocty nenulovych zlozZiek rieseni 50 tiloh z testovacich sad pre skimané

hodnoty regularizacného parametra A mozno najst v nasledujicej tabulke.

A Amaz 0.8 065 05 035 0.2 0.1 0.05 0.01
NNZ(z*) 13 59 203 512 986 1333 1508 1693

Vidime, ze pomocou zmeny hodnoty regularizacného parametra A dokazeme riadit
pocet nenulovych prvkov optimélneho riesenia tiloh (1.7). Preto moZzeme tento experi-
ment vnimat aj ako test vplyvu poc¢tu nenulovych zloziek optimalneho riesenia na vykon
metod. Poznamenajme, ze pre hodnoty regularizacného parametra A < 0.01\,,,, uz pri
nasom sposobe generovania dat dostato¢ne nepribuidali nenulové zlozky optiméalneho
rieSenia, a preto sme sa rozhodli na tychto tlohdch metédy dalej netestovaf.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.62 az B.69 z Dodatku
B, pricom kazda tabulka prislicha inej hodnote skiimaného parametra A a je zostavend
z vypoctov na 50-tich tlohéch. Metédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat si zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej
ulohy testovanej sady. Napriklad z Tabuliek B.62 az B.69 mozno pozorovat, Ze vypoc-
tovy cas metod APGls a DPG1 narasta so zmensovanim parametra \ viac ako u inych
metdd. V Tabulke B.67 tieto metddy potrebuji na vypocet rieSenia s relativnou sub-
optimalitou 107 ovela viac vypoctového casu ako iné metddy, a preto sme sa rozhodli
tieto metddy dalej netestovat. Metédy PD21i a PD22i sme sa rozhodli netestovat na
poslednej sade uloh, pretoze ich ekvivalenty PD11i a PD12i pre prva transformaciu
(4.34) dloh podavali konzistentne lepsie vysledky. Z Tabuliek B.62 az B.65 pre vicsie

hodnoty A mozno pozorovat, ze metéda APGls so standardnym algoritmom urcovania
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dizky kroku podava lepsie vysledky ako metéda APG. Tento jav je viak zriedkavy z
dovodu vypoctovo narocnejsich iteracii metédy APGls. Takisto mozno pozorovat, ze
PDMVB, ktoré st metédami druhého radu, potrebuji na dosiahnutie presného riesenia
desiatky iteracii, zatial ¢o proximal-gradientné metédy, ktoré st metédami prvého radu
potrebuju castokrat tisice iteracii. Pri metédach DPG1ls, DPG2ls a DPG3ls pozoru-
jeme velky prinos modifikovaného algoritmu urcovania dlizky kroku, oproti metédam
s konstantnou dizkou kroku DPG1, DPG2, DPG3 dosahuji niekolkondsobne rychlejsi
vypoctovy cas. V tabulkdach mozeme opét vidief mnohé pozorovania opisané v casti
6.2.2 o globdlnych pozorovaniach z tabuliek pri tlohe (1.2), pretoze mnohé sivisia so
stavbou ¢i fungovanim algoritmov metod.

Na Obr. 6.20 mozno pozorovat vplyv regularizacného parametra A na vypoctovy
cas pre vybrané metédy, medzi ktorymi su aj metody podavajice najlepsie vysledky v
experimente. Okrem metod, ktorych vysledky uvadzame v Tabulkach B.62 az B.69, sa
tu nachidzaju aj PDMVB met6dy PD11i a PD11ir pre iné nastavenie parametra v. Pri
danom nastaveni obe metdédy dosahuju lepsie vysledky ako so zakladnym nastavenim
(6.1) pre dlohy v tomto experimente. Pozorujeme, ze ndro¢nost riesenych tloh narasta
pri zmensujicej sa hodnote parametra A (a pri zvac¢Sujicom sa pocte nenulovych prv-
kov optimélneho riesenia). Zaujimavy vysledok vsak podava metéda PD13 (a takisto
PD23), ktorej vypoctové ¢asy rasti len pomalym tempom pre rézne hodnoty parametra
A. Identické pozorovanie sme uskutoc¢nili pri skiimani vplyvu hodnoty regularizacného
parametra A pre ulohu (1.2). Takisto pozorujeme, ze sprisnenie pozadovanej presnosti
ma mensi vplyv na vypoctovy c¢as metéd druhého radu PD11i, PD11ir, PD13 ako v
pripade met6d APG, DPG1ls, ktoré st metédami prvého radu. V experimente celkovo
najlepsie obstali metédy PD11ir, DPG2ls a DPG3ls. Pre jednoduchsie ulohy s vacsou
hodnotou parametra A dosahuji najmensi vypocétovy cas DPG2ls a DPG3ls. Pre na-
rocnejsie riesitelné tilohy s malou hodnotou A podavaji najlepsi vykon PD11ir, DPG2Is

a DPG3ls.
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Obr. 6.20: Vplyv hodnoty regularizacného parametra A na vypoctovy cas metod pre

poZzadovani presnost 107¢ a 1079 pri rieSeni ndhodne generovanych tuloh (1.7).
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6.3.3 Vplyv rozmeru m

V experimente skimame vplyv zmeny rozmeru m na vysledny vypoctovy ¢as a pocet
iterdcii metod pre 3 pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval 26 hodin.

Skumané hodnoty rozmeru m mozno najst v nasledujicej tabulke. Ostatné hodnoty

m 600 1200 2400 4800 9600 12000

parametrov generatora tloh ostali fixné na zakladnych hodnotach.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.70 az B.75 z Dodatku
B, pricom kazda tabulka prislicha inej hodnote skimaného parametra a je zostavena
z vypoctov na 50-tich tlohéch. Metédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat su zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej
tlohy testovanej sady. Vsimnime si, ze metédy DPG2(1s), DPG3(Is) podéavaji do prvej
presnosti identické vysledky. Pri metédach APG, DPG2, DPG3 s konstantnou dlzkou
kroku je tento jav pozorovatelny aj pri presnosti 10~ pre najvicésiu hodnotu rozmeru m.
Tento jav je spésobeny tym, Zze metdéda APG je do tejto presnosti na tilohéch spadovou.
Mozeme vdaka tomu pozorovat, o kolko spomalilo metédy DPG2 a DPG3 pocitanie a
porovnavanie funkénych hodnot. Pri relativnej suboptimalite 10~ v8ak uz tieto spaddové
modifikacie dosahuju lepsie vypoctové casy ako APG. Z PDMVB najlepsie obstala
PD11ir s redukciou dimenzie a z proximal-gradientnych metdd najlepsi vykon podali
metédy DPG2ls a DPG3ls. Z tabuliek taktiez vidiet, ze PD11ir dosahuje vypoctové
casy s mensim rozptylom ako metédy DPG2ls a DPG3ls.

Na Obr. 6.21 mozno pozorovat vplyv zmeny rozmeru m na vypoctovy cas pre
vybrané metédy, medzi ktorymi st aj metoédy podavajice najlepsie vysledky v expe-
rimente. Prirodzene, naro¢nost rieSenych tloh narasta so zvic¢sovanim rozmeru m, vy-
poctové casy metod rasti. Takisto pozorujeme, ze sprisnenie pozadovanej presnosti ma
vacsi vplyv na vypoctovy ¢as metdéd APG, DPGlls ako v pripade PD11i. Pri porov-
nani metéd PD11i a PD11lir pozorujeme velka tisporu vo vypoctovom case, ktortd sme
dosiahli vdaka redukovaniu dimenzie. V experimente celkovo najlepsie obstali metody
PD11ir, DPG2ls, DPG3Is, pricom PD11ir méa o nieco lepsie vypoctové casy vo vSetkych

sadach tloh pri presnostiach 107¢ a 107 okrem prvej sady tloh pri presnosti 107°.
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Obr. 6.21: Vplyv rozmeru m na vypoctovy ¢as metéd pre pozadovant presnost 1076 a

1079 pri rieSeni ndhodne generovanych tloh (1.7).
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6.3.4 Vplyv rozmeru n

V experimente skimame vplyv zmeny rozmeru n na vysledny vypocétovy cas a pocet
iterdcii metod pre 3 pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval 19 hodin.

Skumané hodnoty rozmeru n mozno najst v nasledujicej tabulke. Ostatné hodnoty

n 3000 6000 12000 24000 48000

parametrov generatora tloh ostali fixné na zakladnych hodnotach.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.76 az B.80 z Dodatku
B, pricom kazdé tabulka prislticha inej hodnote skimaného parametra n a je zostavena
z vypoctov na 50-tich tlohéch. Metédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat su zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej
tilohy testovanej sady. Pre relativnu suboptimalitu rieSeni 107 a 10~ mozno pozorovat
velky rozdiel medzi PD11i a PD11ir, metoda PD11ir riesenia dosahuje za niekolkoné-
sobne rychlejsi vypoctovy ¢as a potrebuje mensie mnozstvo iteracii. Takisto pozorujeme
minimalny narast vypoc¢tového ¢asu pre metédu PD11ir pri prechode z riesenia s rela-
tivnou suboptimalitou 10~° na riesenie s relativnou suboptimalitou 10~ vdaka redukcii
dimenzie dat. Z proximal-gradientnych metéd jednoznac¢ne najlepsi vykon podali me-
tody DPG2ls a DPG3ls. V tabulkdch mézeme opat vidiet mnohé pozorovania opisané
v Casti 6.2.2 o globalnych pozorovaniach z tabuliek pri tlohe (1.2).

Na Obr. 6.22 mozno pozorovat vplyv zmeny rozmeru n na vypoctovy cas pre vy-
brané metddy, medzi ktorymi sti aj metody podavajice najlepsie vysledky v experi-
mente. Prirodzene, naroc¢nost rieSenych tloh narasta so zvacsovanim rozmeru n, vy-
poctovy ¢as metdd rastie. Takisto pozorujeme, Ze sprisnenie pozadovanej presnosti ma
vacsi vplyv na vypoctovy cas metéd APG a DPGlls ako pri ostatnych metédach na
Obr. 6.22. V experimente celkovo najlepsie vypoctové ¢asy dosahovala metoda PD11ir
s redukciou dimenzie a to pre vsetky sady tloh pri vypocte rieseni s relativnou subop-
timalitou 107% a 107°. Kompetitivne vysledky dosiahli aj metédy DPG2ls a DPG3ls

najmé pri relativnej suboptimalite rieSeni 107°.
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Obr. 6.22: Vplyv rozmeru n na vypoctovy ¢as metdd pre pozadovant presnost 1076 a

1079 pri rieSeni ndhodne generovanych tiloh (1.7).



KAPITOLA 6. NUMERICKE EXPERIMENTY 147

6.3.5 Vplyv rozmerov m X n

V experimente skimame vplyv zmeny oboch rozmerov m a n na vysledny vypocétovy
Cas a pocet iterdcii metdd pre 3 pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval
viac ako 27,5 hodiny. Rozmery m x n skiumanych tloh (1.7) sa nachddzaji v nasledu-

jucej tabulke. Ostatné hodnoty parametrov generatora tloh ostali fixné na zakladnych

m 600 1200 2400 4800 9600
n 3000 6000 12000 24000 48000

hodnotach.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.81 az B.85 z Dodatku
B, pricom kazd4 tabulka prislicha inym rozmerom skimanych tloh (1.7) a je zostavena
z vypoctov na 50-tich tlohéch. Metédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat st zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z pr-
vej tlohy testovanej sady. Vo findlnej Tabulke B.85 sme dalej netestovali proximalne
metédy APG, DPG2 a DPG3, je mozné pri nich vsak pozorovaf, ze z hladiska po-
¢tu iterdcii podavali identicky vykon aZ po presnost 107%, pricom metéda APG ma
ovela menej vypoctovo naroénd iteraciu. Pri relativnej suboptimalite rieseni 1072 vSak
metéda APG dosiahla uz horsi vypoctovy cas a potrebovala ovela viac iterdcii. V ta-
bulkach mozeme opét vidiet mnohé pozorovania opisané v casti 6.2.2 o globalnych
pozorovaniach z tabuliek. Z tabuliek pri porovnani metéd PD11i a PD11ir pozorujeme
tsporu v pocte iterdcii ako aj vo vypoctovom ¢ase pre presnosti 1076 a 1079,

Na Obr. 6.23 mozno pozorovat vplyv zmeny oboch rozmerov m a n na vypoctovy
cas pre vybrané metody, medzi ktorymi st aj metody podavajice najlepsie vysledky
v experimente. Prirodzene, naroc¢nost rieSenych tloh narasté so zvic¢Sovanim rozmerov
m a n, vypoctové casy metdd rasti. V experimente celkovo najlepsie obstali metédy
PD11ir, DPG2ls, DPG3ls, pricom PD11lir dosahuje o nieco lepsie vypoctové casy vo
vietkych saddch tloh pri presnostiach 107% a 107 okrem prvej najjednoduchsej sady
tiloh pri presnosti 107%. Vykon PD1lir sa v porovnani s inymi metédami zlep$uje so
sprisniujicou sa presnostou. Ked metéda PD11ir uz dostato¢ne zredukuje dimenziu dat,
presnejsie riesenie dopocita velmi rychlo za pomerne maly ¢as navyse. Keby sme chceli

este presnejsie riesenia, rozdiel medzi PD11ir a inymi metédami by bol este vacsi.
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Obr. 6.23: Vplyv rozmerov m X n na vypoctovy cas metdd pre pozadovani presnost

1075 a 1079 pri rieSeni ndhodne generovanych tloh (1.7).
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6.3.6 Vplyv riedkosti matice dat

V nasledujicom experimente skimame vplyv riedkosti matice dat, resp. vplyv hus-
toty zaplnenia de matice dat, na vysledny vypoctovy cas a pocet iteracii metod pre 3
pozadované presnosti (5.3). Vypocet experimentu trval viac ako 37,5 hodin. Skiimame
hodnoty parametra de od hodnoty 0.001 az po hodnotu 1, ktora zodpoveda plne zaplne-
nej matici dat. Ostatné hodnoty parametrov generatora tiloh ostali fixné na zakladnych
hodnotéch.

Priprava tohto experimentu nam taktiez umoznila pozorovat, pre aké hodnoty pa-
rametra de sa oplati pre porovnavané metoédy pouzivat matice typu sparse v prostredi
Matlab. Tak ako v pripade tlohy (1.2), vac¢sina metéd ma ttato hrani¢ni hodnotu pri-
blizne na urovni de = 0.4. Pozorovali sme, ze pri tejto hodnote je pre vykon metod
jemne prospesné maticu dat evidovat v Matlabe uz ako plnti. U metéod PD13 a PD23
sme pozorovali iné spravanie, ich hrani¢na hodnota bola blizko de = 0.05. Pre hod-
notu de = 0.01 bolo vyhodné maticu dat evidovat ako riedku, zatial ¢o pre hodnotu
de = 0.05 metoda podavala lepsie vysledky pri matici, ktort sme evidovali ako plni.
Poznamenajme, zZe tieto pozorovania st do velkej miery ovplyvnené PC zostavou, na
ktorej prebiehaji vypocty. Velky vplyv ma napriklad pocet jadier procesora.

V experimente vplyvu riedkosti matice dat na vykon metdéd pri tlohe (1.2) sme
zistili, ze zmenou parametra de sa pri naSom sposobe generovania dat podstatne me-
nili vlastnosti iloh ako pocet nenulovych prvkov optiméalneho riesenia. Z toho dévodu
uvadzame v nasledujicej tabulke priemerny pocet nenulovych prvkov optiméalneho rie-
Senia pre rozne hodnoty hustoty zaplnenia de pri nasom sposobe generovania tloh (1.7).

Vidime, Ze pri prvych dvoch sadach iiloh mame znacne vacsiu priemerni hodnotu nenu-

de 0.001 0.005 0.01 0.05 0.1 0.2 0.4 1
NNZ(z*) 1688 1422 1365 1333 1321 1336 1327 1319

lovych prvkov optimalneho riesenia. Je preto mozné, ze prvé dve sady tloh budu tazsie
riesitelné napriek vicsej riedkosti datovych matic. Vysledky pre hodnoty de > 0.01 by
mali byt konzistentnejsSie a mali mat aj vacsiu vypovednt hodnotu.

Podrobné vysledky experimentu si uvedené v Tabulkich B.86 az B.93 z Dodatku B,

pricom kazda tabulka prislicha inej hodnote skiimaného parametra de a je zostavena
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z vypoctov na 50-tich tlohdch. Metédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat st zvyraznené sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej
tlohy testovanej sady. Ako sme ocakévali, vacsina metéd v Tabulke B.86 (de = 0.001)
ma vacsi vypoctovy cas ako v Tabulke B.87 (de = 0.005). Pre metédu PGls boli nie-
ktoré tlohy z prvej sady tak tazko riesitelné, ze jej nestacil ani vypoctovy cas 600s,
aby vypodéitala riesenie s relativnou suboptimalitou 10~?, preto sme ju taktisto oznadcili
sedou farbou. Pri prechode z Tabulky B.87 na Tabulku B.88 niektoré metédy dosiahni
lepsi vypoctovy ¢as (napr. DPGlls. DPG2ls, DPG3Is) a iné naopak horsi vypoctovy
¢as (napr. APG, PD11i, PD11ir). Od hodnoty de > 0.01, t.j. od Tabulky B.88, sa vSak
metody spravaju viac konzistentne a viac v stulade s ocakavanim. V tabulkadch mo-
zeme opat vidiet mnohé pozorovania opisané v casti 6.2.2 o globalnych pozorovaniach
z tabuliek. Vidime, ze vypoctové casy mnohych metdéd prudko rastt so zvacsovanim
hustoty zaplnenia de. V Tabulke B.92 sme z experimentu vyradili aj PDMVB metody
PD13 a PD23. Tieto metody v niektorych tlohach nevedeli dopocitat rieSenie s rela-
tivnou suboptimalitou 107, pretoze v ich algoritme zlyhalo urcovanie diiky kroku s.
DI7ka kroku bola zniZzend na velmi mali hodnotu a algoritmus stagnoval. Tento jav
bol spésobeny tym, ze v neskorsich fazach algoritmu PD13 a PD23 pracuja s velmi zle
podmienenymi maticami.

Na Obr. 6.24 mozno pozorovat vplyv zmeny hustoty zaplnenia de matice dat na
vypoctovy cas pre vybrané metédy, medzi ktorymi si aj metody podavajice najlepsie
vysledky v experimente. Pozorujeme, Ze narocnost riesenych tloh narasta so zvéicsova-
nim parametra de pre hodnoty de > 0.01, vypoctové ¢asy metod rasti. Spravanie metod
pre nizsie hodnoty parametra de bolo do znac¢nej miery ovplyvnené inymi , vrodenymi*®
vlastnostami generovanych tloh pre prvé dva experimenty. V experimente méa jedno-
znacne najlepsi vikon PDMVB metéda PD11ir, ktora dosiahla najrychlejsie vypocétové
¢asy pre vsetky hodnoty parametra de pri relativnej suboptimalite rieseni 1076 a 1072,
Pre tlohy s plnou maticou (de = 1) mala oproti inym metédam velmi dobry vypoctovy

cas aj metéda PD11i.
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Obr. 6.24: Vplyv hustoty zaplnenia matice dat de na vypoctovy ¢as metdd pre poza-

dovanti presnost 107% a 107 pri rieSen{ ndhodne generovanych tloh (1.7).
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6.3.7 Skalovatelnost

Na pozorovanie vplyvu velkosti tiloh na vypoctovy ¢as metédy bol v [58] vykonany test

skalovatelnosti. Na nami skimanych metédach vykoname preto podobny test.

Generovanie dat

Umelé déta pre tento experiment generujeme pribuznym sposobom ako v [58]: Najprv
vygenerujeme vektor skupin b € R™, ktory ma 0.5m zloziek s hodnotou 1 (pozitivny
pripad) a 0.5m zloziek s hodnotou —1 (negativny pripad). Nésledne generujeme na-
hodnt maticu A s rozmermi m x n, pricom rozmer m = 0.1n a matica ma okolo 30m
nenulovych prvkov (hustota zaplnenia de = 30/n). Pre pozitivne (negativne) pripady
vytvorime vektor priemernych hodnot charakteristik (nenulovych) pre dant skupinu
p1 (p2) so zlozkami z rovnomerného rozdelenia na intervale [0, 1] ([0, —1]). Charakte-
ristiky pre pozitivne (negativne) pripady si nezavislé identicky rozdelené, generované
z normalneho rozdelenia N(0,1) a nésledne st posunuté o prislichajicu hodnotu z p;
(p2)-

Optimalne riesenie takto generovanej tilohy nepozname. Pri porovnani metod pouzi-
vame stopovacie kritérium (5.2). Narozdiel od [58] budeme metddy testovat na 50-tich

nahodne generovanych tlohdch kazdého typu. Ako startovaci bod volime xq = 0,,

Yo = 0.

Kvalifikacia met6d

Kedze sa vyraznejSie zmenil sposob generovania dat, spravili sme nova kvalifikaciu
metod na ulohe z prostredného experimentu s rozmermi m = 5000, n = 50000 a
regularizacnym parametrom \ = 0.1\,,4.

Pri primarno-duélnych metédach vnatorného bodu sme pouzili zdkladné nastavenia
(6.1), (6.2) a (6.3), pricom bola pre vsetky metédy pouzitd hodnota £ = 0.001.

Vysledky kvalifikacie si v Tabulke 6.4. Metédy, ktoré s oznacené sedou farbou,
sme sa rozhodli z dalsich experimentov vyradit. V tabulke mozno pozorovat velké
rozdiely vo vykone metdod. Metdoda PD11ir kvalifikacni tlohu vyriesila len za 0.89s

a potrebovala na to 21 iteracii. PDMVB metoédy PD11, PD21 a prirastkové metédy
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PPGd, PPGs, PIAG nedokazali za poskytnuty ¢as 300s najst rieSenie ani s relativnou
suboptimalitou 1073. Metédy PD11 a PD21, ktoré rieSia Newtonove systémy priamo,
nedokazali vypocitat ani jednu iteraciu z dovodu zaplnenia operacnej paméte pocitaca.
Mozno teda opét pozorovat velky prinos PDMVB vyuzivajicich nepresné smery, me-
tody PD11i a PD21i tlohu vyriesili bez problémov. Takisto mozno pozorovat prinos
stochastickych algoritmov - stochastickda metéda PSAG tlohu vyriesila az do presnosti
1072, zatial ¢o deterministickd metéda PIAG tlohu nedokdzala vyrieSit ani do prvej
pozadovanej presnosti. Pri metédach MISOd, MISOs, PIAG, PSAG uvadzame najlepsi
v¥sledok, ktory sme dokdzali dosiahnut volbou dlzky kroku tvaru ¢ = 2F¢,. Vietky
prirastkové metody vsak na kvalifikacnej tilohe nepodavali dostatoéne dobry vykon, a
preto vyradime metédy MISOd, MISOs, PPGd, PPGs, PIAG, PSAG a PSAGIs. Me-
dzi vyradené metody patria aj PDMVB metody PD12, PD13i, PD22, PD23i ako aj
proximal-gradientnd metéda PG.

Pri porovnani vysledkov z predoslou kvalifikdciou mézme pozorovat, ze dany spo-
sob generovania dat viac napomaha proximal-gradientnym metédam, mnohé z nich
podéavaju lepsi vykon. Naopak, mnohé PDMVB podéavaju horsi vykon ako v predosle;
kvalifikacii.
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Tabulka 6.4: Kvalifikicia metdd pre zékladni dlohu (1.7) s m = 5000, n = 50000,
de = 6E — 04, A = 0.1\ an.

Presnost ¢ 1073 10-6 107° 300s
Metéda cas it. cas it. cas it. € it.
APG 0,19 276 1,27 1825 7,46 10721

APGIs 0,42 296 2,73 1982 | 16,08 11708

DPG1 0,37 276 2,39 1825 13,69 10499

DPG1ls 0,25 157 1,46 978 7,58 5131

DPG2 0,37 276 2,41 1825 4,63 3528

DPG2ls 0,25 157 0,86 567 1,59 1057

DPG3 0,36 276 2,38 1825 4,65 3574

DPG3Is 0,25 157 0,92 608 1,81 1204

MISOd 158,93 1405680 = = = - | 1,6E-04 2652833
MISOs 39,76 351600 = = = - | 1,1E-06 2643497
PD11 = = = = = = = =
PD11i 0,62 14| 4,82 20 | 7,96 27

PD11ir 0,66 14 0,78 17 0,89 21

PD12 56,43 15 | 91,66 21 | 128,52 27

PD12i 1,39 15 7,27 21 11,44 28

PD13 33,32 15 | 46,63 21 | 64,04 27

PD13i 4,95 15 99,89 21 = - | 1,2E-07 29
PD21 = = = = = = = =
PD21i 1,61 14 11,85 20 19,64 27

PD22 77,54 14 | 158,54 20 | 263,89 27

PD22i 4,94 15 17,22 21 24,60 27

PD23 31,25 14 44,65 20 67,14 27

PD23i 7,96 14 | 167,40 20 = - | 7,7E-07 23
PG 6,07 8957 47,18 69698 | 133,00 196445

PGls 1,56 1836 | 11,44 13854 | 31,82 38644

PPGd - - = = = - | 1,8E-02 5468572
PPGs = = = = = - | 1,3E-02 5429662
PIAG = = = = = — | 24E-03 4495490
PSAG 9,00 137040 | 56,32 836640 | 150,46 2246640

PSAGIs 27,32 391200 | 203,54 2886000 = — | 1,6E-07 4234394
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Vplyv rozmernosti iloh

V experimente skimame vplyv rozmernosti iloh na vysledny vypoctovy cas a pocet
iterdcii met6d pre 3 pozadované presnosti (5.3). Ako startovaci bod volime pre vsetky
metody nulovy vektor. Vypocet experimentu trval 27 hodin. Skimame vplyv rozmer-

nosti tloh riadenej parametrom n pre hodnoty z nasledujicej tabulky. Ostatné hodnoty

n 1000 5000 10000 50000 100000 500000 1000000

parametrov generatora tloh st odvodené z hodnoty rozmeru n.

Podrobné vysledky experimentu st uvedené v Tabulkach B.94 az B.100 z Dodatku
B, pricom kazdé tabulka prislticha inej hodnote skimaného parametra n a je zostavena
z vypoctov na 50-tich tlohach. Metdédy, ktoré sme sa rozhodli pri danom experimente
dalej netestovat st zvyraznené Sedou farbou a uvadzame pri nich vysledok iba z prvej
ulohy testovanej sady. V tabulkach opat vidime mnohé pozorovania opisané v casti
6.2.2 o globalnych pozorovaniach z tabuliek. Z Tabuliek m6Zeme jasne pozorovat, ze
vypoctové casy metdd prudko narastaji s rasticou rozmernostou tloh. Medzi metoé-
dami su velké rozdiely vo vypoctovych ¢asoch. V Tabulkidch B.99 a B.100 pre vyso-
korozmerné ulohy sme preto na vSetkych 50-tich tlohéch testovali iba tri metédy -
PDMVB met6du PD11ir s redukciou dimenzie a proximal-gradientné met6dy DPG2Is
a DPG3Ils. Pri metédach DPG1ls, DPG2ls a DPG3Is pozorujeme velky prinos modifiko-
vaného algoritmu urcovania dlzky kroku, oproti metédam s konstantnou dizkou kroku
DPG1, DPG2, DPG3 dosahuji zna¢ne rychlejsi vipoctovy ¢as. Pre presnosti 1076 a
1072 moZno pozorovat velky rozdiel medzi PD11i a PD11ir, metéda PD11ir presnosti
dosahuje za znacne rychlejsi vypoctovy cas a potrebuje mensie mnozstvo iteracii. V
Tabulke B.100 pre tlohy s rozmermi 10° x 10° metéda PD11ir priemerne dosahovala
rieSenie s relativnou suboptimalitou 1079 len za 57s, zatial ¢o druhd metéda DPG2ls
potrebovala vypoctovy ¢as na tirovni 259s.

Na Obr. 6.25 mozno pozorovaf vplyv rozmernosti tloh riadenej parametrom n na
vypoctovy cas pre vybrané metdédy, medzi ktorymi st aj metédy podavajice najlep-
sie vysledky v experimente. Vidime, ze vypoctovy cas vSetkych metod prudko rastie

so zvacsovanim rozmernosti tloh, naroc¢nost riesenych tloh prudko narasta. Takisto
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mozeme pozorovat, ze sprisnenie pozadovanej presnosti méa vicsi vplyv na vypoctovy
cas proximal-gradientnych metéd APG a DPGlls ako v pripade ostatnych metod na
Obr.25. V experimente celkovo najlepsie obstali metody PD11ir, DPG2ls, DPG3ls. Pre
menej rozmerné tlohy dosahuji najlepsie vypocétové casy DPG2ls a DPG3ls. Pre vel-
korozmerné tlohy podéava jednozacne najlepsi vykon metéda PD11lir. Za vitaza testu

skalovatelnosti preto povazujeme metédu PD11ir.
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Obr. 6.25: Vplyv rozmernosti tilohy na vypoctovy cas metod pre pozadovanu presnost

1075 a 107 pri rieseni ndhodne generovanych tloh (1.7).



Kapitola 7
Aplikacie

V tejto Casti otestujeme vybrané metddy na redlnych aplikdciach tloh (1.2) a (1.7) z
roznych oblasti. Konkrétne sa budeme venovat tlohe dizajnu mechanickej konstrukcie,
ktora patri k iloham optimélneho topologického dizajnu. Z oblasti spracovania signalu
sa budeme venovat tlohe rekonstrukcie riedkeho signdlu. A nakoniec metédy otestujeme
na tulohe /;-regulovanej logistickej regresie aplikovanej na realne data z oblasti mediciny,
kategorizacie textu ¢i oblasti detekcie nebezpecnych internetovych adries a spamu.

Metody vyberieme na zdklade vysledkov numerickych experimentov uvedenych v
predoslej kapitole. Kedze primarno-dualne met6dy vnutorného bodu pre druhy spésob
transformacie tloh (4.35) podavali v kazdom experimente horsi vykon ako ich ekviva-
lenty (napr. PD21i vs. PD11i) pre prvy sposob transformécie (4.34), rozhodli sme sa
ich uz netestovat. Z PDMVB budeme teda pouzivat iba metddy pre prva transformaciu
tlohy (4.34), t.j. metédy PD11/i, PD12/i, PD13/i a nasu PDMVB s redukciou dimen-
zie PD11ir. Prirastkové metddy, ¢i uz deterministické ¢i stochastické (MISOd, MISOs,
PPGd, PPGs, PIAG, PSAG, PSAGIs), sa ndm tiez neosveddili, preto ich uz pouzivat
nebudeme. Zo zostavajucich ,nevyradenych“ metéd budeme pri danych experimentoch
pouzivat tie najvhodnejsie, pricom vyber zdovodnime.

Tak ako v predoslej ¢asti o numerickych experimentoch budeme sledovat vypoctovy
cas a pocet iteracii, ktoré metoédy potrebovali na dosiahnutie riesenia pri troch sledo-
vanych presnostiach. KedZe optimalne riesenia tychto tloh nepozndme, pre metddy
pouzivame stopovacie kritérium (5.2), kde hodnotu dudlnej icelovej funkcie ziskavame

z PDMVB.

158
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7.1 Dizajn mechanickej konstrukcie

Jednou z mnohopocetnych aplikacii tlohy /;-regulovanych najmensich stvorcov (1.2)
je aj dizajn rozlozenia nosnej konstrukcie (angl. Truss Topology Design) [7], [85], [8],
[64], [61], [63]. Pod touto nosnou konstrukciou (angl. truss) rozumieme mechanicki
konstrukciu vytvorenu z elastickych priecok réznych objemov, ktoré si vzajomne me-
dzi sebou pospéjané v tzv. uzloch (angl. nodes). Uzly rozliSujeme na dva typy - moézu
byt fixné (nepohyblivé) alebo volné. Struktiry, akymi st napriklad stlpy elektrického
vedenia, zelezni¢né mosty, Eiffelova veza alebo kostry dopravnych prostriedkov ako st
lode ¢i lietadla, mozno povazovat za takéto mechanické konstrukcie. Fixné uzly mozno
chapat ako kotviace body, napr. piliere mostov ¢i zaklady budov. Mechanicka konstruk-
cia mdze byt vystavend externej zatazi / silam, pod ktorymi sa konstrukcia deformuje
(natahovanie priecok, pohyb volnych uzlov). Cielom dizajnu rozloZenia nosnej kon-
strukcie je pre dant mriezku uzlov a sily posobiace na tieto uzly zostrojit konstrukciu
s maximalnou pevnostou, ktora je schopna ¢o najlepsie odolat posobiacim silam.

V jednoduchom probléme dizajnu mechanickej konstrukcie mame dant mriezku
uzlov romzeru r X ¢ (v pripade 2D), z toho m/2 uzlov je volnych a ostatné si fixné.
Kazdy par z tychto uzlov, ktory obsahuje aspon jeden volny uzol, méze byt prepojeny
prieckou konstrukcie. Premennou n oznacujeme pocet potencidlnych priecok. Taktiez
mame danu 2D externt zataz b € R™, ktord posobi na volné uzly (kazdému volnému
uzlu patri dvojica indexov v b). Nasim cielom je vytvorit taki nosnd konstrukciu maxi-
malnej pevnosti, ktora odold externej zatazi optimalnym sposobom. Tento problém sa
da naformulovat do tvaru tlohy [;-regulovanych najmensich stvorcov (1.2), kde matica
A € R™" prezentuje reakciu nosnej konstrukeie na pritomnost priecok, jej stipec a;
predstavuje vychylenie uzlov prislichajice k priecke 7. Absolitna hodnota dizajnovej
premennej x € R™ zodpoveda vaham prie¢ok konstrukcie [7].

Poznamenajme, ze pritomnost /; normy (resp. lj-regularizacie) v ucelovej funkcii
sposobuje, ze uloha podava riedky vektor riesenia x, ¢o je v silade s predstavou o
optimalnom geometrickom tvare (dizajne) nosnej konstrukcie - vicsina potencidlnych
priecok dostane nulovi vdhu (nebudt pouzité), nenulovi vahu majui len tie podstatné

priecky. Tento optimalny geometricky tvar sme schopni vykreslovat na péovodne zadant
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mriezku uzlov.

Rozmernost tlohy dizajnu mechanickej konstrukcie (A € R™*™) s rastiicou velkos-
tou mriezky uzlov prudko narasta - hlavne kvoli pribidajicemu mnozstvu potencidl-
nych priecok (n). V zadujme zredukovania ich mnozstva budeme pouzivat (tak ako v
¢lanku [85]) len priecky vzdjomne nepretinajice sa vo viac ako v jednom bode (priecky
pretinajiice sa vo viacerych bodoch vieme zoskladat z mensich priec¢ok). DalSou zauji-
mavou vlastnostou matice A pri tlohe dizajnu mechanickej konstrukcie je jej vrodend
super-riedkost, kazdy jej stlpec a; je velmi riedky, obsahuje maximalne 4 nenulové
prvky. Spominané vlastnosti matice A pre tlohu dizajnu mechanickej konstrukcie mo-

zeme pozorovat v Tabulke 7.1.

rXe m n # nnz % nnz
5XH 50 196 712 7.27
10x10 200 3,097 12,046 1.94
20x20 800 48,915 194,178 0.50
30x30 1,800 246,661 983222 0.22

40x40 3,200 779,035 3,109,978 0.12
50x50 5,000 1,901,881 7,597,822 0.08
6060 7,200 3,941,015 15,750,018 0.06
100x100 20,000 30,398,795 121,555,778 0.02

Tabulka 7.1: Zavislost rozmerov (m, n), po¢tu nenulovych prvkov matice A (# nnz) a

riedkosti matice A od rozmeru mriezky uzlov (r X c).

7.1.1 Porovnanie metod

V nasledujticej ¢asti porovname vybrané metédy na 5-tich nami vygenerovanych TTD
ulohach. Z toho 4 testované tlohy st mostového typu a jedna predstavuje konstruk-
ciu ramena zeriavu podla TTD. Sthrn pouzitych dat a ich vlastnosti mozno vidiet v
Tabulke 7.2.

Pre tieto experimenty sme vybrali metédy podla ich vysledkov z nasich numerickych
experimentov na umelych datach a takisto na zakladne predbeznych vypoctov. Pri

predbeznych vypoctoch podavala zdkladnad PG metéda a jej verzia s uréovanim dizky
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rxc typ m n % nnz
6 x40 most 472 17473 0,82
9 x 27  7Zeriav 468 18014 0,81

7x51 most 706 38270 0,56
9 x65 most 1162 103648 0,34
11 x 83 most 1818 251978 0,22

Tabulka 7.2: Sthrn vlastnostti pouzitych dat pre tlohu dizajnu mechanickej konstruk-

cie.

korku v kazdej iteracii PGls slaby vykon. Takisto met6da PD11 (resp. PD13i) podévala
omnoho slabsi vykon ako PD11i (resp. PD13). Preto spominané metédy nezahrnieme do
porovnania. Z proximalnych metéd sme pouzili metédy ADMM, APG, APGls, DPGI,
DPGlls, DPG2, DPG2ls, DPG3, DPG3ls. Z primarno-dudlnych metéd vnutorného
bodu sme pouzili PD11i, PD12, PD12i, PD13 a PD11ir.

Parameter A sa pri T'TD tlohach zvykne volit velmi maly. V nasledujicich experi-
mentoch pouZivame A = 0,0001 ~ 7E — 06100, kde A\paz = ||ATD||s. V experimentoch
na umelych datach v predoslej kapitole sme mohli vidiet, Ze mala hodnota parametra
A ma vyrazne negativny vplyv na vykon metéd. Pri rieseni tloh TTD sa mnohé me-
tédy potykali s numerickymi problémami. Vykon metéd budeme porovnavat pri troch
presnostiach 1072, 1074, 1077, aby sme boli schopni aj vizualne rozlisit dané rieSenia a
vysledné mechanické konstrukcie.

Metéda ADMM v experimentoch pouzivala parameter ¢ = 1/ \/m, tato
volba sa pri TTD ulohéch ukézala ako najlepsia z hodnét (4.27). U PDMVB s redukciou
dimenzie PD1lir sme pri podmienkach redukcie dimenzie (3.14) a (3.15) pouzivali
nastavenie parametrov e, = 107* a ez = 0.05. Inak st u PDMVB pouzité bezné
nastavenia (6.1), (6.2).

Vysledky vybranych metéd na T'TD tlohach mozno pozorovat v Tabulkach 7.3, 7.4,
7.5, 7.6 a 7.7, v ktorych sledujeme ¢as a pocet iteracii, ktoré met6édy potrebovali na
dosiahnutie pozadovanych presnosti. Okrem spominanych met6d mozno v tychto tabul-
kach najst aj metody s ndzvom HYB1 a HYB2, ktoré sme Specialne zostavili na riesenie
TTD duloh kombinaciou viacerych metéd. Z Tabulky 7.3 mozno vidiet, Ze najrychlejsia

metdda pre pociatoéné presnosti je PD13, ta vsak neskor zlyhava pri poskytnuti riesenia
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s relat{fvnou suboptimalitou 1077 (za 420s sme dosiahli rieSenie s relativnou suboptima-
litou 2, 6 F — 06 pri 29960 iterdciach). V algoritme PD13 zlyhalo urcovanie dlzky kroku
s. Dlzka kroku bola zniZzend na velmi mald hodnotu a algoritmus stagnoval. Tento jav
bol sposobeny tym, ze v neskorsich fazach algoritmu (pri vicsej presnosti) PD13 pra-
cuje s velmi zle podmienenymi maticami. Z tabuliek mozno taktiez vidiet, ze metdda
PD12, ktord riesi Newtonov systém (4.42) priamo, podava omnoho lepsie vysledky ako
jej verzia PD12i, ktord pouziva na rieSenie systému iteracni metédu Minres. Tento
jav je neobvykly a je spésobeny vrodenou super-riedkostou matic A pri TTD tlohach.
Newtonov systém (4.42) rozmeru (m + n) X (m + n) maticu A pouziva v ,pdvodnom
stave®, a preto ma takisto vlastnost super-riedkosti. Napriklad pri prvej tlohe tento
systém obsahuje len 153941 nenulovych prvkov, ¢o predstavuje hustotu zaplnenia ma-
tice systému (4.42) mensiu ako 0,05%. Metdéda PD12 podéva velmi dobré vysledky pri
vypocte riefenia s relativnou suboptimalitou 10~7. Na zdklade tychto vysledkov sme
sa rozhodli zostavif hybridni metédu HYB1, ktora v pociatoénych iteraciach pouziva
metodu PD13. Nasledne, ak je pokles dudlnej medzery n uz maly, potom pouzivame
metoédu PD12. Tymto sposobom doratame riesenie velkej presnoti za mensi c¢as. Me-
toda HYB2 predstavuje findlnu podobu nasej metddy Specializovanej na TTD tlohy
a jedna sa o modifikovani metédu HYBI1, pri ktorej po prvej faze pomocou PD13
nasleduje faza s metédou PD12 spolu s redukciou dimenzie (podobne ako pri metédde
PD11ir). Hybridnd metéda HYB2 preto vo svojom algoritme kombinuje celkovo tri
metody: PD12, PD13 a PG met6du pouzivani na redukciu dimenzie.

Pre prvé dve TTD tlohy najdené riesenia s relativnou suboptimalitou 1072, 10~% a
1077 vykreslujeme na Obr. 7.1 a Obr 7.2. Na obrazkoch vykreslujeme len tie priecky,
ktoré dostali pri optimalizacii najvacsiu vahu. Tymto spésobom sme schopni riesenia
dosiahnuté pomocou metéd aj vizualne porovnat. Na Obr. 7.1 mozno vidiet vykreslené
riesenia s relativnou suboptimalitou 1072, 10™* a 10~" dosiahnuté pomocou metéd
ADMM, APG, DPG1ls, DPG2ls, PD11i a PD11ir pri mostovej TTD tlohe s rozmerom
472 x 17473. Vietky vykreslené rieSenia okrem rieSeni s relativnou suboptimalitou 1072
pri metédach PD11i a PD1lir zretelne pripominaji mostovi konstrukciu. Zretelne
vidime 4 piliere mostu (fixné body) a takisto mozno pozorovat vozovku vo vyske 1,

kde boli pri zadavani ulohy aplikované vertikédlne sily, ktorym mé konstrukcia odolat.
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Obrazky pre presnost 10~% zretelne obsahuji mensie mnozstvo priecok ako v pripade
prvej presnosti. Podobne to plati pre presnost 10~7. Dokonca aj pri tejto presnosti vak
mozno pozorovat jemné rozdiely medzi rieseniami s rovnakou relativnou suboptimalitou
poskytnutymi réznymi metédami. To znamenad, ze TTD tlohy je potrebné riesit velmi
presne. Preto je v tabulkdch najpodstatnejsi posledny stipec pre presnost 10-7.

Na Obr. 7.2 mozno vidiet vykreslené riesenia s relativnou suboptimalitou 1072, 1074
a 1077 dosiahnuté pomocou metéd ADMM, APG, DPG1ls, DPG2ls, PD11i a PD11ir
pri TTD tlohe zZeriavového typu s rozmerom 468 x 18014. Z vykreslenych rieseni je
mozné pozorovat konstrukciu pripominajicu rameno zZeriavu. Na lavo je konstrukcia
ukotvena vo fixnych bodoch. Tato konstrukcia ma nasledne odolavat vertikalnym si-
lam, ktoré st aplikované v pravej casti obrazka vo vyske 4. Pri rieseniach s relativnou
suboptimalitou 1072 konstrukcie obsahujt vela prebytoénych prie¢ok. Tak ako v pri-
pade mostovych konstrukcii, aj v tomto pripade je mozné pozorovat ubtdanie priecok
pri postupnom spresnovani riesenia. Zaujimavé je, ze vysledné mechanické konstrukcie
pre rieSenia s relativnou suboptimalitou 10~ nevyuzivaji vSetky fixné body, vyuzi-
vaju prevazne dva krajné fixné body. Findlne konstrukcie st pomerne porovnatelné,
len fazko sa hladaju rozdiely.

Ukazku tvarov mostovych konstrukeii pre dalsie tlohy, na ktorych metédy porovna-
vame, mozno najst na Obr. 7.5, kde vykreslujeme mostové konstrukcie ziskané z velmi
presného riesenia danych tloh pomocou PDMVB.

7 Tabuliek 7.3, 7.4, 7.5, 7.6 si mozno vsimnut, ze metéda ADMM podava velmi
dobry vykon hlavne pre pociatocéné presnosti. Pri poslednej presnosti sa pri stipaju-
cich rozmeroch tloh vyrazne zhorsuje. Z Obr 7.1 a 7.2 je vSak evidentné, ze tlohy
TTD je potrebné riesit do velkej presnosti. Jednoznac¢ne najlepsie vysledky pri TTD
tlohéch dosahuje hybridnd metéda HYB2, potom nasleduji metédy HYB1 a PD12.
Mimo tychto metod, ktoré velmi efektivne vyuzivaji riedkost matice A, najlepsie obstali
metédy PD1lir, PD11i a APG (pre mensie rozmery aj metéda ADMM). Z tabuliek
je takisto mozné postrehnit, ze metédy DPG2/ls, DPG3/ls funguji na dané tlohy
vyrazne horsie ako metédy APG, DPG1/ls, ¢o sme pozorovali v tejto praci mélokedy.
Tento jav by mohol byt sposobeny velmi slabym vykonom PG metddy (ktort tieto me-

tédy pouzivaji) na tychto tlohdch. Spominali sme, Ze mnohé metédy mali pri pocitani
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tloh TTD numerické problémy. Pri metédach DPG2ls a DPG3ls pévodne na 2 TTD
tlohé4ch zlyhalo urcovanie dlzky kroku z dévodu porovnavania velmi podobnych ¢isel.
Dizka kroku bola nésledne zmensend na prili§ malt hodnotu a metédy nésledne uz
konvergovali prilis pomaly. Toto zlyhanie nastalo pri tilohach z Tabuliek 7.4 a 7.5, kde
met6dy povodne nevedeli dosiahnut riesenie s relativnou suboptimalitou 10~7. Metody
sa nam pre tieto ulohy podarilo opravif pridanim dodato¢nych podmienok.

V Tabulkach 7.3, 7.4, 7.5, 7.6 takisto mdézeme pozorovat, ze metdéda PD11ir ma spo-
¢iatku podobny vykon ako PD11i no akondhle za¢ne redukovat dimenziu zacne Setrit
vypoctovy cas. Tento jav je pozorovatelny aj na Obr. 7.3, kde pre TTD tlohu s roz-
merom 1162 x 103648 porovnavame vyvoj relativnej suboptimality v ¢ase pre metody
ADMM, DPGI1, DPGlls, PD11i, PD11ir. Na tomto obrazku takisto mézme vidiet, Ze
metody ADMM a APG nie st spadové. Na Obr. 7.4 porovnavame pre ta istd tlohu vy-
voj relativnej suboptimality v ¢ase pre metédy PD12, HYB1 a HYB2. Z obrazku mozno
pozorovat ako velmi metéde HYB1 pomohol start metédou PD13 pri porovnani s po6-
vodnou metédou PD12; a takisto vidime ako metdéde HYB2 poméaha redukcia dimenzie
oproti metéde HYB1. Podobné pozorovania mozno ucinit aj napriklad z Tabulky 7.7.

V Tabulke 7.7 mozno najst porovnanie najuspesnejsich metéd PD12, HYB1 a HYB2
na findlnej TTD tlohe najvacsich rozmerov. Jedna sa o tlohu mostového typu na

mriezke 11 x 83 s viac ako 250000 pripustnymi prieckami.
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Tabulka 7.3: Porovnanie metéd pre mostovia T'TD tlohu s m = 472, n = 17473.

Presnost ¢ 1072 10~4 1077 420s
Metéda cas it. cas it. cas it. € it.
ADMM 0,25 789 | 4,26 14567 | 20,44 69850

APG 2,14 17466 | 11,68 93725 | 21,15 170251

APGIs 5,13 20399 | 27,99 109388 | 58,25 225794

DPG1 3,64 17411 | 19,11 95012 | 33,23 168514

DPGl1ls 3,47 12652 | 16,11 58741 | 26,37 94785

DPG2 6,04 30404 | 51,02 259782 | 82,31 417664

DPG2ls 6,04 21010 | 38,84 133925 | 64,12 220668

DPG3 8,86 42449 | 82,80 416150 | 135,80 684392

DPG3Ils 7,12 24466 | 66,23 227938 | 109,82 377066

PD11i 6,26 18 | 13,54 22 | 18,96 32

PD11ir 6,27 18 | 13,63 22 | 16,26 30

PD12 0,83 19 | 1,06 24 1,53 33

PD12i 15,28 20 | 41,50 28 | 57,11 37

PD13 0,14 19 | 0,17 24 - - | 2,6E-06 29960
HYB1 0,13 19 | 0,16 24 0,56 34

HYB2 0,13 19 | 0,16 24 0,26 32
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Obr. 7.1: Porovnanie rieseni ADMM, APG, DPGlls, DPG2ls, PD11i, PD11ir pre pres-
nosti 1072, 1074, 10~7 pri TTD tlohe mostového typu s rozmermi 472 x 17473.
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Tabulka 7.4: Porovnanie metod pre ,zeriavova“ TTD tlohu s m = 468, n = 18014.

Presnost ¢ 1072 1074 1077

Metéda cas it. cas it. cas it.
ADMM 0,24 766 1,83 5834 | 36,12 114805
APG 2,18 17604 | 11,25 87294 | 66,90 524240
APGIs 5,17 20701 | 25,73 101924 | 204,07 765238
DPG1 3,72 17619 | 18,08 87434 | 137,90 688775
DPGl1ls 3,50 12577 | 14,59 52868 | 98,97 350032
DPG2 6,27 31248 | 69,33 344675 | 232,75 1153597
DPG2ls 5,56 19121 | 59,34 211626 | 216,00 783218
DPG3 8,34 40093 | 114,58 564375 | 409,45 2026587
DPG3ls 6,92 23709 | 104,65 377755 | 397,72 1449409
PD11i 11,41 27 | 40,78 35 | 66,38 43
PD11ir 12,36 27 | 42,54 35 | 59,49 42
PD12 1,75 28 2,21 35 2,71 42
PD12i 15,06 26 | 96,70 36 | 150,98 43
PD13 0,19 28 0,24 35 1,73 147
HYB1 0,18 28 0,23 35 0,46 46
HYB2 0,19 28 0,24 35 0,33 45
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Obr. 7.2: Porovnanie rieseni ADMM, APG, DPGlls, DPG2ls, PD11i, PD11ir pre pres-
nosti 1072, 1074, 10~7 pri TTD tlohe Zeriavového typu s rozmermi 468 x 18014.
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Tabulka 7.5: Porovnanie metdd pre mostovi TTD tlohu s m = 706, n = 38720.

Presnost ¢ 102 10~ 10-7
Metdda cas it. cas it. cas it.
ADMM 0,72 1068 20,55 31319 624,20 960412
APG 5,24 18736 42,90 156323 183,15 663589
APGIs 10,71 22095 88,27 184550 372,39 777060
DPG1 7,95 18719 66,29 155566 308,24 725275
DPG1ls 7,00 13348 48,97 93942 208,35 396685
DPG2 11,96 27993 | 188,01 437768 600,62 1400512
DPG2Is 9,97 19022 | 149,94 301875 496,90 1014258
DPG3 14,71 34285 | 348,31 809095 | 1094,49 2542114
DPG3ls 9,98 19432 | 273,47 555858 914,44 1876744
PD11i 29,31 23 98,66 33 133,91 44
PD11ir 28,16 23 87,25 32 107,33 41
PD12 3,03 22 4,01 28 5,91 39
PD12i 30,53 26 | 347,91 47 449,95 59
PD13 0,33 22 0,42 28 897,28 27018
HYB1 0,33 22 0,43 28 1,70 44
HYB2 0,34 22 0,44 28 0,67 41
100 3 T T T T T T
i ADMM
APG
DPGL | ]
- - - -DPGlIs| ]
----PD1Li ||
PD11ir
°
o
<
0 100 200 300 400 500 600

vypoctovy Cas (s)

Obr. 7.3: Porovnanie vyvoja relativnej suboptimality v ¢ase pre metédy ADMM, APG,

DPG1, DPGlls, PD11i, PD11ir pri TTD tlohe rozmerov 1162 x 103648.
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Tabulka 7.6: Porovnanie metdéd pre mostovi TTD tlohu s m = 1162, n = 103648.

Presnost ¢ 1072 10~* 1077

Metéda cas it. cas it. cas it.
ADMM 2,29 1114 23,63 11692 | 680,06 338310
APG 14,65 20861 73,62 109160 | 465,99 690615
APGIs 31,85 24654 166,54 129395 | 1057,71 817875
DPG1 22,50 20889 115,68 107527 669,66 623499
DPG1ls 20,50 14383 93,22 65540 | 517,19 363570
DPG2 27,55 25718 | 464,12 430786 | 1410,63 1310219
DPG2ls 26,27 18425 329,11 229630 981,42 685147
DPG3 29,72 27732 743,65 690315 | 2421,98 2248242
DPG3Is 31,16 21571 | 526,15 367703 | 1720,32 1199625
PD11i 62,43 30 239,15 38 377,85 52
PD11ir 64,18 30 230,03 38 286,21 50
PDi12 18,38 30 23,53 38 32,55 51
PD12i 241,87 46 | 1100,39 72 | 1657,71 87
PD13 1,31 30 928,86 9083 | 4547,55 44372
HYB1 1,31 30 2,39 39 | 12,13 53
HYB2 1,35 30 2,14 39 3,79 51

(F(x)-d)/d

1 1

108

10

15 20
vypoctovy ¢as (s)

25

30

Obr. 7.4: Porovnanie vyvoja relativnej suboptimality v ¢ase pre metoédy PD12, HYBI1,
HYB2 pri T'TD tlohe rozmerov 1162 x 103648.
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Tabulka 7.7: Porovnanie metdéd pre mostovi TTD tlohu s m = 1818, n = 251978.

Presnost ¢ 1072 1074 1077

Metéda cas it. cas it. cas it.
PD12 67,88 36 | 91,03 48 | 126,35 65
HYB1 486 36 | 8,74 50| 42,18 66
HYB2 494 36 7,99 50 14,17 64

1 ) AN

! o0
3tk 4r I i ‘ | i /’
| i L
. N /// wyw/

Obr. 7.5: Ukazka tvaru mostov pre TTD tlohy s rozmermi 706 x 38270, 1162 x 103648,
1818 x 251978.
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7.2 Rekonstrukcia riedkeho signalu

Medzi aplikacie tlohy [;-regulovanych najmensich $tvorcov (1.2) patri aj tzv. rekon-
strukcia riedkeho signalu (angl. Sparse Signal Reconstruction). Tzv. compressed sensing
problémy ziskali v poslednej dobe dost popularity v mnohych oblastiach - napriklad v
strojovom ucenti, Statistike, medicine ¢i v oblasti spracovania signdlov. Jednym z najvyz-
namnejsich predstavitelom tychto problémov je tloha rekonstrukcie riedkeho signélu

(angl. sparse signal reconstruction (SSR)), ktorej zékladny tvar vyzera nasledovne:

min [z
s.t. Ax =0,

kde b € R™ je vektor pozorovani, x € R" je vektor nezndmych (vektor rekonstruova-
ného signalu) a A € R™*" je ddtova matica, ktord predstavuje merania. Pre rozmery
matice A plati m < n, t.j. poCet pozorovani je mensi ako pocet neznamych. Kedze [
norma je rovna poc¢tu nenulovych zloziek vektora, na tilohu rekonstrukcie riedkeho sig-
nalu mozno pozeraf ako na hladanie najredsieho riesenia linedrneho systému Az = b.
Uloha rekonstrukcie riedkeho signalu je vdaka pritomnosti [, normy NP tazka, vyza-
duje kombinatoricki optimalizaciu. Ukazalo sa vSak, Ze za urcitych podmienok [19],

[29] je mozné najst presné riesenie tejto tlohy rieSenim lepsie riesitelnej tlohy

min [z
s.t. Ax = b.

V praxi vSak vektor pozorovani b castokrat obsahuje aj sum, a preto nemé zmysel
hladat presné riesenie systému Ax = b. V tom pripade sa riesenie s riedkou struktirou
d4 hladat rieSenim nami skiimanej tlohy [;-regulovanych najmensich Stvorcov (1.2),

pricom parameter A > 0 kontroluje riedkost najdeného riesenia.

7.2.1 Porovnanie metod

V nasledujicej casti porovname vybrané metédy na 3 tlohach rekonstrukcie riedkeho
signalu.
Pre tieto experimenty sme vybrali metédy podla ich vysledkov z nasich numerickych

experimentov na umelych datach a takisto na zakladne predbeznych vypoctov. Vlast-
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nosti matice merani A tychto tdloh (matice st velmi dobre podmienené) nadrziavaji
proximalnym metédam prvého radu, preto sme pouzili metédy ADMM, APG, APGlIs,
DPG1, DPGlls, DPG2, DPG2ls, DPG3, DPG3ls, PG a PGls. Z primarno-dualnych
metoéd vnitorného bodu sme pouzili PD11i, PD12i, PD13 a PD11lir. Metédy PD11
a PD12, ktoré riesia Newtonov systém priamo, podavali omnoho horsi vykon ako ich
ekvivalenty vyuzivajice iteracné metddy, a preto ich v tabulkach neuvddzame. Vykon
metéd budeme porovnavat pri troch presnostiach 1073, 107, 107°.

Metéda ADMM v experimentoch pouzivala parameter t = 1//Aopin(ATA) =
1/+/\, této volba sa pri SSR. tilohdch ukézala ako najlepsia z hodnét (4.27). U PDMVB
vyuzivajucich iteracné metédy (PD11i, PD12i, PD11ir) pouzivame bezné nastavenia
parametrov (6.1), (6.2), (6.3) okrem parametra & = 0.005, ktory riadi ako presne ite-
racnymi metédami rieSime Newtonove systémy.

Ako prva tdlohu uvazujme tlohu rekonstrukcie riedkeho signédlu, kde originalny
riedky signdl & € R*%% obsahuje 160 ndhodne rozloZenych nenulovych prkov s hodno-
tami {—1, 1}. Tento originalny riedky signil mozno vidiet na Obr. 7.6. Matica merani A
(reprezentujica 1024 pozorovani signilu) je vytvorend najprv vygenerovanim ndhodnej
matice rozmerov 1024 x4096 s nezavislymi identicky rozdelenymi prvkami z norméalneho
rozdelenia N (0, 1). Nasledne sme riadky matice zortonormalizovali podobne ako v [21],
[56]. Takto vytvorend matica ma malo nulovych prvkov. Vektor pozorovani b € R0%4
vytvorime ako

b= AT +e,

kde vektor e € R™ predstavuje Sum v pozorovani a jeho prvky st z normalneho rozde-

lenia N(0,10™*). Hodnota regularizacného parametra A bola nastavend ako
A = 0.01\ e = 0.01|A7D]| o,

¢o je bezne pouzivana hodnota pri lohach rekonstrukcie riedkeho signélu.

Druht tlohu sme vytvorili analogickym sposobom ako prvi, akurat s vyssimi roz-
mermi. Konkrétne, matica merani A ma rozmery 8000 x 32000 a originalny riedky
signdl 7 € R32000
{-1,1}.

V pripade tretej tlohy sa jedna o nas napad ako inak reprezentovat signal, kedze

obsahuje 1250 nahodne rozlozenych nenulovych prvkov s hodnotami
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vykreslovat signal (predoslého typu) velkych rozmerov by bolo nepraktické. Ako signal
mozno chapat aj napriklad zvuk, obrazky ¢i video. Je znamy fakt, ze obrazky maju
pri niektorych transforméaciach riedku struktaru ako napriklad pri vinkovej transfor-
macii. N&s pristup je o nieco jednoduchsi. Pouzijeme ¢ierno biely obrazok vo velkosti
256 x 256, z ktorého spravime negativ a nasledne ho vektorizujeme. Tym ziskame origi-
nalny riedky signdl & € R%3¢ ktory m4 2646 nenulovych prvkov s hodnotou 1. Tento
origindlny riedky signdl, resp. povodny ¢iernobiely obrazok, mozno vidiet na Obr. 7.9.
Ako maticu merani A € R16384x65536 g6 zvolili ndhodnt podmaticu otrogondlnej DCT
matice rozmeru 65536 x 65536. Vysledna matica A, ktord je plné, zaberala v operacnej
pamati pocitaca 8GB. Vektor pozorovani b sme vytvorili analogickym spésobom ako v
predoslych tlohéch.

Zhrnutie pouzivanych dat a ich vlastnosti mozno néjst v Tabulke 7.8.

m n 7 nen. prvkov £ hodnoty nen. prv. Z RAM
1024 4096 160 {-1,1} 32 MB
8000 32000 1250 {-1,1} 1.91 GB

16384 65536 2646 1 8 GB

Tabulka 7.8: Sthrn vlastnosti pouzitych dat pri tlohe rekonstrukcie riedkeho signalu.

Vysledky vybranych metéd na SSR tlohach mozno pozorovat v Tabulkach 7.9,
7.10 a 7.11, v ktorych sledujeme cas a pocet iteracii, ktoré metody potrebovali na
dosiahnutie pozadovanych presnosti. V tychto tabulkach takisto uvddzame tzv. mean

squared error dosiahnutych rieseni, t.j.

MSE := lzn:(xl—i“lf (7.1)
i=1
Okrem spominanych metdd je v tychto tabulkach pritomna aj metdda s nazvom ADMMI.
Jedns sa o ADMM met6du, ktorej pri Choleského rozklade matice I +tAA” napovieme,
7e matica AAT = I. Pri compressed sensing problémoch su vsak riadky matic ¢asto tak-
mer ortonormélne [38], preto je pre porovnanie metdd relevantny aj riadok s pévodnou
metédou ADMM.
Z Tabuliek 7.9., 7.10, 7.11 mozno pozorovat, Ze proximélne metédy ADMM, APG/Is,

DPG1/ls, DPG2/1s, DPG3/Is a PG/Is dané SSR tlohy riesia radovo za stovky iteracii.
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Najviac iteracii (1009) potrebovala PG metéda na ndjdenie riesenia s relativnou sub-
optimalitou 10~ pri prvej tilohe. Toto pozorovanie je v silnom kontraste s predoslymi
TTD tlohami, kde tieto metédy potrebovali vac¢sinou stovky tisic iterdcii (niektoré aj
viac ako 2miliény). Tento jav je sposobeny aj velmi dobrymi spektralnymi vlastnostami
matic merani A. Vdaka tomu, ze st matice dobre podmienené, dané metédy funguja
velmi dobre. Z testovanych metod celkovo najlepsi vykon podavaji metédy DPG2Is,
DPG3ls a ADMMIi, vécsinou v tomto poradi. Takisto si mozno vSimnut, ze PD11ir
ako jedind metoda z PDMVB drzi s tymito metédami prvého radu krok, hlavne pri
vipocte rieSenia s relativnou suboptimalitou 10~2. Dalej mozno pozorovat, ze metéda
ADMMi vykonava identické mnozstvo iteracii ako ADMM, ale ¢asovy rozdiel medzi ty-
mito metédami nenastava len na zac¢iatku metod pri vykonani choleského rozkladu. To
nam napovedd, ze metéda ADMM v iterdcidch nepracovala s tak presnym (a riedkym)
rozkladom matice I + tAAT ako metéda ADMMi. Z Tabuliek 7.9., 7.10, 7.11 moZno
pri PD11ir vidiet, Zze metéda ma spociatku podobny vykon ako PD11i, no akonahle
zacne redukovat dimenziu zacne Setrit vypoctovy cas a iteracie. Pri findlnej presnosti
10~ tak PD11ir vsetky SSR tlohy vyriesila za menej ako tretinovy ¢as a potrebovala
vzdy o 5 iteracii menej ako povodna PD11i metdda. Tento jav je pozorovatelny aj na
Obr. 7.8, kde pre SSR tlohu s rozmermi 16384 x 65536 porovnavame vyvoj relativne;j
suboptimality v ¢ase pre metédy ADMM, ADMMi, APG, DPG2ls, DPG3ls, PD11i
a PD11lir. Na tomto obrazku takisto mozme vidief typické ,skoky“ APG metody a
zaroven ¢asovy interval, v ktorom metéda ADMM vykonédvala Choleského rozklad.

Z hodndét MSE v Tabulkach 7.9., 7.10, 7.11 mozno usudit, Ze naozaj rekonstruujeme
originalny signal, pretoze findlne hodnoty MSE st pre vsetky testované metody mensie
ako 2E — 04. Avsak mozeme pozorovat zaujimavy jav, ze podla tejto odchylky boli
niektoré metédy k pévodnému signalu blizsie s riesenim s relativnou suboptimalitou
1073 ako s riesenim s relativnou suboptimalitou 1072, kde uZ vSetky metédy dosa-
huji rovnakd hodnotu MSE. Najvyraznejsie je tento jav pritomny pri metéde DPGlls.
Najhorsiu hodnotu MSE pri poc¢iatoc¢nej presnosti dosahovala PG metdda.

Na Obr. 7.7 preto vykreslujeme vysledné rekonstrukcie riedkeho signdlu pomo-
cou metéd PG, DPGlls a PD11i pre presnosti 1072 a 107 pre SSR tlohu rozmeru
1024 x 4096. Originalny signdl je vykresleny na Obr. 7.6. Z Obr. 7.7 vidiet, ze vysledné
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rekonstrukcie presne nasli vSetky pozicie nenulovych prvkov pévodného signalu z ovela
menej pozorovani ako je dlzka signélu (resp. pocet neznamych). Ak vieme, ze pévodny
signal mal nenulové prvky s hodnotami {—1, 1}, tak by sme z vyslednych rieseni vedeli
origindlny signal zrekonstruovat tplne presne. Takisto mo6zme z obrazkov pozorovat,
ze sa vysledné riesenia vizudlne len fazko porovnavaji, a to plati pri porovnani medzi
metoédami, ale aj medzi presnostami 1072 a 107°. MoZno pozorovat len velmi jemné
rozdiely, napr. pre prvi presnost pri metéde DPG1ls (toto riesenie malo najmensiu
MSE zo vsetkych rieseni) mozno pozorovat, ze niektoré nenulové hodnoty st blizsie
k hranici {—1,1} ako u ostatnych rieseni. Aj ked mé rieSenie pomocou PD11i vSetky
prvky nenulové tento jav nie je mozné pozorovat na obrazku pri porovnani s ostatnymi
metoédami, ktoré poskytli riesenia s riedkou struktarou.

K podobnym zaverom mozno dospief aj pri pozorovani Obr. 7.10, kde vykreslujeme
vysledné rekonstrukcie riedkeho signalu pomocou metéd PG, DPGlls a PD11i pre
presnosti 1073, 1075 a 1072 pre SSR tilohu rozmeru 16384 x 65536. Vidime, Ze sme zre-
konstruovali obrazky na prvy pohlad nerozpoznatelné od seba ¢i od pévodného signélu
(resp. obréazku) zobrazeného na Obr. 7.9. Vysledné rekonstrukcie presne nasli vsetky
pozicie nenulovych prvkov povodného signélu z ovela menej pozorovani ako je dizka
signalu. Riesenia pomocou metéd PG, DPGlls a PD11i sa pri réznych presnostiach
lisia len jemne odlisnou struktdrou sumu, pricom najviac Sumu obsahuje obrazok pre
metédu PG pri prvej presnosti (¢o naznacuje aj najvyssie dosiahnuté MSE spomedzi

testovanych metéd). Ostatné rieSenia si len tazko odlisitelné na obrazovke pocitaca.
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Tabulka 7.9: Porovnanie metod pre SSR tlohu s m = 1024, n = 4096.

Presnost ¢ 1073 1076 1079

Metéda cas it. MSE | cas it. MSE | cas it. MSE
ADMM 0,21 48 1,61E-04 | 0,35 103 1,87E-04 | 0,53 175 1,86E-04
ADMMi 0,07 48 1,61E-04 | 0,15 103 1,87E-04 | 0,25 175 1,86E-04
APG 0,10 75 1,56E-04 | 0,26 192 1,86E-04 | 0,59 442 1,86E-04
APGIs 0,16 75 1,56E-04 | 0,39 192 1,86E-04 | 0,88 442 1,86E-04
DPG1 0,16 79 1,55E-04 | 0,40 199 1,86E-04 | 0,92 463 1,86E-04
DPGl1ls 0,13 57 1,48E-04 | 0,28 126 1,86E-04 | 0,55 260 1,86E-04
DPG2 0,13 64 2,07E-04 | 0,31 153 1,86E-04 | 0,40 196 1,86E-04
DPG2ls 0,11 48 1,91E-04 | 0,22 99 1,85E-04 | 0,28 124 1,86E-04
DPG3 0,14 66 2,05E-04 | 0,22 108 1,85E-04 | 0,33 160 1,86E-04
DPG3ls 0,11 49 190E-04 | 0,16 72 1,85E-04 | 0,23 103 1,86E-04
PD11i 0,24 14 1,89E-04 | 0,57 21 1,86E-04 | 0,94 27 1,86E-04
PD11ir 0,27 14 1,89E-04 | 0,29 17 1,86E-04 | 0,31 22 1,86E-04
PD12i 0,63 14 1,88E-04 | 1,22 20 1,86E-04 | 2,04 27  1,86E-04
PD13 0,78 14 1,89E-04 | 1,15 21 1,86E-04 | 1,47 27 1,86E-04
PG 0,66 511 2,85E-04 | 0,95 731 1,88E-04 | 1,36 1009 1,86E-04
PGls 0,27 182 2,82E-04 | 0,36 248 1,88E-04 | 0,48 328 1,86E-04
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Obr. 7.6: Originalny riedky signal rozmeru n = 4096 s 160 ndhodne rozlozenymi nenu-

lovymi prvkami s hodnotami {—1,1}.
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Obr. 7.7: Vyslednd rekonstrukcia riedkeho signdlu pomocou PG (1. riadok), DPG1ls
(2. riadok) a PD11i (3. riadok) metédy pre presnosti 1072, 1077.
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Tabulka 7.10: Porovnanie metod pre SSR tlohu s m = 8000, n = 32000.

Presnost ¢ 1073 1076 1079

Metéda cas it. MSE cas it. MSE cas it. MSE
ADMM 16,66 44 1,60E-04 | 25,67 96 1,82E-04 | 37,28 163 1,81E-04
ADMMi 5,47 44 1,60E-04 | 11,87 96 1,82E-04 | 20,03 163 1,81E-04
APG 8,25 68 1,55E-04 | 21,87 181 1,81E-04 | 48,00 397 1,81E-04
APGIs 12,38 68 1,55E-04 | 33,03 181 1,81E-04 | 72,41 397 1,81E-04
DPG1 13,04 71 1,62E-04 | 32,98 180 1,82E-04 | 72,56 397 1,81E-04
DPGl1ls 9,66 51 146E-04 | 21,39 113 1,81E-04 | 40,52 214 1,81E-04
DPG2 10,81 58 1,64E-04 | 15,58 82 1,81E-04 | 20,75 109 1,81E-04
DPG2Is 8,29 43 1,78E-04 | 11,75 60 1,81E-04 14,84 75  1,81E-04
DPG3 11,13 60 1,63E-04 | 17,33 94 181E-04 | 37,06 202 1,81E-04
DPG3ls 8,39 44 1,78E-04 | 1245 65 1,81E-04 | 18,30 96 1,81E-04
PD11i 16,56 16 1,85E-04 | 40,49 23 1,81E-04 71,66 29  1,81E-04
PD11ir 17,65 16 1,85E-04 | 20,00 20 1,81E-04 | 22,56 24 1,81E-04
PD12i 3587 17 1,83E-04 | 70,90 23 1,81E-04 | 131,52 30 1,81E-04
PG 51,12 423 2,74E-04 | 71,48 592 1,83E-04 | 94,08 779 1,81E-04
PGls 19,21 149 2,67E-04 | 25,64 198 1,83E-04 | 32,39 250 1,81E-04
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Obr. 7.8: Porovnanie vyvoja relativnej suboptimality v case pre metédy ADMM,
ADMMi, APG, DPG2ls, DPG3Is, PD11i, PD11ir pre SSR tlohu rozmerov 16384 x
65536.
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Tabulka 7.11: Porovnanie metéd pre SSR tlohu s m = 16384, n = 65536.

Presnost ¢ 1073 106 107°

Metbda cas it. MSE cas it. MSE cas it. MSE
ADMM 97,07 39  1,34E-04 | 132,19 87 1,46E-04 | 178,88 151 1,46E-04
ADMMi 20,26 39 1,34E-04 44,82 87 1,46E-04 77,55 151  1,46E-04
APG 31,64 62 1,29E-04 85,17 167 1,46E-04 | 182,53 358 1,46E-04
APGIs 47,47 62 1,29E-04 | 127,88 167 1,46E-04 | 274,11 358 1,46E-04
DPG1 50,31 65 1,36E-04 | 121,91 158 1,46E-04 | 273,59 355 1,46E-04
DPGI1ls 37,56 47  1,14E-04 82,61 103 1,45E-04 | 151,86 190 1,46E-04
DPG2 41,61 53 1,35E-04 94,06 121 1,46E-04 | 216,54 280 1,46E-04
DPG2ls 3244 40 1,59E-04 44,71 54  1,46E-04 58,30 69 1,46E-04
DPG3 42,62 55 1,34E-04 | 66,49 86 1,46E-04 | 139,71 181 1,46E-04
DPG3Is 32,77 41 1,58E-04 48,93 61 1,45E-04 64,04 80 1,46E-04
PD11i 68,37 18  1,49E-04 | 157,82 25  1,46E-04 | 275,38 31 1,46E-04
PD11ir 73,60 18 1,49E-04 82,18 22 1,46E-04 91,48 26 1,46E-04
PD12i 139,71 17  1,48E-04 | 268,76 23  1,46E-04 | 503,85 30 1,46E-04
PG 179,03 351 2,26E-04 | 252,07 494 1,47E-04 | 336,25 659 1,46E-04
PGls 66,86 122 2,24E-04 89,26 163 147E-04 | 115,52 210 1,46E-04
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Obr. 7.9: Originalny obrazok, ktorého negativ prezentuje originalny riedky signél roz-

meru n = 65536 s 2646 nenulovymi prvkami s hodnotou 1.
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Obr. 7.10: Vysledné rekonstrukcia riedkeho signalu pomocou PG (1. riadok), DPG1ls
(2. riadok) a PD11i (3. riadok) metédy pre presnosti 1072, 1079, 107°.
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7.3 [i-regulovana logisticka regresia

Ulohe logistickej regresie a tlohe {;-regulovanej logistickej regresie (1.7) sme sa venovali
v prvej kapitole tejto prace. Tato tiloha ma ako klasifika¢ny nastroj siroké uplatnenie
v praxi v mnohych oblastiach. V tejto casti [i-regulovani logisticka regresiu apliku-
jeme na redlne data pochadzajiuce z mediciny, z oblasti kategorizacie textu a z oblasti
detekovania skodlivych internetovych stranok a spamu.

Pri porovnani metéd pouzivame 6 verejne pristupnych datovych setov. Datové sety
sme prevazne Cerpali zo stranky LIBSVM [24]. Stihrn pouzivanych dat a ich vlastnosti
mozno vidiet v Tabulke 7.12. Pévodné data Colon pochddzaji z [1] a data Leukemia
pochadzaji z [43], v oboch pripadoch sa jedna o data ohladom rakoviny. Data Revl si
pévodom z publikicie [69] a data News su z [54], pricom obidva tieto datové sety sa
tykaju kategorizdcie textu. Data Url pochddzaju z [74] a ddta Webspam pochadzaji z
[103], v oboch pripadoch sa jednd o déta z oblasti detekovania skodlivych internetovych

stranok a spamu.

Tabulka 7.12: Stthrn pouzitych (trénovacich) dat pre l;-regulovant logisticki regresiu.

Nazov m n % nnz RAM test. vzorka
Colon 62 2000 100 1 MB nie
Leukemia 38 7129 100 2,1 MB ano
Rcevl 20242 47236 0,16 23,2 MB ano
Url 60000 3231949 0,0036 131,1 MB ano
News 19996 1355191 0,034 149,2 MB nie
Webspam 200000 680715 0,55 11,1 GB ano

Déta si spracované nasledujicim sposobom. Dédta Colon a Leukemia (plnd matica
dét) boli standardizované, aby mali nulovy priemer a varianciu 1 pre kazdé pozoro-
vanie, a nasledne Standardizované, aby mali nulovy priemer a varianciu 1 pre kazdu
charakteristiku [24]. Data News a Webspam boli normalizované po pozorovaniach, t.j.
kazdé pozorovanie ma jednotkovii dlzku [24]. Datové sety Leukemia a Revl obsahuji
aj tzv. testovaciu vzorku, aby sme mohli otestovat tspesnost klasifikdcie pomocou
[1-regulovanej logistickej regresie (ndsho modelu). Kedze tspesnost klasifikdcie je zau-

jimavou otazkou, rozhodli sme sa, ze pre datové sety Url a Webspam si testovaciu
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vzorku vytvorime. Pri datovom sete Url sme pouzili data z dni 5, 6, 7 ako trénovaciu
vzorku a data z prvého dna sme pouzili ako testovaciu vzorku. V pripade datového setu
Webspam sme z dat vyhodili nulové stipce (charakteristiky) a nésledne sme pozoro-
vania ndhodne preusporiadali. Potom sme za trénovaciu vzorku zvolili prvych 200000

pozorovani a za testovaciu vzorku sme pouzili zvysok dat.

7.3.1 Volba hodnoty regularizacného parametra \

Regularizacny parameter A ma pri ulohe [;-regulovanej logistickej regresie (1.7) velmi
vyznamnu rolu. V experimentoch na umelych datach sme videli, Ze hodnota tohto para-
metra vyznamne ovplyviiuje vykon pouzitych metod. Jeho hodnota takisto ovplyviuje
pocet nenulovych zloziek riesenia, t.j. reguluje vyber podstatnych charakteristik pre
klasifikaciu. Zvycajne plati, ze s rastiicou hodnotou A klesa pocet nenulovych zloziek
riesenia (vektora vah x) [97], [568]. Kedze parameter A riadi pocet nenulovych zloziek
rieSenia, ma vplyv aj na samotnua uspesnost klasifikacie. Kedze chceme metédy otesto-
vat za reprezentativnych podmienok a relevantnii hodnotu parametra A pre klasifikaciu
pomocou [i-regulovanej logistickej regresie, rozhodli sme sa najprv vykonat na datach
analyzu vplyvu parametra \.

Na Obrazkoch 7.11 - 7.16 mozno vidiet vplyv hodnoty regularizacného parametra A
na uspesnost klasifikacie a pocet nenulovych prvkov optimalneho riesenia. Graf poctu
nenulovych prvkov riesenia je ziskany pouzitim PDMVB na trénovaciu vzorku datovych
setov pre rozne hodnoty parametra A. Ulohy boli rieSené do velkej presnosti a nasledne
bolo pouzité zaokrihlovacie pravidlo vychadzajtice z podmienok optimality tlohy (1.7),

podobne ako v ¢lanku [58]. Zlozku vektora x; povazujeme za nulovi, ak plati
Ve, f(x,y)] < 0.9999\, (7.2)

kde V. f(z,y) ma tvar (4.11). Graf tspesnosti klasifikdcie ziskavame otestovanim riese-
nia (pre dani hodnotu \) ndjdeného pomocou PDMVB na testovacej vzorke dat (pre
détové sety Leukemia, Revl, Url a Webspam). Pre pridelovanie tried {-1,1} pouzivame
linedrny klasifikdtor (1.6) z Kapitoly 1. Pri ddtach, ktoré nemaji testovaciu vzorku (da-
tové sety Colon a News), je potrebné postupovat inak. Na ziskanie ispesnosti modelu

bez testovacej vzorky sa v praxi Casto pouziva tzv. k-fold cross-validation. Pri k-fold
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cross-validation sa data rozdelia na k& nahodnych rovnako velkych vzoriek. Z tychto &
vzoriek sa jedna pouzije ako testovacia vzorka a zvysnych k — 1 vzoriek sa pouzije ako
trénovacia vzorka. Tento proces krizovej validacie opakujeme k krat s kazdou jednou
z k vzoriek ako testovacou vzorkou. Z tychto k vysledkov tspesnosti modelu nésledne
urobime priemer, ¢o predstavuje nas vysledny odhad tspesnosti modelu pre dant hod-
notu parametra A. Tymto spésobom st vsetky pozorovania pouzivané aj na trénovanie
aj na testovanie a kazdé pozorovanie je na testovanie pouzité presne jeden krat. Graf
uspesnosti klasifikdacie pre data Colon je ziskany pomocou 5-fold cross-validacie a pre
data News pomocou 4-fold cross-validdcie. Vdaka tejto technike ziskavame pre data
bez testovacej vzorky lepsi a robustnejsi odhad fungovania modelu.

Na Obrazkoch 7.11 - 7.16 mozno vidiet vplyv hodnoty regulariza¢ného parametra
A na uspesnost klasifikacie a pocet nenulovych prvkov optimalneho riesenia pre datové
sety Colon, Leukemia, Rcvl, Url, News a Webspam. Hodnoty regularizacného para-
metra A volime tvaru A = ¢4z, kde hranicnd hodnota A, je uréend ako v (1.8).
7, obrazkov mozno pozorovaf, ze pre klesajicu hodnotu parametra A zvycajne stipa
pocet nenulovych zloziek riesenia. Jemny pokles poc¢tu nenulovych zloziek sme zazna-
menali len pri ddtovom sete Colon (Obr. 7.11) pre hodnoty A < 1073. Z obrazkov je
takisto mozné vidiet, ze pre klesajicu hodnotu parametra A nemusi tspesnost klasifi-
kacie nutne rast. [-regulovana logisticka regresia nam teda umozni nielen vybrat pod-
statné charakteristiky a vdaka tomu ziskaf castokrat lepsie interpretovatelny model,
ale aj nasledna klasifikdcia moze ¢asto podavat lepsie vysledky (kedze neklasifikujeme
pomocou nesignifikantnych charakterisik). Tento jav nastdva u datovych setov Colon,
Leukemia, Revl, Url (u poslednych dvoch je vsak na grafoch tazko pozorovatelny).

Pri datovych setoch Colon a Leukemia bol vyber hodnoty parametra A jednoduchy.
Pre data Colon sme zvolili hodnotu A = 0.1\,,,,., pri ktorej dosahujeme maximalnu
uspesnost klasifikdcie (nad 82% - hodnota pochadza z 5-fold cross-validacie) a riesenie
ma 26 nenulovych prvkov. V pripade dat Leukemia volime hodnotu A = 0.01\,,,4., pri
ktorej dosahujeme na testovacej vzorke maximélnu tspesnost klasifikicie (nad 85%) a
rieSenie ma 18 nenulovych prvkov. V pripade dat Revl sa da za rozumné hodnoty pa-
rametra A povazovat hodnoty z intervalu [10_2)\,”%, 10_3)\max]. Maximalna tspesnost

klasifikacie 95.69% sa dosahuje pre A = 0.001\,,4., pricom dané rieSenie mé okolo 1680
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nenulovych prvkov. Rozhodli sme sa otestovat aj hodnoty 0.01\,,4, 0.005\,,4., kedze
boli vysledky medzi tymito dvomi hodnotami podobné, v praci uvadzame iba vysle-
dok pre hodnotu A = 0.005\,,,42, pri ktorej mé rieSenie tspesnost klasifikdcie 95.59%
a okolo 750 nenulovych prvkov. V pripade dat Url st rozumné hodnoty parametra A
z mnoziny {0.6Aaz, 0.1 04z, 0.05M42 ). Pre hodnotu A = 0.05\,,., sa dosahuje cel-
kovo maximélna tspesnost klasifikdcie 96.15%, pri¢om rieSenie mé iba 15 nenulovych
prvkov. Testovali sme aj zvysné dve hodnoty, hodnota A = 0.1\,,,, poskytovala vy-
sledky velmi podobné ako pre A = 0.05\,,,., preto ich v praci neuvadzame. Riesenie pre
hodnotu parametra A = 0.6\,,,, dosahuje na testovacej vzorke uspesnost klasifikacie
94.67% a to iba s 3 (!) nenulovymi prvkami, pricom rozmery dat st 60000 x 3231949.
Pre data News sme zvolili hodnotu A = 0.01\,,,4., pri ktorej dosahujeme tispesnost kla-
sifikdcie nad 93% (hodnota pochadza z 4-fold cross-validdcie) a riesenie ma okolo 720
nenulovych prvkov. V pripade dat Webspam volime hodnotu A = 0.01\,,,4., pri ktorej
dosahujeme na testovacej vzorke tspesnost klasifikicie nad 92.9% a rieSenie m4 iba 61
nenulovych prvkov. Pri tychto dvoch poslednych datovych setoch sme volili hodnotu
A, ktora dosahuje vysoku tspesnost klasifikdcie a riesenie pri nej neobsahuje vela nenu-
lovych prvkov, aby sme mali menej signifikantnych charakteristik. Poznamenajme, Ze
pri ddtach Webspam by pocitanie pre mensie hodnoty A zaberalo prilis velké mnozstvo

casu navyse, ¢o sa z hladiska pridanej tspesnosti klasifikacie neoplati.
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Obr. 7.11: Vplyv hodnoty regularizacného parametra A na tspesnost klasifikacie a pocet

nenulovych prvkov optiméalneho riesenia pre data Colon.
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Obr. 7.12: Vplyv hodnoty regularizacného parametra A na tspesnost klasifikacie a pocet

nenulovych prvkov optimalneho riesenia pre data Leukemia.
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nenulovych prvkov optimalneho riesenia pre data Webspam.

7.3.2 Porovnanie metod

V nasledujicej ¢asti porovname vybrané metody pre riesenie tlohy [;-regulovanej logis-
tickej regresie (1.7) na datovych setoch Colon, Leukemia, Revl, Url, News a Webspam
pri hodnotach regularizacného parametra A, ktoré sme urcili v predoslej casti. Metédy
tak testujeme za reprezentativnych podmienok pre klasifikdciu pomocou [;-regulovane;j
logistickej regresie.

Pre tieto experimenty sme vybrali metédy podla ich vysledkov z nasich numerickych
experimentov na umelych datach a takisto na zakladne predbeznych vypoctov. Metédy
PD11 a PD12, ktoré riesia Newtonov systém priamo, podavali omnoho horsi vykon
ako ich ekvivalenty PD11i a PD12i vyuzivajice iteracné metdédy. Takisto v nasich
numerickych experimentoch boli metédy APGls, DPG1 a PGls pravidelne porazané
inymi proximalnymi metédami. Preto spominané met6édy nezahrnieme do porovnania.
7 proximéalnych met6d sme teda pouzili metédy APG, DPGlls, DPG2, DPG2ls, DPG3,
DPG3ls. Z primarno-dudlnych metéd vnutorného bodu sme pouzili PD11i, PD12i,
PD13 a PD1lir s redukciou dimenzie. Vykon metéd budeme porovnavat pri troch
presnostiach 1073, 1076, 1077,

Pri PDMVB pouzivame v nasledujtcich experimentoch bezné nastavenia (6.1),

(6.2), (6.3) s dvomi vynimkami - pouzivame parameter v = 4 pri vSetkych ulohach
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a parameter £ = 0.05 pouzivame pre mensie tlohy (Colon, Leukemia) a parameter
& = 0.001 volime pre ostatné tlohy. Parameter ¢ riadi ako presne itera¢nymi metodami
rieSime Newtonove systémy.

Vysledky vybranych metéd pri rieseni tlohy [;-regulovanej logistickej regresie (1.7)
pre datové sety Colon, Leukemia, Rcvl, Url, News a Webspam mozno pozorovat v
Tabulkach 7.13 - 7.20, v ktorych sledujeme cas a pocet iteracii, ktoré metody potre-
bovali na vypocitanie rieSenia s relativnou suboptimalitou 1072, 107% a 107, V tychto
tabulkach takisto uvadzame pocet nenulovych zloziek tychto dosiahnutych rieseni. V
pripade PDMVB metdd bolo pouzité zaokrihlovacie pravidlo (7.2) (kedZze bezné riese-
nia pomocou PDMVB maji vsetky zlozky nenulové). Zaujimavou otézkou je aj, aky
vplyv ma presnost danych rieseni na tspesnost néslednej klasifikacie. Preto v tabul-
kach pre data, pri ktorych mame testovaciu vzorku, uvadzame aj tispesnost klasifikacie
pomocou riesenia pri danej presnosti.

V Tabulkéch 7.13 - 7.20 mdZeme vidiet, Ze proximalne metédy s uréovanou dizkou
kroku v kazdej iteracii podavaju znacne lepsie vysledky ako ich verzie pre konstantnu
dizku kroku. TaktieZ mozno vidiet, ze metéda PD11ir Setr{ oproti povodnej metéde
PD11i vela vypoctového casu a iteracii. Na dvoch najfazsie riesitelnych problémoch
dosahuje viac ako 8-nasobné zrychlenie vypoctu.

7 Tabuliek 7.13 a 7.14 mozno pozorovat, ze vacsina metod potrebovala na vyriese-
nie danych problémov znacne menej ako 1 sekundu, jedna sa o pomerne jednoducho
riesitelné problémy. Najlepsie obstali metody DPG2ls, DPG3ls, PD11lir a PD13. Pri
ostatnych velkorozmernejsich tlohach vsak uz metéda PD13, ktord riesi Newtonov
systém priamo, nepodavala dobry vykon, preto ju v ostatnych tabulkach neuvadzame.

V Tabulkach 7.15-7.18 si vacsinou najlepsie viedli metody PD11ir, DPG2ls, DPG3Is,
PD11i. Vo vsetkych pripadoch okrem Tabulky 7.18 bola pri vypocte riesenia s relativ-
nou suboptimalitou 10~ najrychlejsia PD11ir.

V Tabulke 7.19 jednoznacne najlepsi vykon podéva metéda PD11ir, ktora problém
na datach News vyriesila za 35 sekind, ¢o predstavuje lepsi vypoctovy cas ako casy,
ktoré ostatné metody potrebovali na dosiahnutie prvej presnosti. Na tejto tlohe po-
mocou metédy PD11ir dosahujeme 8-nasobne rychlejsie ndjdenie riesenia s relativnou

suboptimalitou 10~ ako v pripade metédy PD11i, z ktorej vznikla.
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Tabulka 7.20 prezentuje porovnanie najlepsich metéd (APG, DPGlls, DPG2Is,
DPG3Is, PD11i a PD11ir) na ddtach Webspam pre hodnotu regularizacného parametra
A = 0.01\,,40. V pripade tejto ulohy sa jedna o celkovo najtazsie riesitelny problém v
tejto praci - samotné data, na ktorych prebiehala optimalizacia, zaberali viac ako 11GB
v operacnej paméti pocitaca. Kazdej metéde sme dali na vyriesenie tlohy 3 hodiny.
Za tento ¢as tuto tlohu pre findlnu presnost 10~ boli schopné vyriesit len 3 metédy.
Metoda DPG2Is na to potrebovala viac ako 178 minut, metéda PD11i potrebovala 110
minut. Jenoznacne najlepsie obstala metéda PD11ir, ktord dlohu vyriesila len za 13
minut. S tymto vypoctovym c¢asom prekonala aj ¢asy, ktoré viacsina metdd potrebovala
na dosiahnutie prvej presnosti. Oproti pévodnej metdéde PD11i sme tak riesenie do-
siahli viac ako 8-nasobne rychlejsie a metdéda PD11ir pri tom potrebovala o 20 iteracii
menej. V poslednom stipei Tabulky 7.20 uvddzame pri metédach, ktoré za 3 hodiny
nestihli ulohu dopocitat, relativnu suboptimalitu ich findlneho rieSenia.

V Tabulkach 7.13 - 7.20 si mozno vsSimnut, ze pocty nenulovych zloziek rieseni s
relativnou suboptimalitou 107 st medzi metédami viacmenej rovnaké, mozno pozo-
rovat len malé rozdiely. Poznamenajme, zZe hodnota poc¢tu nenulovych zloziek rieSenia
je casto o nieco mensia u metody PD11ir, avsak tento jav je sposobeny tym, Ze sme na
vSetky PDMVB met6dy aplikovali zaokrihlovacie pravidlo (7.2). Metéda PD11ir toto
pravidlo iplne nepotrebuje - hlavne pre vacsie presnosti, pretoze vtedy uz podava riese-
nie s vyrazne riedkou struktirou narozdiel od klasickych PDMVB, kde st vsetky zlozky
rieSenia nenulové. Kedze sme tito metdédu vsak v tabulkach nechceli znevyhodnovat
oproti inym PDMVB, pouzili sme na urcenie poc¢tu nenulovych zloziek to isté pravidlo.
Vysledné pocty nenulovych zloziek rieSenia pri metéde PD11ir, ak by sme zokruhlova-
cie pravidlo (7.2) nepouzili mozno sledovat v Tabulke 7.21. Tato tabulka ndm hovori
aj o tom, ako metdda postupne redukovala dimenziu dét, s ktorymi pracovala. Mézme
si vsimnut, ze uz pri prvej presnosti je dimenzia dat castokrat vyrazne redukovana,
¢o vysvetluje velki tisporu vypoctového ¢asu oproti povodnej metéde PD11i. Cim mé
metoda PD11ir presnejsie rieSenie, tym ma viac redukovanti dimenziu dat a optimali-
zaciu sustreduje uz iba na podstatné nenulové zlozky riesenia. Tymto spésobom vieme
dostat presnejsie rieSenia (aj pre € < 107?) za pomerne maly ¢as navyse, ¢o je velkou

vyhodou metédy PD11ir.
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Pri nasom experimente sledovania vplyvu presnosti rieseni (pouzivame povodné
nezaokrihlované riesenia) na tspesnost néslednej klasifikdcie, sme prisli na zaujimavé
vysledky. RieSenia s relat{vnou suboptimalitou 1073 pochadzajtice z r6znych met6d do-
sahuju rozne vysledné tspesnosti klasifikacie. V pripade Tabulky 7.14 pre data Leuke-
mia a Tabulky 7.17 pre Url (A = 0.6\,,4,) je tento jav najextrémnejsi. V Tabulke 7.14
mozno pozorovat, ze rieSenia pomocou PDMVB maji tspesnost klasifikacie 85.29%, za-
tial ¢o riesenie pomocou DPGlls dosahuje iba tispesnost klasifikdcie 79.41% a ostatné
proximalne metody dosahuju tspesnost klasifikdcie 82.35%. V Tabulke 7.17 rieSenia
pomocou proximalnych metéd APG, DPG2, DPG3 dosahujt tspesnost klasifikacie len
62.73% (!), pritom vSak rieSenia pomocou ostatnych metéd tej istej presnosti maji
uspesnost klasifikacie 94.67%. Vysledné tuspesnosti klasifikdcie pre rieSenia s relativnou
suboptimalitou 1076 si uz pri vsetkych metédach rovnaké na vsetkych datovych se-
toch. Pri rieSeniach s relativnou suboptimalitou 10~ sa tieto hodnoty tispesnosti uz
takisto nemenili, preto tento stipec v tabulkéch neuvddzame. Presnejsie rieSenia ako
riesenia s relativnou suboptimalitou 10~% mali pri nasich ddtach vyznam predovsetkym
na presnejsie urcenie pravych nenulovych zloziek riesenia (t.j. presnejsi vyber signifi-
kantnych charakteristik) pri danej hodnote parametra A. Z tychto predoslych vysledkov
experimentov vsak mozno usudit, Zze ma vyznam hladat presnejsie riesenia.

Na Obr. 7.17 mozno pozorovat porovnanie vyvoja relativnej suboptimality v case
pre metédy DPG2ls, DPG3ls, PD11i a PD11ir na datovom sete Rcvl pri volbe re-
gularizacného parametra A\ = 0.005\,,. a A = 0.001\,,4,. Vidime, Ze volba para-
metra A ma velmi vyrazny vplyv na vykon vsetkych metod, tiloha s mensou hodnotou
A = 0.001)\,,4, je tazsie rieSitelnd. Pri metéde PD1lir na obrazkoch vidiet, ze me-
téda ma spociatku podobny vykon ako PD11i, no akonahle za¢ne redukovat dimenziu,
zacne vyrazne Setrif vypoctovy cas. Pri vypocte rieseni s relativnou suboptimalitou
mensou ako 1077 obstdla metéda PD11ir najlepsie. Mozno si viimntt, Ze za vysledny
cas, ktory uvadzame v tabulkach, metoda PD11ir v skutoc¢nosti poskytla este pres-
nejsie riesenie ako ostatné metddy. Takisto mozno pozorovat, ze pre A = 0.001\,,4.
st metédy DPG2ls, DPG3ls a PD11ir velmi vyrovnané az po relativnu suboptimalitu

rieseni okolo 10~7.
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Na Obr. 7.18 porovnavame vyvoj relativnej suboptimality v ¢ase pre metédy DPG2Is,
DPG3Ils, PD11i a PD11ir na datovych setoch News a Webspam. Jedna sa o dva najtaz-
Sie riesitelné problémy v tejto casti. Pri metéde PD11ir opaf mozno pozorovat, Ze spo-
¢iatku podava podobny vykon ako PD11i, avsak v dalsich fazach podéva tato metdda
omnoho lepsi vykon vdaka postupnej redukcii dimenzie dat a sistredeni optimaliza-
cie na podstatné nenulové zlozky riesenia. Najlepsi vykon jednoznacne podava metdda
PD11ir s redukciou dimenzie, najlepsi vypoctovy ¢as ma uz pri relativnej suboptimalite
1073 na oboch datovych setoch. Takisto moZno pozorovat, ze metédy DPG2ls, DPG3ls
a PD11i podévaju velmi zrovnatelny vykon pri datach News do relativnej suboptimality

10~* a pri datach Webspam do relativnej suboptimality 107°.

Tabulka 7.13: Porovnanie metdd na datach Colon pre A = 0.1\,,45.

Presnost ¢ 1073 10-6 107°

Metéda cas it. nnz cas it. nnz cas it. nnz
APG 0,0076 293 30 | 0,05612 2108 26 | 0,2449 10483 26
DPG1ls 0,0025 52 28 | 0,0072 137 26 | 0,0256 448 26
DPG2 0,0145 355 28 | 0,0419 1008 26 | 0,0693 1671 26
DPG2ls 0,0027 52 28 | 0,0044 83 26 | 0,0062 120 26
DPG3 0,0185 491 27 | 0,0513 1256 26 | 0,0847 2032 26
DPG3Is 0,0030 52 28 | 0,0049 85 26 | 0,0069 125 26
PD11i 0,0073 14 17 | 0,0117 19 26 | 0,0158 24 26
PD11ir 0,0069 13 23 | 0,0073 16 24 | 0,0074 18 26
PD12i 0,0301 14 13 | 0,0487 20 26 | 0,0624 25 26
PD13 0,0076 15 19 | 0,0100 20 26 | 0,0124 25 26




KAPITOLA 7. APLIKACIE 193

Tabulka 7.14: Porovnanie metdd na datach Leukemia pre A = 0.01\,,42.

Presnost ¢ 1073 10-6 107°

Metéda cas it. nnz asp. cas it. nnz asp. Cas it. nnz
APG 0,300 4341 31 82,35 | 1,911 27949 18 85,29 | 13,602 198263 18
DPGlls 0,014 115 23 79,41 | 0,041 322 18 85,29 | 0,117 890 18
DPG2 0,771 7547 22 82,35 | 1,554 15179 18 85,29 | 2,227 21652 18
DPG2ls 0,015 114 23 82,35 | 0,023 173 18 85,29 | 0,029 217 18
DPG3 1,167 11376 21 82,35 | 2,319 22629 18 85,29 | 3,112 30254 18
DPG3Is 0,015 117 23 82,35 | 0,024 184 18 85,29 | 0,032 246 18
PD11i 0,068 26 12 85,29 | 0,087 31 18 85,29 | 0,103 37 18
PD11ir 0,060 25 18 85,29 | 0,061 27 18 85,29 | 0,062 31 18
PD12i 0,285 28 14 85,29 | 0,336 33 18 8529 | 0,371 38 18
PD13 0,042 24 17 85,29 | 0,052 29 18 85,29 | 0,067 35 18

Tabulka 7.15: Porovnanie metod na datach Revl pre A = 0.005\,,42.

Presnost ¢ 1073 1076 1079

Metéda Cas it. nnz asp. Cas it. nnz dsp. Cas it. nnz
APG 3,75 1596 828 95,58 | 23,87 10122 748 95,59 | 148,20 62870 747
DPGl1ls 2,81 565 799 95,58 | 23,63 4717 750 95,59 | 128,46 25831 747
DPG2 7,25 1596 828 95,58 | 18,99 4168 746 95,59 | 28,86 6328 747
DPG2ls 2,84 565 799 95,58 7,08 1411 746 95,59 10,58 2112 747
DPG3 7,23 1596 828 95,58 | 23,00 4943 746 95,59 | 33,04 7078 747
DPG3Is 297 565 799 9558 | 6,46 1237 747 95,59 | 11,30 2167 747
PD11i 1,38 35 266 95,60 | 11,72 40 745 95,59 19,95 45 747
PD11ir 1,45 34 285 95,60 3,63 37 727 95,59 5,13 41 746
PD12i 4,87 37 328 95,59 | 25,26 42 745 95,59 | 35,22 47 747
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Tabulka 7.16: Porovnanie metod na datach Revl pre A = 0.001\,,4..

Presnost ¢ 1073 10-¢ 107°

Metéda Cas it. nnz asp. | cas it. nnz asp. Cas it. nnz
APG 11,3 4790 2177 95,69 | 93,9 39184 1685 95,69 | 755,1 314661 1682
DPGl1ls 53 1039 1884 95,69 | 42,9 8691 1686 95,69 | 284,3 57650 1682
DPG2 24,3 5339 1806 95,69 | 73,0 16092 1686 95,69 | 221,2 49088 1681
DPG2ls 5,3 1065 1814 95,68 | 16,0 3204 1686 95,69 51,7 10362 1683
DPG3 247 5353 1792 95,69 | 97,3 21058 1686 95,69 | 305,6 67787 1682
DPG3Is 59 1161 1766 95,68 | 20,0 4018 1685 95,69 | 187,8 38080 1682
PD11i 2,0 45 728 95,70 | 69,4 52 1675 95,69 | 131,9 57 1682
PD11ir 1,9 44 719 95,70 | 21,0 49 1643 95,69 34,0 93 1680
PD12i 9,0 48 745 95,70 | 91,0 55 1671 95,69 | 266,1 62 1682
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Obr. 7.17: Porovnanie vyvoja relativnej suboptimality v case pre metédy DPG2Is,

DPG3ls, PD11i, PD11ir na datach Revl pre A = 0.005\,,4, a A = 0.001\,,4.
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Tabulka 7.17: Porovnanie metod na datach Url pre A = 0.6\,,42.
Presnost ¢ 1073 10-¢ 1079
Metéda cas it. nnz usp. cas it. nnz asp. cas it. nnz
APG 1,72 53 3 62,73 | 25,63 790 3 94,67 | 92,57 2853 3
DPG1ls 1,81 28 3 9467 | 545 95 3 94,67 | 25,00 457 3
DPG2 2,50 53 3 62,73 | 37,16 792 3 94,67 | 40,01 853 3
DPG2Is 181 28 3 9467 | 564 93 3 9467 | 8,02 135 3
DPG3 2,47 53 3 62,73 | 40,15 858 3 94,67 | 43,13 922 3
DPG3ls 1,82 28 3 94,67 | 6,75 117 3 94,67 | 10,36 178 3
PD11i 530 9 2 9467 | 916 15 3 94,67 | 12,11 20 3
PD11ir 5,45 8 1 94,67 5,93 10 2 94,67 5,54 12 3
PD12i 11,92 8 2 04,67 | 18,01 13 3 04,67 | 24,96 19 3
Tabulka 7.18: Porovnanie metod na datach Url pre A = 0.05\,,42-
Presnost ¢ 1073 1076 1079
Metéda cas it. nnz asp. cas it. nnz usp. cas it. nnz
APG 7,82 241 24 96,16 | 45,19 1393 15 96,15 | 293,28 9052 15
DPGl1ls 3,89 66 20 96,13 | 11,68 208 15 96,15 26,17 474 15
DPG2 14,12 299 24 96,15 | 53,20 1131 15 96,15 80,44 1710 15
DPG2ls 3,90 66 20 96,13 | 9,56 163 15 96,15 | 11,80 201 15
DPG3 15,73 336 24 96,15 | 56,44 1207 15 96,15 73,45 1570 15
DPG3Is 3,88 66 20 96,13 | 9,16 161 15 96,15 | 11,62 205 15
PD11i 13,00 18 8 96,15 | 22,68 26 15 96,15 | 29,01 32 15
PD11ir 13,45 17 11 96,13 | 13,56 19 10 96,15 13,61 22 15
PD12i 43,06 11 10 96,14 | 68,79 17 15 96,15 85,32 22 15
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Tabulka 7.19: Porovnanie metéd na datach News pre A = 0.01\,,,;.

Presnost ¢ 1073 10-6 1079
Metéda cas it. nnz cas it. nnz Cas it. nnz
APG 43,7 1841 943 | 330,7 13885 725 | 2584,9 108772 724
DPGl1ls 38,2 894 857 | 299,0 7020 724 | 1938,5 45620 724
DPG2 69,0 1824 895 | 351,9 9303 723 436,7 11543 724
DPG2lIs 37,5 868 813 | 167,1 3901 723 209,0 4879 724
DPG3 73,8 1954 808 | 523,6 13861 723 686,2 18169 724
DPGS3Is 44,5 1039 789 | 228,5 5360 723 286,7 6729 724
PD11i 57,2 83 325 | 2299 90 724 279,7 95 725
PD11ir 24,2 58 415 32,0 61 675 34,9 64 723
PD12i 135,8 77 244 | 5418 87 724 661,2 92 725
Tabulka 7.20: Porovnanie metod na datach Webspam pre A = 0.01\,,4..

Presn. ¢ 1073 1076 1079 3h

Metéda cas it. nnz Gsp. | cas it. nnz asp. Cas it. nnz €

APG 809 612 94 92,92 | 9752 7364 62 92,92 — 8157 61 | 7,2E-07

DPG1ls 690 281 82 92,94 | 7877 3236 62 92,92 — 4438 61 | 1,2E-07

DPG2ls 786 316 79 92,89 | 8356 3429 62 92,92 | 10695 4388 61

DPG3ls 969 395 80 92,91 | 8866 3642 62 92,92 — 4437 61 | 1,1E-08

PD11i 828 41 30 92,95 | 5272 51 60 92,92 6581 56 61

PD11ir 593 29 29 92,97 767 33 53 92,92 778 36 61
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DPG2Is | }
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- - - -PD11i

PD11ir

(F(x)-d)id

.
50

100 150
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Obr. 7.18: Porovnanie vyvoja relativnej suboptimality v ¢ase pre metoédy DPG2Is,

DPG3Is, PD11i, PD11ir na datach News a datach Webspam pre A = 0.01)\,,,45.
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Presnost ¢ 1073 10°¢ 107°
Data A nnz nnz nnz
Colon 0.1\ ez 54 28 26
Leukemia 0.01 M 0z 216 37 18
Revl 0.005Amar 6678 1027 767
Revl 0.001\0; 24519 3042 1758
Url 0.6Amaz 3 3 3
Url 0.05 A maz 22 18 15
News 0.0l e 18048 1135 753
Webspam 0.01 )\ 0z 776 100 62
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Tabulka 7.21: Vysledné pocty nenulovych zloziek riesenia pri metoéde PD11ir bez za-

okriihlovacieho pravidla (7.2).



Zaver

Dizertacna praca sa zaoberala modernymi metdédami konvexnej optimalizacie vhod-
nymi na riesenie nediferencovatelnych tloh na volny extrém Specidlnej struktiry, pri
ktorych je ucelova funkcia rozlozitelna na konvexnu diferencovatelni a nediferencova-
telna cast. Cielom prace bolo spracovat prehlad znamych metod rieSenia, ich teoreticka
analyza, navrhnutie pripadnych modifikacii ¢i numerickych vylepseni metod. Medzi
ciele prace takisto patrilo aj testovanie a porovnanie jednotlivych metdd riesenia vy-
konanim numerickych experimentov na vygenerovanych datach a aplikacia vybranych
metod na realne problémy z roznych oblasti.

V Kapitole 1 sme sa venovali iloham na volny extrém so Specidlnou struktirou,
pricom sme uviedli viaceré aplikacie tychto tloh a metédy riesenia. Konkrétne sme
sa zaoberali tzv. [j-regulovanymi tlohami, ktoré obsahuju vo svojej tcelovej funkcii
[y normu a maju v praxi Siroké uplatnenie. Medzi najvyznamnejsich predstavitelov
tychto uloh patri tloha [;-regulovanych najmensich stvorcov a tloha [;-regulovanej
logistickej regresie, na ktoré sme sa sustredili v dalsej ¢asti prace. Pre tieto tlohy sme
spravili prehlad ¢lankov inych autorov o danej problematike, kde sme spracovali prehlad
aplikacii a takisto prehlad pouzivanych metéd riesenia.

Dalsie dve kapitoly prace boli venované modernym metédam konvexnej optimali-
zacie pouzitelnym na riesenie [i-regulovanych tloh. Konkrétne sme sa zaoberali pro-
ximalnymi metédami a metédami vnitorného bodu. Kapitola 2 bola venovana proxi-
malnym metodam, predstavili sme v nej postupne proximal-gradientni met6du, zrych-
lenti proximal-gradientn metodu, proximal-newtonovu metodu, prirastkovi proximal-
gradientni metédu a nakoniec ADMM metédu. Taktiez sme navrhli novi proximal-
kvazinewtonovu metodu a na zaklade réznych interpretacii proximal-gradientnej me-

tody sme odvodili analogické interpretacie pre proximal-newtonovu metédu a proximal-
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kvazinewtonovu metédu. Pomocou tychto réznych interpretacii sme na mnohé proxi-
malne metoédy poskytli zjednocujuci pohlad. V Kapitole 2 sme takisto predstavili 3
spadové modifikacie zrychlenej proximal-gradientnej metédy, z toho jedna je nasim
vytvorom. Jednd sa o hybridni metodu, ktord vo svojom algoritme spaja zrychleni
proximal-gradientni metodu a zakladni proximal-gradientnii metodu, ktora je spa-
dova.

Kapitola 3 sa venovala metédam vnutorného bodu, kde sme uviedli primarno-
dudlnu metédu vnutorného bodu, jej myslienku, primarno-dudlny smer optimaliza-
cie a algoritmus. V tejto kapitole sme takisto predstavili novi primérno-dualnu me-
todu vnitorného bodu s redukciou dimenzie, ktort sme vytvorili Specidlne na riesenie
l1-regulovanych tloh. Tato hybridna metéda kombinuje metédy vnitorného bodu s
proximalnymi metdédami a prinasa metédam vnitorného bodu niekolko potencidlnych
vyhod, medzi ktoré patri predovsetkym zrychlenie vypoctového casu. Vysvetlili sme
myslienku metody, objasnili jej fungovanie a takisto sme uviedli schému algoritmu.

V Kapitole 4 sme sa zaoberali implementaciou proximélnych metéd a priméarno-
dualnych metdéd vnutorného bodu priamo na riesenie tloh [;-regulovanych najmensich
Stvorcov a [;-regulovanej logistickej regresie. V ¢asti o implementécii proximalnych me-
tod sme odvodili tvary proximélnych operatorov pre nase tlohy a takisto sme sa veno-
vali problematike volby dizky kroku. KedZe metédy vntitorného bodu st pouZivané na
riesenie diferencovatelnych konvexnych optimaliza¢nych tloh, v ¢asti o implementacii
metod vnitorného bodu sme uviedli 2 sposoby transformacie [;-regulovanych tloh na
konvexnu tlohu s diferencovatelnou tic¢elovou funkciou a linedrnymi ohranic¢eniami. Pre
obe tieto ekvivalentné tlohy sme odvodili Newtonove systémy pre hladanie primarno-
dudlnych smerov optimalizacie. Takisto sme spomenuli a odvodili mozné vylepSenia
vyuzitelné pri rieseni danych systémov.

Rozsiahlym numerickym experimentom na umelo generovanych datach sa venovala
Kapitola 6, kde sme testovali vykon velkého mnozstva nami naprogramovanych me-
tod v prostredi MATLAB, pricom sme sa snazili ¢o najobjektivnejsie zhodnotit vykon
metod, najmé z hladiska vypoctového ¢asu. Tieto numerické experimenty povazujeme
za jeden z hlavnych prinosov prace. Metédy sme porovnavali na generovanych tlohéch

[1-regulovanych najmensich stvorcov ako aj na generovanych tlohach [;-regulovanej
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logistickej regresie a to pre viaceré sposoby generovania dat, ¢o podla nasho nazoru
este zvysilo objektivnost nadsho porovnania metéd. Na umelo generovanych tulohach
[1-regulovanych najmensich Stvorcov sme porovnavali vykon metoéd pri zmene roznych
parametrov generovanych tloh. Skiimali sme vplyv regulariza¢ného parametra A, vplyv
oboch rozmerov m a n, vplyv riedkosti matice dat, vplyv vzdialenosti pocitatoéného
rieSenia od optima, vplyv poc¢tu nenulovych prvkov optima, vplyv dynamického roz-
sahu optima a vykonali sme test skalovatelnosti metéd, podobnym sposobom ako v
¢lanku [56]. Takisto na umelo generovanych tlohéch [;-regulovanej logistickej regresie
sme porovnavali vykon metdd pri zmene roznych parametrov generovanych tloh. Sku-
mali sme vplyv regularizacného parametra A, vplyv oboch rozmerov m a n, vplyv ried-
kosti matice dat a vykonali sme test skalovatelnosti metéd, podobnym spdsobom ako
v ¢lanku [58]. Medzi testovanymi metédami bola aj nasa spadova modifikacia zrychle-
nej proximal-gradientnej met6édy s modifikovanym algoritmom urcovania dizky kroku
DPG2ls a takisto nasa nova primarno-dualna metéda vnitorného bodu s redukciou
dimenzie PD11ir. Tieto metody podavali na umelo generovanych datach vyborné vy-
sledky. Za celkovo ,univerzalne najlepsiu“ metédu povazujeme prave metodu PD11ir,
ktora dosahovala pre vacsinu experimentov na oboch generovanych tlohach najlepsie
vypoctové casy pre najvyssie pozadované presnosti pri tazsie riesitelnych tlohach z da-
nych experimentov. Oproti pévodnej PDMVB metode PD11i, z ktorej PD11ir vznikla,
sme pri kazdom experimente pozorovali zlepsenie vo forme tspory poctu iteracii, ale
predovsetkym v tispore vypoctového casu. Demonstrovali sme tak prinos pridania re-
dukcie dimenzie dat pomocou proximalnych metod do algoritmu primarno-dualnej me-
toédy vnatorného bodu. V experimentoch sme taktiez poukézali na mnohé vlastnosti
algoritmov metod.

V Kapitole 7 sme sa venovali redlnym aplikaciam [;-regulovanych tloh, testovali
sme funkénost vybranych metdd riesenia na redlnych problémoch (a déatach) z roz-
nych oblasti. Metody sme porovnavali na problémoch: dizajn mechanicej konstrukcie
(TTD), rekonstrukcia riedkeho signalu (SSR) a [;-regulovana logisticka regresia. V pri-
pade TTD 1loh z oblasti optimalneho topologického dizajnu najlepsie vypoctové casy
dosahovali PDMVB a predovsetkym hybridna metéda HYB2, ktort sme zostrojili na

zéklade vysledkov inych metéd. Metdéda HYB2 vo svojom algoritme kombinuje tri me-
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tody a vyuziva myslienku redukcie dimenzie. Pri porovnani metod na SSR ilohach z ob-
lasti spracovania signalov bolo zrejmé, ze dané data vyhovuju proximalnym metédam.
Najlepsie vypoctové casy dosiahli spadové modifikacie zrychlenej proximal-gradientne;
metédy s modifikovanym algoritmom urcovania dlzky kroku DPG2ls a DPG3ls. Pri
testovani funkcénosti metdd na riesenie [;-regulovanej logistickej regresie sme pouzivali
realne data pochadzajice z mediciny, z oblasti kategorizacie textu a z oblasti deteko-
vania Skodlivych stranok a spamu. Kedze sme chceli metdédy riesenia tloh otestovat
za reprezentativnych podmienok a relevantni hodnotu regularizacného parametra A
pre klasifikdciu pomocou [;-regulovanej logistickej regresie, rozhodli sme sa vykonaf na
datach analyzu vplyvu parametra A. Pricom sme sa tejto analyze venovali pre pripad,
ked mame testovaciu vzorku aj ked testovaciu vzorku nemame. Pre data bez testova-
cej vzorky sme na urcenie hodnoty A\ pouzivali tzv. k-fold cross-validaciu, pricom sme
vyuzili PDMVB. Pri néslednom porovnani vykonu metéd dosiahla celkovo najlepsie
vysledky PDMVB met6éda PD11ir. V testoch na jednolivych tlohach bola konzisten-
tne medzi najlepsimi metédami, resp. vo véicsine tloh podala najrychlejsi vypocovy
cas. Opat sme tak mohli pozorovat prinos redukovania dimenzie pomocou poznatkov
z proximalnych metdéd. V danych experimentoch sme taktiez skimali vplyv presnosti
pri nasom stopovacom kritériu na pocet nenulovych prvkov dosiahnutého riesenia ¢i
na naslednu uspesnost klasifikacie pomocou dosiahnutého riesenia. Zistili sme, ze ma
zmysel pocitaf riesenia do vécsSej presnosti.

Boli sme velmi spokojni s fungovanim nasich met6d PD11lir a DPG2Is v praxi a
to na umelo generovanych ulohach ako aj pri redlnych aplikaciach. V pripade oboch
metdd sa jednd o hybridné metédy kombinujice myslienky a algoritmy réznych me-
tod. Takisto sme vytvorili velmi efektivnu hybridni metédu z 3 metdéd na riesenie
TTD dloh. Preto si myslime, ze sme v praci ukazali, Ze ma zmysel skumat takéto
hybridné metédy kombinujtice dobré vlastnosti roznych algoritmov. Tuto oblast po-
vazujeme za oblast dalSiecho potencidlneho vyskumu. V dnesnej dobe vyzaduji mnohé
aplikacie riesif velkorozmerné tlohy, preto si myslime, zZe jeden z najpodstatnejsich pri-
nosov prace je prave vytvorenie metody PD11ir, ktora v pripade [;-regulovanych tloh
vie tito dimenziu dat rozumne redukovat a sustredit tak optimalizaciu na podstatné

zlozky rieSenia. Jej funkcénost sme experimentalne potvrdili na tlohéch [;-regulovanych
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najmensich stvorcov ako aj ulohach [i-regulovanej regresie a to pre umelé aj realne
data. Pri [;-regulovanej regresii na redlnych datach z réznych oblasti sme pomocou
PD11ir vedeli riesit velkorozmerné tlohy do velkej presnosti za vynikajice vypoctové
¢asy v porovnani s inymi metédami. Pomocou PD11ir sme tspesne vyriesili velkoroz-
merné tlohy rozmerov 60000 x 3231949, 19996 x 1355191 ¢i 200000 x 680715, pricom
poslednd menovand zaberala v operac¢nej paméti pocitaca viac ako 11GB. Otazku, ¢i
mozno nejakym rozmumnym spésobom redukovat dimenziu dat pri tlohéch iného typu
a urychlif tak nasledni optimalizaciu, povazujeme tiez za oblast dalsieho potencialneho

vyskumu.
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Dodatok A

Prilohy

A.1 Vldastnosti funkcii

Pri proximalnych metédach, resp. pri samotnom definovani proximalneho operéatora
pozadujeme, aby funkcia g bola tzv. uzavretd vlastna konvexna funkcia (angl. closed

proper convex function).

Definicia A.1.1. (uzavretd vlastnd konvexnd funkcia)[82] Funkcia g : R" — RU{+o0}

sa nazyva uzavretd vlastna konvexna funkcia, ak jej epigraf
epi g = {(z,t) € R" x R|g(x) <t} (A1)
je neprazdna uzavreta konvexna mnozina.

Pre konvergenciu proximalnych metod je casto pozadovany predpoklad Lipschit-
zovskosti gradientu funkcie f. Lipschitzovska konstanta L sa takisto pouziva pri volbe

konstantnych dlZok kroku pri tychto metédach.

Definicia A.1.2. Funkcia n premennych f(z) ma Lipschitzovsky spojity gradient s

konstantou L > 0, ak pre kazdu dvojicu bodov z,y € R" plati:

IVf(z) = V)l < Lz =yl (A.2)

Poznamka A.1.1. V literatire sa funkcia s L-Lipschitzovsky spojitym gradientom na-

zyva taktiez L-hladka.
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Tvrdenie A.1.1. [79] Dvakrdt spojito diferencovatelnd funkcia na R™ md Lipschitz-

sovsky spojity gradient s konstantou L > 0 prave vtedy, ked
IV2f(z)|| < L VxeR™ (A.3)

Veta A.1.1. [79] Nech funkcia f(x) md Lipschitzovsky spojity gradient s konstantou

L > 0. Potom pre kazZdu dvojicu bodov x,y € R™ plati:

7) — F(@) = V@)~ 2)] < 5y — (A4)

Vdaka predchédzajiicej vete je mozné funkciu f(x) s Lipschitzovsky spojitym gra-
dientom vo fixnom bode zy € R" ohranicit dvomi kvadratickymi funkciami zdola aj

zhora.

Definicia A.1.3. [79] Spojite diferencovatelna funkcia f(z) sa nazyva silnokonvexna
na R", ak existuje taka kladna konstanta p > 0, ze pre kazdu dvojicu bodov z,y € R”
plati:

F) 2 J(@) + V@) (y =) + Sy — o (A.5)

Z predchédzajicej definicie priamo vyplyva (ak z = z*), Ze minimum silnokonvexnej

funkcie je jednoznacné.

A.2 Subgradient funkcie

Proximalny operdtor izko suvisi s tzv. subgradientami (resp. subdiferencidlom) funkcie

g (o ¢om ndm hovori Veta 2.1.1.).

Definicia A.2.1. (Subgradient)[15] Vektor v € R™ nazyvame subgradientom funkcie
g:R" = R v bode z € domg, ak pre vietky body z € domyg spliia

g(z) > g(x) + v (z — ). (A.6)

Pozndmka A.2.1. Ak je g konvexna diferencovatelna funkcia, tak potom je jej gradient v
bode x rovny subgradientu (vidno z podmienky konvexnosti prvého radu). Subgradient
vsak moze existovat aj pre funkciu nediferencovatelni v bode x. V bode nediferencova-
telnosti x moze existovat viac subgradientov funkcie g v bode x (napriklad pre funkciu

g(x) = |z| v bode z = 0).
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Definicia A.2.2. (Subdiferencial)[15] Mnozina subgradientov funkcie g v bode z sa

nazyva subdiferenciél funkcie g v bode x a znadi sa dg(z).

Veta A.2.1. (Minimum nediferencovatelnej funkcie)[15] Bod x* je bodom minima kon-

vexnej funkcie g prdve vtedy, ked g je subdiferencovatelnd v bode x* a plati
0 € dg(z*), (A.7)

t.j. v =0 je subgradientom funkcie g v bode x*.

Dokaz vychadza priamo z faktu: g(x) > g(x*) pre vsetky x z definicného oboru
funkcie g.
Podmienka 0 € Jg(z*) sa pre funkciu g diferencovatelni v bode x redukuje na

zndmu podmienku 0 = Vg(z*).

A.3 Rychlost konvergencie

V tejto praci ¢astokrat spominame roézne rychlosti konvergencie. Podla [79] rychlost

konvergencie je:

e tzv. sublinedrna, ak je popisana mocninovou funkciou ¢isla iteracie.

Napriklad r, < £.

e tzv. linedrna, ak je dand exponencidlnou funkciou dcisla iteracie.

Napriklad r, < (1 — g)*.

e tzv. kvadratickd, ak ma tvar dvojnasobnej exponencidlnej funkcie ¢isla iteracie.

Napriklad rpy < cr? <... < 1(cr0)2k.

C

A.4 Sherman—Morrison—Woodbury formula
Podla [48] Sherman-Morrison-Woodbury formula vyzera nasledovne
(A-Us'vhHt=A"+ A 'lUS -viatu)y-'viat, (A.8)

kde matice U a V st typu n X m a matice A € R™™ a § € R™*" st regularne.



Dodatok B

Tabulky

V tejto casti uvadzame podrobné vysledky experimentov spracované v tabulkach.
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