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Úvod

Mnohé javy, ktorých vlastnosti sú predmetom experimentálneho bádania, majú dynam-
ický, evolučný charakter. V mnohých vedných oblastiach ako fyzika, biológia, medicínna,
inžinierstvo ale aj v spoločenskovedných disciplínach môžeme charakter správania sa skú-
manej veličiny popísat’ diferenciálnymi rovnicami.

Napriek tomu, že charakterizácia mnohých fundamentálnych zákonov dobre aprox-
imuje realitu, teoretické a pozorované skutočné hodnoty sa vždy odlišujú, pričom túto
odlišnost’ pripisujeme nepozorovatel’ným náhodným chybám. Preto neznáme vlastnosti
(parametre diferenciálnych rovníc) odhadujeme.

V štatistike existujú dva principiálne odlišné spôsoby ako uchopit’ náhodnost’ pozo-
rovaných hodnôt. Nech L je zákon popisujúci stav veličiny x(t) = xθ(t) v čase t v závislosti
od hodnoty vektora vlastností θ. V prvom, klasickom prístupe predpokladáme, že veličina
x(t) spĺňa predpísaný zákon presne a výsledné pozorovania X(ti) v časoch ti, i = 1, . . . , n,
sú potom výsledkom kontaminácie presných hodnôt x(ti) zväčša bielym šumom pripiso-
vanému chybe meracieho zariadenia, čiže

{

L
(

dkx(t)
dtk ,

dk−1x(t)
dtk−1 , . . . ,

dx(t)
dt

, x(t), t,θ
)

= 0,

X(ti) = x(ti) + εi, i = 1, . . . , n.
(1)

Uvedený prístup možno nájst’ v mnohých tradičných publikáciách.
Druhý prístup integruje šum priamo do zákona tým, že predpokladá

L

(

dkX(t)

dtk
,
dk−1X(t)

dtk−1
, . . . ,

dX(t)

dt
,X(t), t,θ, “šum”

)

= 0. (2)

Na rigoróznu formuláciu prístupu (2) využívame terminológiu stochastického počtu, vid’
napríklad monografiu [15].

Základný rozdiel medzi situáciou popísanou v (1) a (2) spočíva v tom, že druhý príst-
up generuje stochastický proces s korelovanými pozorovaniami, ktorý pozorujeme presne,
kým prvý prípad potláča prirodzenú vnútornú náhodnost’. Samozrejme, aj v prvom prís-
tupe je možné uvažovat’ koreláciu medzi pozorovaniami, táto by však bola umelá.
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Kapitola 1

Ciele dizertačnej práce

Predložená dizertačná práca sa zaoberá vývojom metód navrhovania experimentov pre
procesy popísané Itōovymi stochastickými diferenciálnymi rovnicami (slabé riešenia) v
tvare

dX(t) = fθ,β(t,X(t))dt + σβ(t,X(t))dW (t), X(0) = X0 (1.1)

kde θ je vektor charakteristík procesu, ktorý je predmetom skúmania, β je parameter šumu
mimo sféry záujmu, X0 je neznáma ale pevná počiatočná hodnota a {W (t)}t≥0 je Wienerov
proces.

Stochastická diferenciálna rovnica (1.1) je pomerne všeobecná a uvedená oblast’ nebo-
la doposial’ systematicky analyzovaná a dostupná literatúra ponúka iba zopár publiká-
cií zaoberajúcich sa problematikou navrhovania experimentov pre procesy popísa(tel’)né
stochastickými diferenciálnymi rovnicami, napríklad [19, 10, 24, 8, 9, 7, 1, 5]. preto sa v
predloženej práci obmedzíme na jednoduchšie, lineárne rovnice v tvare

dX(t) = [aθ,β(t) + bθ,βX(t)]dt + σβ(t)dW (t), (1.2)

čiže f(t, x) = a(t) + b(t)x a σ(t, x) = σ(t).
Ciel’om dizertačnej práce je ...

• ... študovat’ existenciu optimálnych návrhov experimentov pre procesy popísané
rovnicami v tvare (1.2): Dôkaz existencie optimálnej alokácie časov pozorovania pro-
cesu je fundamentálnou otázkou, nakol’ko z nej vyplýva opodstatnenost’ použitia
optimalizačných metód ako aj zmysel samotnej úlohy optimalizácie experimentu.
Najčastejším spôsobom, ako zodpovedat’ uvedenú otázku, je stanovenie podmienok
spojitosti Fisherovej informačnej matice na hranici množiny prípustných návrhov
Tn \ Tn; napríklad Sacks a Ylvisaker [19, 20] formulovali spojitost’ Fisherovej in-
formačnej matice cez spojitost’ funkcionálnych priestorov, pričom sa odvolávali na
vlastnosti Hilbertových priestorov s reprodukčnými jadrami. Vo väčšine publikácií,
kde optimálne návrhy existujú (napr. [10, 8, 9, 7] a iné), autori uvažujú iba neznáme
parametre strednej hodnoty. V prípadoch, kde je neznámy parameter situovaný aj v
kovariančnej štruktúre, dochádza už ku komplikáciám, vid’ [24].

• ... odvodit’ asymptotickú Fisherovu informačnú maticu: Vypočítat’ optimálne časy
pozorovania procesu s korelovanými pozorovaniami pri konečnom výbere je nekon-
vexný problém, a explicitné riešenia uvádza iba málo publikácií, napríklad [2, 10, 8,
9, 7]. Iní autori bud’ vyvíjali numerické metódy identifikácie optimálnych alokácií
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1. CIELE DIZERTAČNEJ PRÁCE 2

[18], alebo sa snažili obíst’ náročnost’ uvedenej úlohy budovaním alternatívnych, čas-
to asymptotických (v zmysle počtu pozorovaní) metód [19, 20, 21, 22, 23, 4, 25, 3].
V dizertačnej práci tiež obchádzame základnú optimalizačnú úlohu, a to tak, že sa
zameriavame na výpočet tzv. ultimátnej efektívnosti [17] (nomenklatúra [7]), kde
porovnávame informáciu získanú z konečného návrhu s informáciou, ktorú by sme
teoreticky získali pozorovaním celej trajektórie procesu. Ultimátna informácia má v
plánovaní experimentov dvojaké využitie: na jednej strane nám poskytuje obraz o
tom, do akej miery vyčerpávame totálnu dosiahnutel’nú informáciu a či má vôbec
význam optimalizovat’ experiment, a na strane druhej nám umožňuje určit’, či nákla-
dy na d’alšie pozorovanie sú adekvátne eventuálnemu nárastu v množstve získanej
informácie [19].

• ... rozšírit’ výsledky získané pre lineárne stochastické diferenciálne rovnice v tvare
(1.2) na všeobecnejšie stochastické diferenciálne rovnice v tvare (1.1).



Kapitola 2

Výsledky dizertačnej práce

2.1 Motivácia: analýza neautonómneho nestacionárneho
Ornsteinovho-Uhlenbeckovho procesu

Uvažujme Itōov process {X(t)}t≥0 popísaný stochastickou diferenciálnou rovnicou

dX(t) = κ(X̄ − X(t))dt + σ(t)dW (t), (2.1)

kde počiatočný stav X(0) = X0 a stacionárna stredná hodnota X̄ sú neznáme parame-
tre, κ > 0 je známa rýchlost’ konvergencie k stacionárnej strednej hodnote a σ(t) je až na
konštantný násobok známa polospojitá deterministická funkcia.

Použitím Itōovej lemy l’ahko ukážeme, že

E [X(t)] = e−κtX0 + (1 − e−κt)X̄,

čiže stredná hodnota procesu je lineárnou funkciou neznámych parametrov. Ak teda máme
návrh τ ∈ Tn o rozsahu n, potom pozorovania X(τ ) spĺňajú lineárny regresný model

X(τ ) = (e−κτ )X0 + (1n − e
−κτ )X̄ + ε(τ ) = F(τ )θ + ε(τ ), (2.2)

kde F(τ ) = (e−κτ ,1n − e
−κτ ) je matica návrhu, θ = (X0, X̄)T je vektor neznámych

parametrov a ε(τ ) = (εt1 , . . . , εtn
)T je vektor náhodných chýb taký, že

E [ε(τ )] = 0n and V[ε(τ )] = Σ(τ ). (2.3)

Ked’že proces {X(t)}t≥0 je gaussovský, pre výpočet informačnej matice potrebujeme
charakterizovat’ aj druhé momenty pozorovaní.

Lema 1. Majme vektor pozorovaní X(τ ), τ ∈ Tn, potom ij-tý prvok, i ≤ j, kovariančnej matice
Σ(τ ) definovanej v (2.3) má tvar

{Σ(τ )}ij = u(ti)v(tj), kde

u(t) = e−κt

∫ t

0

e2κνσ2(ν)dν a

v(t) = e−κt.

Lema 2. Kovariančná matica Σ(τ ) definovaná v leme 1 je kladne definitná pre každé τ ∈ Tn,
n ≥ 2.

3



2. VÝSLEDKY DIZERTAČNEJ PRÁCE 4

Z lemy 1 vyplýva, že proces popísaný rovnicou (2.1) má súčinovú kovariančnú štruk-
túru. Použitím výsledku Harmana a Štulajtera [8] o súčinových kovariančných štruktúrach
dostaneme Fisherovu informačnú maticu pre návrh s rozsahom n:

I (τ ) =

(

e−2κt1

V[X(t1)]
e−κt1 (1−e−κt1 )

V[X(t1)]
e−κt1 (1−e−κt1 )

V[X(t1)]
(1−e−κt1 )2

V[D(t1)]
+ S(τ )

)

,

kde

S(τ ) =

n
∑

i=2

(eκti − eκti−1)2

e2κtiV[X(ti)] − e2κti−1V[X(ti−1)]
=

n
∑

i=2

(eκti − eκti−1)2
∫ ti

ti−1

e2κνσ2(ν)dν
.

V d’alšom ukážeme, že existuje optimálny návrh o rozsahu n z množiny Tn. V prvom
kroku ukazujeme, že optimálny návrh nie je koncentrovaný do jedného bodu.

Lema 3. Nech n ≥ 3 a τ 0 = tn1n. Potom existuje návrh τ 1 = (t1, . . . , tn)T ∈ Tn taký, že t1 < tn
a I (τ 1) �L I (τ 0).

Ked’že optimálny návrh je alokovaný vždy aspoň dvoch odlišných bodoch, na dôkaz
existencie optimálnych návrhov v množine Tn stačí ukázat’, že opakovaným pozorovaním
nezískame žiadnu dodatočnú informáciu.

Veta 1. V lineárnom modeli so strednou hodnotou (2.2) a kovariančnou štruktúrou uvedenou v
leme 1 vždy existuje Φ-optimálny návrh o rozsahu n, na množine Tn.

Veta 2. V lineárnom modeli so strednou hodnotou (2.2) a kovariančnou štruktúrou uvedenou v
leme 1, ak je funkcia σ(t) nerastúca, potom je optimálne položit’ t∗n = T ∗.

Veta 3. Asymptotická Fisherova informačná matica získaná pozorovaním procesu popísaného rovni-
cou (2.1) v každom čase na D je

I∞(T∗, T
∗) =

(

e−2κT∗

V[X(T∗)]
e−κT∗ (1−e−κT∗ )

V[X(T∗)]
e−κT∗ (1−e−κT∗ )

V[X(T∗)]
(1−e−κT∗ )2

V[X(T∗)]

)

+

(

0 0
0 1

)

κ2

∫ T∗

T∗

dν

σ2(ν)
.

Navyše, pre l’ubovol’ný návrh τ = (t1, . . . , tn)T ∈ Tn, kde T∗ ≤ t1 a tn ≤ T ∗, platí: i) S(τ ) ≤
S∞(T∗, T

∗), a ii) I (τ ) �L I∞(t1, t2) �L I∞(T∗, T
∗).

Z vety 3 vyplýva, že optimálne časy pozorovania procesu sú viac koncentrované v
oblastiach s nízkou úrovňou volatility, čo má zrejmú fyzikálnu interpretáciu, ktorú v práci
uvádzame spolu s príkladom.

2.2 Výsledky pre všeobecné lineárne stochastické diferenciálne rovnice

2.2.1 Model a jeho vlastnosti

Predpokladajme, že pozorujeme proces {X(t)}t≥0 popísaný lineárnou Itōovou stochastick-
ou diferenciálnou rovnicou v tvare

dX(t) = [aθ,β(t) + bθ,β(t)X(t)]dt + σβ(t)dW (t) (2.4)

= fθ,β(t,X(t))dt + σβ(t)dW (t),

X(0) = X0 ∈ R je pevné.
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Naše základné predpoklady týkajúce sa modelu sú: existujú derivácie funkcií fθ,β(t, x)

a σβ(t) vzhl’adom na neznámy parameter ϑ = (X0,θ
T, β)T ∈ R×R

m−2×R, funkcie aθ,β(t),
∂aθ,β(t)

∂ϑ
, bθ,β(t), ∂bθ,β(t)

∂ϑ
, σβ(t) a σ2

β(t) sú integrovatel’né vzhl’adom na t na intervale [0, T ∗],
a σβ(t) je kladná takmer všade vzhl’adom na Lebesgueovú mieru na reálnej priamke.

Kl’účom ku mnohým odpovediam a dôkazom nasledujúcich tvrdení, ktoré práca dáva,
je fakt, že rovnica (2.4) generuje markovovský gaussovský proces. To nám umožní rozpísat’
Fisherovu informačnú maticu pre analýzy vel’mi vhodným spôsobom:

Lema 4. Nech {X(t)}t≥0 s pevným X(0) je ϑ-parametrizovaný markovský proces so spojitým
časom a gaussovskou prechodovou hustotou. Potom pre každý návrh τ ∈ Tn, Fisherova informačná
matica pre X(τ ) má tvar

I (τ ,ϑ∗) = IX(t1)|X(0)(ϑ
∗) +

n
∑

i=2

EX(ti−1)

[

IX(ti)|X(ti−1)(ϑ
∗)
]

,

kde IX(ti)|X(ti−1)(ϑ
∗) je Fisherova informačná matica pre X(ti) podmienené hodnotou X(ti−1) a

EX(ti−1)[·] je očakávanie vzhl’adom na náhodnú veličinu X(ti−1).

Lema 4 platí aj vo všeobecnejšej situácii, kedy prechodová hustota spĺňa tradičné pod-
mienky regularity, a to aj v prípadoch, kedy pozorujeme viacrozmerný stochastický proces.

Základom pre hlbšiu analýzu procesu {X(t)}t≥0 z hl’adiska informácie sú jeho pravde-
podobnostné vlastnosti. Zrejme v každom čase t môžeme sledovaný proces zapísat’ v tvare
X(t) | X(t0) = E [X(t) | X(t0)] + ε(t) | X(t0). Ak B(t) je l’ubovol’ná primitívna funkcia k
funkcii b(t), potom

Eθ,β [X(t) | X(t0)] = eBθ,β(t)−Bθ,β(t0)X(t0) +

∫ t

t0

eBθ,β(t)−Bθ,β(ν)aθ,β(ν)dν,

ε(t) | X(t0) =

∫ t

t0

eBθ,β(t)−Bθ,β(ν)σβ(ν)dW (ν)

a z Itōovej izometrie vyplýva

Vθ,β [X(t) | X(t0)] =

∫ t

t0

e2[Bθ,β(t)−Bθ,β(ν)]σ2
β(ν)dν.

Aby sme si utvorili celkový obraz o {X(t)}t≥0, dokázali sme nasledujúce pomocné tvrde-
nie:

Lema 5. Nech {X(t)}t≥0 je proces popísaný stochastickou diferenciálnou rovnicou (2.4). Potom
pre l’ubovol’né t1 a t2, t2 ≥ t1 ≥ 0,

Cθ,β [X(t1),X(t2)] = u(t1)v(t2), kde

uθ,β(t) = eBθ,β(t)

∫ t

0

e−2Bθ,β(ν)σ2
β(ν)dν,

vθ,β(t) = eBθ,β(t).

Čiže problém návrhu experimentu pre proces (2.4) sme pretransformovali na úlohu
návrhu experimentu pre gaussovský nelineárny regresný model

∀
τ∈Tn

X(τ ) ∼ N
(

EX0,θ,β [X(τ )],Vθ,β [X(τ )]
)
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Lema 6. Nech {X(t)}t≥0 je proces popísaný stochastickou diferenciálnou rovnicou (2.4) a ‖ · ‖ je
metrika na R

n. Pre každý návrh τ 0 ∈ Tn a δ > 0 existuje návrh τ ∈ Tn taký, že ‖τ 0 − τ‖ < δ a
I (τ ,ϑ∗) �L I (τ 0,ϑ

∗). Špeciálne, ak návrh τ 0 patrí do hraničnej množiny Tn \ Tn, potom τ 0

je dominovaný l’ubovol’ným návrhom τ ∈ Tn, kde t1 = {τ 0}1 a ti = {τ 0}i ak {τ 0}i > {τ 0}i−1.

Dôkaz lemy 6 je založený na markovovskosti procesu {X(t)}t≥0 a na skutočnosti, že
lim∆→0 Pr[X(t + ∆) = X(t)] = 1, a preto uvedený výsledok môžeme zovšeobecnit’ na
širšiu triedu procesov, podobne ako v prípade lemy 4.

Ked’že proces {X(t)}, ktorý rieši rovnicu (2.4), je gaussovský, Fisherova informačná
matica má tvar

I (τ ,ϑ∗) =

(

{I (τ ,ϑ∗)}ϑIϑI
{I (τ ,ϑ∗)}ϑIβ

{I (τ ,ϑ∗)}βϑI
{I (τ ,ϑ∗)}ββ

)

,

kde

{I (τ ,ϑ∗)}α1α2
=

(

∂E [X(τ )]

∂α1
V−1[X(τ )]

∂E [X(τ )]

∂αT

2

)

∣

∣

∣

∣

∣

ϑ∗

+
1

2
tr

{

V−1[X(τ )]
∂V[X(τ )]

∂α1
V−1[X(τ )]

∂V[X(τ )]

∂αT

2

}

∣

∣

∣

∣

∣

ϑ∗

(2.5)

a ϑ∗ je prvotný odhad skutočnej hodnoty neznámeho parametra [14].

Veta 4. Ak je počiatočná hodnota X0 stochastickej diferenciálnej rovnice (2.4) jediným neznámym
parametrom, potom je optimálne položit’ t1 = T∗ bez ohl’adu na rozsah návrhu. Odpovedajúca
variancia odhadu je

V[X̂0] =

∫ T∗

0

e2[B(0)−B(ν)]σ2(ν)dν.

Dôležitým predpokladom pre platnost’ predchádzajúcej vety je absencia počiatočnej
hodnoty v koeficientoch stochastickej diferenciálnej rovnice.

2.2.2 Existencia lokálne optimálnych návrhov

Ťažkosti s existenciou optimálnych návrhov, a to nielen pre uvažovanú triedu procesov,
ale pre modely s korelovanými pozorovaniami vo všeobecnosti, vznikajú, ked’ Fisherova
informačná matica I (τ ,ϑ∗) nie je spojitá v hraničných bodoch Tn \ Tn. To zdôrazňuje
dôležitost’ asymptotických vlastností Fisherovej informačnej matice. Samozrejme, špeci-
fikáciou informačnej funkcie Φ, t. j., miera informácie je definovaná hodnotou Φ[I (τ ,ϑ∗)],
môžeme potlačit’ vplyv nespojitosti Fisherovej informačnej matice, preto sa zaoberáme
otázkou existencie optimálnych návrhov v “silnom zmysle”, čiže sa pýtame, či pre každý
bod z hraničnej množiny τ 0 ∈ Tn \ Tn existuje návrh τ ∈ Tn taký, že pre l’ubovol’nú
postupnost’ návrhov {τ (k)}k on Tn, kde limk→∞ τ (k) = τ 0, Fisherova informačná mat-
ica I (τ ,ϑ∗) loewnerovsky dominuje maticu limk→∞ I (τ (k),ϑ∗). To znamená, že ak je
splnená podmienka existencie optimálneho návrhu v silnom zmysle, potom existuje opti-
málny návrh bez ohl’adu na výber informačnej funkcie.

Pomocou lemy 4 môžeme preskúmat’ limitné vlastnosti Fisherovej informačnej matice
pre podkladovú stochastickú diferenciálnu rovnicu (2.4):

Lema 7. Nech {X(t)}t≥0 je proces popísaný stochastickou diferenciálnou rovnicou (2.4) a ϑ∗ je
prvotný odhad skutočnej hodnoty parametra ϑ. Potom, pre l’ubovol’né konštanty π1 and π2,

lim
∆→0

(

EX(t+π1∆)

[

IX(t+π2∆)|X(t+π1∆)(ϑ
∗)
]

− I∞(t,ϑ∗)(π2 − π1)∆ − O(t,ϑ∗)
)

= 0m×m,
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kde

I∞(t,ϑ∗) =

∂fϑ(t,x)
∂ϑ

∣

∣

∣

x=E[X(t)]

∂fϑ(t,x)

∂ϑT

∣

∣

∣

x=E[X(t)]
+ ∂bϑ(t)

∂ϑ

∂bϑ(t)

∂ϑT Vϑ[X(t)]

σ2
β(t)

∣

∣

∣

∣

∣

ϑ∗

a

O(t,ϑ∗) =
1

2

∂ lnσ2
β(t)

∂ϑ

∂ lnσ2
β(t)

∂ϑT

∣

∣

∣

∣

∣

ϑ∗

.

Ked’že volatilita σ(t) závisí výhradne na parametri β, podl’a lemy 7 jediný prvok Fisher-
ovej informačnej matice, ktorý potenciálne nie je spojitý na hraničnej množine, je diagonál-
ny prvok {I (τ ,ϑ∗)}ββ . Preto platí nasledujúca veta:

Veta 5. Ak β nie je neznámy parameter stochastickej diferenciálnej rovnice (2.4), potom optimálny
návrh pre odhad parametra ϑ = ϑI existuje v silnom zmysle, a to pre každé n a ϑ∗.

Technika dôkazu vety 5 môže byt’ aplikovaná aj ked’ θ = (θT

E ,θT

V)T, kde ∂
∂θV

E [X(t)] =
∂

∂β
E [X(t)] = 0 a ∂

∂θE
V[X(t)] = 0. Potom Fisherova informácia o (X0,θ

T

E )T vyplývajúca zo
Schurovho doplnku je rovná bloku Fisherovej informačnej matice I (τ ,ϑ∗) zodpovedajúcej
(X0,θ

T

E )T. Tento blok je však spojitý, a teda optimálny návrh pre odhad (X0,θ
T

E )T existuje
v silnom zmysle.

Vo všobecnejšej situácii, za predpokladu korelácie pozorovaní je otázka existencie opti-
málnych návrhov komplexný problém, a to hlavne z dôvodu nekonvexnosti informácie.

Jednou z možností ako preskúmat’, či sa supremálna informácia dosahuje pri konver-
gencii postupnosti návrhov k hraničnej množine, je zamerat’ sa na lokálne správanie sa
Fisherovej informácie na hraničnej množine Tn \ Tn. Na tento účel môžeme použit’ pojem
smerovej derivácie [16]. V oblasti navrhovania experimentov, pre konvexné množiny, pre ξ

a ζ dané je smerová derivácia (maticovej/skalárnej) funkcie h v bode ξ a smere ζ zvyčajne
definovaná ako

∂h(ξ, ζ − ξ) = lim
∆ց0

h[ξ + ∆(ζ − ξ)] − lim∆ց0 h[ξ + ∆(ζ − ξ)]

∆
.

Uvedená smerová derivácia je dodefinovaná pre inštancie, kedy funkcia h nie je spojitá v
bode ξ.

Predpoklady modelu všakdávajú určité obmedzenia na výber prípustných smerov. Pre
l’ubovol’ný hraničný bod τ 0 ∈ Tn \Tn skonštruujeme prípustný smer τ = (t1, . . . , tn)T tak,
že vezmeme ti = {τ 0}i + πi, i = 1, . . . , n, kde πi = 0 if {τ 0}i > {τ 0}i−1, a vezmeme πi >

πi−1 ≥ 0 ak {τ 0}i = {τ 0}i−1 a ti > ti−1. Ďalej vyžadujeme, aby {τ 0}i+πi > {τ 0}i−1+πi−1.
Pre Fisherovu informačnú maticu potom môžeme definovat’

∂I (τ 0,π,ϑ∗) = lim
∆ց0

I (τ 0 + ∆π,ϑ∗) − lim∆ց0 I (τ 0 + ∆π,ϑ∗)

∆
.

Vektor τ 0 + ∆π má ostro rastúce zložky a konverguje k τ 0 pre ∆ → 0. Navyše, smerová
derivácia ∂I (τ 0,π,ϑ∗) je pozitívne homogénna v π, a preto podmienka {τ 0}i + πi >

{τ 0}i−1 +πi−1 nie je nevyhnutná, ked’že pre l’ubovol’ne malé ∆ sú zložky vektora τ 0 +∆π

ostro rastúce. Postačuje teda slabšia podmienka na výber smeru π:

π =

{

0, {τ 0}i > {τ 0}i−1

πi > πi−1, {τ 0}i = {τ 0}i−1
.

Využitím modifikovanej smerovej derivácie sme dokázali nasledujúcu vetu:
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Veta 6. Nech {X(t)}t≥0 je proces popísaný stochastickou diferenciálnou rovnicou (2.4) a ϑ∗ je
prvotný odhad skutočnej hodnoty parametra ϑ. Ak pre hraničný návrh τ 0 ∈ Tn \ Tn existuje
vektor α = α(τ 0) nezáporných konštánt taký, že matica

Z(τ 0,α,ϑ∗) =
n
∑

i=1,{τ0}i={τ0}i−1

αi

(

{I∞({τ 0}i,ϑ
∗)}θθ {I∞({τ 0}i,ϑ

∗)}θβ

{I∞({τ 0}i,ϑ
∗)}βθ {I∞({τ 0}i,ϑ

∗)}ββ

)

je kladne definitná, potom sa supremálna informácia nedosahuje, ked’ konvergujeme k τ 0, a to bez
ohl’adu na vol’bu informačnej funkcie.

Poznamenávame, že matica I∞(t,ϑ∗) má hodnost’ najviac dva. Zo subaditivity hod-
nosti matice ako funkcie vyplýva, že hodnost’ matice Z(τ 0,α,ϑ∗) je najviac dvojnásobok
kardinality množiny {i : {τ 0}i 6= {τ 0}i−1}. Veta 6 je preto užitočná najmô v prípadoch,
kedy sa overuje existencia optimálnych návrhov v silnom zmysle a dim(θ) = 1 (dim(ϑ) =
3). Napriek tomu môže táto veta dat’ určité indikácie aj pre vyššie dimenzie parametra θ.

2.2.3 Ultimátna efektívnost’ návrhov

Definícia ultimátnej efektívnosti tak, ako je uvedená v článku [17] je aplikovatel’ná iba ak je
limn→∞ Φ[I (τ (n),ϑ∗)] konečná, čo v našej situácii, kde parameter β je konzistentne odhad-
nutel’ný, nemusí platit’. Preto sme sa zamerali na subparameter ϑI: Vo všeobecnosti, ak if
ϑ = (ϑT

I ,ϑT

II)
T je delenie parametra na dva subparametre a τ ∈ Tn, potom Fisherova infor-

mačná matica II(τ ,ϑ∗) zodpovedajúca ϑI je daná Schurovým doplnkom

II(τ ,ϑ∗) = {I (τ ,ϑ∗)}ϑIϑI
− {I (τ ,ϑ∗)}ϑIϑII

{I (τ ,ϑ∗)}−
ϑIIϑII

{I (τ ,ϑ∗)}ϑIIϑI
,

kde {I (τ ,ϑ∗)}−
ϑIIϑII

je l’ubovol’ná zovšeobecnená inverzia matice {I (τ ,ϑ∗)}ϑIIϑII
. Na-

vyše Schurov doplnok zachováva loewnerovske usporiadanie matíc [11], preto:

Tvrdenie 1. Ak optimálny návrh pre odhad parametra ϑ existuje v silnom zmysle, potom optimál-
ny návrh pre odhad parametra ϑI tiež existuje v silnom zmysle.

Definícia 1 (Modifikácia definície ultimátnej informácie). Nech {τ (n)}n≥m ∈ CD a nech
ϑ = (ϑT

I ,ϑT

II)
T je rozdelenie neznámeho parametra, pre ktoré platí

λmax ({I∞(ϑ∗)}ϑIϑI
) < ∞,

λmax označuje najväčšie vlastné číslo, a

{I (τ (n),ϑ∗)}ϑIϑII
{I (τ (n),ϑ∗)}−

ϑIIϑII
{I (τ (n),ϑ∗)}ϑIIϑI

→ 0dim(ϑI)×dim(ϑI), (2.6)

ako n → ∞. Potom (lokálna) ultimátna efektívnost’ návrhu τ ∈ Tn pre odhad parametra ϑI

vzhl’adom na informačnú funkciu Φ, skrátene (lokálna) ultimátna Φ-efektívnost’, je pomer

ueff(τ | Φ,ϑ∗) =
Φ[II(τ ,ϑ∗)]

Φ[{I∞(ϑ∗)}ϑIϑI
]
.

Z lemy 4 a lemy 7 sme dostali:

Veta 7. Nech {X(t)}t≥0 je proces popísaný stochastickou diferenciálnou rovnicou (2.4) a nech
{τ (n)}n≥m ∈ CD. Potom

lim
n→∞

(

I (τ (n),ϑ∗) − I∞(ϑ∗) −
n
∑

i=2

O(ti,ϑ
∗)

)

= 0m×m,
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kde

I∞(ϑ∗) =

∂E[X(T∗)]
∂ϑ

∂E[X(T∗)]

∂ϑT

V[X(T∗)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϑ∗

+
1

2

∂ lnV[X(T∗)]

∂ϑ

∂ lnV[X(T∗)]

∂ϑT

∣

∣

∣

∣

∣

ϑ∗

+

∫ T∗

T∗

I∞(t,ϑ∗)dt,

a I∞(t,ϑ∗) a O(t,ϑ∗) sú definované v leme 7.

Ked’že parameter β je konzistentne odhadnutel’ný, použitím predchádzajúcej vety a v
súlade s definíciou 1 vieme vypočítat’ ultimátnu Φ-efektívnost’ návrhov pre subparameter
ϑI = (X0,θ

T)T.

2.2.4 Procesy Ornsteinovho-Uhlenbeckovho typu

Predchádzajúce výsledky sa síce vzt’ahujú na lineárne stochastické diferenciálne rovnice,
otázkou však je možnost’ rozšírenia výsledkov aj na iné, nelineárne rovnice. Motiváciou tu
je hlavne Fisherova-Neymannova veta o faktorizácii o postačujúcich štatistikách, ktorá nás
doviedla k nasledujúcej definícii:

Definícia 2. Nech µθβ(t, y) a γβ(t, y) sú dostatočne hladké funkciea nech proces {Y (t)}t≥0 je
popísaný stochastickou diferenciálnou rovnicou

dY (t) = µθ,β(t, Y (t))dt + γβ(t, Y (t))dW (t).

Ak existujú dostatočne hladké funkcie aθ,β(t), bθ,β(t), σβ(t) a ϕ(t, y), kde ϕ je bijektívna v y a
∂ϕ(t,y)

∂ϑ
= 0m pre všetky t ≥ 0 a y ∈ R, také, že proces {X(t)}t≥0 = {ϕ(t, Y (t))}t≥0 je popísaný

rovnicou
dX(t) = [aθ,β(t) + bθ,β(t)X(t)]dt + σβ(t)dW (t),

potom hovoríme, že proces {Y (t)}≥0 je Ornsteinovho-Uhlenbeckovho typu s asociovanými koefi-
cientmi a(t), b(t) a σ(t). Tento fakt označujeme symbolom {Y (t)} ∈ OUa(t),b(t),σ(t).

Veta 8. Nech {Y (t)}t≥0 je proces popísaný stochastickou diferenciálnou rovnicou

dY (t) = µ(t, Y (t))dt + σ(t)g(t, Y (t))dW (t),

kde funkcie µ(t, y) and g(t, y) sú dostatočne hladké a ∂g(t,y)
∂θ

= 0 pre všetky t ≥ 0 a y ∈ R. Ak je
splnená podmienka

d

dt

∫

dy

g(t, y)
= a(t) + b(t)

∫

dy

g(t, y)
+

1

2
σ2(t)

∂g(t, y)

∂y
−

µ(t, y)

g(t, y)

pre nejaké funkcie aθ,β(t) a bθ,β(t), potom {Y (t)}t≥0 ∈ OUaθ,β(t),bθ,β(t),σβ(t).

Dôsledok 1. Nech {Y (t)}t≥0 ∈ OUaθ,β ,bθ,β ,σβ
je proces popísaný stochastickou diferenciálnou

rovnicou
dY (t) = µθ,β(Y (t))dt + σβg(Y (t))dW (t)

a nech µ(y) je dané. Potom g(y) rieši obyčajnú diferenciálnu rovnicu
(

b −
∂µ(y)

∂y

)

g(y) + µ(y)
∂g(y)

∂y
+

1

2
σ2g2(y)

∂2g(y)

∂y2
= 0.
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2.2.5 Príklad aplikácie výsledkov na Gompertzovom rastovom modeli

V Gompertzovom rastovom modeli [6] je očakávaná vel’kost’ nádoru Yθ1,θ2
(t) riešením

obyčajnej diferenciálnej rovnice

dY (t)

dt
= θ2Y (t) − θ1Y (t) ln Y (t), Y (0) = Y0 známe, (2.7)

kde faktor spomal’ujúci rast θ1 a vnútorná miera rastu θ2 sú neznáme parametre v sfére
záujmu, a počiatočná vel’kost’ Y0 je zvyčajne známa a získaná z prvej detekcie (pri poku-
soch z prvej infekcie). Riešenie rovnice (2.7) je známe v explicitnej uzavretej podobne:

Yθ1,θ2
(t) = ee−θ1t ln Y0+(1−e−θ1t)

θ2

θ1 , (2.8)

čo vysvetl’uje popularitu modlu v aplikáciách.
Lokálne D-optimálny návrh Gomperzovho modelu, kde očakávaná vel’kost’ nádoru

(2.8) je kontaminovaná homoskedastickým bielym šumom, bol analyzovaný v článku [12].
Gompertzov model je možné prepísat’ do stochastickej diferenciálnej rovnice nasle-

dovne [13]:

dY (t) = [θ2Y (t) − θ1Y (t) ln Y (t)]dt + βY (t)dW (t), Y (0) = Y0 známe. (2.9)

Tu, čím väčší je nádor, tým kolísavejšia je jeho vel’kost’ a naopak.
Ak definujeme {X(t)}t≥0 = {lnY (t)}t≥0, potom {X(t)}t≥0 rieši stochastickú diferen-

ciálnu rovnicu

dX(t) =

(

θ2 −
1

2
β2 − θ1X(t)

)

dt + βdW (t).

Čiže {Y (t)}t≥0 je proces Ornsteinovho-Uhlenbeckovho typu s asociovanými koeficientmi

aθ2,β(t) = θ2 −
1

2
β2, bθ1

(t) = −θ1 a σβ(t) = β.

Ak položíme θ = (θ1, θ2)
T = ϑI, dostaneme asymptotickú Fisherovu informačnú maticu

pre θ

{I∞(ϑ∗)}θθ =
∂E[X(T∗)]

∂θ

∂E[X(T∗)]
∂θ

V[X(T∗)]
+

∂ lnV[X(T∗)]

∂θ

∂ lnV[X(T∗)]

∂θ

+
1

β2

∫ T∗

T∗

(

E2[X(t)] + V[X(t)] −E [X(t)]
−E [X(t)] 1

)

dt,

kde E [X(t)] = e−θ1t lnY0 + 1
θ1

(θ2 −
1
2β2)(1 − e−θ1t) a V[X(t)] = β2

2θ1

(1 − e−2θ1t).
Týmto sme získali všetky potrebné údaje pre výpočet ultimátnej efektívnosti návrhov.

2.3 Zovšeobecnenie výsledkov pre asymptotickú Fisherovu informačnú
maticu

Uvažujme všeobecnú situáciu, kedy pozorujeme Itōov proces {X(t)}t≥0 popísaný stocha-
stickou diferenciálnou rovnicou

dX(t) = fθ,β(t,X(t))dt + σβ(t,X(t))dW (t). (2.10)
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Predpokladáme, že existuje slabé riešenie rovnice (2.10), jeho prechodová hustota p(x, s |
y, t) = ∂

∂x
Pr[X(t + s) < x | X(t) = y] a jej prvé a druhé derivácie vzhšadom na neznámy

parameter ϑ = (θT, β)T sú polospojité sprava v bode s = 0 a integrovatel’né v y vzhl’adom
na pravdepodobnostnú mieru µ(A) =

∫

A
p(z, t | X(0), 0)dz. Ďalej požadujeme, aby pre-

chodová hustota spĺňala obvyklé podmienky regularity.
Potom dostávame nasledujúcu vetu:

Veta 9. Nech {X(t)}t≥0 je proces popísaný stochastickou diferenciálnou rovnicou (2.10) spĺňajúcou
príslušné predpoklady a nech {τ (n)}n≥m ∈ CD. Potom

lim
n→∞

(

I (τ (n),ϑ∗) − I∞(ϑ∗) −
n
∑

i=2

O(ti,ϑ
∗)

)

= 0m×m,

kde

I∞(ϑ∗) = IX(t1)|X(0)(ϑ) +

∫ T∗

T∗

EX(t)

[

∂fϑ(t,X(t))
∂ϑ

∂fϑ(t,X(t))

∂ϑT

σ2
β(t,X(t))

∣

∣

∣

∣

∣

ϑ∗

]

dt,

a

O(t,ϑ∗) =
1

2
EX(t)

[

∂

∂ϑ
lnσ2

β(t,X(t))
∂

∂ϑT
lnσ2

β(t,X(t))

∣

∣

∣

∣

ϑ∗

]

.
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