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1 Uvod

Pomocou uloh optimélneho riadenia mézeme modelovat’ a rieSit problémy, v ktorych
sa opakovane rozhodujeme — vo viacerych ¢asovych etapach volime vonkajsi vstup do
systému, tzv. riadenie. Stav systému sa vyvija podla diferen¢nej rovnice. V tilohdch
sa mozu vyskytovat aj rézne ohraniCenia na stav a riadenie, tieto vsak pri rieSeni po-
mocou Bellmanovej rovnice dynamického programovania nepredstavuji vyznamnejsiu
komplikaciu.

V redlnych problémoch sa casto stretdvame aj s ndhodnymi vplyvmi, ako st na-
priklad ndhodny dopyt zdkaznikov alebo vopred nezndmy cas trvania vyroby. Takéto
vplyvy mozZeme zohladnit pomocou stochastickych tiloh optimdlneho riadenia.

Stochastické tulohy optimdlneho riadenia sa obvykle riesia bez ohranic¢eni na prie-
beZny alebo koncovy stav. To vak nemusi stadit na rieSenie tloh z praxe. Casto v nich
musime uvazovat dodato¢nt podmienku napriklad na koncovy stav. Nie je vSak jasné,
ako tuto podmienku formulovat’ a akym spésobom takuto tlohu riesit. Preto je cielom
tejto prace analyzovat diskrétne stochastické tlohy optimélneho riadenia s ohranice-
niami na koncovy stav.

V praci sa zaoberame dvoma typmi ohraniCenia — podmienkou v tvare strednej
hodnoty a podmienkou na minimalnu pravdepodobnost. V oboch pripadoch definu-
jeme mnoziny pripustnych hodnot riadenia tak, aby sme tlohu mohli riesit pomocou
rovnice dynamického programovania. V druhej casti prace ilustrujeme ohranicenia na
koncovy stav pri numerickom rieSeni konkrétnych tloh: dlohe predavaca red’koviek
a ulohe o alokdcii prostriedkov v portfdliu.

1.1 Stochastické ulohy optimdlneho riadenia

Zacnime vsak stru¢nym prehfadom diskrétnych stochastickych tloh optimélneho ria-
denia. Zakladom pre tento ivod bola ucebnica [[9]] od Brunovského, Halickej a Jurcu.

Ulohy optimdlneho riadenia (OR) vo vSeobecnosti rieSia nasledujaci problém:
Uvazujme systém, ktorého stav Ciselne popisuje stavovd premennd. Nasou ulohou
bude tento systém v priebehu k etap ,riadit“, teda volit vonkajsi vstup — riadenie.

Aktudlny stav na zaciatku i-tej etapy (i = O, ..., k — 1) je opisany stavovou pre-
mennou x; € X;. Stav systému sa riadi diferen¢nou rovnicou x;,; = f;(x;,u;), do ktorej
vstupuje aktualny stav x; a zvolena hodnota riadenia u; € U,. Ulohou je volbou riade-
nia maximalizovat, resp. minimalizovat tcelova funkciu v tvare

~

—_

fio(xi’ui)-

1

Il
=}

Pociato¢ny stav je spravidla pevne zadany x, = a, pricom méZeme pozadovat, aby
koncovy stav x; patril do cielovej mnoziny C.
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Stochastické alohy

Rozs$irenim tlohy optimdlneho riadenia o ndhodné vplyvy dostaneme stochasticku
tilohu. Ndhodné vplyvy modelujeme pomocou ndhodnej premennej z;, pricom pred-
pokladdme zndme diskrétne rozdelenie Z;. Nahodné premenné z;, z;, su pre i # j ne-
zavislé. Konkrétnu realizdciu ndhodnej premennej z; v i-tej etape sa dozvieme azZ po
stanoveni hodnoty riadenia u;.

Ndhodnd premennd moéze vystupovat v stavovej diferenc¢nej rovnici pre x;,; alebo
aj v ulelovej funkcii f,°. Preto budeme maximalizovat strednii hodnotu ti¢elovej fun-
kcie cez vSetky ndahodné premenné Z = {z, ..., 2;_1}.

Pri volbe hodnoty riadenia u; ¢asto mozeme vyuzit aktudlny (ndhodny) stav sys-
tému x;. Preto namiesto postupnosti hodnét riadenia (programového riadenia) bu-
deme rieSenie stochastickej ulohy hladat ako spdtnu védzbu v; : X; — U;, kde v;(x;)
je funkcia aktudlneho stavu x;. Postupnost tychto funkeii V = {vy, vy,...,v,_1} potom
nazveme stratégia.

Definicia 1.1 (Standardna stochastick4 tiloha) Nasledujucu tlohu

k—1
max E Zfio(xizvi(xi)azi)
i=0

Vves
pri podmienkach  x;; = fi(x;, vi(x;),2), i=0,...,k—1, M
Xg = 4a,
ZiNZia i:0,...,k—1,
maximalizdcie v triede S pripustnych stratégii V definovanych ako V = {vy, ..., vi_1 },

kde v;(x) € U, pre vsetky i € 7 budeme nazyvat standardnd stochastickd tiloha opti-
mdlneho riadenia. Optimdlne riesenie tejto tlohy nazyvame optimdlnou stratégiou.

Ked'Zze E chdpeme ako strednu hodnotu cez postupnost vSetkych ndhodnych pre-
mennych Z = {2y, 21, ..., Zx_1}, pre zjednodusenie d’alsieho zdpisu zaved'me oznacenie
E; ; prei < j ako strednt hodnotu cez ndhodné premenné z;, ..., z;. Pre i = j zapiSeme
len E;, resp. E, ako strednt hodnotu cez ndhodnt premennd ;.

Veta 1.2 (Rovnica dynamického programovania) UvaZujme $tandardni tlohu ({I)).

Potom V = {Vj, ..., V,_; } je hodnotovd funkcia a V = {¥,, ..., %_, } optimdlna stratégia
prave vtedy, ked V;, v, j =0, ..., k—1, spl,riajﬁ pre kazdé j a x rovnicu dynamického
programovania:

V) = maxk; [£20wE)+ V(i xwz)]

= [£200,900,5) + V(e 900,50 @
Vi(x) = 0, prekazdé x.



Dokaz Vety [1.2] mozno ndjst v [9, Veta 2.7]. Rovnica dynamického programovania
pre ulohu bez akychkol'vek ohraniceni dava zaroven konkrétny navod na vypo-
Cet rieSenia — optimdlnej stratégie a hodnotovej funkcie: rekurentne od konca. Takto
mozeme riesit’ stochastické dlohy aj numericky.

Poznamenajme, Ze v deterministickej tilohe optimdlneho riadenia nepredstavuju
ohranicenia na priebezny stav x;, resp. koncovy stav x; ziadnu komplikdciu pri rieSeni.
Podobne jednoducho mézeme pomocou rovnice dynamického programovania aj ulohy
s funkciou koncového stavu, ktord sa zahrnie do hodnotovej funkcie V,.(x). Podrobnosti
mozno najst v [[9]].

1.2 Prehlad literatary

Pri modelovani redlnych problémov ¢asto musime celit nahodnym vplyvom — napriklad
ndahodnému dopytu spotrebitelov alebo ¢asu trvania vyroby. Matematicky zdklad pre
takéto rozhodovanie ponukaju hned dve oblasti matematiky — stochastické optimdlne
riadenie (SOR) a stochastické programovanie (SP).

Stochastické optimalne riadenie kladie déraz na dynamicky vyvoj, spravidla vo via-
cerych etapdch. Tedria a numerické metddy rieSenia deterministickych tloh sa daju
hladko adaptovat’ aj na stochastické ulohy, pokial dloha neobsahuje dodato¢né ohra-
nicenia na koncovy stav.

Na druhej strane stochastické programovanie bolo vyvinuté ako rozsirenie neline-
arneho programovania kvoli rieSeniu stochastickych tloh. V tychto tlohach rozlicné
typy ohraniceni nerobia Ziadne problémy. Dynamické dlohy je mozné rieSit pomocou
tzv. viacstupnového stochastického programovania.

Pristupy SOR a SP umoznuju ro6znorodé problémy efektivne sformulovat’ a obsahuju
nastroje, ktorymi sa daju riesit’. Ako pise Dupacova v [|8], vdaka ich nezavislému vyvoju
a uplne odlisSnym metédam su vzdjomné porovnania zriedkavé. V praxi vSak mozeme
ndjst podobné aplikdcie.

Napriklad zdkladnt stochastickt tlohu — problém predavaca novin mézeme najst
tak v stochastickom programovani [[15]], [[17], ako aj v optimalnom riadeni — preda-
vacka kvetin v [8]], resp. predavac red’koviek v [[9]. Vela podobnych aplikédcii m6zeme
ndjst aj v oblasti ekondmie a financii, napriklad problém optimalizdcie portfélia v opti-
malnom riadeni: [5], [11]], [18]], resp. v stochastickom programovani [[10].

Tato dizertacna praca sa vSak venuje hlavne optimalnemu riadeniu. Diskrétnym
uloham z oblasti ekonémie sa venoval Richard Bellman v monografii [1]] z roku 1957,
ktory navrhol rovnicu dynamického programovania ako metédu rieSenia iloh optimal-
neho riadenia. Neskor Bertsekas v [2]] pontkol uceleny prehlad problematiky, ktory
zahfnal aj stochastické optimalne riadenie.



Ulohy optimalneho riadenia s ohrani¢eniami

Zamerajme sa vSak na ohranicenia v stochastickych tlohdch. Ako pise [[15], stava sa, ze
chceme naraz zohl'adnit’ niekolko roznych cielov a preto niektoré z nich presunieme do
ohraniceni. Z toho vyplyva potreba riesit’ stochastické tilohy s podmienkou na koncovu
hodnotu stavu.

V deterministickej tlohe OR pritom nejde o zdvazna komplikéaciu, vhodnym obme-
dzenim mnoziny pripustnych riadeni dokdZzeme zabezpecit' splnenie podmienky (vid
[9]). V stochastickom pripade vSak koncovy stav predstavuje ndhodnd premennd,
preto je zabezpecenie splnenia podmienky komplikovanejsie.

Pri rieSeni tloh s koncovou podmienkou autori ¢lankov véac¢sinou volia stochastické
programovanie, ako napr. v [[11]]: vygeneruji strom scendrov a tlohu prevedu na line-
arne programovanie, kde zahrnt koncovi podmienku ako d’alSie ohranicenie. V sto-
chastickom optimédlnom riadeni sa podla [5] koncové ohraniCenia zvycajne nevysky-
tuju kvoli neistote ohfadom buduceho vyvoja.

RoOzne tvary koncového ohranicenia
Zhrnme si teraz r6zne tvary ohranicenia na koncovy stav (koncovej podmienky) v sto-
chastickych dlohach optimélneho riadenia:

1. Robustna podmienka: x;, > u. Podmienka musi byt splnend za kazdych okol-
nosti, je to obdoba ohranic¢enia v deterministickej tlohe. Ked'Ze x; je ndhodna
premennad, splnenie podmienky nemusi byt mozné. PouZzitie m6zeme najst’ v [6]]
v suvislosti s robustnymi rieSeniami stochastickych tloh OR.

2. Minimélna pravdepodobnost’ splnenia podmienky: P [x, > u] > 3, pri¢om
si mozeme zvolit (napr. 90%). Ide o zoslabenie predchadzajicej podmienky, od-
padne tak problém s extrémnymi pripadmi, ktoré maju malu pravdepodobnost'.

Ulohy s takymito podmienkami boli predmetom ¢lanku [[7]).

3. Podmienka na strednd hodnotu: E [x, | > u. Tito podmienka bude splnend
v priemernom pripade, podobne aj v ticelovej funkcii stochastickej tlohy maxi-
malizujeme strednu (priemernd) hodnotu. Tento pripad riesili autori [5] a [6],
ktori zhodne navrhli rekurentnt formulédciu podmienky v tvare mnoziny pripust-
nych hodnét riadenia.

Robustnd podmienka nie je prili§ vhodnd pre stochastickt ilohu, pretoze vyrazne
obmedzuje mnozinu pripustnych stratégii. Z tohto dévodu sa budeme venovat zvys-
nym dvom podmienkam, ktoré ndhodnost v tilohe zohladnuju.

Zaujimavé aplikacie koncovych podmienok mozno ndjst aj v spojitom pripade,
napriklad [[18] riesi ulohu s ohranicenim na rizikovi mieru Value-at-Risk pomocou



Hamilton—Jacobi-Bellmanovej rovnice. Co sa tyka koncovych podmienok v stochastic-
kom programovani, aj tu sa moéZeme stretntt s podmienkou na strednt hodnotu (napr.
[11]]), pripadne pravdepodobnostnymi podmienkami [13]], [[16] a [[17].

Téma ohraniceni na koncovy stav v diskrétnych stochastickych dlohach optimal-
neho riadenia je teda aktudlna a pomerne casto diskutovand, nepovazujeme ju vsak za
uspokojivo vyrieSend.

Uloha s penalizaciou
Ako sme spomenuli, koncové ohranicenie v stochastickej ilohe m6zeme podla [[15]]
chapat ako d’alsie rozhodovacie kritérium — d’alsi ciel, ktory sa snazime naplnit. Na-
miesto koncovej podmienky ho vsak mézeme zahrnut priamo do ucelovej funkcie, ako
dodato¢nti penalizdcia, ktord sa zapocita, ak podmienka nie je splnena.

Takyto spdsob riesenia stochastickej tilohy optimalneho riadenia navrhol [4] v tilohe
optimalizacie energie hybridnych vozidiel, logaritmickt penalizaciu uvazuje [3]]. Pena-
lizaciu spomina aj Prékopa v [[13]] v stochastickom programovani.



2 Ciele dizerta¢nej prace

Hlavné ciele dizertacnej prdace sme si stanovili vzhfadom na sicasny stav rieSenia dis-
krétnych stochastickych dloh optimélneho riadenia s koncovymi ohraniceniami.

{> Preskiumat moznosti rieSenia diskrétnych stochastickych tloh optimalneho
riadenia s kone¢nym diskrétnym rozdelenim nahodnej premennej
a s ohranicenim na koncovy stav a odpovedat’ na kl'ii¢ové otdzky:

¢ Ako mozeme sformulovat’ ohranicenia na koncovy stav v stochastickej
ulohe? Aké typy ohraniceni mozeme teda pouzivat'?

¢ Akym spdsobom moézeme ulohy s takymito ohrani¢eniami riesit?

{> Analyzovat teoretické a numerické problémy vyplyvajtce z rieSenia tychto tloh

a navrhnut efektivne rieSenia

¢ Sformulovat a dokézat' rovnicu dynamického programovania pre tlohy

s ohrani¢eniami na koncovy stav

¢ Naformulovat rézne koncové podmienky (podmienka na strednt hodnotu,
minimdlna pravdepodobnost splenia podmienky) v tvare mnoziny
pripustnych hodnét riadenia

¢ Preskumat moznosti numerického rieSenia stochastickych tloh s réznymi
verziami koncovej podmienky

{> Experimentdlne numericky overit teoretické vysledky a aplikovat navrhnuté
numerické metédy na rieSenie dvoch prototypov stochastickych tloh:

¢ jednoduchsi typ dlohy — diskrétny charakter stavu a riadenia, rovhomerné
rozdelenie nahodnej premennej, linedrna diferen¢na rovnica

¢ zlozitejsi typ ulohy — kontinudlny charakter stavu a riadenia,
komplikovanejSie rozdelenie ndhodnej premennej, zlozitejsia diferencna

rovnica

{> V jednom z prototypov numericky porovnat’ uspesnost splnenia koncovej
podmienky na rieSeniach ziskanych stochastickym programovanim v porovnani
s rieSenim optimdlneho riadenia a tak overit, ktory spésob je efektivnejsi pri
rieSeni uloh s koncovou podmienkou

<> Na zaver pomocou numerickych simuldcii overit, ktory zo spdsobov riesenia
stochastickych tloh s koncovou podmienkou je vyhodnejsi



3 Dosiahnuté vysledky

Na zdklade prehladu réznych koncovych ohraniceni v stochastickych tlohdch optimdl-
neho riadenia sme analyzovali dva zdkladné typy:

1. podmienku na strednt hodnotu koncového stavu

Eeq [x] =E [xi|xe1] > p, pre vietky x,_; € X;_q, 3

2. minimdlnu pravdepodobnost’ splnenia koncovej podmienky
P[kaM]Zﬁ- (4)

V tlohe bez ohraniceni su pripustné stratégie vSetky postupnosti {vi(x)}f;(}, pre
ktoré plati v;(x) € U; pre i € Z. Pokial v8ak priddme ohrani¢enie (3) alebo (4), pri-
pustné buddu len také stratégie, ktoré spolu so svojou odozvou spfﬁajﬁ koncové ohra-
nicenie. Nasim ciefom bolo preformulovat obe podmienky na mnozinu pripustnych
hodnét riadenia, medzi ktorymi m6zeme maximalizovat pri rieSeni pomocou Special-

nej rovnice dynamického programovania.

3.1 Podmienka v tvare strednej hodnoty

Pri podmienke na strednti hodnotu (3)) sme vychadzali z formulacie pripustnych hod-
not riadenia W;(x), resp. stavu X; podla ¢lanku [[5] a knihy [6]:
Wi(x) = {u; €U;lf; (x,u;,2) €X;yy previetky 28 ~Z;}, i=0,..,k=2,
Wi (x) = {wy €Uy |E fioy (U1, 2m1) = p}, (5)
Xi == {xEXllm(X)75®}, i:0,...,k_1.

Tato sme porovndvali s alternativnou definiciou, v ktorej sme pre i < k — 1 pouzili
oslabent podmienku na strednu hodnotu E; (namiesto vSetkych z} ~ 7Z,):

M/l(x) - {ulEUllEl.fl (x,vi(x),zi) eXi-i—l}’ i=0,...,k—2,
Wia(x) = {uk—l € Uy | Exoq frima (xauk—lxzk—l) 2 ,u}, 6)
Xi = {XGXI | m(x)#@} i:O,...,k_l.

Ukéazali sme, Ze obe verzie maju svoje nevyhody: bud je to privelmi obmedzena
mnozina pripustnych stratégii a stavov v (5), alebo vysoka pravdepodobnost’ vypadnu-
tia z pripustného stavu aj pri volbe pripustnej hodnoty riadenia v (6)). Pri numerickom
rieSeni konkrétnych tiloh sme zaroven tieto mnoziny pripustnych hodnoét riadenia a pri-

pustnych stavov graficky znazornili, aby sme poukdzali na rozdiely.
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3.2 Podmienka na minimalnu pravdepodobnost’

Uvazovali sme podmienku na minimdlnu pravdepodobnost v tvare (4). Pravdepodob-
nost’ splnenia podmienky x;, > u sme pritom rozumeli vzhfadom na vektor ndhodnych
premennych Z = {2y, 2, ..., Z_1}-

Doyen a De Lara v [7] riesili iba problém maximalizacie pravdepodobnosti spl-
nenia podmienky na priebezny, resp. koncovy stav. My sme vSak v rdmci dizertacnej
prace navrhli, ako m6zeme pomocou Specidlnej rovnice dynamického programovania
(7) najskor vypocitat pripustnt oblast’ v zavislosti od pozadovanej pravdepodobnosti
p a nasledne maximalizovat zvolent ucelovi funkciu na oblasti, kde plati P;(x;) > f3.

P(x) = &(x),
Pi(x) = matluin[Pi+1(fi(x,ui,z,-))], i=0,..,k-1,

u;€

(7)

1) k Z )
kde d(x;) = ‘.a Xe=H
0, inak.

Mnoziny pripustnych hodnoét riadenia W;(x) a pripustnych stavov X; spiﬁajﬁcich
podmienku (4) sme definovali nasledovne:

Wi(x) = {w; €Ul E [P [fi (6upz)] 1 2B), i=0,.,k—1,
X, = {xIP(x)=p}, i=0,..,k-1.

(8)

3.3 Uloha s penalizaciou

Zaoberali sme sa tiez alternativnym spésobom riesenia tilohy s ohrani¢enim na koncovy

stav: zaclenenim ohranicenia do ucelovej funkcie:
max E [ ¢(x;) — 6 -A(x) ], ©)]

kde prvy clen ¢(x;) predstavuje povodnu ucelovt funkciu a druhy tzv. penalizdciu,
teda A(x;) penaliza¢nu funkciu a 6 jej vahu.
Uvazovali sme napriklad konstantnu penalizdciu

Aﬂﬂ={0’%2“ (10)
1, inak.

V prdci sme ukazali, Ze ide o efektivny spOsob rieSenia tilohy s ohrani¢enim, vy-
hodou je najma fakt, ze vsetky stratégie a vSetky stavy povazujeme za pripustné. Na
rozdiel od rieSenia ulohy s podmienkou na koncovy stav v tlohe s penalizaciou nehrozi
nepripustnost, aktualny stav nemo6ze vypadnut z pripustnej oblasti.
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3.4 Rovnica dynamického programovania

Pre stochastickt ilohu optimalneho riadenia so vSeobecnym ohrani¢enim v tvare

k-1
maximalizovat E Z fio(xi,Vi(Xi),Zi) + ¢(xi)
i=0

pri ohraniceniach  x;,; = f;(x;, vi(x;),2;), i=0,....k=1, (171)
Xo =4,
vi(x;) € Wi(x;) € U, i=0,..,k—1,
2 ~ Ly, i=0,...,k—1,

sme sformulovali a dokazali rovnicu dynamického programovania — Vetu (3.1):

Veta 3.1 (RDP pre dlohu s ohrani¢enim) Majme tilohu D spliajticu technické pred-
poklady. Potom V = {V,, ..., Vi_, } je hodnotovd funkciaa V = {9, ..., ¥_, } optimdlna

stratégia prdve vtedy, ked' V;, v;, j=0, ..., k—1, spl'ﬁajli pre kazdé j a x rovnicu dyna-

mického programovania:

Vi) = max B [ £Gev00,5) Vi v(0.z)) |
= B [£706,5(0),2) + Vi (e 560,50 (12)
Vi(x) = @(x), prekazdé x.

Na zdklade tohto vysledku sme mohli riesit tlohy s réznymi ohrani¢eniami na kon-
covy stav, resp. Ulohu s penalizaciou, ¢i uz analyticky alebo numericky. Vyuzili sme
pri tom odvodené ohraniCenia v tvare mnoziny pripustnych hodnot riadenia, medzi
ktorymi sme hladali optimdlne hodnoty riadenia pre optimdlnu stratégiu.
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4 Numerické riesenie uloh

Druhd cast dizerta¢nej prace sa venuje numerickému rieseniu tuloh, na ktorych sme
ilustrovali riesenie uloh s koncovymi podmienkami. Pri rieSeni vyuzivame diskrétnu
numerickd schému (obr. [1) zaloZzenu na rovnici dynamického programovania. Predpo-
kladdame, ze mame k dispozicii mnoziny pripustnych hodnét riadenia W;(x;) zodpove-
dajuce koncovej podmienke. Tieto bud’ vypocitame vopred alebo pocas riesenia v cykle
pre jednotlivé hodnoty stavu.

Vypoctova zlozitost' je O (kM NP), teda pocet operdcii linedrne zavisi od zvolenych
parametrov ulohy: poctu casovych etdp k, poctu diskrétnych hodnot stavu M, poctu
diskrétnych hodnot riadenia N a poc¢tu roznych realizacii diskrétnej ndhodnej premen-
nej P. Numericku schému sme implementovali v Matlab-e.

4.1 Uloha predavaéa red’koviek

Prva uloha bola motivovand knihou [9], pricom sme do nej doplnili ohrani¢enie na
koncovy stav v tvare strednej hodnoty (3):

Uloha 4.1 (Uloha predavaca red’koviek)

Predavac chce maximalizovat svoj zisk z predaja red’koviek pocas k dni. Kazdé rdno i-teho
dria naktpi u doddvatela u; kusov red’koviek za ndkupnu cenu n za zvdzok, ktoré pocas
dria preddva za cenu p;. Dopyt po red’kovkdch 2; je ndhodny, ale rovnomerne rozdeleny.

Nepredané red’kovky moéze preddvat’ aj d'alsi dert so stratou s za zvdzok (skladovanie).

Predava¢ zacina s prdzdnym skladom (x, = 0). Posledny deri chce mat’ na sklade v prie-
mere asport W red’koviek, ked’ze md kontrakt s velkoodberatelom. Ten k-ty dert odkupi
zostdvajuice red’kovky, pricom poZaduje, aby ich bolo priemerne asport .

Je to diskrétna stochasticka uloha optimdlneho riadenia. Pri numerickom rieseni
sme pouzili rovnicu dynamického programovania. Podrobnejsie sme sa venovali mno-
zindm pripustnych stavov, ktoré sd rozne v pripade pévodnej (5)), resp. alternativnej
definicie (6)). Ukazali sme, Ze v tejto tlohe je vyhodnejsia alternativna definicia.

Na obrdzku |2| sme zobrazili numerické rieSenie dlohy. V prvom pripade ide o ne-
autondémnu verziu so zmenou ceny, v druhom pripade o tlohu s podmienkou u = 40,
kedy povodna definicia vedie k nepripustnosti, alternativna (6]) vak d4va vysledky.

Tato dlohu sme zaroven riesili aj pomocou stochastického programovania (SP),
pomocou ulohy linedrneho programovania na vygenerovanej sade ndhodnych scend-
rov. Ndsledne sme pomocou simulacii porovndvali vysledky SP s optimalnym riadenim
(OR). Lepsie vysledky dosiahlo OR, to vSak nie je velkym prekvapenim. Stochastické
optimdlne riadenie totiZ rieSi ulohy v tvare stratégie, ktord reaguje na aktudlny stayv,

zatialCo rieSenim SP je programové riadenie.
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Schéma numerického rieSenia pomocou RDP

inicializacia;
for x =x', x2,..., do

vypocet Vi(x) = p(x); // vypoCet funkcie koncového stavu, i=k
end
fori=k—1,...,0do
// cyklus pre Casové etapy
for x =x' x2, ..., x" do
// jednotlivé hodnoty stavu
vypocet pripustnych hodnoét riadenia W;(x) podla koncovej podmienky;
foru=u',u? ...,u" do
// cyklus pre moZné hodnoty riadenia
if u ¢ W,(x) then

‘ u nepripustné, pokracuj d'alSou hodnotou u;
end

forz =z', 22, ..., 2" do

// cyklus pre realizadcie nadhodnej premennej
vypolet aktudlnej icelovej funkcie f°(x,u,2);

vypocet budtceho stavu x;,;, = fi(x,u,2);

nacitanie hodnotovej funkcie V,;(x;,1);

ulozenie hodnoty f.° + V;,,(x;;,) pre aktudlne z

end

vypocet strednej hodnoty f° + V;;1(x;,,) cez vietky z;
ulozime pre u strednd hodnotu £° + Vi1 (x;,1);

end

najdeme u s najlepsou strednou hodnotou in + Vi (xi41);

ulozime v;(x) = u ako najlepsie riadenie a hodnotovt funkciu do V;(x);
end

end

Vysledok: Optimalne riadenie v;(x), hodnotova funkcia V;(x) pre vSetky i, x

Obr. 1: Diskrétna numerickd schéma zaloZend na rovnici dynamického programovania
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(a) RieSenie pre neautonémnu cenu: (b) Riesenie pre cielovi hodnotu u =40
vygenerované ndhodné ceny p; s alternativnou definiciou @

Obr. 2: Uloha predavaca red’koviek: numerické rie$enie — optimalna stratégia v;(x)
Na vodorovnej osi je stav x (pocet red’koviek na sklade), na zvislej ¢asova etapa i

4.2 Uloha o alokécii prostriedkov v portféliu

Piata kapitola dizertac¢nej prace sa venuje ulohe o alokdcii prostriedkov v portfdliu.
Namet sme ziskali z problému déchodkového sporenia v [10]:

Uloha 4.2 (Uloha o alokécii prostriedkov v portféliu)
Sporitel mdze svoje prostriedky rozdelit’ do dvoch akttv:

{ bezrizikovy fond s vopred zndmym vynosom r;,

{ rizikovy fond tvoreny napr. akciami, vynos tohto fondu 2; je ndhodny, md vsak

gndme rogzdelenie.

Uvazujme dlhodoby investicny horizont k = 40 rokov. Sporitel na zaciatku investuje sumu
a, pricom sa vZdy na zaciatku roka moéze rozhodnut, aku cast svojich prostriedkov inves-

tuje do rizikového fondu.

Cielom investora je dosiahnut’ ¢o najvyssiu hodnotu prostriedkov na konci sporenia pri
minimdlnom rigiku. Ulohou je uréit’ optimdlny podiel prostriedkov v rizikovom fonde

u; € [0,1] v jednotlivych rokoch sporenia.

Kedze stav aj riadenie m6zu nadobudat l'ubovolnt hodnotu z ur¢itého intervalu, pri
rieSeni pomocou rovnice dynamického programovania sme ich museli diskretizovat —
nahradit vybranou mnozinou diskrétnych hodnét. Ako nahodnt premennu sme zvolili
diskrétnu aproximdaciu normdlneho rozdelenia.

Pri rieSeni sme uvazovali r6zne verzie ilohy (maximalizacia o¢akdvanej uzito¢nosti,
minimalizdcia rizika) s réznymi koncovymi podmienkami (na strednd hodnotu aj mi-
nimalnu pravdepodobnost’), aby sme odhalili zdkonitosti platné pre ulohy s ohranice-
niami na koncovy stav.
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Obr. 3: Uloha o alokdcii prostriedkov v portféliu: numerické rieSenie a simuldcia
Optimalna stratégia v;(x) a v popredi priemerna hodnota stavu pocas simuldcie.
Prerusovana Ciara oznacuje +/- Standardnt odchylku priemerného stavu

V pripade podmienky na strednd hodnotu sme analyticky popisali mnoginy
pripustnych hodnét riadenia a mnoziny pripustnych stavov. Ukazalo sa, ze povodna
formuldcia neumoznuje problém redlne riesit, pretoze vic¢sina hodnot stavu nie je
pripustnd. Lepsie vysledky sme dosiahli pomocou alternativnej formuldcie (6)), aj tu sa
vSak vyskytli problémy pri numerickej implementdcii, ako ich popisujeme v prdci.

TaktieZ sme sa zaoberali tilohou s podmienkou na minimélnu pravdepodobnost’ (4)
a podrobne aj ilohou na minimalizaciu rizika s penalizaciou v tvare:

k=1
min E | Y CVaRD, (x4 |x,) + 6 - Alx,) (13)
i=0
Numerické rieSenia tychto dvoch tloh sme zndzornili na obrazku

V zaverecnej podkapitole 5.7 sme realizovali porovnanie rieSeni réznych verzii
ulohy prostrednictvom Monte-Carlo simulécii. Porovndvali sme rieSenie tlohy bez ohra-
niceni, rieSenia ulohy s koncovou podmienkou v tvare strednej hodnoty, resp. pod-
mienky na minimélnu pravdepodobnost, ako aj rieSenie tlohu s penalizdciou s r6znymi
tvarmi penalizécie.

Uspesnost splnenia koncovej podmienky v jednotlivych pripadoch pritom zavisela
od konkrétnych parametrov. Porovnatelnt dspesnost’ sa nam podarilo dosiahnut’ v pri-
pade pouzitia penalizdcie, ako v pripade rieSenia ulohy na ohranicenej pripustnej ob-
lasti. Pripomenme vSak, ze v pripade rieSenia tlohy na ohranicenej oblasti hrozi vy-
padnutie z oblasti, ktoré vyZaduje prehodnotenie cielovej hodnoty majetku. Preto po-

vazujeme ulohu s penalizdciou za lepSiu metddu rieSenia.
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5 Zaver
Hlavné prinosy dizerta¢nej prace su

{ Ukazali sme, akym spé6sobom mézeme formulovat’ v stochastickych diskrétnych
ulohach optimalneho riadenia s diskrétnym kone¢nym rozdelenim ndhodnej pre-
mennej ohranicenia na koncovy stav v tvare strednej hodnoty koncového stavu,
resp. podmienky na minimdlnu pravdepodobnost

{> Podrobne sme preskimali mognosti riesenia tiloh s roznymi koncovymi ohrani-

¢eniami prostrednictvom rovnice dynamického programovania

¢ Podmienka v tvare strednej hodnoty: ukdzali sme dva alternativne sp6soby
prevodu podmienky na mnoZzinu pripustnych hodnot riadenia

¢ Podmienka na minimdlnu pravdepodobnost’: navrhli sme mnoziny pri-
pustnych hodnét riadenia splnajice podmienku s parametrom f3

¢ Analyzovali sme aj alternativhu moznost rieSenia stochastickych tloh s ohra-
nicenim pomocou penalizdcie, ¢im sa vyhneme nepripustnosti

¢ Odvodili a dokédzali sme rovnicu dynamického programovania pre tlohu
so vSeobecnym ohrani¢enim

$ Preskumali sme moznosti numerického riesenia uloh a navrhli sme diskrétnu
numerickd schému rieSenia uloh zaloZent na rovnici dynamického programova-
nia, ktord mozeme pouzit’ aj pri rieSeni tloh s ohrani¢enim

{> Numericky sme vyriesili dva zdkladné prototypy stochastickych tiloh s koncovou
podmienkou a tieto riesSenia preverili prostrednictvom Monte-Carlo simuldcii

¢ Uloha predavaca red’koviek: na jednoduchsej ilohe sme overili pouzitie
numerickej schémy pri rieSeni tlohy s koncovym ohrani¢enim a porovnali
obe definicie mnoziny pripustnych hodnoét riadenia. Zaroven sme rieSenie

OR porovnali s rieSenim stochastického programovania

o Uloha o portfdliu: porovnavali sme moznosti rieSenia tloh s ohrani¢enou
mnozinou pripustnych stavov vzhfadom na podmienku na stredni hodnotu,
resp. minimdlnu pravdepodobnost, s riesenim pomocou ulohy s penaliza-
ciou. Ukdzali sme, Ze v pripade penalizdcie nevznikd nepripustnost

{ Celkovo mozeme zhrnut, Ze sme tspesne splnili vSetky ciele stanovené v tejto
dizertaCnej praci
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Stochastic discrete optimal control problems

with terminal state constraints

The focus of the Dissertation Thesis is on the terminal state constraints in discrete
stochastic optimal control problems. In the deterministic problems, different types of
state constraints can be easily formulated and solved using Bellman’s dynamic prog-
ramming equation. In contrast, additional constraints are not commonly used in the
stochastic optimal control problems.

Firstly, we concentrate on constraint formulation. Therefore we discuss two main
possibilities for constraint formulation:

{ Expected value terminal constraint
By [xe] = E [xc] %] 2 s 14)

{> Probabilistic constraint
Plx,>p]>p. (15)

In both cases, we define sets of feasible control values, thus we can solve the problem
using derived dynamic programming equation. Additionally, we compare two definiti-
ons for feasible set for expected value constraint.

Furthermore, we discuss an alternative way for solving constrained problems. We
can see the constraint as an additional objective we want to achieve, hence we move
constraint into objective function as a penalization term. In case target value is not
reached, i.e. x; < u, special penalization term decreases the objective value thus such
strategy is not preferred.

In the second part of Thesis, we present numerical results for particular problems
to illustrate usage of terminal constraints in the stochastic optimal control. We can
briefly summarize our observations:

{> Problem of radish dealer: we checked numerical scheme in discrete case for
problems with terminal constraint. Moreover, we have done comparison between

optimal control and stochastic program using Monte-Carlo simulations.

{ Portfolio optimization problem: we discussed expected utility maximization
and risk minimization with terminal constraint and we compared constrained
problems and problems with penalization to find out that infeasible state might
occur in constrained problems.

In conclusion, we deeply investigated formulation of constraints in case of stochas-
tic problems and we suggested a solution using special dynamic programming equ-
ation, that can be used for numerical and analytical calculation as well.
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