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Abstrakt

DizertaCna praca sa zaobera diskrétnymi stochastickymi tilohami optimalneho
riadenia s ohraniceniami na koncovy stav. Na rozdiel od deterministickych tdloh,
v stochastickych dlohach optimalneho riadenia sa takéto ohranicenia vacSinou
nepouzivaju.

Zaoberame sa moznostami formuldcie ohraniCeni v stochastickych tlohach,
najmé podmienkou v tvare strednej hodnoty koncového stavu a ohrani¢enim na
minimalnu pravdepodobnost’ splnenia podmienky. V oboch pripadoch definujeme
mnoziny pripustnych hodnét riadenia tak, aby sme tlohu mohli riesit pomocou
rovnice dynamického programovania.

Diskutujeme aj alternativhu moznost rieSenia uloh, kde ohraniCenie presunieme
do tcelovej funkcie vo forme penalizdcie. V druhej ¢asti prace ilustrujeme pouzitie
koncovych ohrani¢eni na konkrétnych numerickych prikladoch.
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Abstract

Dissertation Thesis is focused on discrete stochastic optimal control problems
with terminal state constraints. In contrast with deterministic problems, these
constraints are not commonly used in stochastic optimal control problems.

We concentrate on possibilities for constraint formulation, mainly the expected
value terminal state constraint and probabilistic constraint. In both cases we de-
fine sets of feasible control values, thus we can solve the problem using dynamic
programming equation.

We discuss also alternative way for problem solving, when we move constraint
into utility function in a form of penalization. In the second part of Thesis, we
illustrate usage of terminal constraints by particular numerical examples.
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Predhovor

Pomocou uloh optimélneho riadenia m6zeme modelovat a riesit problémy, v ktorych sa opa-
kovane rozhodujeme — vo viacerych Casovych etapach volime vonkajsi vstup do systému, tzv.
riadenie. Stav systému sa vyvija podla diferentnej rovnice. V tilohdch sa m6zu vyskytovat' aj
rozne ohraniCenia na stav a riadenie, tieto vSak pri rieSeni pomocou Bellmanovej rovnice dyna-
mického programovania nepredstavuju vyznamnejsiu komplikaciu.

V redlnych problémoch sa Casto stretdvame aj s ndhodnymi vplyvmi, ako su napriklad na-
hodny dopyt zdkaznikov alebo vopred nezndmy Cas trvania vyroby. Takéto vplyvy mbZeme zo-
hladnit pomocou stochastickych tiloh optimdlneho riadenia.

Stochastické tlohy optimalneho riadenia sa obvykle riesia bez ohraniceni na priebezny alebo
koncovy stav. To vak nemusi sta¢it’ na rie$enie tiloh z praxe. Casto v nich potrebujeme uvazovat
dodato¢nt podmienku napriklad na koncovy stav. Nie je vSak jasné, ako tito podmienku for-
mulovat a akym sp6sobom takuto dlohu riesit. Preto je cielom tejto prace analyzovat diskrétne
stochastické tlohy optimalneho riadenia s ohrani¢eniami na koncovy stav.

V préaci sa zaoberdme dvoma typmi ohranicenia — podmienkou v tvare strednej hodnoty
a podmienkou na minimdlnu pravdepodobnost. V oboch pripadoch definujeme mnoziny pri-
pustnych hodnoét riadenia tak, aby sme tilohu mohli rieSit pomocou rovnice dynamického prog-
ramovania. V druhej Casti prace ilustrujeme ohranicenia na koncovy stav pri numerickom rieseni
konkrétnych tloh: tlohe predavaca red’koviek a tilohe o alok&cii prostriedkov v portféliu.

Na tomto mieste by som sa rad pod’akoval vSetkym, ktori mi pomohli pri vzniku a ispeSnom
dokonceni tejto prace. V prvom rade sa chcem pod’akovat’ mojej Skolitelke Margaréte Halickej
za odborné vedenie, cenné pripomienky a podporu pocas pisania dizertatnej prace.

Moja vd'aka patri aj Bedte Stehlikovej, Lubici Kossaczkej, Danielovi Sevéovitovi a Margaréte
Halickej za vybornu spolupracu pri vedeni cviceni pre Studentov EFM, ¢o bola velmi prijemna
sucast mojho PhD. stidia. VeImi pekne d’akujem aj ostatnym kolegom z Katedry aplikovanej
matematiky a Statistiky za priatel'sky pristup, motivaciu a podnetné vedecké prostredie, vdaka
ktorym bolo moje doktorandské stidium zaujimavé a stravil som tu skvelé $tyri roky.

Na zaver sa chcem pod’akovat aj mojej rodine a kamaratom, ktory ma podporovali a in$pi-
rovali potas doktorandského $ttdia a pri tvorbe tejto prace. Dakujem VAm.

Bratislava, april 2013 Martin Lauko
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Kapitola 1
Uvod

Skor ako predstavime konkrétne ciele dizertatnej prace, sformulujeme vSeobecnd schému dis-
krétnych stochastickych tloh optimalneho riadenia. Zaroven uvedieme tie zdkladné poznatky
o takychto tlohach, ktoré budu tvorit' teoreticky zaklad pre nasu pracu. V stochastickych tlo-
hach optimalneho riadenia je vyvoj v ¢ase popisany stavovou diferen¢nou rovnicou, ktord zavisi
nielen od vonkajsSieho vstupu (riadenia), ale aj od vyvoja ndhodnej premennej. V podkapitole
[1.2] sumarizujeme zndme spdsoby rieSenia deterministickych uloh s ohrani¢eniami na koncovy
stav. Nasledne nadviazeme na prehfad suicasnej literattiry a predstavime ciele dizerta¢nej préce.

1.1 Stochastické ulohy optimalneho riadenia

Zakladom pre tento teoreticky uvod bola ucebnica [[29], ktorej autori Brunovsky, Halicka a Jurca
vykladaju tedriu diskrétnych tuloh optimdlneho riadenia pomocou mnohych praktickych prikla-
dov. Osobitnu kapitolu venovali prave stochastickym tlohdm.

Ulohy optimalneho riadenia

Ulohy optimélneho riadenia (OR) vo vieobecnosti rieia nasledujtici problém (podra [29]): Uva-
Zujme systém, ktorého stav ¢iselne popisuje stavovd premennd. Nasou ulohou bude tento systém
v priebehu k etdp ,riadit*, teda volit vonkajsi vstup — riadenie.
Aktudlny stav na zaciatku i-tej etapy (i € Z = {0, ..., k—1}) je opisany stavovou premennou

x; z mnoziny stavov X;. Stav systému sa riadi diferen¢nou rovnicou x;,; = f;(x;,u;), do ktorej
vstupuje aktualny stav x; a zvolend hodnota riadenia u; € U;, kde U; st zadané podmnoziny
mnoziny hodndt riadenia U. Nasou ulohou je volbou riadenia maximalizovat, resp. minimalizo-
vat’ tcelovi funkciu v tvare -

Z fio(xi: u;).

i=0

4



1.1. STOCHASTICKE ULOHY OPTIMALNEHO RIADENIA

Pociato¢ny stav je spravidla pevne zadany x, = a, pricom mo6zeme pozadovat, aby koncovy stav
X; patril do cielovej mnoziny C.

Ked'ze systém pozorujeme a riadime iba v diskrétnych Casovych etapach, ide o ulohu OR
s diskrétnym ¢asom. Pocet etap k je pevne zadany, preto hovorime o tilohdch s pevnym ¢asom.

Vzhladom na charakter stavovej premennej mozeme rozlisit dva druhy diskrétnych tloh OR:
pokial X; obsahuje len spocitatelne vel'a pripustnych hodnét stavu (predstavuje napriklad pocty
kusov), hovorime o dlohe s diskrétnym stavom. Pokial v§ak x; m6ze nadobudnuit Tubovolnu
hodnotu z ur¢itého intervalu v R", stav md teda kontinudlny charakter, ide o tlohu so spoji-
tym stavom. Podobne mézeme klasifikovat aj hodnoty riadenia ako diskrétne (konecne, resp.
spocitatelne vela pripustnych hodnot U;), resp. spojité (l'ubovolnd hodnota z intervalu).

Stochastické ulohy

Pokial rozsirime tlohu optimalneho riadenia o nahodné vplyvy, dostaneme stochastickil tilohu.
Tieto nahodné vplyvy reprezentuje ndhodnd premennd z;, pricom predpokladame, Ze jej rozde-
lenie Z; je zndme a nahodné premenné g; st v jednotlivych ¢asoch i € Z od seba nezavislé. Pre
jednoduchost budeme v tejto praci uvazovat iba dlohy, v ktorych ma ndhodnd premennd dis-
krétne rozdelenie. Predpokladajme tiez, ze konkrétnu realizdciu nahodnej premennej z; v i-tej
etape sa dozvieme az po stanoveni hodnoty riadenia u;.

Ndhodna premennd moze vystupovat v diferen¢nej rovnici pre x;,; ako ndhodna dodato¢nd
zmena stavu systému, alebo aj v tcCelovej funkcii fio. Preto nem6Zeme maximalizovat priamo
ucelovu funkciu zavisli od realizacie z;, maximalizovat budeme iba strednii hodnotu ticelovej
funkcie cez vSetky ndhodné premenné z, ..., 2;_;. Dostdvame tak tlohu

k=1
maximalizovat E E 20, u;,2)
i=0

pri ohraniceniach  x;,1 = f;(x;, u;,2;), i=0,....,k—1, (1.1
Xg=a,
u €U, i=0,... k-1,
2 ~ 7, i=0,... k-1,

Na rozdiel od deterministickej dilohy, tloha je ulohou bez akychkol'vek ohraniceni na
stav x;, resp. koncovy stav x.

Pod (programovym) riadenim tejto dlohy rozumieme postupnost hodnét riadiacich pre-
mennych U = {ug,uy,...,u,_1}. Konkrétne realizdcie ndhodnej premennej z; oznalime Z =
{20,21,...,2k_1}. Potom odozvou X na riadenie U pri realiz4cii ndhodnych premennych Z cha-
peme postupnost X = {xq,x1,..., X}, kde xq je zadané a x; = x;(U, Z) je rieSenim stavovej
diferencnej rovnice . Predpokladame pritom, Ze riadenia spfﬁajli u; € U; pre vSetky i € 7
a realizacie nahodnych premennych z; zodpovedaju rozdeleniu Z; pre vSetky i € 7.

Programové riadenie ma zmysel uvazovat, ked chceme vopred zvolit hodnoty riadenia pre
vietky etapy podobne ako v deterministickom pripade. Casto véak mame moznost’ systém prie-
bezne pozorovat a hodnotu riadenia u; v i-tej etape volit az vtedy, ked uz pozname novy (na-
hodny) stav systému x; a teda volime u; ako funkciu aktualneho stavu u; = v;(x;).

Optimaélne rieSenie dlohy preto hladdme ako spdtnu vizbu v; : X; — U;, kde v;(x;)
je funkcia aktudlneho stavu x;. Postupnost tychto funkeii V = {vy, v1,..., v,_1} potom nazveme



1.1. STOCHASTICKE ULOHY OPTIMALNEHO RIADENIA

stratégia. Stratégia je pripustnd, ak pre kazdé i a x; € X; bude u; = v;(x;) € U;, teda pre
T'ubovolny stav x; zvolime hodnotu riadenia spomedzi pripustnych hodnét U;. Mnozinu vsetkych
pripustnych stratégii oznacime S.
Pre konkrétnu stratégiu V € S a danu realizaciu ndhodnej veli¢iny Z uz mézeme jedno-
zna¢ne vypocitat hodnotu tcelovej funkcie J tlohy (1.1):
k=1

JO,2) = D 0 vi(x), ),
i=0

(1.2)
kde x;p1 = filx,vilxg),2), i=0,....k—1,
X0 = da.
Teraz mbzeme definovat stochastickd tilohu optimélneho riadenia nasledovne:
Definicia 1.1 (Standardna stochasticka tloha) Nasledujiicu tilohu
k=1
max E lZ:o: £, vi(xi), %)
. . _ . _ (1.3)
pri podmienkach  x;yq1 = f;(%;, vi(x;),2;), i=0,....,k—1,
XO = a,
ZiNZi) izo,...,k—].,
maximalizdcie v triede S pripustnych stratégii V definovanych ako V = {v, ..., vi_1 }, kde v;(x) €

U; pre vsetky i € T budeme nazyvat’ standardnd stochastickd tiloha optimdlneho riadenia.
Optimdlne riesenie tejto tlohy nazyvame optimdlnou stratégiou.

Ked'ze E chapeme ako strednt hodnotu cez postupnost vSetkych nahodnych premennych
Z = {zy, %1, - -+, %1}, pre zjednodusenie d’aldieho zépisu zavedme oznalenie E; ; pre i < j
ako strednu hodnotu cez ndhodné premenné z;, ..., z;. Pre i = j zapiSeme len E;, resp. E, ako
strednt hodnotu cez ndhodnt premennt g;.

Definicia 1.2 (Systém tloh) Prepevné j, 0 < j < k—1 a lubovolné x € X; budeme tilohou D;(x)
rogumiet’ ulohu

k-1
max Ej 1 Ji(x,V),2;) = Z S0, vi(x), %),
= (1.4)
kde  xiyq = filxi,vilxi), 2), i=j,....k—1,
X; = X,
priom pougitu stratégiu sme oznacili V; = {vj,...,v_1} a realizdciu ndhodnej premennej Z; =
{2j, ..., 2_1}. Mnoginu vetkych tiloh D;j(x) pre j =0, ...,k — 1 potom nazveme systém tiloh D.

Definicia 1.3 (Hodnotova funkcia pre D) Funkciu V; : X; — R nagyvame hodnotovou funkciou
pre systém tiloh D;(x), ked plati

Vi(x) = H%)?X E; -1 J;(x, V), Z;)

pre kaZdé x € X; a pre pevné j. Potom postupnost’ funkcii V = {Vo, ..., Vi_1} nazgyvame hodnotovou
funkciou pre systém tloh D.



1.2. OHRANICENIA V DETERMINISTICKEJ ULOHE

Podobne ako v pripade deterministickych tloh, aj optiméalne rieSenie Standardnej stochastic-
kej tlohy mozno najst pomocou rovnice dynamického programovania (RDP). Dékaz nasleduju-
cej vety (za istych technickych predpokladov) mozno néjst v [|29] Veta 2.7].

Veta 1.4 (Rovnica dynamického programovania) UvaZujme S$tandardni tlohu (1.3). Potom
V =1V, ..., Vi_1} je hodnotovd funkcia a V = {9,...,%._,} optimdlna stratégia prdve vtedy,

ked Vi, ¥, J=0,..., k—1, spl,ﬁajzi pre kazdé j a x rovnicu dynamického programovania:
V0O = maxk [£200u5)+ Vi Oy wz)]

= E; [fjo(x,ﬁ(x),z~)+Vjﬂ(fj(x,v(x),z‘))] , (1.5)
0, pre kazdé x.

Vie(x)

Rovnica dynamického programovania z vety nam pre ulohu typu déava zaroven
konkrétny navod na vypocet rieSenia - optimdlnej stratégie a hodnotovej funkcie: rekurentne od
konca. Tymto sposobom mozno riesit’ stochastické tlohy OR aj numericky - pomocou pocitaca,
napr. v programe Matlab. Numerickému rieSeniu sa podrobne venujeme v kapitole

1.2 Ohranicenia v deterministickej ulohe

Pripomenime, Ze rovnica dynamického programovania podla Vety plati iba pre Standardnu
stochasticku tlohu (1.3)), ktord v8ak neobsahuje Ziadne ohranitenia na priebezny stav x;, resp.
koncovy stav x;. V deterministickom pripade, teda v ilohdch bez ndhodnych vplyvov sa vSak
formuluju aj dlohy s réznymi tvarmi ohraniceniami na stavovil premennd, resp. koncovy stayv,
pripadne aj zmieSané ohranicenia na stav a riadenie. Zahrnutie takychto ohraniceni nepred-
stavuje ziadne principidlne problémy a aj pre takéto ulohy plati analégia rovnice dynamického
programovania.

Na tomto mieste zrekapitulujeme zndme vysledky pre deterministické dlohy, ktorych pod-
robné odvodenie moZno ndjst’ v knihe [29]. RieSenie v tomto pripade hfaddme v tvare progra-
mového riadenia, teda ako optimalnu postupnost hodnét riadenia U = {ug,uy,...,u;_;}, ktoré
treba zvolit' v jednotlivych ¢asovych etapdch.

Ohranicenie na koncovy stav typu x; > u moézeme ho chapat ako urcité obmedzenie na
vyber riadenia. Pripustné budu len také postupnosti u; € U; pre i € Z, ktoré spolu so svojou
odozvou spiﬁajﬂ koncovt podmienku.

Oznacme T';(x;) mnozinu tych u; € U;, ktoré st prvym ¢lenom postupnosti nejakého pripust-
ného riadenia v tlohe D;(x) v case i pre dany stav x;. V rovnici dynamického programovania

sa toto obmedzenie prejavi tak, Ze namiesto max budeme hladat max , teda ticelovd funkciu
u; €U; u; €l (x;)

v RDP budeme maximalizovat len v triede pripustnych hodnot riadenia.

Technicky mézeme toto obmedzenie realizovat aj volbou cielovej mnoziny C, ked'ze poza-
dujeme x; € C ako podmienku pripustnosti. Definujeme

C = {x € Xy |, > u}
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a potom zvolime hodnotovt funkciu Vi (x) v tvare

xeCsS x>,

1.
inak. (1.6)

Vie(x) = { 0
—00,

Podobnym spdsobom méZeme riesit’ aj lohy s inymi tvarmi ohranicenia na koncovy stav, staci
vhodne definovat ciefovii mnozinu C.

VSimnime si, Ze v sme sa efektivne vysporiadali aj s pripadnou nepripustnostou riadeni:
v ¢ase i = k—1 pre pevné x;_; volime podFa RDP také u;_;, aby sme maximalizovali f °+V,(x;),
kde x; = f(xp_1,ux_1). Ak pre vSetky u;_; € Uy_; bude Vi (x;) = —o0, tak aj Vi._1(x}_1) = —00
a teda nepripustnost konkrétneho stavu x;_; sa prenesie do Casu i = k — 2. Naopak, ak pre
nejaké uy_; bude Vi(x;) # —oo, tak sa takéto u,_; moze zvolit ako optimdlne a aj optimalna
hodnota Vj._; (x;_;) bude urcite konec¢na.

To vedie k tomu, Ze ak existuje pripustna hodnota riadenia u; € I';(x;) pre kazdé i a x, tak
aj optimdlna hodnota riadenia ziskand RDP bude takd, ze jeho odozva x; splni x; € C, resp.
ekvivalentne Vj.(x;) # —oo. Tym zabezpectime, ze koncovd podmienka bude splnena.

Funkcia koncového stavu

Popri podmienke na koncovy stav budeme uvazovat aj pripadnu funkciu koncového stavu v tice-
lovej funkcii. Deterministicku tlohu mézeme rozsirit’ tcelovi funkciu o dodatoény ¢len ¢ (xy):

k—1
max Zfio(xi,ui) + o(xg). 1.7
' i=0
Pri rieSeni definujeme hodnotovi funkciu Vi (x) ako
x), xe€C,
Vi(x) = { p(x) : (1.8)
—00, inak,

tym paddom moézeme pomocou RDP tspesne rieSit aj takéto tulohy s funkciou koncového stavu
(v tzv. Mayerovom tvare).

1.3 Prehlad literatary

Pri modelovani redlnych problémov c¢asto musime Celit ndhodnym vplyvom — napriklad nahod-
nému dopytu spotrebitefov alebo Casu trvania vyroby (podla [60]]). Matematicky zaklad pre
takéto rozhodovanie pontikaji hned dve oblasti matematiky — stochastické optimdlne riadenie
(SOR) a stochastické programovanie (SP).

Stochastické optiméalne riadenie sme si uz v hrubych rysoch predstavili v predchadzajucej
podkapitole. V tychto tlohdach sa kladie déraz na dynamicky vyvoj, spravidla vo viacerych eta-
pach. Deterministickym prototypom tychto tloh st deterministické tilohy optiméalneho riadenia.
Ako sme uz spomenuli vysSie, tedria a numerické metddy rieSenia sa daji hladko adaptovat na
stochastické tulohy, ak uloha neobsahuje dodato¢né ohranicenia na koncovy stav.

Na druhej strane stochastické programovanie bolo vyvinuté predovsetkym za icelom rieSenia
stochastickych uloh. Deterministickym prototypom takychto dloh bolo nelinearne programova-
nie. V tychto tlohéach spravidla nerobia Ziadne problémy rozli¢né typy ohrani¢eni. Tazkosti viak
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vznikaju pri pokusoch aplikovat metddy SP na dynamické ulohy. Hoci sa v poslednych rokoch
rozvijaju aj tzv. viacstupnové tlohy stochastického programovania, s jednoduchostou rieSenia
uloh pomocou optimdlneho riadenia sa nedaji porovnat'.

Pristupy SOR a SP umoziiuju réznorodé problémy efektivne sformulovat’ a obsahuju nastroje,
ktorymi sa daju riesit. Ako piSe Dupacova v [28]], hoci riesia podobné problémy z praxe, vd’aka
ich nezdvislému vyvoju a tplne odliSnym metédam st vzdjomné porovnania zriedkavé. V dalSom
texte uvadzame prehlad niektorych aplikacii, ktoré vedd na ulohy SOR a SP

Zdakladnu stochasticki tlohu — problém predavaca novin mézeme najst v publikaciach sto-
chastického programovania [51]], [[54]], ako aj v optimalnom riadeni — predavacka kvetin v [28]],
resp. predava¢ redkoviek v [29]. Ulohu o dopiﬁani bankomatov riesi stochastickym programo-
vanim napr. [20], optimdlnym riadenim praca [57].

V oblasti financii sa najcastejsie rieSia rozne verzie tlohy na optimalizaciu portfdlia, teda ma-
ximalizaciu vynosu, uzitoc¢nosti, prip. minimalizaciu rizika pri alokovani prostriedkov. Optimdlne
riadenie pritom vyuzivajui napriklad ¢lanky [[13]], [[16], [17], [130], [33]], [62], stochastické prog-
ramovanie [27], [32]], [31]], [63]]. V oblasti financii vSak m6Zeme najst’ aj mnohé d’alsie aplikacie
stochastického optimalneho riadenia, napr. problém zaistovania portfélia v [11] alebo manaz-
ment bankovych procesov [[43]].

Zaujimava oblast’ optimalizdcie st distribu¢né siete, zvacsa rieSené pomocou SP ([52], [54],
[58]), aplikdcie SOR moézeme zasa ndjst v oblasti ekoldgie ([22]], [23]]) alebo optimalizdcie
prevodu energie v plug-in hybridnych vozidlach ([[14], [42]).

To vSak bol len vel'mi stru¢ny prehl'ad vybranych aplikacii, v oblasti ekondémie a financii ich
moézeme najst ovela viac. Hoci prvé dlohy riesil uz Johann Bernoulli v roku 1696 (vid [l61]]),
v dnes$nej podobe sa optimalne riadenie vyvinulo az v 20. storodi.

Tedria uloh optimalneho riadenia s diskrétnym casom bola motivovana hlavne ekonomic-
kymi aplikaciami. Tejto oblasti sa venoval americky matematik Richard Bellman, ktory prisiel
s vypoctom optimélneho riadenia pomocou rovnice dynamického programovania a tak svojou
monografiou [5] v roku 1957 ,nastartoval“ diskrétne optimélne riadenie. Ndjdeme v nej tiez
prvé priklady stochastickych tloh (tiloha o ndhodnej tazbe zlata). Bellman zdéraznuje, Ze pre
optimalne rozhodovanie ndm stac¢i informacia obsiahnuta v stavovej premenne;j.

Bertsekas sa v neskorsich publikdciach [6], [[7]] venuje problematike diskrétnych aj spojitych
uloh optimalneho riadenia podrobnejsie, ich sticastou st aj najnovsie vedecké vysledky napr.
v oblasti aproximovaného dynamického programovania. Bertsekas je tiez spoluautorom knihy
(18], v ktorych sumarizuje problematiku stochastického optimalneho riadenia a podrobne sa ve-
nuje teoretickym odvodeniam. Zaujimavou ¢ast'ou su problémy s nedplnou informéciou o stave,
ktoré sa rieSia metddami SOR.

Problematike optimalneho riadenia a osobitne aj stochastického dynamického programova-
nia sa venovali vo svojej knihe [55] aj Stokey a Lucas. Pomocou tzv. rekurzivneho pristupu, ¢o
je obdoba rovnice dynamického programovania, sa zaoberali rieSenim stochastickych tiloh so
spojitym casom, ktoré boli motivované najmé ekonomickymi aplikdciami (napr. modely rastu,
manazment skladu, ceny akcii, nezamestnanost’).
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Ulohy optimalneho riadenia s ohrani¢eniami

Ststredme sa vSak teraz na ohranicenia v stochastickych dlohach. Ako pise [51]], stava sa, ze
chceme naraz zohl'adnit niekolko roznych cielov a preto niektoré z nich presunieme do ohrani-
Ceni. Z toho vyplyva potreba riesit’ stochastické tilohy s podmienkou na koncovi hodnotu stavu.

V deterministickej tilohe OR pritom nejde o zdvaznu komplikdciu, vhodnym obmedzenim
mnoziny pripustnych riadeni dokdZeme zabezpecit’ splnenie podmienky (vid' kapitola resp.
[29]])). V stochastickom pripade vSak koncovy stav predstavuje nahodnd premennd, preto je za-
bezpecenie splnenia podmienky komplikovanejsie.

Pri rieSeni dloh s koncovou podmienkou autori ¢lankov védcSinou volia stochastické progra-
movanie, ako napr. v [|33]]: vygeneruju strom scendrov a ulohu prevedu na linedrne programo-
vanie, kde zahrnt koncovd podmienku ako d’al$ie ohranicenie.

Podla [16]] sa v stochastickom optimdlnom riadeni (na rozdiel od deterministického pri-
padu) koncové ohranicenia zvycajne nevyskytuju kvoli neistote ohfadom budiceho vyvoja. Tato
vedie k nemoznosti zvolit stratégie, ktoré by zabezpedili splnenie ohranicenia aj v netrividlnych
pripadoch. Napriek tomu budeme hladat’ moznosti rieSenia pre niektoré koncové podmienky.

ROzne tvary koncového ohranicenia

Zhrnme si teraz podla viacerych ¢lankov rézne tvary ohraniCenia na koncovy stav (koncovej
podmienky) v stochastickych tlohdch optimélneho riadenia:

1. Robustna podmienka: x; > u. Tato musi byt splnena za kazdych okolnosti, je to obdoba
ohranicenia v deterministickej ilohe. Ked'ze x; je ndhodna premenna, splnenie podmienky
nemusi byt mozné, resp. jej splnenie moze vyrazne obmedzit pripustné stratégie a zhor-
$it hodnotu ucelovej funkcie. PouZitie mdzeme ndjst v [23]], kde sa autori zaoberali aj
robustnymi rieSeniami stochastickych tloh OR.

2. Minimalna pravdepodobnost’ splnenia podmienky: P [x; > u] > f3, pricom minimélnu
pravdepodobnost 8 si m6zeme zvolit' (napr. 90 %). Ide o zoslabenie predchadzajicej pod-
mienky, odpadne tak problém s extrémnymi pripadmi, ktoré maji mald pravdepodobnost.
Ulohy s takymito podmienkami boli predmetom ¢lanku [24].

3. Podmienka na strednd hodnotu: E [x; | > u. Tito podmienka bude splnend v priemer-
nom pripade, podobne aj v icelovej funkcii stochastickej tilohy maximalizujeme strednu
(priemernti) hodnotu. Tento pripad riesili autori [16]] a [23], Definicia 8.13], ktori zaroven
zhodne navrhli rekurentnt formulédciu podmienky v tvare mnoziny pripustnych hodnot
riadenia.

Prva podmienka — robustnd — nie je prili§ vhodnd pre stochastickii dlohu, ked'ze vyrazne
obmedzuje mnozinu pripustnych stratégii a nereSpektuje stochasticky charakter tlohy. Z tohto
dovodu sa takymito podmienkami nebudeme d’alej podrobnejsie zaoberat'.

VAcsi zmysel davaju zvy$sné podmienky, ktoré ndhodnost’ tilohy zohFadnuju. Napriklad vyho-
dou podmienky na strednt hodnotu je véac¢sie mnozstvo pripustnych hodnét riadenia v porovnani
s robustnou podmienkou. Extrémne pripady s malou pravdepodobnostou nemaju velkd vahu.

Co sa tyka podmienky na minimélnu pravdepodobnost, autori [24] navrhli sposob hlada-
nia pripustnych riadeni pomocou Specidlnej dlohy optimalneho riadenia. Tymto spdsobom vsak
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ndjdeme iba rieSenie, ktoré maximalizuje pravdepodobnost splnenia podmienky. Ndjdenie opti-
malneho riadenia spiﬁajﬁceho takito podmienku ostdva otvorené. Clanok [21] tiez uvaZuje pod-
mienku na minimalnu pravdepodobnost, avSak zaobera sa aproximdciami rieSenia.

Medzi oboma podmienkami je pritom tizka suvislost’, ako ukazuje Carpentier v [[19], pod-
mienku na minimalnu pravdepodobnost P [x; > u] >  mézeme pomocou charakteristickej
funkcie ®(-) previest na ekvivalentnii podmienku na strednd hodnotu E[®(x;)] > S, kde

1, ak x>y,
(xi) = .
0, inak.

Carpentier dopfﬁa, Ze tzv. zdruzenu pravdepodobnostni podmienku (niekol’ko podmienok, ktoré
maju byt splnené sucasne s urcenou pravdepodobnostou) moézeme do ulohy OR zahrnut ako
dodato¢nu stavovu premennt a stavové ohranicenie.

V knihe [23]] autori porovnavali nielen robustné a stochastické podmienky, ale aj robustny
a stochasticky pristupom k rieSeniu uloh OR. Robustny pristup pritom znamend pozadované spl-
nenie podmienky, resp. maximalizaciu ucelovej funkcie bez ohl'adu na vyvoj nahodnej premen-
nej, teda uvazovanim najhorsieho pripadu. Tento je vsak prili§ prisny, nie je teda prekvapenim,
Ze aj maximalna hodnota tcelovej funkcie je horSia ako v pripade stochastického pristupu.

Doteraz sme si v§imali ¢lanky venujtce sa ulohdm optimalneho riadenia s diskrétnym ¢asom,
zaujimavé aplikdcie vSak mozeme ndjst’ aj v spojitom pripade. MéZzeme najst viaceré clanky vy-
uzivajuce Hamilton—Jacobi-Bellmanovu rovnicu. V $pecidlnych pripadoch dlohu dokonca analy-
ticky rieSia, napriklad Bouchard v ¢lanku [[10] pre tlohu s ohrani¢eniami na strednti hodnotu
aj minimdlnu pravdepodobnost, resp. Yiu [|62]] s ohrani¢enim na rizikovi mieru Value-at-Risk.
Aktudlny ¢lanok [[12]] z roku 2012 od Boucharda a Nutza sa venuje koncovym podmienkam
v pripade spojitej ulohy OR a formuluje slaby princip dynamického programovania pre zovse-
obecnené ohranicenia.

Téma ohraniceni na koncovy stav v stochastickych tlohach optimalneho riadenia je teda
aktudlna a pomerne Casto diskutovand, menej vSak v tlohach s diskrétnymi ¢asovymi etapami.
RieSenie stochastickych tloh optimdlneho riadenia s podmienkou na koncovy stav preto zatial
nepovazujeme za uspokojivo vyriesené.

Ohranicenia v stochastickom programovani

Vratme sa vSak eSte k stochastickému programovaniu a uvazovanym ohraniceniam. Aj tu sa
mobzeme stretntt’ s podmienkou na strednt hodnotu (napr. [[33]], [36], [59]), ¢astejsie vSak au-
tori formuluji podmienku na miniméalnu pravdepodobnost, teda tzv. pravdepodobnostni pod-
mienku. To suvisi aj s tym, Ze podmienku na strednd hodnotu sa da aj v stochastickom progra-
movani ekvivalentne vyjadrit' v tvare pravdepodobnostnej podmienky (vid' napr. [47]).

Pravdepodobnostnym podmienkam v stochastickom programovani sa podrobne venuju knihy
[53] a [54], ktoré zaroven sumarizuju problematiku SP Podobne aj Prékopa vo svojom c¢lanku
[47] z roku 1973 a v kapitole [[46] o pravdepodobnostnom programovani, kde rozoberd dva
typy uloh SP: maximalizdciu pravdepodobnosti splnenia podmienky a maximalizdciu tcelovej
funkcie s ohrani¢enim na minimélnu pravdepodobnost. Ulohdm so zdruZenou pravdepodob-
nostnou podmienkou sa zasa venuje Dupacova v aktudlnych ¢lankoch [25]] a [26], konkrétne
zavislosti rieSenia od rozdelenia nahodnej premenne;j.

11
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Autori [51]] ukazuji, ako mozno ohranitenia na stav a ndhodnu premennu previest na ohra-
nicenia v tvare strednej hodnoty, s ktorymi sa da d’alej pracovat’. Podmienky na strednt hodnotu
v stochastickom programovani podrobne rozobera O’Brien vo svojej dizertécii [41]], zameriava sa
na moznost pouzit podmienku na strednt hodnotu na riadenie rizika v stochastickych tlohach.

V tlohdch stochastického programovania mézeme ndjst’ aj Specidlne ohraniCenie na riziko
portfélia, napriklad v [26], [[59], iny pristup k ohrani¢eniu CVaR zvolili autori ¢lanku [35]].

Uloha s penalizaciou

Ako sme spomenuli, koncové ohranicenie v stochastickej ilohe m6zeme podla [[51]] chdpat ako
d'alSie rozhodovacie kritérium — d’alsi ciel, ktory sa snazime naplnit. Namiesto koncovej pod-
mienky ho vSak m6zeme zahrnit priamo do ucelovej funkcie, ako dodato¢ny penalizacny clen
s vhodnou vahou. Penalizacia sa zapocita v pripade, Ze podmienka nie je splnena.

Takyto spOsob rieSenia stochastickej tilohy OR navrhli napriklad autori ¢lanku [[14] v tlohe
na optimalizdciu energie hybridnych vozidiel, neskor ho pouziva aj [42]. Iny druh penaliza-
cie, logaritmicku penalizaciu riadenia uvazuje ¢lanok [9]], kde pomocou penalizacie v tcelovej
funkcii v tvare —log(u;) zabezpecuje kladné riadenie.

V stochastickom programovani sa penalizacii venoval Prékopa v [[46] a [47], podla neho je
penalizac¢ny ¢len v ticelovej funkcii pri rieSeni tilohy s pravdepodobnostnou podmienkou povo-
leny, resp. priamo ho pocas riesenia pridava do ucelovej funkcie.

1.4 Ciele dizerta¢nej prace

Nadvézujic na uvedeny prehlad sticasného stavu riesenia diskrétnych tloh optimalneho riadenia
s ohraniceniami na koncovy stav sme si stanovili hlavné ciele dizertacnej prace:

{> Preskimat moznosti rieSenia stochastickych tloh OR s diskrétnym casom a diskrétnym
rozdelenim ndhodnej premennej s podmienkou na koncovy stav

o Zosumarizovat sucasny stav poznatkov ohfadom rieSenia stochastickych dloh s kon-
covymi podmienkami podmienkou

¢ Analyzovat r6zne druhy koncovych podmienok (ohranicenie v tvare strednej hod-

noty, minimdlna pravdepodobnost splnenia podmienky)

{ Analyzovat teoretické a numerické problémy vyplyvajtice z rieSenia tychto dloh a navrhnut
efektivne rieSenia

o Sformulovat’ a dokazat’ rovnicu dynamického programovania pre tlohy s ohranice-
niami na koncovy stav

o Naformulovat’ r6zne koncové podmienky v tvare pripustnych hodnét riadenia

o Preskiumat’ moznosti numerického rieSenia stochastickych dloh s réznymi verziami
koncovej podmienky

12
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{> Experimentdlne numericky overit’ teoretické vysledky a aplikovat navrhnuté numerické
metody na riesenie dvoch prototypov stochastickych tdloh:

¢ jednoduchsi typ dlohy — diskrétny charakter stavu a riadenia, rovnomerné rozdelenie
ndhodnej premennej, linedrna diferen¢na rovnica

o zlozitejsi typ ulohy — kontinudlny charakter stavu a riadenia, komplikovanejsie roz-
delenie ndhodnej premennej, zlozitejSia diferen¢na rovnica

{ V jednom z prototypov numericky porovnat dspesnost splnenia koncovej podmienky na
rieSeniach ziskanych stochastickym programovanim v porovnani s rieSenim optimalneho
riadenia a tak overit’, ktory sposob je efektivnejsi pri rieSeni tloh s koncovou podmienkou

{> Na zaver pomocou numerickych simuldcii overit, ktory zo spdsobov rieSenia stochastickych
tloh s koncovou podmienkou je vyhodnejsi

1.5 Struktira prace

Predstavme si teraz stru¢ne obsah tejto préce. V tejto [ivodnej kapitole pontikame teoretické vy-
chodiska pre rieSenie stochastickych tloh optimalneho riadenia v podkapitolach Cast
aktudlnej kapitoly [1.3]sa podrobne venuje prehfadu stcasnej literatiry zameranému na ohrani-
¢enia na koncovy stav v stochastickych tlohach OR a v stochastickom programovani, nasledne
formulujeme konkrétne ciele DP

Nasleduje kapitola |2} ktorej obsahom je podrobnd analyza koncovych ohraniceni v tvare
strednej hodnoty, resp. podmienky na minimélnu pravdepodobnost. Odvadzame tu mnoziny
pripustnych hodnét riadenia pre jednotlivé podmienky. Osobitnti podkapitolu sme venovali verzii
ulohy s penalizaciou, Co je alternativny spdsob rieSenia dloh s koncovou podmienkou. Zaroven
sme odvodili tvar rovnice dynamického programovania pre tilohy s koncovym ohrani¢enim.

V druhej Casti prace sa venujeme numerickému rieSeniu stochastickych tuloh, kde pomo-
cou experimentov ilustrujeme moznosti rieSenia praktickych problémov s ohrani¢enim na kon-
covy stav. Najskor kapitola popisuje pouziti numerickd schému. T4 vyuzijeme v kapitole
pri rieSeni diskrétnej tlohy predavaca red’koviek s koncovou podmienkou, kde zdroven porov-
navame rieSenie ziskané optimalnym riadenim (dynamickym programovanim) a stochastickym
programovanim. Pri testovani volime r6zne parametre modelu.

Népliiou piatejkapitoly je rie$enie zloZitejej tilohy o alokdcii prostriedkov v portféliu, pri¢om
zaroven preskimame a porovname oblasti pripustnych rieSeni pre rézne formuldcie koncovej
podmienky. Uspe$nost’ splnenia koncovych podmienok overujeme aj pomocou simuldcii.

V [zdvere| sumarizujeme doleZité zistenia a vysledky dosiahnuté v tejto dizertaénej préci.

13



Kapitola 2

Ulohy s ohraniceniami
na koncovy stav

V tejto kapitole podrobne analyzujeme stochastické dlohy optimalneho riadenia s diskrétnym
¢asom a s diskrétnym rozdelenim ndhodnej premennej, v ktorych vystupuji ohranic¢enia na kon-
covy stav. Tieto ohraniCenia budeme skratene nazyvat aj koncové podmienky, prip. koncové
ohranicenia.

Ako uvddzame uz v Casti[1.3] zaujimat’ sa budeme najmé o dva druhy koncovych podmienok,
ktoré upresnime v samostatnych podkapitolach:

e Podmienka v tvare strednej hodnoty koncového stavu

E [xk] > . 2.1)

e OhraniCenie na minimalnu pravdepodobnost’ splnenia podmienky

Pluzu]zp 2.2)

Z hladiska redlneho pouzitia mézeme obe podmienky povazovat za podobné, v oboch pripa-
doch mame pravdepodobne zdujem, aby hodnota koncového stavu dosiahla minimalne hodnotu
u. Z matematického hladiska ich vSak nemo6zeme povazovat za ekvivalentné, nie st ani riesi-
telné rovnakym sposobom. Z tohto dévodu ich analyzujeme samostatne.

Najskoér sformulujeme definiciu tdlohy optimalneho riadenia s ohranitenim na koncovy stav
(2.1)), resp. (2.2) a triedu pripustnych stratégii S* pre takuto tilohu.
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2. ULOHY S OHRANICENIAMI NA KONCOVY STAV

Definicia 2.1 (Uloha s ohrani¢enim na koncovy stav) Pod pojmom stochastickd iiloha s ohra-
ni¢enim na koncovy stav budeme rogumiet’ tilohu

k-1
0
‘r;ne.:})g E |:; fi (xi:Vi(xi),zi):|

pri podmienkach  x;yq1 = fi(x;, vi(x;),2;), i=0,...,k—1, (2.3)
Xo = a,
ZiNZi! i:O,...,k—].,
pri¢om trieda pripustnych stratégii S* oznatuje mnoginu postupnosti funkcit V = {vq, ..., vk_1 },

ktoré spllr"zajzi podmienky

i. v{(x;) € U; pre vSetky i € T a pre vsetky x; € X;, teda hodnoty riadenia patria do mnogin
pripustnych hodnét riadenia U;,

ii. odozva X na stratégiu V spliia koncovii podmienku , resp. pre vietky realizdcie
ndhodnej premennej Z;, pre vSetky i € T.

Mnogina X; oznacuje mnoZinu pripustnych stavov v ¢ase i € Z, teda mnoginu takych stavov
x; € X, pre ktoré existuje aspori pripustnd stratégia V € S* splriajiica v;(x;) # 0.

Na zaklade definicie mozeme optimalnu stratégiu pre tlohu s ohrani¢enim na kon-
covy stav (2.1)), resp. hladat v triede pripustnych stratégii, ktoré spolu so svojou odozvou
spl'ﬁajl'l koncové ohranicenia. Avsak nie vSetky stratégie spfﬁajﬁce podmienku v;(x;) € U; pre
vSetky i € 7 budu pripustné.

Preto bude nasou snahou bude popisat konkrétne mnoginy pripustnych hodnét riadenia
pre dlohu (2.3), ktoré mézu byt pouzité v pripustnych stratégidch. Potom pri rie$eni tlohy mé-
Zeme pouzit rovnicu dynamického programovania. Zaved'me preto nasledovné oznacenia:

Definicia 2.2 (Mnozina pripustnych hodnoét riadenia) MnoZinu pripustnych hodnét riadenia
v ase i a pri aktudlnom stave x; budeme oznacovat’ W;(x;), pri¢om poZadujeme W;(x;) € U;,

teda W;(x;) musi obsahovat’ iba pripustné hodnoty riadenia.

Definicia 2.3 (Uloha s ohrani¢enou mnoZinou pripustnych hodnét riadenia) Majme zadané
mnoginy pripustnych hodnét riadenia W;(x;) pre vSetky i € Z, x; € X;. Potom nasledujticu tilohu

k=1
max E [Zfio(xi,vi(xi),zi)}
i=0

xip1 = filox, vi(x), %), i=0,....k—1, 2.4)
Xo = 4a,

vi(x;) € Wi(x;) € U, i=0,...,k—1,

2 ~ Ly, i=0,.. k-1,

kde maximalizujeme volbou hodnoty riadenia v;(x;) z mnoginy pripustnych hodnét riadenia W;(x;)
budeme nazyvat’ tloha s ohranicenou mnoZinou pripustnych hodnét riadenia.
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2.1. PODMIENKA V TVARE STREDNEJ HODNOTY

Definicia 2.4 (MnoZina pripustnych stavov) Pre tilohu definujeme mnoginu pripustnych
stavov X; v Casovej etape i € T nasledovnym vztahom

X ={xeX;|W,(x)#0}, i=0,..,k-1,
teda stav je pripustny, ak preri existuje aspori jedna pripustnd hodnota riadenia.

Poznamenajme, zZe pre niektoré hodnoty stavu x; € X; mdze byt mnozina W;(x;) prazdna,
v pripade ak pre dané x; neexistuje pripustné riadenie. Takyto stav x; ¢ X; nazveme nepripustny,
resp. leziaci mimo pripustnej oblasti.

V nasledujticich podkapitoldch sa postupne zaoberame tilohami s koncovymi ohranic¢eniami
a (2.2). V podkapitole rozoberdme aj alternativhu moZznost rieSenia tlohy s koncovou
podmienkou presunutim podmienky do ucelovej funkcie vo forme tzv. penalizacie. UkazZeme,
Ze toto je tiez efektivny spdsob rieSenia stochastickej ilohy OR s dodato¢nym ohrani¢enim. Na-
sledne odvodzujeme tvar RDP pre tilohu s ohrani¢eniami.

2.1 Podmienka v tvare strednej hodnoty

Oproti deterministickym tilohdm optimdlneho riadenia je v stochastickych tlohach situacia kom-
plikovanejsia, ked’Ze koncova hodnota stavu x; zavisi nielen od zvoleného riadenia, ale aj od
realizacie ndhodnej premennej. Koncovy stav x;. je teda tiez ndhodna premennd. Z tohto dévodu
je vhodné zadavat ohranitenie koncového stavu v tvare strednej hodnoty (2.1)). Na tivod v3ak
potrebujeme upresnit’, aku strednt hodnotu budeme uvazovat.
Prirodzene by sme mohli uvazovat ohranicenie na strednt hodnotu cez vektor ndhodnych
premennych {z, ..., z_1 }:
Eo k-1 [xx] = E [xx|1%0] = 1. (2.5)

Podra [[16] je vSak takato podmienka vhodna iba v pripade, Zze pozname len zac¢iato¢ny bod X,
teda ak hl'addme rieSenie v tvare programového riadenia, resp. v stochastickom programovani,
kde rieSenie nereaguje na aktudlny stav.

V pripade dynamického programovania vSak hodnotu riadenia v ¢ase k — 1 volime v tvare
spatnej vizby vi_;(x;_;), teda aZ ked pozname aktudlnu hodnotu stavu stavu xj_;. Znamu
hodnotu x;_; m6zeme vyuzit' aj v koncovom ohrani¢eni, preto podla ¢lanku [[16] volime strednd
hodnotu iba cez ndhodnt premennd z;_; v tvare

By [x = [l ] 1, pre vietky xj; € Xy, 2.6)

kde x; = fr—1(xx—1, Vi—1(Xx—-1),2x—1) pre zvolent stratégiu v;_;(-).

Takato podmienka lepSie zodpoveda Struktire dynamického programovania. Ked'ze mame
viac informacii (pozname hodnotu x;_;), tak aj stredna hodnota déva presnejsi odhad x;
ako (2.5). Podmienku chceme splnit’ vo vSetkych pripadoch, preto musi byt splnend pre
vSetky pripustné stavy x;_; € X;_; a pre vSetky realizdcie ndhodnej premennej Z;_;.

Spomernime niektoré vyhody koncovej podmienky v tvare strednej hodnoty (2.6)). V porovnani
s robustnou podmienkou, prip. ohrani¢enim v deterministickej ilohe, podmienka na strednu
hodnotu nemusi byt nutne splnend vo vsetkych pripadoch. Napriklad v extrémnych pripadoch
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2.1. PODMIENKA V TVARE STREDNEJ HODNOTY

s minimalnou pravdepodobnostou nemusi byt splnend, staci ju splnit’ v ,priemernom*“ pripade.
Tym padom aj mnozina pripustnych stratégii bude vécsia ako v pripade robustnej podmienky,
preto aj hodnota ucelovej funkcie pravdepodobne bude lepsia.

Podmienka na koncovy stav vSak ovplyvni pripustnost’ stratégii. Kym v Standardnej
ulohe bez ohraniceni sme mohli zvolit Tubovolnu postupnost {vy,vq,...,vr_1} funkcii
spl'ﬁajﬂcich v;(x) € U;, v tlohe s dodatoénym ohranic¢enim |l to neplati. V stilade s defi-
niciou musime vyludit stratégie, ktoré by nezabezpetili splnenie podmienky (2.6). Kfti¢ovou
otazkou pri rieSeni ulohy je prevod ohranicenia na mnoziny pripustnych hodnot riadenia
W;(x;) v zavislosti od Casovej etapy i a od aktudlneho stavu x;.

2.1.1 P6vodna definicia pripustnych stratégii

V nasledujticej ¢asti odvodime podmienky na pripustnost’ jednotlivych hodnét riadenia. Vycha-
dzame pri tom z definicie pripustnych stratégii podla ¢lanku [[16]]. Rovnakym spésobom defi-
novali mnozinu pripustnych stratégii aj Doyen a De Lara vo svojej knihe [23] definicia 8.13].
V tejto dizertacii vSak tito formuldciu analyzujeme podrobnejSie a poukazeme aj na slabiny
tohto pristupu.

Podmienky pripustnosti preto vyjadrime rekurentne od konca. V poslednom c¢asovom kroku
i = k — 1 pri pevnom stave systému x;_; mozeme pri vybere povolit len také hodnoty riadenia
Up_1 = Ve_q1(x3_1) € Ug_, ktoré spitaju podmienku , teda pre ktoré plati

Exoy [xe] =E; | [ fier (1o w1, 2021) ] 2 1

pre dant hodnotu stavu x;_;. MnoZzinu pripustnych hodn6t riadenia Wj._;(x;_;) potom popi-
Seme nasledovne:

W1 (1) = {ug—1 € Up—q | Exoq fi1 (k—1,Uk—1,26-1) = 1}

Tato formulacia pritom musi platit’ pre vSetky hodnoty stavu x;_; € X;_1.

Pokial je pre dané x mnozina Wj_;(x) prazdna, teda pre x ¢ X;_;, nemame na vyber ziadne
pripustné hodnoty riadenia. Takémuto x sa musime vyhnuat uz v predchddzajicom kroku, preto
pre i < k—1 patria do mnoziny pripustnych hodnoét riadenia tie hodnoty, ktoré vedid do mnoziny
pripustnych stavov X;q:

W;(x) = {u; € U; | xi41 = f; (x,u;,2;) €X;4q pre vietky z;} 2.7)

Podmienka x;,; € X;,; splnend pre vSetky realizdcie ndhodnej premennej z; ~ Z; ndm zaruci, ze
zotrvame v oblasti pripustnych stavov a budeme moct pokracovat vyberom pripustnej hodnoty
riadenia. Tym padom aj podmienka na koncovy stav bude splnena.

Nase odvodenie mézeme sformulovat vo forme vety, v ktorej dokdzeme, Ze odvodené pod-
mienky pripustnosti jednotlivych hodnoét riadenia sd ekvivalentné podmienke (2.6]).
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2.1. PODMIENKA V TVARE STREDNEJ HODNOTY

Veta 2.5 (Ekvivalencia podmienok) V tlohe s ohraniéenim na strednt hodnotu bude

stratégia V = {vg, v, ..., Vk_1} pripustnd prdve vtedy, ked hodnoty riadenia spl,ﬁajli podmienky
vi(x) e Wi(x) prevsetky x € X, i=0,..,k-1,
W;(x) = {u; € Ug | f; (x, w3, %) € Xiy1 Yz}, i=0,..,k=2, 2.8)
Wi1(x) = {ug—1 €Ug 1 | E froq (0, we—1,201) Z 1},
X; = {x €X;|W;(x) # 0}, i=0,.., k-1

D 6 k az. UkadZeme oba smery implikacie pre vSetky hodnoty riadenia v;(x;),i =0,...,k — 1.

=" Pre vi._1(x;_;) € Ur_; musi platit v kazdom stave xj_; :

Ex—1 [fre1 (k1 vimr (em1), 211) ] = s

teda mbzeme zvolit' len takd hodnotu stratégie v;_;(x;_1), aby bola splnend podmienka na
strednd hodnotu fi._;. Pre pevné x;_; musi preto platit

Vie1 (k1) € Uy N {u| Ex—q frm1 (1, 25-1) =} = Wi (x—1),

¢o pre v8etky vi_1(xx_1) € Wi_1(xx_1) plati.

Pre kazdé x a kazdé i < k — 1 musi byt hodnota v;(x) € U; a navyse sa v najblizSom kroku
nemézeme dostat’ do nepripustného stavu, teda musi platit x;,; € X; nezdvisle od konkrétnej
realizacie z; ~ Z;. Preto pre v;(x) musi pre vSetky g; platit’:

fi (X, Vi(x):zi) € Xi+1:
¢im sme sa dostali k rekurentnému vztahu W;(x) pre i < k — 1 podla rovnice (2.8]).
,&<“ Majme stratégiu V spifiajiicu rovnice ll Kedze v;(x;) € W;(x;) a W;(x;) € U;, tak aj

vi(x;) € U; pre kazdé i a x. Zaroven je vi_;(x;_1) je také, Ze pre kazdé pripustné x;_; plati

E[ fio10015 Vie1 (—1), 20-1) 1 2 e

Z definicie W; sa nem6zeme dostat’ do nepripustnych x; ¢ X;, teda ani do x;_; ¢ X;_;. Tymto
sme ukazali pripustnost’ stratégie V v tlohe s podmienkou (2.6) a teda aj ekvivalenciu pripust-
nych stratégii oboch podmienok. [

Poznamka 2.6 Ked%e podmienky charakterizujii pripustné stratégie pre tlohu (2.3), tak
méZeme pbévodnit tlohu (1.3) s podmienkou nahradit’ tlohou (1.3) s podmienkami (2.8).

2.1.2 Alternativna definicia pripustnych stratégii

Predchadzajuica charakterizacia pripustnych stratégii (2.8 sa zdd byt vyhovujtca v jednodu-
chych tlohach, kde splnenie koncovej podmienky dokazeme zabezpecit vhodnym vyberom stra-
tégie v poslednom kroku k — 1. V zlozitejsich tlohdch, kde musime sprdavne zvolit' vhodnu stra-
tégiu vo viacerych etapach vyhovovat nemusi, ked’ze vyrazne obmedzuje mnozinu pripustnych
riadeni, ako diskutujeme v kapitole a dalsich. Z tohto dévodu sme navrhli a experimen-
talne overili aj nasledujticu alternativnu definiciu pripustnych riadeni.
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2.2. MINIMALNA PRAVDEPODOBNOST SPLNENIA PODMIENKY

Nemusi byt totiz celkom zrejmé, preco v rovnici (2.7) pre W; vyzadujeme splnenie pod-
mienky pre vsetky realizdcie nahodnej premennej z;. Intuitivne by mohlo stacit, aby riadenie u;
splnilo tito podmienku v strednej hodnote, teda oslabenti podmienku

E; [ fi (xup2) ] € Xiga (2.9)

teda aby sme sa ,priemerne“ dostali do pripustného stavu. Definujme teda alternativhu mnozinu
pripustnych stratégii nasledovne:

Definicia 2.7 (Alternativna definicia) Nasledujtice podmienky pripustnosti hodnét riadenia vzhla-
dom na podmienku budeme nazyvat’ ,alternativna definicia“:

vi(x) e Wi(x) prevsetky x € X;, i=0,..,k-1,
Wi(x) = {u; € U, 1 E; f; (%, u1,2) €Xi1}s i=0,..,k-2, 2.10)
Wie—1(x) = {ug—1 € Up—q | Ex—q fr1 (0, up—1,26-1) = 1},

X; = {x € X;|W;(x) # 0}, i=0,.., k-1

Z matematického hladiska alternativna definicia nie je ekvivalentnd podmienke (2.6)),
v redlnej tilohe vSak moze lepsie zadefinovat mnozinu vyhovujacich (pripustnych) stratégii nez
pévodnd mnozina hodnét podla rovnice (2.8). Povodnd aj alternativna definicia pripustnych
hodnot riadenia sa daju ekvivalentne pouzit’ pri vypocte optimalneho riadenia pomocou rovnice
dynamického programovania.

Nevyhodou tohto pristupu je vSak fakt, Ze pre nejaku realizaciu z; sa (s nenulovou pravde-
podobnostou) mozeme v dalSom kroku dostat mimo mnoziny pripustnych stavov X;,,, teda
k nepripustnému rieSeniu. S tymto sa treba vysporiadat’ v konkrétnej tlohe, resp. pouzit po-
vodne definované mnoziny pripustnych hodnét riadenia (2.8)), kde tento problém nenastéva.

2.2 Minimalna pravdepodobnost’ splnenia podmienky
V tejto kapitole sa blizsie venujeme tilohe optiméalneho riadenia s koncovou podmienkou

Placzu] 28, @2.11)

kde 3 si zvolime ako minimdlnu pozadovand pravdepodobnost splnenia podmienky x, > wu,
napr. § = 90%. V stlade z definiciou [2.1] pripustné budd iba tie stratégie, ktoré spolu so svojou
odozvou X spfﬁajﬂ podmienku @ . Pravdepodobnost’ v chapeme cez vektor nahod-
nych premennych {z, ..., 21 }.

Takdto podmienka je podobne ako podmienka na strednti hodnotu oslabenim robustnej pod-
mienky, ked’Ze nemusi byt splnend vo vSetkych pripadoch. Extrémne madlo pravdepodobné pri-
pady nemusime uvazovat. Na druhej strane rieSenie moze davat rozumné a prakticky pouzitelné
vysledky redlneho problému vo vacsine pripadov. Na druhej strane, rieSenie tilohy optimalneho
riadenia s takouto podmienkou nie je tiplne vyriesené.
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2.2. MINIMALNA PRAVDEPODOBNOST SPLNENIA PODMIENKY

Ulohou optimalneho riadenia s podmienkou na minimélnu pravdepodobnost’ sa zaoberaji
Doyen a De Lara v [[24]. Tito vSak ukazuju iba spdsob, ako mozno najst’ riadenie maximalizujtice
pravdepodobnost’ splnenia podmienky pomocou Specidlnej ilohy optimdlneho riadenia.

Tymto pristupom sa zaoberdme v kapitole a po podrobnejSej analyze v ramci dizertac-
nej prace navrhujeme sposob rieSenia pomocou Specidlnej definicie pripustnych stavov a hodnot
riadenia. Nasim cielom je teda naformulovat’ podmienku v tvare podmienky na pripust-
nost’ stratégii, ktord méZeme pouzit pri rieSeni ilohy pomocou RDP

2.2.1 Maximalizacia pravdepodobnosti splnenia podmienky

Zamerajme sa teraz na maximalizaciu pravdepodobnosti splnenia podmienky x; > u. Tymto
sposobom mozeme okrem iného zistit pravdepodobnost’ splnenia podmienky pred zaciatkom
procesu, teda ¢i je nasa podmienka vobec splnitelna. Podobny spdsob zvolili autori ¢lanku [24].
Nasim cielom je vyrieSit $pecidlnu tlohu OR:
max P [xk > u] (2.12)
Yu;
Budeme teda hladat’ riadenia, ktoré maximalizuju pravdepodobnost, ze x; > u. Ked'ze x; je
ndhodnd premennd, jej splnenie zavisi nielen od volby stratégie, ale aj od ndhodného vyvoja
a d'alsich parametrov ulohy. Vo vSeobecnosti splnenie podmienky nemozno zarucit.
V case i = k je hodnota x; uz znama a je teda zrejmé, ¢i podmienka bola alebo nebola
splnend. Zvolme preto funkciu koncového stavu ®(x;) nasledovne: jej hodnota bude 1, ak je
podmienka na koncovy stav splnena, resp. 0 v opacnom pripade. Potom budeme maximalizovat

nasledovnu funkciu:
1, ak x>y,

®(xi) = { 0, inak

V Case i = k — 1 a stave xj_; sa bude volit' také riadenie, ktoré maximalizuje strednu hod-
notu vyrazu ®(x;): tato bude o najblizsie k 1, ¢o zaroven znamend, Ze sa bude maximalizovat
pravdepodobnost’ splnenia podmienky x; > u. Rovnakym sposobom sa bude volit riadenie aj
v ostatnych casoch, preto rieSenie tlohy

max E [ ®(x;) ] (2.13)

bude z4roven riesit tlohu . Uloha je v8ak $tandardnou stochastickou ulohou opti-
malneho riadenia, mézeme ju teda riesit rekurzivne pomocou rovnice dynamického programo-
vania:

Prlx) = o(x),

Pi(x) = ITIEB( Ei |:Pi+1(fi(x3ui3zi)):|’ lIO,,k—]_ ) (214)

u;€

Hodnotovt funkciu sme oznacili P;(+), ked'Ze v tomto $pecidlnom pripade vyjadruje pravdepo-
dobnost splnenia koncovej podmienky x; > u.

Hodnotova funkcia P;(x;) sa rovna maximalnej strednej hodnote ticelovej funkcie v case i
pri aktudlnom stave x;. Utelové funkcia sa rovna 1 v pripade, e koncova podmienka je splnena,
resp. 0, ak nie je. Jej strednda (priemernd) hodnota sa teda rovna pravdepodobnosti, Ze ucelova
funkcia v dosiahnutej hodnote x; bude rovna 1, teda Ze x; splni koncovi podmienku.
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Preto Py(x,) je maximalna pravdepodobnost’ splnenia podmienky, pokial vychddzame z po-
Ciatocného stavu x, v Case i = 0, pokial volime optimalne stratégie. Pokial bude Py(xy) > B,
existuje pripustné rie$enie ilohy vzhladom na $pecidlnu podmienku (2.11)), v opa¢nom pripade
lezime mimo oblasti pripustnych stavov a teda rieSenie pre zadané x; a u neexistuje. Konkrétne
hodnoty P;(x) moézeme v zadanej tlohe vypocitat pomocou diskrétnej numerickej schémy, po-
dobne ako pri vypocte samotného rieSenia danej dlohy.

2.2.2 Pripustné stratégie pri minimdlnej pravdepodobnosti

Ako teda mézeme riesit’ ilohu s podmienkou (2.11)), kde mame ur¢end minimalnu pravdepo-
dobnost’? Pomocou vopred vypoc¢itanych hodnét P;(-) mézeme v kazdom case i urcit mnozinu
stavov X;, pre ktoré plati podmienka

Pi(x;) = B, (2.15)

iba tieto stavy budu pripustné. Obdobne mézeme definovat pripustné hodnoty riadenia:

Definicia 2.8 (3-pripustnd oblast’) Definujeme mnoginu pripustnych hodnét riadenia:

vi(x) € Wi(x) prevsetky x € X;, i=0,..,k-1, )16
W) ={w €U;| E; [Pisa [fi (ouiz)] ] 2 B}, i=0,..,k—1, @10

a mnoginu pripustnych hodnét stavu rovnicou:
Xi={xeX;|W(x)#0}={x|P(x)>=p}, i=0,..,k—1 (2.17)

Takto definované pripustné hodnoty riadenia, resp. stavu budeme nazyvat B-pripustné, teda pri-
pustné vghladom na podmienku (2.11).

Pouzitim definicie mozeme hladat optimdlne stratégie na oblasti spl'r“lajl'lcej podmienku
pouzitim rovnice dynamického programovania. Pred samotnym vypoc¢tom vsak musime
vypocitat’ pravdepodobnosti splnenia podmienky pre jednotlivé stavy podl'a rovnic (2.14).

Vsimnime si vSak, Ze podobne ako pri alternativnej definicii moZeme mat problém s pri-
stupnostou stavu, teda Ze pri volbe pripustnej hodnoty riadenia a urcCitej realizacii ndhodne;j
premennej mozZeme vypadnut’ z oblasti pripustnych stavov. To musime zobrat do tivahy pri nu-
merickom rieSeni tlohy s takouto podmienkou.

Rovnako si méZzeme vSimnut, Ze definiciu -pripustnej oblasti mozeme chépat’ ako ur-
Cité zovSeobecnenie alternativnej definicie Kym v pripade alternativnej definicie sme brali
do uvahy strednt hodnotu, ktord musela ostat’ v pripustnej oblasti, v tomto pripade berieme do
uvahy strednd hodnotu pravdepodobnosti v dalsom kroku, ktord musi byt minimélne 3. Vzhla-
dom na podobnost’ definicie oblasti mézeme ocakavat, Ze aj rieSenia budu podobné - uvidime
na samotnych rieSeniach konkrétnych tloh.
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2.3 Uloha s penalizaciou

Doteraz sme sa zaoberali tym, ako mézeme dosiahnut splnenie koncovej podmienky a zaroven
optimalizovat’ ticelovd funkciu. Bez ohfadu na tcelovd funkciu vSak splnenie koncovej pod-
mienky méze byt komplikované vzhladom na stochasticky charakter dlohy. K problému vsak
mozeme pristlipit aj alternativne: namiesto koncovej podmienky doplnime do tcelovej funkcie
penalizacny ¢len. Ak koncova podmienka nebude splnend, hodnota ticelovej funkcie sa znizi.

Tento sposob nam umoziuje hladat kompromisné rieSenia, ktoré vyvazene napfﬁajﬁ oba
ciele — maximalizuji ucelova funkciu a zaroven maximalizuji pravdepodobnost’ splnenia pod-
mienky. VoIbou vhodnej velkosti penalizacie zaroven mozeme dosiahnut rézne drovne kom-
promisu — podla toho, ¢i ndm viac zaleZzi na maximalizacii Ucelovej funkcie alebo na splneni
podmienky:.

Vyuzitie penalizacie pri rieSeni tloh optimalneho riadenia mézeme najst v ¢lankoch [14],
[42]] alebo [9], tieZ v stochastickom programovani [46], [47], nejde teda o novi myslienku.
Nasim cielom je vSak porovnat tento spdsob rieSenia tloh s tlohami s koncovou podmienkou.
Podrobnejsie sa venujeme vyhodam penalizacie v porovnani s klasickymi technikami rieSenia
uloh s podmienkou na strednti hodnotu.

Zadefinujme teraz tento problém konkrétnejsie — penaliza¢nt funkciu a tlohu s penalizaciou.

Definicia 2.9 (Penaliza¢na funkcia) Funkciu A : X; — Rg nazveme penalizaénd funkcia pre
ohranilenie x > p, pokial splria tieto podmienky:

(1) A(x) =0 prdve vtedy, ked x > u,
(i) pre x; < x5 plati A(x;) = A(xy), teda A je nerastiica,

(iii) A(x) <1 pre vSetky x, teda A je ohranicend.

Definicia 2.10 (Uloha s penalizaciou) Ulohou s penalizdciou budeme rozumiet’ tilohu optimdl-
neho riadenia s tcelovou funkciou v tvare:

max E [ p(x;) — & - Alxy) ], (2.18)

kde ¢(x;) predstavuje pévodnii ticelovu funkciu, A(x;) oznacuje penalizaénu funkciu a 6 vdhu
penalizacnej funkcie.

Ulohu s penalizaciou teda méZ%eme vytvorit z tilohy optimalneho riadenia max ¢ (x;) s ohra-
nicenim na koncovy stav tym spdsobom, Zze namiesto koncovej podmienky priddme do tcelovej
funkcie dodato¢ny ¢len 6A(x;), ktory bude nesplnenie koncovej podmienky penalizovat. Tym
padom budu stavy spiﬁajﬂce koncovi podmienku preferované.
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Priklady penaliza¢nych funkcii

Zac¢nime niekolkymi prikladmi réznych tvarov penalizacnej funkcie, ktoré budeme pouzivat.
Tieto tvary funkeii st v stlade s definiciou [2.9]

¢ KonStantna penalizacia. Najjednoduchsi tvar, penalizcia v pripade nesplnenia podmienky
je rovnaka vo vSetkych pripadoch, nezalezi na vzdialenosti dosiahnutej hodnoty x od po-
zadovanej u:

0, x=u

1, inak. (2.19)

A(x) = {
e Linearna penalizacia. Zavisi od vzdialenosti x od cielovej hodnoty u, teda ¢im blizsie
sme k splneniu podmienky, tym mensia penalizdcia sa uplatni:

0, xX2=u

Ay(x)=1{ u-—x - (2.20)
u '

e Kvadraticka penalizacia. Druhd mocnina zvyrazni vel'ké odchylky od splnenia podmienky:

0, x=u

As(x) = (u—x)z ok (2.21)
, inak.
u

e Linedrno-konStantna penalizdcia. Ide o kombindcia prvych dvoch funkcii, k linedrnej
doplname konstantni penalizaciu, teda ,skok“ v bode x = u:

X=u

0,
A(x)=1 1 — X (2.22)
! -+ a , inak.
2 2u

V nasledujucich castiach pri konkrétnych prikladoch pouzivame najmi konStantnu penalizdciu
(2.19), porovnavame vsak aj rieSenia pre ostatné funkcie.

2.3.1 Suvis s povodnou tlohou

Oznac¢me (U1) dlohu s podmienkou na strednt hodnotu koncového stavu:

k-1
max E |:Z FOlxi,ui,2) + W(Xk):|
=0
l , (U
Xit :fi(xi,ui,zi), u; S Ui’ Z; ~ Zi! X0 dané
pri podmienke E [ x|x;_; | > p
a ulohu s penalizaciou s rovnakou ucelovou funkciou ako (U2):
k-1
max E Zfio(xi:uiazi) + @) — 6A(xy)
i=0 (U2)

Xit1 =fi(xl-,ui,zl-), u; € Ui: Zi~ Zi’ X9 dané.
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Podrobnejsie porovnajme tlohy (U1) a (U2): hoci maji podobnt ticelovt funkciu, rovnaku
stavovu rovnicu a d’alSie parametre, z matematického hladiska nie su ekvivalentné:

e nemaju rovnakd mnozinu pripustnych rieSeni, v druhej tlohe totiz nemame ziadnu kon-
covt podmienku a tak st vsetky stratégie pripustné,

e optimdlne rieSenie nemusi byt rovnaké, ¢o vyplyva z rdéznej mnoZziny pripustnych rieSeni
a r6znej ucelovej funkcie,

e nemaju ani rovnakd optimdlnu hodnotu dcelovej funkcie, ked'Ze v druhej tlohe je navyse
penaliza¢ny Clen a tak sa hodnoty vo vSeobecnosti nemusia rovnat’.

Na druhej strane, pokial ide o rieSenie redlneho problému, moézu byt rieSenia tiloh a
porovnatelné a obe vyhovujuce. Stratégie, ktoré by nespiﬁali podmienku x; > u, totiZ v prvej
ulohe uplne vyradime, kym v druhej ilohe pomocou penalizdciu vyrazne znizime ich $ancu stat
sa optimdlnym rieSenim. Nakoniec V oboch pripadoch mo6zeme nakoniec do6jst k podobnému
rieSeniu.

Je tu vSak jeden rozdiel: v pripade tlohe s penalizaciou ndjdeme optimalne riadenie
pre vietky mozné hodnoty stavu x;, teda aj pre nepripustné stavy v tlohe (UI). To je zdroveri
vyhoda rieSenia pomocou penalizicie, nemo6zeme sa dostal mimo oblasti pripustnych stavov
a pre 'ubovolny stav mame vypocitané optimalne riadenie.

Zaujimavou otazkou je tiez vzt'ah medzi tlohou s penalizaciou (U2) a tilohou bez ohranice-

nia (UO):

k—1
max E Zfio(xi,ui,zi) + @(xg)
=0 (U0)
Xit1 =fi(xi,ui,zi), Uu; S Ui’ Z; ~ Zi’ X0 dané.

Ozna¢me J* optimdlnu o¢akdvand hodnotu ti¢elovej funkcie pévodnej tlohy (UO), d'alej oznaé¢me
A* optimdlnu strednd hodnotu tcelovej funkcie tlohy

min E [ A(x) ]

p (2.23)
Xit1 :fi(xi,ui,zi), u; € Ui: Z;~ Zi: X dané.
a P5 ocakavanu optimalnu hodnotu tlohy s penalizaciou (U2) s vahou &. Plati
(k=1
Ps = maxE 20w, z) + 9(g) — A | <
| i=0
(k=1
< maxE fio(xi,ui,zi) +¢(x) | +max E [-6A(x,)] =
L i=0
= max E [¢p(x )] —6min E [A(x;)] = J* — 64",
teda Ps mo6zeme zhora ohranicit’ v zavislosti od § vyrazom
Ps <J* — 5A". (2.24)
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Z definicie mame navySe A(x;) < 1 pre v8etky x;, teda aj maximélna hodnota tohto ¢lena
bude 1 a tym padom dostavame dolné ohranicenie

J*—& < Ps. (2.25)

Pomocou parametra 6 sme ohrani¢ili optimdlnu hodnotu tlohy s penaliziciou Ps. Z tychto
ohrani¢eni vyplyva, Ze pre 6 — 0 sa interval zuzuje a tym padom aj P5 — J*. To v$ak nie je ni¢
prekvapujtice, vzhfadom na fakt, Ze pre 6 = 0 dostdvame pdvodnu tilohu bez ohranicenia (UO).
Ak do dlohy pridame d’alsi ¢len s malou vahou &, ani optimalna hodnota sa vel'mi nezmeni.

Co sa tyka mnoziny pripustnych rie$eni, ked’Ze v pripade pdvodnej tilohy a tlohy s pe-
nalizaciou nemame ziadne dodatoCné obmedzenie pripustnosti stratégii, mnoZziny pripust-
nych stratégii st rovnaké. Teda aj pri maximalizdcii vyberame optimalne rieSenie spomedzi vset-
kych moznych hodnét riadenia, teda z mnoziny U;.

Otazkou vsak zostava, ako sa pridanim penaliza¢ného ¢lena zmeni optimélne riadenie (opti-
malna stratégia). Tu vSak nemozno jednoznacne povedat, Ze pre ,malé“ & dojde iba k ,malej“
zmene riadenia. Mohli by sme ocakavat, Ze optimalne riadenie bude nejakym priemerom me-
dzi optimalnymi riadeniami pre pdvodnu tlohu a pre ulohu na minimalizdciu penalizdcie
(2.23). To v8ak vo vSeobecnosti platit nemusi, mozno prave tplne iné riadenie bude maximali-
zovat ucelovu funkciu s penalizaciou.

Rovnako nevieme vo vSeobecnosti povedat, ako sa bude vyvijat optimalne riadenie v pri-
pade zvacSovania parametra &, hoci optimalnu hodnotu ticelovej funkcie sme ohranicili. Jedinou
moznostou je priamo vypocitat’ v konkrétnom pripade optimalne riadenie pomocou RDE napr.
pomocou numerickej schémy.

Na zaver eSte poznamenajme, Ze ak pouZzijeme konstantnu penaliza¢nu funkciu a zvo-
lime fio(xi,ui,zi) =0, p(x;) =1 ad =1, dostavame presne ulohu , teda maximalizdciu
pravdepodobnosti splnenia koncovej podmienky x;, > w. Uloha na minimalizaciu konstantnej pe-
nalizacie je teda ekvivalentna tilohe na maximalizaciu pravdepodobnosti, ked’Ze sa liSia
iba o konstantu.

2.4 Rovnica dynamického programovania

V predchadzajucich podkapitolach sme sa zaoberali podmienkou na koncovy stav v tvare strednej
hodnoty, resp. minimdlnej pravdepodobnosti. V oboch pripadoch sme odvodili mnoziny pripust-
nych hodnot riadenia v tvare

vi(x;) € Wi(x)) € U;, i=0,..,k-1, (2.26)

teda ako mnozinu hodnét riadenia W;(x;), z ktorej mézZeme vyberat pri maximalizdcii v Casovej
etape i pri aktudlnom stave x;.

Zaoberali sme sa aj rieSenim dlohy s penalizdciou v pripade nesplnenia koncovej podmienky.
Vtedy vyberdme spomedzi vSetkych moznych hodn6t riadenia U;, m6Zeme teda definovat

Wi (x)=U; i=0,.. k—1.

Navyse Pri rieSeni vSak navySe zohlfadnujeme dodatocny penalizac¢ny clen - funkciu koncového
stavu v ucelovej funkcii.
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Oba spomenuté pripady dlohy m6zeme zhrnut do spolocnej definicie tilohy s vSeobecnym
ohranitenim. Vyjdeme pritom z tlohy (2.4), do ktorej kvdli rieSeniu tlohy s penalizaciou do-
plnime funkciu koncového stavu. Nasledne odvodime rovnicu dynamického programovania pre
tato ulohu, tym padom ju m6Zeme pouzit vo vSetkych pripadoch.

Definicia 2.11 (Uloha so vSeobecnym ohranicenim) Nasledujiicu tilohu optimdlneho riadenia
budeme oznacovat uloha so vseobecnym ohranicenim:

k=1
maximalizovat’ E Z F20er,vi(x),3) + @(xp)
i=0

priohraniceniach  x;y1 = fi(x;, vi(x;), %), i=0,...,k—1, (2.27)
Xo =a,
vi(x;) € Wi(x;) € U, i=0,...,k—1,
2 ~ Ly, i=0,...,k—1,

2.4.1 Odvodenie pre tlohu so vSeobecnym ohrani¢enim

V tejto Casti odvodime a dokdzeme rovnicu dynamického programovania pre tlohu s ohranice-
nim v zmysle definicie Mnozinu pripustnych riadeni W;(x;) berieme bez ujmy na
vSeobecnosti, m6zeme za fiu dosadit’ pripustné riadenia pre dany stav x; v ¢ase i v sulade s vy-
branou podmienkou. Predpokladdme, Ze vybrand podmienku vieme sformulovat’ v tomto tvare.
Taktiez funkcia koncového stavu mo6ze byt nulova, resp. rovnajica sa pozadovanej penalizacii.

Podobné tvrdenie je dokdzané aj v knihe [|6], resp. pre jednoduchsiu tlohu - standardnu
ulohu bez ohraniceni v knihe [[29]. V tejto préci postupujeme podla [29] podla odvodenia
RDP pre ulohu bez ohraniceni.

Zatiname potrebnymi oznaceniami a pomocnymi tvrdeniami. Analogicky ako v definicii
oznac¢me Ucelovi funkciu tlohy od casu j (tzv. cost-to-go funkciu) pre konkrétnu stratégiu
V; a realizdciu ndhodnej premennej Z; ako J;(x, V), Z;):

k—1
Ji06, V5 2 = D 00, viCx), 7) + 9 (x).

i=j

Potom moézeme tlohu (2.27) zaradit medzi tlohy W;(x) do systému tloh W:

WJ(X) Vj:{{;l;l’?i(vk_l} Ej,k—l Jj(x, V],Z])
xip1 = filx, ug, %), i=J,...k—1,
x;=x, (2.28)
vi(xi)evvi(xi): vxi’ i :j,"-’k_]-)
Zi’\’Zi, i:j,...,k_]..

Kvéli zjednoduseniu d’alsich tivah zavedieme jeden technicky predpoklad a analogicky k de-
ﬁm’cii definujeme aj hodnotovi funkciu aj pre systém tloh W;(x).

26



2.4. ROVNICA DYNAMICKEHO PROGRAMOVANIA

Predpoklad 2.12 Pre kazdé j = 0,...,k — 1 existuje optimdlna stratégia V; pre kaZdu tlohu
W;(x), kde x € X; (mnogina pripustnych stavov). Teda existuje Vj také, Ze

H%fjlx Ej x-1J;(x,V}, 2)) = Ej 1 J;(x, V), Z)
pre kazdé x € X;.

Definicia 2.13 (Hodnotova funkcia pre W) Funkciu V; : X; — R nagyvame hodnotovou fun-
kciou pre systém tiloh W;(x), ked plati

Vi(x) = max E; k-1Ji(x, V), Z;)
J

pre kaZdé x € X; a pre pevné j. Potom postupnost’ funkcii V = {Vo, - ., Vi_1 } nazgyvame hodnotovou
funkciou pre systém tiloh W.

Kvoli dokazu RDP pre tlohu s ohrani¢eniami (2.27) dokdZeme dve pomocné tvrdenia. Tvr-
denia aj dokazy st modifikaciami analogickych tvrdeni pre tilohu bez ohraniceni z knihy [29]].

Tvrdenie 2.14 Oznacme V; = {v;, V; 1} pripustnil stratégiu pre W;(x;) a definujme
Li(x;, Vi) = Ej 1 [J;(x;, V), Z5)].

Potom plati
Ii(x;, V) = E; [fjo(xj, vi(x),2;) + Lipa (fj (x5, v(x;), 2)), Vi) (2.29)

Do6kaz Oznatime xj,; = f;(x},v;(x;),z;) a upravujeme vyraz I;(x;,V;):

L(x, V) = Ejpaaldj(xp, V5 2] (2.30)
= EjEj 1 U0, vi(x),2) + 0510 (x40, Vi, 2511)] (2.31)
= E; [fjo(xj’vj(xj)azj) +Eji1 k19501 (51, Vig1, Z11))] (2.32)
= E; [fjo(xjavj(xj)azj) + I (F (g, vi(x5), 27D, Vi) ] (2.33)

Rovnost (2.31) vyplyva z rozpisania strednej hodnoty viacroznernej ndhodnej premennej na
vnorené stredné hodnoty, nasledujtica ll vyuziva fakt, ze fj0 nezavisi od 2,4, ...,%,_1. V po-
slednom riadku sme len prepisali oznacenie I, ¢im je tvrdenie dokdzané. [

Veta 2.15 (Princip optimality) Pre kaZdé j =0,...,k—1 plati: Nech V; = {v;,V; 1} je optimdlna
stratégia pre tlohu W;(x;) a Xj41 = fj(x;,v;(x;),2;) pre lubovolne zvolent realizdciu 2; ~ Zj.
Potom V; 4 je optimdlna stratégia pre tlohu Wi 1(Xj41).

Do kaz Ukazeme, Ze ak by veta neplatila pre nejaké j, dojdeme k sporu. Predpokladajme teda,
ze pre nejakeé j, x; a ; veta neplati. Potom existuje takd optimdlna stratégia f}j = {v, Vjﬂ}
pre tlohu W;(x;) takd, ze f)jH nie je optimalnym rie$enim tlohy W;,;(%;44), pritom %;,; =
fi(xj,9;(x;),2;) pre dané 2

J Jj*
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Oznatme VJH optimdlnu s_trate'giu pre tlohu W; (%), tto existuje podla predpokladu
2.12, Pre optimalnu stratégiu V;,; musi Vz; ~ Z; platit:

Li1 (%11, Vie1) 2 T (X401, Vi), (2.34)
xjp1 = fi(x;j,9i(x;), 25).

Zaroven aspoi pre nejaké ;, ;1 = fj(x;,V;(x;),%;) musi platit ostrd nerovnost

I (%j315 Vig1) > [z (X415 Vi), (2.35)
pretoze stratégia Vj+1 nie je optimélna pre tlohu W;1(%;41).
Skonstruujme teraz nové riadenie
Vj = (Vj, Vj+1 ),

oznatme x;,1 = fj(x;, 7;(x;),2;) a pocitajme:

I](X],T)]) = E] [fjo(xj’vj(xj)’zj)+Ij+1(xj+1’]:)j+1):| X
> E] [ij(Xj,lA/j(Xj),Z')+Ij+1(Xj+1,Vj+1):| = IJ(X],V])

Ostrd nerovnost' v (2.36) vyplyva z neostrej nerovnosti (2.34) pre vietky z; € Z; a ostrej
(2.35) minimélne pre 2;. KedZe Z; je diskrétna ndhodnd premennd, kazdé hodnota sa nado-

buda s kladnou pravdepodobnostou a preto sa ostra nerovnost’ prenesie (nascita) aj do strednej

(2.36)

hodnoty E,,.
Nerovnost’ I;(x;, 171-) > Ii(x;j, f)j) je vsak v spore s tym, Ze f)j je optimalnym rieSenim dlohy
W;(x;). Preto plati p6vodné tvrdenie. [

Teraz uz mézeme prejst’ priamo k formuldcii a dékazu rovnice dynamického programovania
pre ulohu s ohrani¢eniami (2.27)). Dokaz je len miernou modifikdciou dékazu [29, Dbékaz Vety
2.7]. VyuZijeme v iom pomocné tvrdenie a princip optimality.

2.4.2 Formuldcia a dokaz vety

Veta 2.16 (RDP pre tilohu s ohrani¢enim) Majme tlohu sphiajticu predpoklad Po-
tom V.= {V,, ..., Vi_1 } je hodnotovd funkcia a V = {9, ..., ¥x_, } optimdlna stratégia prdve
vtedy, ked' V;, v;, j=0, ..., k—1, spl,ﬁajvi pre kazdé j a x rovnicu dynamického programovania:

Ve = max B [ £ v00,5) + Vi i 00.5))

= B [ £206,7,00,2) + Vi (0, 95000, | (2.37)
Vi(x) = ¢(x), prekatdé x.

D o0 kaz. Ukdzeme platnost implikacie v oboch smeroch.
,=“ Zatneme prvou rovnostou - priamo z definicie V vyplyva

Viei(x) = max Ep—1Jk—10x, Vi1, Zi-1)
k—1
= max Ex [fko_l(xyvk—l(x):zk—1)+So(fk—l(x, Vk—1(x),zk—1))],

Vi1 ()EW) 1 (x)

(2.38)
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kedze Vi_; = {vi_1} a pre dané x mozno hodnotu funkcie v;_;(x) zvolit spomedzi vSetkych
pripustnych hodnot riadenia pre dané x, teda v oboch pripadoch maximalizujeme cez mnozinu
W1 (x).

Pre j =0,...,k — 2 dostavame:

1 2
Vilx) = max E; 1Ji(x, V5, 25) = rr%/ejlxlj(x,vj)

J

II%}?X E] [ij(X,V'(X),Z‘) +Ij+1(fj(X,V'(X),Z‘), V]+1):|

4 vj(xI;leEll/v}i(x)r\I}jif( E; [ij(X, vi(x),2;) + L1 (f;(x, vi(x), 25), Vj+1):|

5 ,(max  max [E; £0¢,vi(2),2)) + E; Ty (f;(x, v1(x), 2, Vi)

s e [E; £ (x,vi(x),2;) + max £ (06,00, 20, V)] (2.39)
z vj(xr?e%(x) LE; ij(x,v~(x),z~) + E; r%:ilf( L1 (G, vi(x),2)), Vi) ]

s vj(xr;leell/v)i(ﬂ E; [fjo(x, vi(x),2;) + 1)1}1}23( i (f; (e, vi(),2), Vig1) ]

2 vj(xr)neall/\)/i(x) E; [fjo(x, vi(x),2;) + Vi (f;(x, vi(x),2;)) ]

Zdovodnime jednotlivé kroky: 1 - deﬁm’ciafunkcie Vj, 2 a3 - rozpisali sme podla lemmy
pricom V; = {vj,...,v_1}, 4 - prepisali sme po zlozkdch maximum cez V; = {v;,V;1}, 5
- aditivna vlastnost strednej hodnoty, 6 - prvy s¢itanec nezavisi od V; 1, 7 - plati podla [29) str.
104], 8 - vybrali sme E; pred zétvorku, 9 - opét z definicie V; a lemmy. Tym sme dokdzali prvu
rovnost.

Druha rovnost v (2.37)) je désledkom principu optimality a tvrdenia
Vi(x) = rr%;ejtx Ej—1Ji(x,V}, Z) = rr%}el}xlj(x,vj) =Li(x,V;)
E] [ij(XJ\A/'(X),Zj) +Ij+1(fj(X,V'(X),Zj), 17_H—l):l
E; [£7(x,9;(x), 7)) + Via (f(x, 95(), 2))) ] (2.40)
Prva Cast’ tvrdenia (implikacia ,=*) je tymto dokdzana.

,&“ Opacny smer dokazeme pomocou indukcie. Za¢nime pre i = k — 1: ak Vi_; a ;3
spitiajti (2.37), tak plati

Viea(x) = oy ax (X)Ek—l [ £ G, v(), 201) + @ (frmn (6, v(x), 2521)) ]

Ep_q [f 00,91 (), 2621) + 0 (frm1 (6, D1 (), 2121)) ]
= I)l}ax Ep—1Jx—1(x, Vi1, Zk—1) = Ex Jk—l(X,Vk—l,Zk—ﬂ,
k-1

pricom sme dosadili Vi(x) = ¢(x). Vypocet dokazuje, zZe V,_;(x) je optimalna spatnd vdzba
a Vj._; jej hodnotova funkcia. Tym je prvy krok indukcie ukonceny.

Teraz predpokladajme, Ze veta plati pre i = j+ 1,...,k — 1. Chceme dokazat, ze plati aj
pre i = j,...,k — 1. Majme funkcie V},V; 4, ..., V, ktoré vyhovuju rovnici a x € X;. Podla
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2.4. ROVNICA DYNAMICKEHO PROGRAMOVANIA

induk¢ného predpokladu st Vj4,..., Vi hodnotové funkcie pre prislu$né tlohy. Dokdzme spo-
rom, Ze aj V; je hodnotovou funkciou. Predpokladajme, Ze V; nie je maximdlna hodnota tcelove;
funkcie pre W;(x). Teda musi existovat’ taka stratégia l_/j, ze plati

Ej —1J;(x,V;, Z;) > Vi(x). (2.41)
Potom vSak

Vi(x)

A

Ej,k—l‘]j(xzfjjazj) = I](X’]_j]) )
E; [ij(x,f/-(x),z~)+Ij+1(fj(x’\7.(x)’z,)’ Vj+1):|
E; [£P0x, ;(x), %)) + Vi (f (x, 75(x), 27))] (2.42)

vj(xr?e%(x)Ef L£7Ge,vi 00,2 + Vi (F(x, v (), 2)) ],

INIA

pricom prva neostra nerovnost vyplyva z induk¢éného predpokladu - ked'Ze V;; je hodnotova
furllkcia, Ij41 < Vi, pre akukolvek stratégiu. Posledna nerovnost je v spore s tym, ze Vj, V4, ...
splniali RDP Preto V; je hodnotova funkcia.

Nech teraz aj funkcie v;,9;,4,. .., ¥ spliaju RDP. Podla induk¢ného predpokladu je f)jﬂ
{Pj+1,-++,Vk—1} optimalnou stratégiou. Chceme dokézat, Ze aj Vj = {ﬁj,VjH} je optimalnou
stratégiou. Plati

Li(x,V;)) = E [ij(X,f"(X),Z‘)+Ij+1(fj(X,V'(X),Z‘),f}jﬂ)]

Ej [£00x, 9;(x), 7)) + Vi (f (x, 95(x), 2))] ) (2.43)

kde sme vyuzili najprv tvrdenie 2.14} potom fakt, Ze V;,; je optimalna stratégia a V., je hodno-
tovd funkcia a nakoniec, Ze ¥; spliia RDP. Pretoze V; je hodnotovd funkcia, tak lb dokazuje
optimalitu stratégie f)j. Dokaz je hotovy. [
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Kapitola 3

Moznosti numerickeho
riesenia

V druhej casti dizertacnej prace sa budeme venovat numerickym prikladom, na ktorych chceme
ilustrovat’ a analyzovat’ moznosti rieSenia stochastickych tiloh s koncovymi podmienkami. Ked'ze
analytické rieSenie takychto dloh nie je vo vSeobecnosti mozné, rieSime ich numericky pomocou
schémy zalozenej na RDP. Strucny popis tejto schémy je preto népliou tejto kapitoly.

Pre podrobnejSiu analyzu vSak potrebujeme pracovat s konkrétne zadefinovanym problé-
mom, aby sme mohli ziskané rieSenie porovnat’ s ocakdvaniami, resp. overit, ¢i optimdlne rieSe-
nie naozaj vyhovuje a je prakticky pouzitelné pre redlny problém. Preto v dvoch d’alsich kapito-
lach zadefinujeme a vyrieSime dva vybrané problémy stochastického optiméalneho riadenia.

Prvy problém bude jednoduchsi, péjde o tlohu s diskrétnym charakterom stavu a jednoduch-
$im rozdelenim ndhodnej premennej, konkrétne ulohu predavacta red’koviek upravent podla
[29]]. Pri rieseni tejto dlohy priamo vyuzijeme numerickd schému.

V druhej tilohe uz budeme uvazovat kontinualny charakter stavu a zlozitejsie rozdelenie na-
hodnej premennej, p6jde o alokaciu prostriedkov v portféliu pocas sporenia, teda jednoduchsiu
verziu ulohy riesenej napriklad v [32]. V tomto pripade musime pred rieSenim zaviest’ vhodnu
diskretizdciu, ktorej sa podrobnejsie venujeme v podkapitole V oboch tlohéch sa zameriame
na koncové podmienky a tispesnost’ ich splnenia overime aj simuldciami.

3.1 Numericka schéma

Ulohu v tvare (2.27) s ohrani¢enou mnoZinou pripustnych hodnét riadenia W;(x;) budeme rie-
$it pomocou diskrétnej numerickej schémy zaloZenej na rovnici dynamického programovania
(RDP), ktoru sme dokazali vo vete Pri ndvrhu numerickej schémy sme vychadzali z algo-
ritmu podla knihy [29] Priklad 2.18].
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3.1. NUMERICKA SCHEMA

Pri rieSeni ilohy budeme pracovat s nasledujicimi parametrami tlohy:

e pocet Casovych etap k:
ieT=1{0,1,...,k—1}

e mnozina hodnét stavu:

_ {1 2 M
Xi—{xi,xi,...,xi }

e mnozina hodno6t riadenia:
_ .1 .2 N
U; = {ui, Ui, sl }

e mozné realizicie ndhodnej premenne;j zf ~Zi:

zf € {zil, zl.z, ...,zf}

Pri rieSeni postupujeme podla RDE teda v cykle od poslednej casovej etapy. Pre k Casovych
etap a pre M hodnot stavu x postupne vypocitame stredni hodnotu cez ndhodnd premennd z;
suctu aktudlneho a budiceho zisku pre jednotlivych N hodnot riadenia u, tieto zisky porovname
a vyberieme z nich najvacsi, ¢im ziskame optimalnu hodnotu riadenia u (hodnotu odozvovej
funkcie v;(x) = u), resp. hodnotovti funkciu V;(x) ako hodnotu najlepsieho zisku. Algoritmus je
uvedeny na obrazku

Vypoctova zlozitost uvedeného algoritmu je O (kMNP), teda pocet operdcii linedrne zavisi
od poctu Casovych etap k, poctu hodnoét stavu M, poctu hodnoét riadenia N a poctu realizacii
ndhodnej premennej P. Konkrétny pocet hodnot stavu, resp. riadenia volime v zdvislosti od
ulohy, ktort rieSime.

Numerické rieSenie sme implementovali v programe Matlab verzia R2011b. Uvod do tohto
prostredia pontka kniha [4], v ktorej mozno néajst’ aj aplikacie v oblasti optimalneho riadenia
a diferencidlnych rovnic. Vypocty sme realizovali na pocitaci s dvojjadrovym procesorom Intel
1.5 GHz so 4 GB pamate RAM.

Vypocet pripustnych hodnét riadenia

Popisovany algoritmus zalozeny na RDP vyzaduje, aby sme mali k dispozicii mnozinu pripust-
nych riadeni W;(x) uz pred vypoctom optimalneho riadenia v case i pre stav x . Tento predpoklad
numerickej schémy vsak nie je obmedzujtci, ako sme ukazali v predchddzajticej kapitole, jednot-
livé koncové podmienky vieme takto formulovat’ a numericky urcit konkrétne mnoziny hodnét.
Potom mo6Zeme nepripustné hodnoty riadenia vynechat a pri maximalizacii vziat do uvahy iba
riadenia spfﬁajﬁce pozadovanu koncovi podmienku (¢i uz v tvare strednej hodnoty alebo ako
podmienku na minimalnu pravdepodobnost’).

Méame dve moznosti, kedy vypocitat mnozinu pripustnych riadeni: bud vypocitame mno-
ziny pripustnych riadeni W;(x) pre vsetky i, x vopred, napriklad pomocou obdobnej numerickej
schémy (to je vyhodné v pripade podmienky na minimalnu pravdepodobnost, kde pocitame
hodnotovt funkciu Specidlnej dlohy), alebo priamo pocas vypoctu optimalneho riadenia, kde
v case i pre aktualny stav x overime, ¢i je konkrétna hodnota riadenia u pripustna. V oboch
pripadoch tak budeme hladat maximum iba medzi pripustnymi riadeniami, ¢im zabezpec¢ime
splnenie koncovej podmienky.
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3.1. NUMERICKA SCHEMA

Schéma numerického rieSenia pomocou RDP
inicializacia;
for x = x1, x2, ..., xMX do
‘ vypocet Vi(x) = ¢(x); // vypolet funkcie koncového stavu, i=k
end

fori=k—1,...,0do
// cyklus pre Casové etapy
for x = x!, x2, ..., xM do
// jednotlivé hodnoty stavu
vypocet pripustnych hodn6t riadenia W;(x) podla koncovej podmienky;
foru=u',u?, ...,u" do
// cyklus pre mozné hodnoty riadenia
if u ¢ W;(x) then
‘ u nepripustné, pokracuj d’alSou hodnotou u;
end

forz =z' 22, ..., 2" do

// cyklus pre realizacie nahodnej premennej
vypocet aktudlnej ucelovej funkcie fio(x,u,z);

vypocet budticeho stavu x; 1 = f;(x,u,2);

nacitanie hodnotovej funkcie V;  1(x;,1);

ulozenie hodnoty fiO + Vi, 1(x;41) pre aktudlne z

end

vypolet strednej hodnoty f° + V11 (x;11) cez vietky z;
uloZime pre u strednt hodnotu £ + Vi1 (x;11);

end
najdeme u s najlepsou strednou hodnotou fio + Vip1(xi41);
ulozime v;(x) = u ako najlepsie riadenie a hodnotovu funkciu do V;(x);

end

end

Vysledok: Optimalne riadenie v;(x), hodnotova funkcia V;(x) pre vSetky i, x

Obr. 3.1: Diskrétna numericka schéma zalozena na RDP
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3.2. DISKRETIZACIA ULOHY

3.2 Diskretizacia ulohy

Pokial' su stav alebo riadenie prirodzene diskrétne veli¢iny (vyjadruji napriklad pocet kusov),
hodnotovu funkciu staci vypocitat iba v jednotlivych diskrétnych hodnotéch stavu (napr. celoci-
selnych), rovnako stavova diferen¢nd rovnica bude viest na niektora diskrétnu hodnotu. Aj pri
maximalizacii budeme hladat optimdlne rieSenie iba v diskrétnej mnozine pripustnych hodnét
stavu. Ulohu teda mbZeme tspe$ne rie$it pomocou diskrétnej numerickej schémy.

Ak vsak maju stav ¢i riadenie kontinudlny charakter, ¢o znamend, Ze mézu nadobudat T'u-
bovolni hodnotu z nejakého intervalu, situdcia je komplikovanejsia. Pri numerickom rieseni
mozeme pracovat iba s diskrétnymi hodnotami veli¢in, teda samostatnymi hodnotami z diskrét-
nych mnozin.

Namiesto spojitého intervalu pre stav ¢i riadenie budeme preto uvazovat’ ich diskretizaciu
— kone¢nt diskrétnu siet’ bodov, pricom hodnoty funkcii budeme vy¢islovat' iba v tychto mre-
zovych bodoch. Namiesto analytickych funkcii definovanych na R tak bude nas$im rieSenim iba
niekolko nezavislych hodnét tychto funkcii v jednotlivych bodoch siete. HustejSou sietou dis-
krétnych bodov mézeme ziskat presnejsiu aproximaciu rieSenia.

Ked'ze uvazujeme formulaciu tlohy s diskrétnym ¢asovym krokom, modifikacia ¢asovej pre-
mennej uz nie je potrebnd, staci numericky riesit’ tlohu pre jednotlivé casové etapy. Diskretizacia
stavu a riadenia je vSak nevyhnutna pre numerické rieSenie tilohy pomocou RDE podobnym sp6-
sobom sa diskretizuje napr. aj v metéde kone¢nych diferencii podla [|56) Kapitola 10.1].

Riadiaca premenna u;

Zacnime riadiacou premennou u;. Predpokladajme, Ze ma kontinualny charakter a vzhfadom

na formuldciu tlohy méze nadobudat Tubovornd hodnotu z intervalu [u}™

vyber N bodov z tohto intervalu, pricom

, uMAX]. UvaZujme

MIN

M=yl <w?<.<ul<...<ul™

u

najvhodnejsie je uvazovat rovnomerné rozostupy bodov:

yMAX _  MIN
= ™ 4 S (n-1), 3.1)
kden=1,2,...,N.

Pri rieSeni ulohy pomocou RDP vypocitame dcelovd funkciu iba vybrané diskrétne hodnoty
riadenia, pricom aj maximum budeme hladat iba medzi nimi. Ide teda o numerickd aproxi-
madciu, nie o presné analytické rieSenie. Pokial zvolime mensSie rozostupy bodov, rieSenie bude
presnejSie, teda aj optimalne riadenie bude ,jemnejsie” s plynulej$imi prechodmi prechody me-
dzi jednotlivymi hodnotami.

Poznamenajme, ze kvoli rychlosti vypoc¢tu nemusime volit N prili$ velké; priblizny tvar rie-
Senia sa ukaze uz pre N = 10 hodn6t, zalezi vSak od konkrétnej tilohy a ohraniceni riadiacej
premennej. VSimat' si musime krok riadenia d, pricom

yMAX _ | MIN

d=—t i
N-1 ~
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teda rozdiel dvoch vedlajsich diskrétnych hodnot, ktory nemoze byt prilis velky.

Vzhladom na vypoctovu zloZitost algoritmu, ¢as vypoctu rastie linedrne so zvolenym poctom
bodov N (¢im vacsi pocet hodnét u; zvolime, tym vAcsi pocet ich treba vzdjomne porovnat,
¢o vypocet predlzuje). V pripade zaujmu o vel'mi presné rieSenie (napr. pre realnu aplikdciu)
mozeme pocet hodnot patricne zvysit, napr. na N = 100 alebo N = 1000.

Stavova premenna Xx;

Pokial md aktualny stav x; kontinualny charakter, tiez ho musime diskretizovat. Ak mame v kon-
krétnej ulohe pevné zadané ohranicenia na stav v tvare

MIN _MAX
xie[xl. ) X; ],

situdcia je jednoduchsia. V opa¢nom pripade musime pre konkrétnu tilohu zvolit' dolnt a hornu
hranicu pre x;, podfa moznosti tak, aby tieto dodato¢né ohranicenia neovplyvnili rieSenie tilohy.
Nasledne mézeme vybrat M diskrétnych hodnét, pricom ocakdvame:

xMN =5l <x? <. <x

M-1
i i

<Xx;© =X,

opat mozZeme pouzit’ ekvidiStantné rozostupy

. N MAX _  MIN
WENT T

Podobne ako v pripade riadenia, aj v pripade stavovej premennej mdézeme uvazovat o po-

(m—l), prem=1,2,..., M.

trebnom pocte diskrétnych bodov M. Aj tu plati, ze vacsi poCet bodov znamend presnejsi tvar
rieSenia, na druhej strane aj linedrny ndrast trvania vypoc¢tu. Podl'a nasich skdsenosti vSak po-
stacuje zvolit' taky pocet bodov, aby priestorovy krok v pripade stavovej premennej bol radovo
1/100 z uvazovanej pociato¢nej hodnoty x.

Interpoldcia hodnotovej funkcie

Ked'ze hodnotovt funkciu V;,; pocitame iba v niektorych diskrétnych bodoch, moéze sa stat, ze
pri dalSom potrebujeme hodnotu, ktori nemdme k dispozicii. V takom pripade mézeme zaok-
ruhlovat hodnotu stavu na najblizsiu diskrétnu hodnotu alebo hodnotovt funkciu interpolovat.
V druhom pripade budi vysledky pravdepodobne presnejsie, preto uvazujeme nasledujicu in-
terpoldciu.

Pri vypocte optimalnej hodnoty riadenia v danom Case i a stave x; potrebujeme zohl'adnit
nasledujticu hodnotovu funkciu V;,; v bode x;,; pre mozné realizdcie ndhodnej premennej z;.
Tdto véak mame vypoditanti iba v diskrétnych bodoch x!, x?
nie je tabelovany.

Za predpokladu xMN < x;, ; < xMAX n4jdeme taky index m, Ze plati

,...,xM. Bod x;,; vo véeobecnosti

XM < Xy < XML

teda hladany bod x;,; lezi medzi diskrétnymi bodmi, v ktorych hodnotovu funkciu V;,; po-
zndme. Potom mo6zeme V;(x;,,) nahradit’ linedrnou interpoldciou nasledovne:

m m+1
Xit1 — X ~ Xit1

L R 4 m I S 94 m+1
Vigr(xip1) ~ TS Vign(x™) + TS p——— Vigr (x™)
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O nie¢o komplikovanejsi je vypocet hodnotovej funkcie na pravom okraji, teda pre x;,; >
xMAX v poslednej ¢asovej periéde i = k — 1 mdzeme priamo dosadit’ do analytického vyjadrenia
tcelovej funkcie ¢(x;). V ostatnych periédach tlohu riesime iba pre x € [xMN;xMAX] a tak
najbliz$ia zndma hodnota k V,,1(x;;1) je Vi, (xM2%).

X

AX

b

Mdme dve moZnosti ako postupovat: bud’ pouZijeme hodnotu poslednt zndmu v bode x™
teda polozime
AX
),

Vi1 (Xi41) = Vi ™ pre vietky x; ;1 > x™, (3.2)

alebo méZeme hodnotu v x;,; extrapolovat, napr. pomocou linedrnej funkcie:

MAX
Xit+1 — X

MAX) e
XMAX _ XMAX—]

Vig1(xip1) & Vi (x (Vi+1(XMAX) - Vi+1(XMAX_1)) . (3.3)
Ktory sposob bude vhodnejsi pritom zdvisi od tvaru tcelovej funkcie. Pokial je hodnotova
funkcia blizka linedrnej funkcii, linedrna extrapoldcia bude davat dobré vysledky. Naopak, po-
kial pre x — xMX je Vl.’H(x) \\ 0, teda hodnotova funkcia je na pravom okraji takmer kon-
Stantnd (napr. v pripade konkdvnej hodnotovej funkcie), je vyhodnejsie pouzit (3.2). Ak viak
budeme uvazovat nepresnu extrapoldciu, optimalne riadenie na pravom okraji intervalu nemusi
byt vypocitané presne, moze byt totiz zatazené numerickou chybou uvazovanej extrapoldcie.
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Kapitola 4

Uloha predavada
red’koviek

Pre numerické experimenty sme si ako diskrétnu dlohu vybrali tilohu predavac¢a red’koviek —
ide o ulohu s jednoduchou strukturou, diskrétnou povahou stavu a riadenia (celoCiselné pocty
kusov), linedrnou stavovou rovnicou a rovhomerne rozdelenou ndhodnou premenou.

Této tloha je motivovana knihou [29], ide vSak o $pecidlnu verziu klasického problému pre-
davaca novin, tzv. newsvendor problem, ktory m6zeme ndjst napriklad v skriptach [[15] str. 31],
tiez ako motiva¢nu tlohu v publikdciach venujucich sa stochastickému programovaniu [[51],
531, [54]], resp. ako problém kvetinarky podla ¢lanku [28]. Vo vSetkych verzidch ulohy je cie-
I'om predajcu maximalizovat’ svoj zisk, pricom dopyt po tovare je nahodny a tovar, ktory nepreda,
mu sposobuje dodatoc¢né naklady.

Mozeme spomentt aj zloZitejsiu verziu problému: tlohu o dopiﬁani hotovosti do bankoma-
tov. Dopyt po peniazoch je opat nahodny, banka vSak ma evidenciu doterajsich vyberov a tak
moZze odhadnut budici dopyt. Stochastickd tlohu mozno riesit’ stochastickym programovanim,
ako Castro v [20], alebo aj cez stochastické optimélne riadenie, vid napr. Simko v [57].

V tejto kapitole pouzijeme rovnicu dynamického programovania na ulohu s koncovym
ohrani¢enim. Zaroven preskiimame oblast pripustnych stavov. RieSenie ziskané optimalnym ria-
denim navySe porovndme so stochastickym programovanim. V podkapitole uvadzame nu-
merické vysledky a porovnanie prostrednictvom Monte-Carlo simuldcii.

4.1 Formulacia ulohy optimalneho riadenia

Do ulohy predavaca red’koviek podla knihy [29] sme doplnili ohrani¢enie na koncovy stav
v tvare strednej hodnoty (2.6), ¢im sme ju prisposobili pre potreby numerického prikladu. Ked'ze
stav aj riadenie maju v tejto tlohe diskrétnu povahu, nemusime sa zaoberat ich diskretizaciou.
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4.1. FORMULACIA ULOHY OPTIMALNEHO RIADENIA

Dalsou vyhodou uvedenej tlohy je fakt, Ze ndhodna premennd (dopyt) ma rovnomerné rozdele-
nie. Uvazujme teda nasledujicu formulaciu problému:

Priklad 4.1 (Uloha predavaca red’koviek)

Predava¢ chce maximalizovat svoj zisk z predaja red’koviek pocas pldnovacieho obdobia dlhého
k dni. Kazdé rdno i-teho dria nakiipi u doddvatela u; red’koviek (0 < u; < u’l.V[AX) za ndkupnti cenu
n za zvdzok, ktoré potom pocas dria preddva za cenu p;. Dopyt po red’kovkdch z; je ndhodny,
pricom z; nadobuda hodnoty z rovnomerného rozdelenia Z;. Red’kovky, ktoré dany deri nepredd,
moze preddvat’ aj d'alsi deri, avsak vznikne mu tym strata s za kazdy zvizok (tdto strata predstavuje

napr. ndklady na skladovanie).

Predpokladajme, Ze predavac zacina s prdzdnym skladom (xy = 0). Posledny deri chce mat’ na sklade
v priemere asport u red’koviek, ked’ze md kontrakt s velkoodberatelom. Ten k-ty dert odkupi vSetky
gostdvajtice red’kovky za zostatkovii hodnotu h, pricom pozaduje, aby ich bolo priemerne asport (.

VoIbou réznych parametrov mdzeme riesit rézne verzie tejto ulohy. V autondémnej verzii
ulohy zvolime konstantnu predajnt cenu p; = p, tiez dopyt 2; € Z; = Z bude rovnako rozdeleny
pocas celého planovacieho obdobia. V neautonémnej verzii sa bude predajna cena, resp. dopyt
v priebehu obdobia menit.

Stochastické optimdlne riadenie

Sformulujme teda tlohu predavaca red’koviek v tvare stochastickej ilohy optimalneho riadenia.
Stavovi premennu — aktualny pocet zviazkov red’koviek rano i-teho dna oznac¢ime x;, hodnotu
riadenia, teda ndkup u dodavatela pre dany den bude u; = v;(x;) v tvare odozvovej funkcie,
pricom povolené hodnoty nakupu musia byt z mnoziny U; = {0, 1, ..., u?’[AX}.

Pocas i-teho dna bude obchodnik pontikat celkovo x; + u; redkoviek. Dopyt daného dna
oznacime z;. Ak bude dopyt véac¢si ako ponuka, obchodnik preda vsetky red’kovky. V opa¢nom
pripade obchodnikovi nejaké red’kovky ostant na sklade (tento pocet oznac¢ime x;,). Pocet
red’koviek na sklade pocas dna sa teda bude vyvijat podl'a stavovej diferencnej rovnice:

Xip1 = fi(x;,u;,2;) = max(x; +u; —2;5 0). 4.1)

Predpokladame, Ze vSetky ndhodné premenné, teda dopyty v r6znych dnoch st nezavislé a ne-
uspokojeny dopyt z jedného dna sa neprendsa do d’alSieho.
Utelova funkcia — maximalizacia zisku predavaca red’koviek bude vyjadrena nasledovne:

0 _ : .
fi7 (xj,u4,2;) = pymin(x; +u;; 2;) — nu; — sx; . (4.2)
pr:;laj ndkup  straty

Navyse budeme uvazovat aj odpredaj red’koviek zostavajicich na konci obdobia (h za zvizok),
teda funkciu koncového stavu p(x) = hx.

Do ulohy doplnime aj pozadované koncové ohranicenie — pocet red’koviek zostavajici na
konci musi byt (v strednej hodnote) minimalne u, musi teda spiﬁat’ podmienku

Ee 1 [xk] = . (4.3)
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4.2. RIESENIE METODOU DYNAMICKEHO PROGRAMOVANIA

Na zaklade predchadzajicich ivah m6Zeme sformulovat’ tlohu predavaca red’koviek v tvare
stratégii nasledovne:

k-1
max E p; min(x; +v;(x;); 2;) —nv(x;) —sx; + hxy
V={vp,..;Vk_1} =
xiy1 = max (x; +v;(x;) —z; 0), i=0,..,k-1,
xo =0, (4.4)
vi(x) €U; ={0,1,..., ul™*}, i=0,.., k-1,
z; ~ Z; — Rovnomerné rozdelenie, i=0,..,k-1,

Exq [max(xk—l + Vi1 (k—1) — 2115 0)] > U

4.2 RieSenie metédou dynamického programovania

Sformulovand tlohu optimdlneho riadenia budeme rie§it pomocou rovnice dynamického
programovania (RDP). VyuZijeme pri tom Vetu ktora ddva ndvod na vypolet hodnotovej
funkcie ,,od konca“. Postupne budeme pre jednotlivé casové etapyi =k —1, k—2, ..., 0 hladat
hodnotovu funkciu V;(x) tak, aby platili vztahy
Vi) = max  E; [£20x,vi(x),2) + Vi (FiCe, vi(x),2)) |
vi(x)EWi(x)

Vix) = ¢(x) = hx,
pricom konkrétne v nasej ulohe maju funkcie fl.o, f; tvar

o0, v(x),z) = pymin(x; +vi(x;); 2) —nvi(x) —sx;, i
filxi,v(x),z) = min(max(x; +v;(x;) —z; 0); xMAX), i

b B

=0,..,k-1
=0,..,k—1.

b

Kvoli numerickému rieSeniu sme upravili stavovu rovnicu pre f; pridanim maximdlnej hodnoty

xMAX &0 je ekvivalentné pouzitiu konstantnej extrapoldcie (3.2) opisanej v predchadzajice;j ka-

pitole. Hodnotu xMAX

zvolime dostatocne velkl, aby neovplyvnila rieSenie, zaroven vsak taku,
aby mnozina dosiahnutelnych stavov X = {0, 1, ..., xM*%} nebola zbyto¢ne velka.

Pri numerickom rieSeni pomocou RDP budeme pouzivat’ mnoziny pripustnych hodnét riade-
nia W;(x;) pre x; € X;. Tieto mnoziny su urcené podmienkou na strednti hodnotu koncového
stavu, v nadvéznosti na kapitolu [2|ich zvolime v tvare (2.8), resp. v alternativnom tvare (2.10).

Najst hodnotu V;(x) pre dant etapu i =0, ..., k — 1 znamena pre kazdé x z mnoZiny pri-
pustnych stavov X; C X najst optimalnu hodnotu stratégie v;(x), ktora maximalizuje ticelovd
funkciu. Postupnym preskiimanim vsetkych pripustnych hodnoét riadenia z mnoziny W;(x) néj-
deme optimalnu hodnotu stratégie, pricom najvyssiu dosiahnutt hodnotu V;(x) a prislichajicu
stratégiu v;(x) priebezne ukladame.

Ocakavanu strednu hodnotu tcelovej funkcie potom obsahuje hodnotova funkcia v bode
X, teda Vy(x). Podrobny popis numerickej schémy sa nachddza na obr. v kapitole Pri
numerickom rieSeni vyuzivame program Matlab.
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(a) Cielova hodnota u; =5 (b) Cielova hodnota u, = 10

Obr. 4.1: Optimélna stratégia v;(x) autonémnej tilohy v zavislosti od cielovej hodnoty
Na vodorovnej osi je hodnota stavu x (pocet red’koviek na sklade), na zvislej ¢asova etapa i.
Farba zndzornuje hodnotu stratégie v;(x) (tmavsia farba znamena mensi nakup)

4.2.1 Numerické rieSenie

Vypocitajme najskor rieSenie autondmnej verzie ilohy pomocou diskrétnej numerickej schémy
pre r6zne hodnoty parametra u, teda minimalnej pozadovanej strednej hodnoty koncového
stavu. PouZijeme pritom nasledujiice hodnoty parametrov:

e pldnovacie obdobie k = 20 dn,
e ohranicenie riadenia u™** = 30 — maximélny denny ndkup od dodavatera,
e ohranienie stavu xM*X = 100 — maximdlny poéet red’koviek na sklade,

e nahodny dopyt 2; ~ Z; = Z — diskrétne rovnomerné rozdelenie na 0 az 30,

1

e pravdepodobnost realizdcif z; € {0, 1, ..., 30} je P[Z; =] = 57,

e predajnd cena p; = 0,9, ndkupna cena p = 0,5, strata ak nepredd s = 0,25,
e predaj na konci za h = 0 (pre zjednodusenie),
e pozadovand koncova hodnota u — budeme postupne upravovat'.

Zatnime volbou parametra p; = 5 a iy = 10 pre podmienku (4.3). Ide o relativne malé hod-
noty, ani vplyv na pripustnost by nemal byt velky. Vysledky numerického rieSenia sme zndzornili
na obrazku [4.1] Na vodorovnej osi sa nachddzaja jednotlivé hodnoty stavu (poéty red’koviek na
sklade), pricom na grafe sme zndzornili iba stavy mensie ako 30. Na zvislej osi sa nachadzaju
jednotlivé casové etapy. Konkrétnu hodnotu stratégie v;(x) pre dané i a x urcuje farba na grafe,
tmavsia farba oznacuje mensiu hodnotu riadenia (nakup mensieho poc¢tu kusov).

Ako moézeme vidiet na obrazkoch, v koncovej etape je nakup nizsi pri volbe u; = 5, resp.
vy$si pri volbe u, v porovnani s nakupmi v predchadzajicich etapach. Tieto si az po 18-tu
etapu konstantné, ked'ze ide o autonémnu verziu ulohy. Splnenie podmienky sa zabezpeci pri
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(a) Pévodna definicia (2.8)) (b) Alternativna definicia (2.10)

Obr. 4.2: Optimalna stratégia v;(x) pri cielovej hodnote u; = 40
Biela oblast’ oznacuje nepripustné hodnoty stavu x ¢ X;

poslednom rozhodovani v etape i = k — 1. V tomto pripade su v silade s otakavanim vsetky
stavy pripustné.

Na grafoch si zdroveinl moéZeme vSimnut, Ze stratégie su linearne: zvySenie stavu o 1 znamena
zvySenie optimdlnej hodnoty riadenia o 1. Tato vlastnost optimélnej stratégie stvisi s tvarom
ulohy, kedZe stavova rovnica je linedrna.

ZvoIme si vSsak pozadovant koncovd hodnotu us; = 40. Splnenie tohto ohranicenia neda
zabezpetit' v poslednej etape, ked’Ze maximalny nakup je uM** = 30 a priemerny dopyt je z; =
15. Tym padom je nevyhnutné odkladat si redkovky uz niekolko etap pred koncom.

Numerické rieSenie sme znazornili na obrazku pre pripad pévodnej aj alterna-
tivnej definicie mnoziny pripustnych hodnot riadenia. Biela oblast na grafoch oznacuje
nepripustné stavy x ¢ X;, v tychto neexistuje ziadna pripustna hodnota riadenia, nemoze teda
existovat ani optimalna stratégia pre dané x.

MozZeme si vSimnut, ze kym v pripade tloha pre x; = 0 nema pripustné riesSenie, pre
(2.10) rieSenie md a toto rieSenie je okrem niekolkych etdp pred koncom rovnaké ako v prvom
pripade pre u; = 5. Otdzkou je, ktoré z tychto rieSeni je spravne, resp. viac v stlade s intuiciou.

Ako sme uviedli, ocakdvame, Ze predavac niekolko dni pred koncom planovacieho obdobia
uskutocni vacsie nakupy a zostavajuce red’kovky si odlozi na posledny den, aby splnil koncovi
podmienku. Zrejme mu to zvysi naklady, avsak splnenie podmienky je nevyhnutné. Intu-
itivne by teda pripustné rieSenie tilohy malo existovat. Pravdepodobnost, Ze by dopyt dosahoval
niekol'ko dni maximalne hodnoty a teda predavac si nemohol odlozit’ Ziadne red’kovky na po-
sledny den je prilis mala.

4.2.2 Mnozina pripustnych stavov

Pozrime sa teda na mnozinu pripustnych stavov a mnozinu pripustnych hodnot riadenia podrob-
nejsie — analyticky. Pre zjednodusenie d’alSieho zapisu si ozna¢me funkciu G;(a):

Gi(a) =E; [max (a—z; 0) ] (4.5)
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Ked'Ze pozndme rozdelenie z; ~ Z, m6zeme odvodit’

a—E;[z;]=a-15, pre a > zMA¥ =30,
Gla)=9 1 1 a(a+1 (4.6)
S R I
31 & 31 2

Vyjadrime teraz analyticky mnoziny pripustnych stavov, resp. hodnoét riadenia pre v zavis-
losti od hodnoty parametra u, teda minimalnej pozadovanej strednej hodnoty koncového stavu.
Rozoberieme pripady p; = 5 a u3 = 40. Pre d’alSie hodnoty parametra ¢ mozno mnoziny pri-
pustnych stavov odvodit analogicky.

Pripad i, =5

Odvod’'me najskor mnozinu pripustnych hodnét riadenia a mnozinu pripustnych stavov v jedno-
duchsom pripade pre u; = 5. Vzhladom na parametre tlohy m4 mnozina hodnét riadenia tvar
U={0,1,...,30}. Dosadime do (2.8) prei =k —1:

Wi_1(x) = {uEU}Ek_l [max(x—l—u—zk_l;O)]Zul:S} =
= {ueU|G (x+w) =5} = {ueU|x+u>18}.

Posledna rovnost vyplyva z toho, ze G,_;(a) > 5 pre a > 18. Ako mdzeme vidiet, aj pre naj-
mensSie x = 0 mame k dispozicii niekolko pripustnych hodnoét riadenia(18 < u < 30). Preto
Xi—1 =X, vSetky stavy st pripustné.

Pre i < k — 1 st pripustné také hodnoty riadenia, ktoré vedu do pripustného stavu. Ked'ze
vSak vSetky stavy sd pripustné (X,_; = X), pripustné budu vSetky hodnoty riadenia a vsetky
stavy, teda X; = X pre vSetky i =0, ..., k — 1.

V pripade alternativnej definicie dojdeme v tomto pripade k rovnakému vysledku.
Pre malé hodnoty u < 15 nie je medzi oboma formuldciami rozdiel. To su tie hodnoty u, kedy
je mozné zabezpetit’ splnenie podmienky v poslednej etape. V najhorSom — hrani¢cnom
pripade u = 15 dostaneme podmienku x +u > 30, teda aj vtedy st vSetky stavy pripustné. Nase
odvodenie je v stlade s numerickym rieSenim na obrazku (4.1I).

Pripad u; = 40 — pévodna definicia
Situdcia pre u > 15 je komplikovanejsia. Dosadme teda u; = 40 do p6vodného predpisu (2.8):
Wiei(x) = {u€U| B [max(x+u—z_y;0)] >p; =40} =
= {ueU| G (x+u) =40} = {ueU|x+u>55}.

Poslednd rovnost’ opat’ vyplyva z prepisu funkcie G: Gy_;(a) = 40 & a > 55. Ked'Ze vSak pre
vsetky u € U plati u < ukaf = 30, tak pre niektoré x bude Wj._;(x) prazdna mnozina, potom
dané x ani nebude pripustné. Plati: X;_; = {x € X|x > 25}.

Pre i = k — 2 dostdvame

Wi(x) {ueU | max(x +u —z;; 0) € X;,, pre vietky z; EZi} =

{ueU|x+u—leAX225} = {ueU|x+u=>55}, 4.7)
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pretoze leAX = 30. Rovnica (4.7 pritom plati rovnako pre vSetky i < k — 1, preto aj
Xi :Xk—l = {XEX'X 225}

pre vSetky i < k — 1. Z toho vyplyva, Ze ani pociato¢ny stav x, = 0 nebude pristupny. Analyticky
vysledok, ktory sme odvodili, zodpovedd numerickému rie$eniu na obr. kde stavy x < 25
nie su pripustné.

Pripad u; = 40 - alternativna definicia

Dosad'me u; = 40 do alternativnej definicie (2.10). Mnoziny Wy._;(x), X)_; zostavaju rovnaké
ako v predoslom pripade. Avsak pre i = k — 2 nastava zmena:

Wi_o(x) = {ueU{Ek_z [max(x + u — z;_5; 0)] eXk_l} =
= {uEU{Gk_z(x+u)225} = {uelU|x4+u>40},
Xi_s = {xeX]|x>10},

teda X, _, obsahuje aj stavy, ktoré X,_; neobsahovala. Pre i = k — 3 dostavame:

Wies(x) = {ueU| G s(x+u)>10} = {ueU|x+u>25},
Xi3 = {xeX},

V case i = k — 3 st uz pripustné vsetky hodnoty stavu X, rovnako to bude aj pre i < k — 3. Tieto
vysledky su opat v sulade s numerickym rieSenim na obr.

Zhrnutie

Analytickym odvodenim sme potvrdili, Zze v pripade dlohy predavaca red’koviek s podmienkou
pre u > 15 pévodna definicia zlyhdva a v rozpore s intuiciou vedie k nepripustnosti
celej ulohy, teda neexistencii pripustného riesenia. V tomto pripade sa ako vhodnejsia ukazala
alternativna definicia (2.10), ktora pripdsta pripustné rieenia a umoziuje tdto ilohu vyriesit.

Rizikom alternativnej definicie je vSak dosiahnutie nepripustného stavu: tato situdcia na-
stane, ak bude v poslednych 2 etapdch velky dopyt zdkaznikov. Z tohto dévodu budeme pri
d’alsich numerickych vypoctoch a porovnavani so stochastickym programovanim volit u < 15,
vdaka Comu mézeme pouzit povodnu definiciu a pripadnym problémom s nepripustnostou sa
vyhneme.

4.3 Stochastické programovanie

Zadany problém - dlohu predavaca red’koviek vyrieSime aj pouzitim stochastického programo-
vania s ciefom porovnat ziskané vysledky. V podstate chceme zistit, aky je prinos rieSenia zis-
kaného stochastickym optimalnym riadenim, teda o kolko v priemere zvyS$i predavacov zisk
pouzitie optimalnej stratégie.

V stochastickom programovani mame dve moznosti — bud’ zostavit tlohu ako viacstupnova
(pre k dni planovacieho obdobia potrebujeme (k + 1)-stupiiovd tilohu) alebo vygenerovat na-
hodné scendre a previest problém na tlohu linedrneho programovania. Ked'ze tlohu budeme
rieSit na dlhSom horizonte k = 20 dni, zvolili sme druhd moznost.
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Hlavnd myslienka tohto pristupu je jednoducha: v prvom kroku vygenerujeme N nahodnych
scendrov, ktoré predstavuju konkrétne realizdcie ndhodnych premennych z; ~ Z;. V druhom
kroku potom rieSime tilohu linedrneho programovania — maximalizacia celkového zisku zo vSet-
kych N scendrov pri pouziti spolo¢ného programového riadenia U = {ug,uy,...,u;_1}.

Pri zostavovani dlohy linedrneho programovania pritom musime pamétat na r6zne druhy
ohraniceni, podobne ako pri formuldcii v tvare tlohy OR. Patria sem ohranicenia v tvare rov-
nosti (napr. podmienka kontinuity stavu na sklade) aj nerovnosti (najviac mozno predat tolko
vyrobkov, kolko sa nachddza na sklade a i.).

Generovanie nahodnych scenarov

Prvym krokom ndsho rieSenia je vygenerovanie N ndhodnych scendarov. Ozna¢me ndhodny dopyt
v i-tom dni j-teho scenara ako zg . Potom pri generovani budeme nahodne vyberat zlj Z mno-
ziny moznych hodnét dopytu Z;. Pri generovani rovhomerného rozdelenia dopytu pouZzijeme
zakladnu Matlabovskt funkciu rand ().

Otéazkou je, kolko scenarov je vhodné vygenerovat napr. pre k = 20 dnové obdobie. Pri
velmi malom pocte scendrov bude najdené riesenie (programové riadenie) vhodné len pre tieto
konkrétne pripady. Pri vy$Som pocte scendrov sa viac prejavi zdkon velkych c¢isel a nahodny
charakter tlohy, najdené riadenie tak bude lepsie reflektovat’ ,priemerny* pripad.

Na druhej strane, ¢im vy$si poCet scendrov, tym vacsi je rozmer ulohy LB ktord budeme riesit.
Okrem poctu premennych, ktorych je rddovo 2N k, vyrazne rastie aj mnozstvo ohraniceni (pre
kazdy scendr mame k rovnic a 7k nerovnic).

Napr. pri k = 20 diioch a len N = 2 scenaroch bude pocet premennych 100, pri N = 100
scenaroch bude uz 4020. Vzhladom na vypoctové a pamitové kapacity budeme preto pouzi-
vat’ radovo desiatky scenarov (cca 40-70). Aj tento pocet scendrov uz zabezpeci celkom dobré
vysledky, ako uvadzame medzi konkrétnymi vysledkami v podkapitole

Formulacia alohy linedrneho programovania

Sformulujme teraz tilohu linedarneho programovania, v ktorej budeme hladat optimélne hodnoty
programového riadenia na N ndhodnych scendroch, ktoré predstavujui konkrétnu (determinis-
ticku) realizdciu nahodného dopytu. PouZijeme tieto oznacenia:

i —index pre ¢islodna,iel:={0,...,k—1},

j —index pre ¢islo scendra, j €J :={1,...,N},

u; — objedndvka v i-tom dni (programové riadenie), pre Vi € I,

x{ — stav na sklade v i-tom dni j-teho scendra, pre Vie I, VjeJ,

zg —ndhodny dopyt v i-tom dni j-teho scendra, pre Vi €I, Vj € J,

yl.j — skuto¢ne predané mnozstvo v i-tom dni j-teho scendra, pre Vi € I, Vj € J.

Rozmery jednotlivych premennych budi u € R, x € RN**+D) |y, ¢ N>k,
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Budeme uvazovat’ nasledujlice ohraniCenia a tiCelovi funkciu pre tlohu LP:

e Rovnice pre vyvoj na sklade a pociato¢ny stav (kontinuita stavu)

x! =x{—|—ui—yj Viel, Vjeld,

i+1 i’ 4.8
xg =0, VjelJ. 8
e Obmedzenia pre aktudlny stav a riadenie
xleX; & 0<x/<xMX  vielVjelJ,
u; €U; & 0=<uy < maxu,, Vi el (4.9)
u; €U;
e Obmedzenia predaného mnozstva (podla dopytu a stavu na sklade)
<yl<gl ' j
0‘_yl‘_zl, \7’1.61, Vjield, 4.10)
y <xl4u, VielVjeld.
e Podmienka na stredni hodnotu koncového stavu Ej_; [x;;] > UV tvare stuctu
inZ,uN. 4.11)

jeJ

Utelova funkcia zahfiia prijem z predaja, naklady na nakup, skladovanie a vynos z odpre-

daja ostavajucich kusov; ma tvar

inxa)}s %ZZpiyij —Znui — %ZZSXIJ + ]%thi . (4.12)

JEJI€El i€l jeEJ i€l jeJ

Teda tloha linedrneho programovania, ktorou budeme hladat optimdlne riadenie pre na-
hodné scendre, pozostava z ucelovej funkcie a ohranic¢eni - . Ulohu budeme
riesit pomocou zabudovanej funkcie 1inprog() programu Matlab.

Poznamenajme eSte, zZe v pripade rieSenia ilohy LP nemame zarucené, Ze optimalne rieSenie
bude celo¢iselné (hoci povaha tloha to predpokladd). Uloha obmedzuje iba maximalnu a mi-
nimdlnu hodnotu riadenia ohrani¢enim (4.9). Pre zjednodusenie vSak budeme d’alej pracovat
s najdenym rieSenim, ked'ze najblizsie celociselné rieSenie by zrejme malo eSte niz$iu hodnotu
ucelovej funkcie.

4.4 Porovnavanie kvality rieSeni

RieSenia ziskané dynamickym a stochastickym programovanim nemaju rovnaky tvar. V pripade
dynamického programovania ma rieSenie tvar stratégie, teda postupnosti odozvovych funkcii
{vi(x)}fz_ol, ktora urcuje, aké ma byt optimalne riadenie pre kazdi kombindciu Casovej etapy i
a stavu x. Oproti tomu rieSenim stochastického programovania je programové riadenie

U= {u()’ Ug, ovnh uk—l}:
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teda konkrétna postupnost hodnot riadenia, ktoré st optimalne na zvolenej mnoZzine ndhodnych
scenarov. Takéto riesenia nie je mozné priamo porovnat.

V oboch pripadoch rieSenie zahffia aj ocakdvanu (priemernt) hodnotu ticelovej funkcie (hod-
nota Vy(x() v OR, resp. dosiahnuta hodnota tcelovej funkcie ilohy LP). Ani tieto sa vSak nedaju
priamo porovndvat, ked’Ze v OR je to strednd hodnota cez vSetky ndhodné premenné z; a v pri-
pade SP iba cez vygenerované scendre (nejakej podmnozine vSetkych scendrov, ¢o moze byt
vyhodnejsie).

Preto sme sa rozhodli ziskané rieSenia porovnavat pomocou Monte-Carlo simulacii, teda
priamo v redlnej situdcii: vygenerujeme novy ndhodny scenar dopytu a porovname vysledok
oboch metdd: celkovy zisk pri pouziti programového riadenia ziskaného stochastickym progra-
movanim a stratégie ziskanej optimalnym riadenim. Vypocitat vysledny zisk pri danom dopyte
a riadeni (stratégii) na zdklade stavovej rovnice je pritom jednoducha tloha, mozeme teda po-
rovnanie opakovat’ aj na velkom pocte réznych nahodnych scenarov (napr. raidovo 1000 opako-
vani pre jedno nastavenie parametrov).

Obe metddy budeme porovndvat na Sirokej mnozine parametrov dlohy, napr. autonémna
alebo neautonémna cena, resp. dopyt, ale aj rozne hodnoty parametra p (o¢akdvand koncova
hodnota). Pri porovndvani sa zameriame na nasledujice ukazovatele:

e ocakavana hodnota zisku a hodnota koncového stavu x; kazdej z metdd (vyplyvajica
z vypoctu OR, LP),

e dosiahnutd priemernd, resp. aj minimalna a maximdlna hodnota zisku oboch metdd,
e v kolkych percentach pripadov ma OR vacsi zisk (OR je uspesnejsie),

e redlna hodnota rieSenia ziskaného optimélnym riadenim (rozdiel medzi priemernymi hod-
notami zisku oboch metdd),

e skutocne dosiahnuta stredna hodnota koncového stavu x; (overime splnenie koncovej
podmienky).

4.5 Prehlad vysledkov

Zacnime jednoduchymi prikladmi. Pre pevné hodnoty parametrov vypocitame rieSenie optimal-
nym riadenim (OR) aj stochastickym programovanim (SP). Treba poznamenat, Ze kym v OR
je rieSenie pre pevné hodnoty parametrov vzdy rovnaké (vypocitame rovnaky tvar odozvovych
funkcii aj ocakdvand hodnotu zisku), v pripade SP to tak byt nemusi. Konkrétne vysledky —
programové riadenie aj ocakavany zisk zavisia od ndhodne vygenerovanej sady scendrov.

Nasledne uz pri porovnavani pocas simulécii vygenerujeme nové ndhodné scendre — testova-
cie scendre, na ktoré nechdme vypocitané rieSenia reagovat’ a pomocou stavovej rovnice a tce-
lovej funkcie dlohy dopocitame vysledny zisk. V tomto pripade sa dosiahnuty (priemerny)
zisk OR aj SP meni kazdym behom programu.

Tieto vlastnosti ukazeme na dvoch prikladoch s réznymi hodnotami parametrov v tabulkach
a RieSenie SP sme pocitali trikrat (vypocty 1, 2, 3), pricom kazdé vypocitané rieSenie
sme dvakrat porovndvali s rieSenim OR na ndhodnej sade 1000 scendrov (A, B).

46



4.5. PREHIAD VYSLEDKOV

Priklad 1 Ocak. zisk Priem. zisk Min. zisk Max. zisk Rozdiel Uspesnost

Vypocet SP OR SP OR SP OR SP OR abs. rel. OR
1A 56,1 63,6 | 53,4 64,2 -44,7 18,6 | 76,1 109,4 | 10,8 20,2% 87,8%
1B 56,1 63,6 | 52,4 63,5 -79,7 9,41 76,6 103,4 | 11,1 21,1% 87,1%
2A 59,4 63,6 | 49,0 629 | -121,1 158 | 79,5 117,0 | 13,9 28,4% | 91,8%
2B 59,4 63,6 | 49,0 63,1 | -92,3 238 | 79,2 1094 | 141 287% | 90,4%
3A 546 63,6 | 52,6 63,5 | -750 122 | 748 104,6 | 10,9 20,8% | 88,1%
3B 54,6 63,6 | 52,8 63,8 -67,4 19,4 | 74,6 102,6 | 11,0 20,9% 89,4%

Priemer | 56,7 63,6 | 51,5 63,5 | -80,0 16,5 | 76,8 107,7 | 12,0 23,3% | 89,1%

Tabul'ka 4.1: Priklad 1, hodnoty parametrov sa k = 20, p = 0.7, n = 0.4,
s=0.1, h=0, u =10, N = 50 scenarov.

Priklad 2 Ocak. zisk Priem. zisk Min. zisk Max. zisk Rozdiel Uspe$nost’

Vypocet SP OR SP OR SP OR SP OR abs. rel. OR
1A 70,8 78,1 | 64,6 78,3 -69,3 23,6 | 92,5 126,8 | 13,7 21,2% 90,3%
1B 70,8 78,1 | 64,8 784 | -1368 3,1 | 92,4 1274 | 13,6 21,0% | 87,5%
2A 66,0 78,1 | 64,7 789 | -67,3 185 | 854 1253 | 14,2 21,9% | 89,6%
2B 66,0 78,1 | 64,4 78,3 -41,6 16,1 | 86,6 132,5 | 13,9 21,6% 89,8%
3A 70,1 78,1 | 64,4 78,6 | -153,3 20,6 | 90,2 134,6 | 14,3 22,2% 89,9%
3B 70,1 78,1 | 64,0 780 | -129,9 14,3 | 90,4 128,6 | 140 21,9% | 89,3%

Priemer 69,0 78,1 | 64,5 78,4 -99,7 16,0 | 89,6 129,2 | 14,0 21,6% 89,4%

Tabul'ka 4.2: Priklad 2, hodnoty parametrov si k = 20, p = 0.9, n = 0.5,
s=0.2,h=0.2, u =5, N =50 scenarov.

Popi$me podrobnejsie stipce tabuliek |4.1a :

Ocakdvany zisk obsahuje ocakavanu hodnotu zisku vypocitanti priamo pri rieSeni tlohy
metédou SB OR

Priemerny zisk predstavuje skuto¢ne dosiahnuty priemerny zisk na nahodne vygenerova-
nej sade scenarov

Minimdlny a maximdlny zisk si opat skuto¢ne dosiahnuté hodnoty pre konkrétne sce-
nare, uvadzame ich na ukazku, v akom rozsahu sa dosiahnuty zisk pohybuje

Rozdiel pocitame ako rozdiel medzi priemernym ziskom oboch metéd, v podstate predsta-
vuje hodnotu rieSenia OR (o tito sumu ma OR vyssi zisk oproti SP)

Uspesnost’ OR hovori, v kolkych percentach testovacich pripadov bol zisk dosiahnuty OR
metddou vyssi

V oboch prikladoch sa ukéazalo ako vyhodnejSie pouzit OR riesenie, ktoré dosahovalo vyssi
zisk priemerne v 89% percentdch vietkych ndhodnych scendrov. Priemerny zisk v OR bol oproti

SP vyssi oproti o 21-23%. Tento vysledok vSak nie je uplne prekvapujuci, ked'Zze v podstate

porovnavame programové riadenie a optimdlnu stratégiu. Vypocet netrval dlho, metédou OR

trval 10 sekdnd a v pripade pouzitia SP 7-20 sektind v zavislosti od poctu scendrov.
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Priklad 1 | Ocakdvané x; | Priemerné x; Priklad 2 | Ocakdvané x;, | Priemerné x;

V§potet Sp OR Sp OR V§potet | SP OR SP  OR
1A 10,00 10,48 | 10,06 9,98 1A 6,47 5,52 | 6,14 6,61
1B 10,00 10,48 | 10,11 10,48 1B 6,47 5,52 | 6,11 6,60
2A 10,00 10,48 | 14,35 10,39 2A 550 5,52 | 430 6,55
2B 10,00 10,48 | 14,10 10,25 2B 550 5,552 | 4,38 6,61
3A 10,00 10,48 | 9,89 10,75 3A 500 552 | 569 6,58
3B 10,00 10,48 9,89 10,60 3B 5,00 5,52 | 5,78 6,63

a) Priklad 1: u =10 b) Priklad 2: u =5

Tabul'ka 4.3: Priklady 1 a 2 — o¢akavané a skuto¢ne dosiahnuté stredné hodnoty x;.

Overme este splnenie podmienky na strednt hodnotu. V tabulke uvadzame vypocitané
ocakavané a skutotne dosiahnuté priemerné hodnoty koncového stavu x;. V pripade SP bola
ocakdvana hodnota viacsinou presne y = 10 v prvom priklade, resp. u = 5 v druhom (Co sa
dosahovalo aj neceloCiselnou hodnotou riadenia v poslednej periéde). V optimalnom riadeni
sa volili len celo¢iselné (povolené) hodnoty riadenia, preto aj stredna hodnota x; bola o nieco
vyssia ako pozadovana hodnota u.

V skutoc¢nosti vSak na testovacej sade scendrov rieSenie SP nedosiahlo splnenie pozadova-
ného ohranicenia v 4/12 pripadov (33 %), OR iba v jedinom pripade (8,3 %). Zrejme to stvisi
s tym, Ze je riadenie v tvare spitnej vizby adresnejsie reaguje na pripadnu nizku hodnotu stavu.

Pocet scenarov

Zaujimalo nas, ako zavisi kvalita rieSenia (tispeSnost) stochastického programovania od poctu
scendrov, ktoré sme pouzili v ulohe linedrneho programovania. Zvolili sme preto pevné para-
metre dlohy a do tabufky [4.4] vypo¢itali pre rézne poéty scendrov olakdvany a dosiahnuty zisk,
ako aj rozdiel ziskov a uspeSnost OR. RieSenie sme pocitali pre 10 az 100 scendrov, ked'ze ilohu
s Va¢Sim poctom scendrov sa ndm nepodarilo vypocitat’ (kvoli pamétovému obmedzeniu poci-
taca, na ktorom sme realizovali numerické vypocty).

Z vysledkov mézeme vyvodit' zaver, zZe vySs$i poCet scendrov ma v priemere pozitivny vplyv
na uspesnost SP riadenia, avSak Casto ma vac¢si vplyv samotné nahodné generovanie scendrov.
Pri pocte scendrov 40 a viac md OR stale o 20-21% vys$si zisk ako SB dispesnost OR sa pohybuje
v priemere od 90% do 84 %, pri 20, resp. 100 scendroch. Pre zaujimavost v tabulke uvddzame
aj Cas trvania jednotlivych vypoctov, Co je tiez dolezity ukazovatel. Ako vidiet, s rastom poctu
scenarov rychlo rastie aj Cas trvania vypoctu. Na zaklade tohto porovnania sme d’alej uvazovali
priemerne 50 scenarov ako urcity kompromis medzi rychlostou vypoctu a presnostou rieSenia.

Neautonémna cena

Porovnajme teraz obe metédy OR a SP na neautonémnej verzii tlohy (4.4). V tomto pripade
bude potrebné v jednotlivych casovych etapdch volit iné hodnoty riadenia, ocakavame teda, ze
uspesnost’ OR bude este vacsia ako v pripade autonémnej tilohy. Pre jednoduchost ponechavame
rovnice v pévodnom tvare, menit budeme predajnti cenu p; v jednotlivych ¢asovych etapach i.
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Pocet Ocak. zisk Priem. zisk Rozdiel Uspesnost | Cas vypoétu
scendrov SP OR Sp OR abs. rel. OR (min) :s
10 64,2 76,4 | 57,2 76,0 | 18,8 32,9% | 94,5% 1,4
20 67,5 76,4 | 60,1 75,4 | 154 25,6% 88,6% 2,1
30 70,0 76,4 | 61,8 76,3 | 14,6 23,6% 89,7% 4,5
40 659 76,4 | 62,2 753 | 13,1 21,0% | 88,9% 6,7
50 64,7 76,4 | 63,5 763 | 12,8 202% | 86,4% 16,3
60 67,1 76,4 | 62,5 76,1 | 13,7 21,9% 89,2% 37,5
70 65,1 76,4 | 62,9 759 | 13,0 20,7% 84,5% 1:00,1
80 58,2 76,4 | 554 764 | 21,0 37,8% 91,2% 2:19,5
90 66,9 76,4 | 62,1 755 | 13,4 21,6% | 84,8% 2:52,7
100 67,0 76,4 | 62,5 750 | 12,5 19,9% | 84,2% 4:06,8
Priemer 65,7 76,4 | 61,0 75,8 | 14,8 24,5% 88,2%

Tabulka 4.4: Priklad 3: zmena poctu scendrov N
Hodnoty parametrov: k =20, p=0.8,n=0.4,s=0.2,h=0,u=10

Priemerna Vyvoj Pocet Ocak. zisk Priem. zisk Rozdiel Uspesnost
cena p ceny scenarov | SP OR SP OR | abs. rel. OR
0,75 lomena f. 30 48,4 49,1 | 39,7 50,4 | 10,7 26,9% 85,7%
0,80 lomen f. 30 61,3 71,8 | 61,0 73,0 | 120 19,7% | 89,6%
0,71 kvadratickd f. 30 33,9 37,3 30,3 378 | 76 249% | 87.2%
0,72 kvadratickd f. 50 356 39,5 | 345 403 | 58 167% | 84,1%
0,77 nahodné ceny 70 55,5 62,5 | 549 628 7,9  14,4% 83,4%
Priemer 20,5% 86,0%
Tabulka 4.5: Priklad 4: neautonémna uloha so zmenou ceny
Hodnoty parametrov: k =20, n=0.5,s =0.15,h=0.3, u =0
Dopyt Priemerny Pocet Ocak. zisk Priem. zisk Rozdiel Uspesnost’
dopyt %; scendrov | SP OR SP OR | abs. rel. OR
vikendovy 7 40 38,6 40,4 | 36,6 41,0 | 44 12,1% | 83,7%
vikendovy 7 70 37,9 40,4 | 36,8 41,2 | 44 12,0% | 856%
max v strede 10,5 40 67,0 684 | 64,6 69,3 4,7 7,2% 83,8%
max v strede 10,5 70 65,9 68,4 | 64,7 68,9 4,1 6,4% 83,0%
Priemer 9,4% 84,0%

Tabulka 4.6: Priklad 5: neautonémna uloha so zmenou dopytu

Hodnoty parametrov: k =20, n=0.9,n =0.5,s=0.25,h=0, u =3
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15

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

(a) Kvadratické cena p; (b) Vygenerované nahodné ceny p;

Obr. 4.3: Optimélna stratégia v;(x) v pripade neautonémnej ceny
Na vodorovnej osi je hodnota stavu x (pocet red’koviek na sklade), na zvislej ¢asova etapa i

Uvazujme takéto postupnosti neautonémnych cien:

e lomenuil funkciu, v prvej polovici planovacieho obdobia linedrne cena rastie a potom kles3,

2

e kvadraticki funkciu, cena je tvaru ax* s najvysSou hodnotou v strede casového intervalu,

e ndhodné ceny, ktoré sme vopred vygenerovali a pri rieSeni potom pouzili ako pevné, tieto
ceny zdanlivo ndhodne kolisali pocas planovacieho obdobia.

Vysledky pre tieto neautondémne ceny uvadzame v tabulke pre lep$iu predstavu navysSe
uvadzame aj priemernt cenu p pocas celého obdobia. Opat mézeme byt spokojni s vysledkami,
ked'ze hodnota rozdielu medzi rieSeniami bola priemerne 20% v prospech OR, pricom OR do-
siahlo lepsi zisk v 86% testovacich scendrov.

Na ukdzku sme optimalnu stratégiu vypocitani pomocou optimalneho riadenia zobrazili aj
graficky na obr. mozeme vidiet, Ze optimalne hodnoty ndkupu zodpovedaju ocakavanej

.....

v pripade nahodne vygenerovanych cien optimélne ndkupy v jednotlivych etapach kolisu.

Zmena dopytu

Neautondmnu ulohu dostaneme aj v pripade, Ze nastavime roézny dopyt v jednotlivych dnoch.
Predpokladajme teda, Ze sa bude menit - zvol'me si dva druhy dopytu:

e vikendovy dopyt, ktory sa strieda - prvé styri dni tyzdiia je dopyt 0 az 10 zvdzkov a ostatné
tri dni (piatok-nedela) ma hodnotu 5 az 15 zvazkov,

e najvdcsi v strede, ktory dosahuje najvacsiu hodnotu dopytu 10-20 v strede casového in-
tervalu, pricom prvi polovicu ¢asu dopyt rastie a potom klesa.

Aj v tomto pripade sme optimdlnu stratégiu vypocitani pomocou dynamického programova-
nia zobrazili na obrdzku 4.4} V tomto pripade sa v diioch, kedy je vys$8i dopyt (cez vikend, resp.
v strede planovacieho obdobia), zvysuje pocet objednanych red’koviek — hodnota riadenia v;(x).
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0 5 10 15 0 5 10 15 20

(a) Vikendovy dopyt (b) Maximalny dopyt v strede

Obr. 4.4: Optimalna stratégia v;(x) ako rieSenie tlohy optimalneho riadenia pri zmene dopytu
Na vodorovnej osi je hodnota stavu x (pocet red’koviek na sklade), na zvislej ¢asova etapa i

Pre kazdy dopyt sme vypocitali SP rieSenie pouzitim 40 aj 70 scenarov, vysledky vsak boli
takmer rovnaké, ako uvddzame v tabulke[4.6] Optimalne riadenie dosiahlo lepi vysledok v 84%,
priemernd hodnota rieSenia bola 6-12 percent.

Zaverec¢né zhrnutie

V tejto kapitole sme sa venovali rieSeniu tlohy predavaca red’koviek s ohraniCenim na kon-
covy stav v tvare strednej hodnoty . Ulohu sme riesili stochastickym optimalnym riadenim
a pomocou stochastického programovania.

V podkapitole [4.2.2] sme sa podrobne venovali mnoZindm pripustnych hodnot riadenia, resp.
pripustnych stavov v zavislosti od pozadovanej hodnoty koncového stavu — parametra . Pritom
sme porovnali pévodnu, resp. alternativnu definiciu mnoziny W;(x) a ukazali sme, Ze v pripade
tejto ulohy je vyhodnejsie pouzit’ alternativnu definiciu (2.10).

V aktualnej podkapitole sme uskutoc¢nili velky pocet numerickych Monte-Carlo simulécii,
v ktorych sme na nahodnych testovacich scendroch porovndvali rieSenia ziskané optimalnym
riadenim (metédou dynamického programovania) a pomocou scendrov v stochastickom progra-
movani.

Vysledok je pomerne jednoznacny v prospech OR: tato metdda dosiahla vyssi zisk v 80-90%
nahodnych scendrov, pricom prinos rieSenia OR predstavoval priemerne 20%. Potvrdilo sa teda,
ze optimdlna stratégia ma pred programovym riadenim zna¢ny néskok.
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Kapitola 5
Uloha o portfdliu

Hlavnd népln tejto kapitoly tvori tlloha o alokacii prostriedkov v portféliu s koncovymi ohra-
niceniami. Hoci ide o ulohu s diskrétnym casom, je komplikovanejSia, ked'ze stav aj riadenie
maju v tejto ulohe kontinualny charakter, ¢o pri numerickom rieSeni vyzaduje vhodnu diskreti-
zaciu. Navyse aj ndhodny vynos fondu méze byt spojity - opat musime zvolit vhodnt diskrétnu
aproximaciu.

Uloha o portféliu je zaujimava, jej rézne verzie a formuldcie st predmetom mnohych ¢lankoy,
autori ich rieSia pomocou stochastického programovania alebo optimalneho riadenia. Déchod-
kové sporenie a vyber fondu napriklad v [32], [33]] alebo [27], rebalancovanie portfélii [53]],
rozne rozsirenia modelu na optimalizaciu portfélia [13]], [[17], [18], [30]. Koncovou podmien-
kou v tvare strednej hodnoty v tlohe o optimalizécii portfélia sa zaoberali autori ¢lanku [[16],
optimalizacia portfélia pri ohrani¢eni na rizikovi mieru Value-at-Risk v [62]].

V tejto kapitole sa najskor sa venujeme réznym verziam dlohy o portféliu a moznostiam rie-
Senia tychto uloh s réznymi koncovymi podmienkami. Nasledne ich rieSime numericky pomocou
schémy zalozenej na RDB ktora je opisand v kapitole Ziskané rieSenia a ich uspeSnost’ pri
splneni podmienky overujeme prostrednictvom numerickych simuldcii. NaSou snahou je odhalit
zakonitosti, ktoré platia vSeobecne pre diskrétne stochastické tlohy s koncovou podmienkou.

5.1 Formulacia ulohy optimalneho riadenia

Zacnime vSak formuldciou ulohy: uvazujme problém sporitela, ktory ma moznost’ pri investicii
rozdelit’ svoje prostriedky do dvoch réznych aktiv:

1. bezrizikovy fond, tvoreny napriklad $tatnymi dlhopismi,

2. rizikovy fond, tvoreny prevazne akciami.
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Predpokladajme, Ze vynos bezrizikového fondu je pevny a vopred znamy, zatial¢co vynos rizi-
kového fondu je ndhodny, pricom vSak pozndme rozdelenie vynosov rizikového fondu. Stredna
hodnota vynosu rizikového fondu je vSak vacsia ako v pripade bezrizikového (v opatnom pripade
by nemalo zmysel riesit’ dlohu).

Predpokladame, Ze sporitel na zaciatku investuje pociato¢ni sumu a > 0. Uvazujme dlho-
doby investi¢ny horizont k rokov (napriklad k = 10 alebo k = 40 rokov), pri¢om investor sa vzdy
na zaciatku roka moéze rozhodnut, aku Cast svojich prostriedkov investuje do rizikového fondu.

Cielom investora je dosiahnut’ ¢o najvyssiu hodnotu prostriedkov na konci sporenia pri mini-
mélnom riziku. Ulohou je ur¢it optimélny podiel prostriedkov v rizikovom fonde v jednotlivych
rokoch. Uvazovat budeme rdzne verzie tejto tlohy odlisujtce sa ucelovou funkciou a koncovou
podmienkou s cielom odhalit’ niektoré zakonitosti.

Sformulujme teraz tento problém v tvare tlohy stochastického optimalneho riadenia. Pouzi-
jeme pritom nasledovné oznacenia:

i - poradové cislo Casovej etapy, i € Z=1{0, ..., k—1},
x; — majetok investora na zaciatku i-teho roku, x, = a zadany pociato¢ny vklad,

u; — podiel prostriedkov v rizikovom fonde v i-tom roku, u; € U; = [0, 1]

-~

;. — vynos bezrizikového fondu v i-tom roku, vopred znamy,
z; —ndhodny vynos rizikového fondu v i-tom roku, rozdelenie z; ~ Z; je zndme.

Ked'ze ciefom investora je maximalizovat hodnotu prostriedkov na konci sporenia, resp.
pocas sporenia minimalizovat riziko, budeme uvazovat maximalizaciu funkcie koncového stavu
¢ (xz). Nasleduje vysledna formuldcia tilohy:

max E [cp(xk) ]

XH_l:Xi|:1+ul'2'i+(1—ui)rl':|, i=0,...,k—1,

x; €X; = [0, 00), i=0,...,k, (5.1)
Xg=a>0,

u; € Wi(x;) €U; = [0,1], i=0,...,k—1,

2; ~ Ly, i=0,..., k—1.

Pri formulacii ulohy sme hodnotu riadenia oznacili u;, riadenie vSak budeme hladat
v obvyklom tvare spatnej vazby u; = v;(x;), teda v zavislosti od casu i a aktudlneho stavu x;.
Oznacenie u; sme pouzili iba pre zjednodusenie zapisu v d’alsich ¢astiach kapitoly.

Ohranicenie u; € W;(x;) pokryva podmienky na strednt hodnotu koncového stavu (2.6),
resp. minimdalnu pravdepodobnost v stlade s definiciami z kapitoly[2] PouZitd podmienka
bude upresnend pri konkrétnej tilohe. V pripade tlohy bez ohrani¢eni poloZime

Wi(x;)=U; =[0,1], Vx;e€X;,VieT,

teda vSetky hodnoty riadenia z U; povazujeme za pripustné.
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5.1.1 Uéelova funkcia

Cielom investora v tlohe o alokdcii zdrojov v portféliu je dosiahnut zaroven maximalny vynos

aj minimalne riziko. Podla toho, ktorému z tychto cielov bude prikladat vac¢siu vahu, m6zeme

uvazovat' rozlicné verzie tejto ulohy — rozne tcelové funkcie spolo¢ne s réznymi koncovymi

podmienkami.

Tymito réznymi verziami sa budeme podrobne zaoberat’ v d’alsich Castiach tejto prace. Nie-

ktoré z nich uz boli diskutované v r6znych pracach, my sa vSak zameriame hlavne na moznosti
rieSenia tychto tloh optimalneho riadenia s koncovymi podmienkami.

a)

b)

)

d)

Maximalizovat’ stredni hodnotu dosiahnutého koncového vynosu, teda
max E [xi] . (5.2)

V tomto pripade neuvazujeme koncové podmienky, nezohladiiujeme teda riziko vyplyvajice
z investicie. Ide o jednoduchu verziu tlohy, chceme overit’ numerickd schému porovnanim
s analytickym rieSenim. V d’alSej casti ukazeme, Ze optimalne rieSenie tejto ilohy bude inves-
tovat’ vSetky prostriedky do rizikového fondu, ked’Ze ten pontka vys$si ocakdvany vynos.

Maximalizovat’ uzito¢nost’ plynicu z nasporenej sumy
max E [U(x)], (5.3)

kde U(-) predstavuje funkciu uzito¢nosti investora (tato je rasttica, konkavna), ktora zohlad-
nuje jeho rizikové preferencie, ked’ze narast uzitku pri velkych sumach mo6ze byt maly a tak
investor rad$ej zvoli bezrizikovy fond, resp. mensi podiel rizika. Ulohu méZeme uvazovat
s koncovou podmienkou alebo bez nej. Podobnymi problémami pre rézne funkcie uzito¢nosti
sa zaoberali napriklad [32]], [38], [40].

Minimalizovat’ riziko spojené so sporenim
k-1
min E Z oilx] |, 5.4
i=0

pricom p;(-) je vhodna rizikovd miera, napriklad podmienena hodnota rizika - Conditional
Value-at-Risk (CVaR). V tomto pripade musime zahrnit koncovi podmienku na minimdlnu
nasporenud sumu (Ci uz v tvare strednej hodnoty alebo ako minimdlnu pravdepodobnost),
v opac¢nom pripade bude rieSenim cisto konzervativne investovanie. Minimalizaciou rizika
pri vol'be portfélia sa zaoberali prace [31]], [33]], [I35].

Maximalizovat’ pravdepodobnost’ dosiahnutia pozadovanej koncovej sumy
max P [x; >u], (5.5)

teda taka volba riadenia, aby sme na konci dosiahli pozadovant ciefovi sumu u s istotou,
resp. s maximalnou pravdepodobnostou. Podobnu tilohu riesili autori ¢lanku [24], ti sa vSak
zameriavali na aplikdcie v ekolégii.
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5.1.2 Koncové podmienky

Okrem ucelovej funkcie musime pred rieSenim zvolit vhodnt koncovi podmienku. Obvykle
mame zaujem, aby sme na konci sporenia dosiahli minimalne sumu u, takze mbézeme uvazo-
vat’ obe verzie koncovej podmienky:

e podmienku v tvare strednej hodnoty

E [xpelxe1] = p, (5.6)
e podmienku na minimalnu pravdepodobnost

Plxe=p]=p. (5.7)

Ked'Ze tieto dodato¢né ohranic¢enia musia byt splnené, ic¢elovu funkciu maximalizujeme iba
v triede pripustnych stratégii, teda tych, ktoré spolu so svojou odozvou spiflajﬁ ohranicenia.
Definicidm mnozin pripustnych hodnoét riadenia sa podrobne venujeme v kapitole

Podmienky a ako poziadavku na koncovi hodnotu majetku uvazujeme v ulohe
na minimalizciu rizika (5.4), ¢im zabezpe¢ime nenulové optimélne riadenie. Pri maximalizicii
uzito¢nosti nemusime nevyhnutne pouzit koncovi podmienku, jej zaradenim vsak zvy-
Sime pravdepodobnost’ dosiahnutia minimalnej sumy u. V d'alSom texte sa zaoberdme aj tvarom
oblasti pripustnych stavov a riadeni pri koncovych podmienkach a (5.7).

V tlohe na maximalizaciu strednej hodnoty mozeme uvazovat podmienku ako maxi-
malnu mieru rizika, tato vSak nie je v uvazovanom tvare, ¢o by skomplikovalo vypocet. Na druhej
strane, aj v takejto tlohe moézZeme obmedzit’ mnoZzinu pripustnych hodn6t riadenia W;(x;) pre
jednotlivé Casy i a stavy x; a ndsledne maximalizovat iba v triede pripustnych stratégii.

Uloha na maximaliz4ciu pravdepodobnosti priamo stvisi s podmienkou (5.7), ked’Ze
ju potrebujeme vyriesit, aby sme urcili pripustné mnoziny hodnoét riadenia.

5.1.3 Rozdelenie ndhodného vynosu

Zamerajme sa teraz na nahodny vynos rizikového fondu, ked’ze pri rieSeni ilohy musime upres-
nit’ jeho rozdelenie Z;, ktoré musi byt zndme. Od rozdelenia ndhodného vynosu zdvisi aj kon-
krétny tvar rieSenia, jeho zmenou dostdvame rozne verzie ulohy. Pri rieSeni totiz nevyuzivame
iba strednti hodnotu ndhodnej premennej, ale priamo strednd hodnotu budtcich ziskov/strat
pre jednotlivé realizacie, teda celé rozdelenie Z;.

Kvoli obmedzeniam numerického rieSenia budeme predpokladat, ze rozdelenie Z; je dis-
krétne a méa len konecne vela hodnét. V§imnime si, ze stredna hodnota ndhodného vynosu ;
musi byt vécsia ako vynos bezrizikového fondu r;. V opa¢nom pripade si v danej peridde i raci-
ondlny investor nevyberie rizikovy fond.

Nasleduje prehlad vybranych moznosti, ako mézeme zvolit' rozdelenie nadhodného vynosu
rizikového fondu, pri¢com niektoré z nich pouZijeme pri rieSeni dlohy o portféliu. Pri uvadzani
prikladov predpokladdme, Ze bezrizikové drokova miera je na trovni r; = 2% p.a.

a) Alternativne rozdelenie Z; ~ Alt(p) — nahodny vynos méze byt napriklad 5% s pravdepo-
dobnostou p = 50% a 0% v ostatnych pripadoch. Ide o najjednoduchsi pripad vhodny pre
analyticky vypocet.
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b)

)

d)

e)

Diskrétne rovnomerné rozdelenie — nadobida urcené hodnoty s rovnakou pravdepodob-
nostou, napriklad od —5% do +10%. Vacsia skala hodnot znamend lepsi model.

2

S ‘ .
£,...,%7, ktoré sa budu

Vlastné diskrétne rozdelenie — zvolime si S r6éznych hodn6t zl.l,z

dosahovat s pravdepodobnostami p?,...,pS, pritom musi platit
S
Z p’=1.
s=1

Mozeme si zvolit rozdelenie, ktoré bude lepsie modelovat realitu. Napriklad:

hodnota 0% 2% 6,5% | E(z)
pravdepodobnost | 0,5 0,25 0,25 | 2,125%

Normdlne rozdelenie — so strednou hodnotou 2; a disperziou o2. Toto rozdelenie je spojité,
takze nespiﬁa nase predpoklady, na druhej strane najlepsie modeluje ndhodné vynosy akcii,
resp. akciovych fondowv.

Pri numerickom rieSeni diskrétnej dilohy optimdlneho riadenia pocitame stredni hodnotu
budticej hodnoty hodnotovej funkcie ako sumu jednotlivych realizacii (vid kapitola [3.1)).
V pripade spojitého rozdelenia by sme museli pocitat’ strednii hodnotu ako integral, ¢o vy-
zaduje vhodnu numerickd aproximadciu, teda vysledok tiez nebude analyticky presny a ide
o priblizné rieSenie. Tento pristup je pouzity v praci [32].

Aproximacia normalneho rozdelenia — uvazujme vlastné diskrétne rozdelenie, pricom prav-
depodobnosti definujeme podla normdlneho rozdelenia. Takéto rozdelenie kombinuje vy-
hody diskrétneho rozdelenia (vhodné pre numerickd schému) aj spojitého normalneho roz-
delenia (dobré modelovanie vynosov). Rozdelenie Z; ako aproximaciu normalneho rozdele-
nia vygenerujeme nasledovne:

il,ziz, ... ,zl.s tak, aby platilo

—100% <z <z? <...<z’ <100%,

Zvolime mozné hodnoty ndhodného vynosu z

jednotlivé hodnoty m6zeme vybrat rovnomerne, prip. hustejSie okolo zvolenej strednej hod-
noty £;. Pri volbe S ~ 300 m6zeme mat dieliky po 1%, resp. 0.5% pre 3; & 50%.

Pravdepodobnosti jednotlivych hodnot vypocitame z distribuc¢nej funkcie normalneho rozde-
lenia F(-) so strednou hodnotou 2; a disperziou o? podla vztahu:

F(z™)—FE™Y
Pz =2]] = ———1—,
pre m=2,...,S — 1, v krajnych bodoch potom

1 2

F(zis_l) + F(zl.s)
2 .

P[Z;=%]1=1-

Predpokladdme teda, Ze z; ~ Z; nadobtda iba hodnoty od -100% po +100%: hodnoty mimo
tohto intervalu majd velmi mald pravdepodobnost a vzhladom na ich interpretdciu (vynos
akciového fondu) ani nemaji zmysel.
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5.2 Analytické rieSenie

Naformulovand dloha o alokdcii prostriedkov v portféliu nie je vo vSeobecnosti analyticky
rieSitelnd. Zavisi to od volby tcelovej funkcie, koncovych podmienok a rozdelenia ndhodného
vynosu rizikového fondu. Napriek tomu mozno v $pecidlnych pripadoch odvodit’ zakladné vlast-
nosti rieSenia aj analyticky, comu sa venujeme Vv tejto Casti.

5.2.1 Maximalizacia strednej hodnoty

Ako sme uz skér poznamenali, optimdlnym rieSenim ulohy na maximalizciu strednej hodnotu
nasporenej sumy (5.2)) je investovat’ vSetky prostriedky do rizikového fondu, pretoze ma vyssi
ocakavany vynos. Dokazme toto tvrdenie.

Veta 5.1 Uloha o portfdliu (5.1) s tidelovou funkciou
max E [ x| (5.2)

bez ohraniceni, teda pre u; € U; = [0, 1], md optimdlne rieSenie v tvare

1, ak ‘éi =TI > 0,
i; =v;(x) =1 neurtené, akz;—r;=0, (5.8)
0, ak 21' -1 < 0,

pre vSetky hodnoty stavu x € X; a pre ¢asové etapy i € Z. Neurlenym riadenim pritom rogumieme
lubovolni hodnotu riadenia u; € U; = [0,1].

D 6 kaz. Indukciou dokdzeme, Ze hodnotovd funkcia danej ilohy bude mat tvar V;(x) = cjx
pre j=k,k—1,...,0apre kazdé x € X;.

1° Pre j = k bude V;.(x) = x (funkcia koncového stavu), ¢, = 1 a teda tvrdenie plati.

2° Predpokladajme teraz, Ze Vj,1(x) = cj;1x, ukdZeme, Ze potom aj Vj(x) = c;x. Podla
rovnice dynamického programovania (RDP) plati:

Vi) = max E[ Vi (fixupz) | =

J

= max E [cj+1x(1 +ujz;+ (1 - uj)rj)] =

LleUj

= ¢jyx-max E [1 +ujz;+ (1 - uj)rj] =

u;€l;

= Cj+1x Ll;nga{[f (1 +UJE [Z]] +(1 —uJ)r]) =

J
= cigx-|(1+r;+ max u~£‘—r~)= 5.9
j+1 ( j ujer(x) ](] ]) ( )
= Cjp1Xx- (1+max{rj,£j}) = cjx
Pricom pre hodnotu konstanty c; plati

Cj =Cjq1 (1 +max{rj,ij ) (5.10)

57



5.2. ANALYTICKE RIESENIE

Pri tGpravach sme viackrat vyuzili linearitu strednej hodnoty. V rovnici (5.9) sa maximalizuje
linedrna funkcia, rieSenie musi byt v krajnom bode, preto plati

]., ak 2] — rj > 0,
i; =vj(x) =14 neurtené, akz;—r;=0,
0, ak il — rj < 0,

¢im sme dokdzali rovnicu (5.8). Za predpokladu, Ze strednd hodnota vynosu rizikového fondu
Z;j je vélia ako vynos bezrizikového fondu r;, ¢o je intuitivne oakdvame, teda z; > r; a nastdva
prvy pripad @; = 1. V niektorej etape vSak tento predpoklad nemusi byt splneny. Ak by nebol
splneny vo vsetkych etapdch, tiloha nemd zmysel.

Tym sme ukazali, ze V;(x) = c;x, kde c; spiiia rekurentny vztah s ¢x = 1, pricom
vi(x) = 1, ak z; > rj, resp. v;(x) = 0 v opatnom pripade pre vietky j = k — 1,...,0. Teda
v pripade, Ze maximalizujeme stredni hodnotu koncového stavu, vyberame si fond s najvyssim

ocakdvanym vynosom. [

Poznamka 5.2 Tvrdenie méZeme analogicky dokdzat’ aj v pripade, e do diferencnej rovnice dopl-
nime dodatocny clen a;, ktory predstavuje dodatocné prispevky pocas sporenia:

Xit1 = X; [l—l—uizl-—l—(l—ui)rl-] +al-, l:0,,k—1 (511)

Vtedy bude mat hodnotovd funkcia tvar V;(x) = c;x+d;, kde d; = ¢j1a;+bj 1, di = 0. Optimdlne
riadenie bude rovnako @i; = v;(x) = 1 za predpokladu %; > r;.

Na zaklade dokézanej vety [5.1] moZeme vypoéitané numerické rieSenie porovnat s analytic-
kym rieSenim a overit' tak spravnost vypoctu pomocou numerickej schémy, comu sa venujeme

v kapitole [5.4.1]
5.2.2 Maximalizacia ocakavanej uzito¢nosti

V tejto Casti sa podrobnejsie zameriame na tlohu (5.1)) s tcelovou funkciou maximalizacia stred-
nej hodnoty uzito¢nosti koncového stavu

max E [U(x;)] . (5.3)

Podla [|34] mozno rozhodovanie sa medzi nahodnymi vynosmi s neistym vysledkom zredukovat
na maximalizdciu o¢akavanej uzito¢nosti. Tymto problémom sa zaoberali napriklad [32], [38]],
[39] a [40], nasim cielom je blizsie preskiimat’ vplyv koncovych podmienok na rieSenie tejto
verzie dlohy. Definujme podFa [32]] funkciou uZzito¢nosti:

Definicia 5.3 (Funkcia uzito¢nosti) Funkciu U : R — R nazveme funkcia ugito¢nosti, pokial
spllﬁa nasledujtice vlastnosti pre x > 0:

i. U(x)jerastica: U'(x) > 0, teda ,viac je vdy lepsie*, hraniénd uZitoénost’ je kladnd,

ii. U(x) je konkdvna: U”(x) < 0, ¢o znamend, e hraniénd ugitoénost’ sa zmensuje.
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V d’alSsom texte budeme uvazovat tieto tvary funkcie uzito¢nosti:

e Exponencialna funkcia uzito¢nosti
Ulx)=1—-e", (5.12)

kde parameter c € R* predstavuje koeficient absoldtnej averzie k riziku, ktory je nezavisly

od hodnoty majetku x (podrla [32]]). Pripo¢itanim kon$tantného ¢lena 1 zabezpetime, Ze

hodnota funkcie uzito¢nosti bude medzi 0 a 1.

e Mocninova funkcia uzito¢nosti )

-p
1-p’
pricom parameter p vyjadruje koeficient relativnej averzie k riziku, obvykle sa voli z inter-
valu [1, 11]. Tato funkcia sa nazyva tiez CRRA funkcia uZito¢nosti.

U(x)= (5.13)

Zamerajme sa teraz na vlastnosti hodnotovej funkcie v tlohe (5.1)) pri maximalizacii o¢akavanej

uzito¢nosti (5.3)).

Veta 5.4 (Konkavnost hodnotovej funkcie) Majme tilohu s tiéelovou funkciou ({5.3). Pred-
pokladajme, Ze pre vietky x' < x? a vietky j € T pre mnoginy pripustnych hodnét riadenia plati
Wj(xl) Cc Wj(xz). Potom je hodnotovd funkcia V;(x) rastiica, konkdvna funkcia pre kaZdé j € T.

D 6 k a z. Tvrdenie dokazeme pomocou indukcie. MySlienka vychddza z dékazu podobného
tvrdenia v ¢lanku [[17]).

1° Pre j = k plati Vi (x) = U(x). Kedze funkcia uZzitocnosti U(x) je podla definicie
rastuca a konkdvna, plati to aj pre V;.(x).

2° Predpokladajme, Ze V; 4 je rasttca a konkdvna. Ozna¢me

G;(xj,u) = E; [Vj+1 (xj (T+uzj+(1- u)rj)ﬂ )

potom podla RDP
Vi(x;)= max G;(x;,u
067) = max G(xy,u)

Rasttcost’. Majme x} < x]z. Potom plati
Gj(x},u) = E; [VjH (x]l (I+uzj+(1- u)rj))] <
< E [Vjﬂ (x?(1+uzj+(1 —u)rj))] = Gj(xlz,u),

1 2 v . p
teda Gj(xj u) < Gj(xj ,u), pretoZe Vj 4 je rastuca.
Potom aj

Viix)H) = max G;(x},u) < max G;(x%u) < max G;(x%,u)="V(x?)
7 uEWj(x}) 7N uer(x}) 7 uer(xJ?) I 7N

Druhd nerovnost vyplyva z predpokladu Wj(x}) - Wj(x?). Tym sme dokdzali, ze plati
Vj(x}) < Vj(x]z), teda Ze hodnotova funkcia V; je rastuca.

59



5.2. ANALYTICKE RIESENIE

Konkavnost’. Majme teraz dva pripustné stavy x}, x? € X; a definujme x]‘?‘ = ax} +(1- a)sz
pre Iubovolné a € (0,1). Stav x]‘." lezi medzi x} a xJ?, z predpokladu vety je teda tiez pripustny.

Ozna¢me u' ako optimdlne riadenie pre x} , u? ako optimalne pre x}z a definujme u® vztahom:

ocx}u1 +(1- oz)x?u2

a _
u = x{x
J

Pocitajme:

Gj(x;‘,u“) = Ej J+1( I +uz+ (1 —u)r; )]
= E; JH(x + x? uzj+(x — X ua)r)] =
x +x uz +(x —x 1)r])

+(1—a)(x]2+x uz +(x —x z)r] )}

= L VJ+1

/_\\

v

o E; [Vjﬂ (X}+x ulz +(x —x u )r)]
+(1—-a)E; [J+1 (xj+x u® z; +(x —szuz)rj)] =
= an(xj,ul)—I—(l—a)Gj(xj,u ).

Vyuzili sme definicie xj.", u®, konkévnost' V;, a linearitu strednej hodnoty. PouZzitim odvodenej
nerovnosti dostavame:

Vi(x®) = Gi(x%, Gi(x%,u®) >
() uenvgaéa) (e u) = Gl u®)

> an(xj,u1)+(1_a)Gj(XJz’uz) = an(x})+(1—a)Vj(x]2)

Prva nerovnost plati z dovodu, ze u* nemusi byt optimalnym rieSenim pre stav x;?‘. Tym sme
dokazali, ze V; je konkévna. [

Uvedend veta plati aj pre dlohu bez ohraniceni, ked'Ze v tom pripade je W;(x) = Uj;, teda
mnozina pripustnych hodno6t riadenia je rovnaka pre vetky x € X;. Tvar hodnotovej funkcie
ilustrujeme na obr. vo vybranych ¢asoch pre exponencidlnu funkciu uzito¢nosti. Ako mo-
zeme vidiet, v ¢ase i = k = 40 je hodnotova funkcia rovna funkcii uzito¢nosti. V d’alsich ¢asovych
etapach je hodnotova funkcia taktiez rasttica a konkavna.

V pripade tlohy s koncovou podmienkou (2.6)), resp. mobzeme z definicii mnozin
pripustnych hodnét riadenia odvodit, Ze pre x' < x? bude W;(x') € W;(x?), teda pre vadsiu
hodnotu stavu x? méme k dispozicii aspoii takti mnoZinu hodnét riadenia ako pre x!, tym pAdom

predpoklad vety [5.4] bude splneny.

Riadenie v zavislosti od stavu x

Zaujimala nas tiez otdzka zavislosti optimdlnej spéatnej vazby v;(x) od aktudlnej hodnoty stavu
x. Ked'ze konkdvna funkcia uzito¢nosti zohl'adnuje investorovu averziu k riziku, tak aj riadenie
by malo byt urcitym kompromisom medzi maximalizdciou vynosu (investiciou do rizikového
fondu) a minimalizdciou rizika (bezrizikovy fond).
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Obr. 5.1: Maximalizacia exponencialnej uzito¢nosti — numerické rieSenie vo vybranych etapach
ako ilustracia tvaru hodnotovej funkcie V;(x) a optimalneho riadenia v;(x)

UvaZzujme napriklad exponencidlnu funkciu uzito¢nosti (5.12). V konkrétnom pripade mo-
Zeme numericky vypocitat optimalne riadenie a hodnotovt funkciu. Tieto sme zobrazili v nie-
kolkych ¢asovych etapach na obr. pricom sme uvazovali pocet periéd k = 40.

Ako moéZeme vidiet na obr. v tomto konkrétnom pripade je optimdlna spétnd vizba
v zavislosti od aktudlneho stavu nerastiica. Na casti intervalu je spidtna vdzba konStantna — to
je v pripade, Ze maximum sa nadobida mimo mnoziny pripustnych riadeni, optimalne riadenie
teda lezi na okraji intervalu, resp. klesajtica, teda podiel v rizikovom fonde sa postupne znizuje
s rasticou hodnotou majetku.

Takyto tvar optimalneho riadenia vSak plati len v tomto konkrétnom pripade, nie vSeobecne.
Napriklad pre mocninovi funkciu uzito¢nosti (5.13) je situacia odli$na - optimalna spétna viazba
od aktudlneho stavu x nezavisi. Tomuto pripadu sa podrobnejSie venujeme v d’alSej casti.

Mocninova funkcia uzito¢nosti

V $pecidlnom pripade — pre mocninovt funkciu uzito¢nosti (5.13) sa da v tlohe so spojitym
¢asom pomocou Hamilton-Jacobi-Belmanovej rovnice odvodit, Ze rieSenie nezdvisi od ¢asu ani
od nasporenej sumy. Riadenie bude teda konstantné a bude zavisiet iba od parametrov ulohy,
najma rizikovej averzie investora. Podrobnejsie napr. v pracach [38]] alebo [39].

Podobné tvrdenie mézeme odvodit aj v pripade tlohy s diskrétnym Casom, kde pre urcitu
triedu funkcif uzito¢nosti a pre vSeobecnejsiu ilohu mézeme dokdzat, Ze optimdlna spéitnd vizba
nezavisi od x.
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Veta 5.5 Uvagujme nasledujiicu vseobecnejsiu tilohu:

max E [U(xk)]

Xip1 =x;-8(u;,z), 1=0,...,k—1,

Xg=a>0, (5.14)
uiEUi, i:O,...,k—].,
Zl"\‘Zi, l:O,,k—].
Nech funkcia ugitoénosti U(x) je spliia pre vietky ¢ > 0
U(cx)=U(c)U(x)D, (5.15)
potom pre kazdé i € T plati
Vi(x) = U(x)g; D", (5.16)
pricom g je dané rekurentnym vztahom
g = & -maxE [U(gluz))], (5.17)
g = L
Navyse optimdlna spdtnd vdzba nezdvisi od x, teda
vi(x)=u; € arg max E; [U(g(u,z))], (5.18)
ue

D 6 k az. Tvrdenie dokdZeme indukciou od konca prei =k, k—1,...,0.
1° Pre i = k bude Vi (x) = U(x), tvrdenie teda plati.
2° Nech (5.16) plati pre V. UkdZeme, Co plati pre V;:

Vl(x) = max E; [Vi+1(xg(u:zi))]
uel
B k—i—1
= max E; [U(Xg(u>zi))g;k+1D l ]
— ki.
= max B [U(x)g},, D" - g(u,2)]

= U(x)g{,,D"""-max E; [g(uz)] = U(x)g;D"™"

Vyuzili sme platnost vety pre V;,; a predpoklad ll Pritom g spl'ﬁa rekurentny vztah ID
a pre optimalnu spatnu vizbu musi platit

vi(x) € argmax E; [U(g(w,2)) ],
uelU
teda v;(x) = u; nezavisi od x. Tym je tvrdenie dokazané. |
Dosledok 5.6 Ked’Ze mocninovd funkcia uZito¢nosti splria predpoklad a tiloha (5.1)
splria predpoklady vety optimdlna spdtnd vdzba v;(x) v tejto tilohe nezdvisi od aktudlneho
stavu x. Pre autondmnu verziu tlohy (5.1)), teda pre rovnaké mnoginy riadeni U; = U;, rovnaké

rozdelenia 7Z; = 7 a konsStantné troky r; = r, navyse bude optimdlna spdtnd vizba v;(x) = ii
konstantnd vo vsetkych ¢asovych etapdch i nezdvisle od aktudlnej hodnoty stavu x.

62



5.2. ANALYTICKE RIESENIE

5.2.3 Minimalizacia rizika

V dlohe na minimalizdciu rizika portfélia potrebujeme riziko vhodnym spdsobom ohodnotit.
Vlastnosti rizikovych mier nie st taziskom tejto prace, preto uvadzame len struc¢ny prehlad ne-
vyhnutnych definicii a nasich pozndmok. Podrobny vyklad o merani rizika s prikladmi a vysvet-
leniami mozno najst napriklad v knihe [44]. Zacneme definiciou rizikovej miery ako funkcie,

7 Vs

ktora nahodnej premennej priradi ¢iselnt hodnotu (podra [37]).

Definicia 5.7 (Rizikova miera) Oznalme G je mnoZinu vsetkych ndhodnych premennych defino-
vanych na pravdepodobnostnom priestore (2, M,P). Zobragzenie p : G — R nagyvame rizikovd
miera.

Rizikovou mierou je napriklad aj $tandardna odchylka ([I31]]). Vhodné st tie miery, ktoré
riziko primerane kvantifikuji. Su to koherentné rizikové miery, ich vlastnosti popisuju [1]] a [3]].
V stcasnej praxi sa pouzivaju najmé miery Value-at-Risk (VaR) a Conditional Value-at-Risk
(CVaR). Value-at-Risk pri optimalizdcii portfélia pouziva napriklad ¢lanok [|62], ktory hfada rie-
Senie analyticky. My viak pouZijeme druhd mieru CVaR, pretoze spitia podmienky koherentnej
miery rizika, ma teda lepSie vlastnosti ako VaR. Definujme teda vztahy na vypocet CVaR pre
funkciu vynosov (podra [32]).

Definicia 5.8 (Conditional Value-at-Risk) Nech Y je spojitd ndhodnd premennd s distribu¢nou
funkciou F. Podmienenii hodnotu rizika (Conditional Value-at-Risk) ndhodnej premennej Y na hla-
dine vyznamnosti a, 0 < a < 1 definujeme vzt'ahom

a

CVaR,(Y) = %f FY(wdu, (5.19)
0

odchylku podmienenej hodnoty rizika (Conditional Value-at-Risk Deviation) ako
CVaRD,(Y) = E(Y) — CVaR,(Y). (5.20)

Z definicie vyplyva, Ze CVaR predstavuje priemernt hodnotu vynosu v 100a percentach naj-
hors$ich pripadov, resp. priemer z a100% najvacsich strat [[I]]. Preto sa CVaR v literattre oznacuje
aj Average Value-at-Risk alebo Expected shortfall.

Miera CVaRD vyjadruje samotné riziko ocistené o strednt hodnotu nahodnej premennej a na-
dobtida len nezaporné hodnoty (dokaz vid' [[44} 2.2.3]). Na minimalizaciu rizika v tilohe o opti-
malizacii portfdlia je preto najvhodnej$ia miera CVaRD, pouzivali ju aj prace [31][32].

Diskrétna ndhodna premenna

Definicia|5.8luvadza vypocet CVaR pomocou distribu¢nej funkcie pre spojiti ndhodnu premenn.
Pri numerickom rieSeni vSak uvazujeme diskrétnu nahodnu premennd, takze potrebujeme CVaR
vypocitat' aj v diskrétnom pripade. Mézeme pouzit tlohu lindrneho programovania navrhnutd
v 48], avsak CVaR ako priemernd hodnotu vynosu v spodnom a-kvantile rozdelenia mézeme
vypocitat v pripade diskrétnej ndhodnej premennej vypocitat’ aj priamo.

Vychadzali sme pritom z vypoctu vyberového CVaR zo stboru realizdcii v [2]] a vypoctu
CVaR v pripade diskrétneho rozdelenia v [[45]], tieto sme upravili pre nase diskrétne rozdelenie
s urcenymi pravdepodobnostami.
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Definicia 5.9 (CVaR pre diskrétnu nahodnud premenna) Majme diskrétnu ndhodnu premennii
Y, ktord nadobtida hodnoty Y?,...,YS s pravdepodobnostami p', ..., pS, priom nadobtidané hod-
noty sti usporiadané nasledovne: Y < ... < YS. Nech S* je najviési index, pre ktory plati

st
Zps <a, (5.21)
s=1
potom CVaR vypocitame ako
Zsi ps Ys
CVaR,(Y) = =—. (5.22)
s=1 ps

Dynamické programovanie

Zatial sme definovali mieru CVaR iba pre samostatni ndhodnt premennu. Takymto spésobom
mozno minimalizovat’ riziko napriklad pri stromovej reprezentdcii v stochastickom programo-
vani, ako napr. [33]], mame totiz k dispozicii pravdepodobnosti dosiahnutia jednotlivych konco-
vych vrcholov.

V pripade optimdlneho riadenia je situacia komplikovanej$ia. RieSenim tlohy pomocou Bell-
manovej rovnice dynamického programovania postupujeme od konca, v kazdom stave pozname
podmienené pravdepodobnosti dosiahnutia nasledujtcich stavov, nie vSak pravdepodobnost’ do-
siahnutia aktudlneho stavu. Preto tloha

minE [ CVaRD, (x| x;_1) ] (5.23)
u

neminimalizuje riziko pocas celého procesu, ale iba v poslednej periéde. To bude miniméalne pri
volbe u;_; = 0, hodnota ucelovej funkcie bude tym padom tiez 0, volba ostatnych riadeni uz
nema vplyv na hodnotu ucelovej funkcie.

Problém merania rizika dynamickom programovani bol predmetom ¢lankov [[49]], [50Q].
Preto podla [44] zavddzame nasledujicu viacperiédovii mieru CVaR, ktora nam umozni mi-
nimalizovat riziko dynamicky vo vSetkych periédach.

Definicia 5.10 (Viacperiédovy Conditional Value-at-Risk) Majme integrovatelny stochasticky
proces Y = (Yy,...,Yy). Pre danil postupnost konstdnt ¢ = (cq,...,cr), hladin a = (aq,...,ar)
a filtrdciu F = (Fy,. .., Fr) definujme viacperiodovu podmienent hodnotu rizika (CVaR) ako

CVaR, (Y;F)=

M’*E

¢ E[ CVaRy, (Y| Fe—) | (5.24)

t=1

a viacperiédovii odchylku (CVaRD) ako

T
CVaRD, (Y;F) = th E [ CVaRD, (Y, | Fi—y) ] - (5.25)

t=1
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Analytické rieSenie ulohy bez ohraniceni

Zacnime najjednoduchs$im pripadom, teda minimalizaciou CVaRD v ulohe (5.1) bez ohranic¢eni
s nasledovnou ucelovou funkciou:

k=1

minE | Y ¢;- CVaRDq (i1 | X;) (5.26)

i=0
; mozeme volit' riadenia
u; € U; = [0,1]. NaSim ciefom bude minimalizovat' vyraz C VaRD,, (xj41|x;). PrepiSme vSak
stavovu diferen¢nu rovnicu tlohy (5.1) na tvar:

Uvazujme pritom kon3tantné vahy c¢; = 1. V danom Ccase j a stave x

Xj+1 :Xj+XjU.ij+Xj (1 —U.J) r]-,

Xj+1:Xjuij+xj+xj (1—1,1]) rj, (527)
nen;};dné

kde druhy a treti ¢len sui nendhodné konStanty, nezdvisia totiz od realizdcie z;. Rizikova miera
CVaRD je invariantna na posun o konstantu (dokaz v [[44]]), na jej velkost teda vplyva iba prvy
¢len vyrazu (5.27).
Zaroven je podla [[44, ¢ast 2.2.3] rizikova miera CVaR kladne homogénna, teda pre nahodnu
premennd Y plati
CVaR,(AY)=ACVaR,(Y), A=>0. (5.28)

Potom z definicie linearity strednej hodnoty a pre A > 0 vyplyva
CVaRD,(AY) = E(AY) — CVaR,(AY) = AE(Y) — ACVaR(Y)
=  CVaRD,(AY) = A (E(Y) — CVaR,(Y)) = ACVaRD,(Y) (5.29)
teda aj CVaRD je kladne homogénna. Preto pre u; > 0
CVaRDy(xj11) = CVaRD,(xju;z;) = u; CVaRD,(x;z)). (5.30)

Teda pre u; — 0 aj CVaRD,y(xj;;) — 0. CVaRD totiz nadobtida len nezdporné hodnoty, mi-
nimum sa dosiahne pre u; = 0. Minimalizdcia CVaRD je teda ekvivalentnd minimalizacii u;,
optimdlne rieSenie tlohy bez ohraniceni je u; = 0 pre Vj € Z, je teda optimdlne investovat
vSetky prostriedky do bezrizikového fondu.

Analytické rieSenie ulohy s ohraniceniami

UvaZzujme teraz minimalizdciu rizika portfélia v jednotlivych periédach v tlohe aj
s koncovou podmienkou, teda nasledujicu tlohu:
k-1
minimalizovat E Z ¢ci - CVaRD, (xiy11x;)
i=0

za podmienok  x; =x; [1+uz+(1—-u)r;], i=0,....,k—1,

x; €X; =[0,00), i=0,...,k, (5.3
Xg=a>0,

u eWi(x))CU; =[0,1], Vx; €X;, i=0,...,k—1,

2; ~ L, i=0,....,k—1
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pricom mnozinu pripustnych hodnét riadenia volime v stlade s koncovou podmienkou v tvare
strednej hodnoty (2.6), resp. podmienky na minimélnu pravdepodobnost (2.11)).

V tomto pripade je rieSenie trochu zloZitejSie, rozoberme si vSak jednotlivé pripady, ktoré
mozu nastat’:

a) Pripustna oblast’. Pokial je x; také, Ze s istotou splnime koncovi podmienku, riadenie u; =0
je pripustné a zarovei optimalne (argument je rovnaky ako v pripade tlohy bez ohraniceni).

b) Mimo pripustnej oblasti. Pokial pri stave x; nemame istotu splnenia podmienky, mame vsak
mnozinu pripustnych riadeni W;(x;) € [0, 1], z ktorej u; vyberame, tak

e ak neuvazujeme stratu z d'al$ich peridd, tak rieSenim zrejme bude u; = min W;(x;), teda
optimadlne rieSenie zavisi od definicie mnoziny pripustnych riadeni,

e ak uvazujeme aj d’alSie periody, u; budeme volit' ¢o najmensie, aby sme minimalizovali
aktudlnu aj buducu stratu. Konkrétne optimalne riadenie nevieme v tomto pripade urcit
analyticky, zavisi od formulacie a parametrov problému.

Uvedené vlastnosti optimalneho rieSenia ulohy overime v d’alsich podkapitolach aj numerickymi
vypoctami.

5.2.4 Maximalizacia pravdepodobnosti splnenia podmienky

Pokial chceme riesit tlohu s podmienkou na strednt hodnotu koncového stavu, zaujima nas
aj otazka, ¢i je vobec tdto podmienka splnitelnd, alebo inak - akd je Sanca, ze tato podmienka
bude tspesne splnend. V pripade podmienky E[x;] > u v tlohe totiz uspeSnost nemusi
zavisiet' len od zvolenej stratégie, ale aj ndhodného vynosu fondu. Preskimajme teda, aka je
pravdepodobnost, ze koncovy stav splni x; > u.

V kapitole sme sa podrobne venovali maximalizacii pravdepodobnosti splnenia konco-
vej podmienky x; > u, teda otdzke, aké riadenie treba volit, aby sme tito podmienku dosiahli
s maximalnou pravdepodobnostou. Podobne ako [24]] sme ukézali, Ze musime riesit’ ilohu opti-
malneho riadenia (5.1) so $pecidlnou tcelovou funkciou

max  E[®(x;)] (5.32)

1, ak x>y,

kde ®(xi) = { 0, inak

Hodnotova funkcia tejto tlohy sa zaroven rovna pravdepodobnosti splnenia podmienky defino-
vanej predpisom (2.14), teda V;(x) = P;(x).

Riesit tilohu na maximalizdciu pravdepodobnosti analyticky je pomerne komplikované, uka-
zeme vSak dve zaujimavé vlastnosti. Prvii vo forme vety o oblasti, na ktorej je 100% istota
splnenia koncovej podmienky, druhd pozndmku o riadeni mimo tejto oblasti.

Veta 5.11 (Oblast’ istoty splnenia podmienky) V tlohe s udelovou funkciou (5.32) pre
j =0, ..., k definujme oblast’ istoty splnenia koncovej podmienky x; > u ako mnoZinu stavov

g =—t L (5.33)

[T 1 +r)
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Potom pre vsetky x; € X; bude hodnotovd funkcia rovnd V;(x;) = 1, ¢o znamend istotu splne-
nia koncovej podmienky X > u. Zdroveri optimdlna spdtnd vizba pre x; bude v;(x;) = 0, teda
investicia vsetkych prostriedkov do bezrizikového fondu.

D 6 k a z. UkdZzme, Ze na mnoZine X; mame pre j € 7 istotu splnenia koncovej podmienky.
Tvrdenie dokdzeme pomocou indukcie.

1° V Case j = k je podmienka s istotou splnena pre vSetky x; > u. V tom pripade Vi.(x;) =1,
Xr = u a teda pre mnozinu X, tvrdenie plati.

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vietky x;,, € ¥X;,,. V Case j budu pripustné vietky
x;, pre ktoré plati, Ze x;, € X;,;, teda

Xj+1 :Xj (1+UJZJ+(1—UJ)TJ) Z')z‘j-i-l (5.34)

Hoci z; je ndhodnd premennd, volbou u; = 0 ju eliminujeme a tak dostdvame podmienku na x;,

aby sa nachdadzalo v oblasti istoty splnenia podmienky.
u
k—1
[T A+1)
o N u B u
Xj_ 14+r; o k-1 - k—1
! (1 + rj) Tl Q+r) TLS (A +r)

, s . N
V pripade x; > X; bude zéroven

x](l—i-r]) = )?j—i-l =

X (5.35)

Vi(x;) = H}I?X E; [Vig(xj41)] =1,

pretoze vacsiu hodnotu ako 1 nie je mozné dosiahnut (z funkcie koncového stavu) a pre u; =0
dostdvame V;,1(x;j41) =1, Cize u; = O je aj optimdlne riadenie.

Tym sme dokézali, Ze mnoZina stavov X;, v ktorych mdme istotu splnenia koncovej pod-
mienky volbou riadenia u; = 0, m4 tvar Il pre vetky j =0, 1, ..., k. [ ]

V pripade autonémnej verzie ulohy (5.32)), teda pre konStantné r; = r mozeme upravit
rekurentny vztah (5.35) a dostavame:

X;= e a - (5.36)

! ]_[i.:jl (1+rj) - (1+r)

Tym sme dokazali nasledujuici désledok:

Désledok 5.12 (Autonémna tloha) V autonémnej verzii tilohy s téelovou funkciou (5.32),
teda pre rj = r konstantné pre vsetky j € Z, bude mat’ oblast’ istoty splnenia koncovej podmienky

podla vety pre j =0, ..., k nasledujtici tvar

(Q+r)
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Ukazali sme, Ze pre dostatocne velké x; stali volit u; = 0, ¢im dosiahneme istotu splnenia
koncovej podmienky v tvare strednej hodnoty (2.6)), resp. podmienky na minimélnu pravdepo-
dobnost’ (2.6). Aké vSak bude optimdlne riadenie mimo tejto oblasti? Intuitivne predpokladdme,
ze nadim ciefom bude zvad8it x; tak, aby sme sa dostali do oblasti istoty, resp. aspori ¢o najblizsie
;=1 samb-
zeme k cielovej oblasti najviac priblizit. Samozrejme, v tesnej blizkosti ciefovej oblasti budeme

k nej. KedZe rizikovy fond ma vys$si ocakdvany vynos ako bezrizikovy, tak volbou u

volit' riadenie medzi 0 a 1, aby sme limitovali moznost velkej straty v rizikovom fonde. Tento
intuitivny profil rieSenia sa objavi aj v rdmci numerickych vysledkov.
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5.3 Numerické riesenie

V tejto Casti uvddzame niekolko pozndmok ohladom numerického rie$enia tlohy (5.1)). Pri rie-
Seni budeme pouzivat numerickd schému zalozent na rovnici dynamického programovania
(RDP), ktora je podrobne popisand v Casti Najskoér uvedieme zdkladné hodnoty paramet-
rov. Ked'ze ide o dlohu, v ktorej maju stav a riadenie kontinudlny charakter, v druhej casti tejto
kapitoly sa venujeme konkrétnym pozndmkam ohladom diskretizacie tychto veli¢in.

5.3.1 Pouzité hodnoty parametrov

Pri numerickom rieSeni ulohy o portféliu v nasledujtcich kapitoldch pouzivame ako pociatocné
nastavenie tieto hodnoty parametrov. Na pripadné zmeny pri vypoctoch upozoriiujeme v texte.

e Pocet peridéd k = 40 rokov - dlhsie obdobie, aby sme ukazali vyhody OR,
e Pociatocny vklad investora xy = 100 peniaznych jednotiek,
e Bezrizikova tirokovd miera - r; = 2% rocne ,

e Stavova premennd: ohrani¢enia xM™N = 0, xM*X = 500 az 2000, diskretizacia M = 500 az
2000 hodnoét (podra xMAX),

e Riadenie: N = 10, resp. N = 20 diskrétnych hodnot z intervalu U; = [0, 1],

e Nahodny vynos rizikového fondu: aproximdacia normdlneho rozdelenia (popisana v Casti
5.1.3), strednd hodnota z; = 6%, disperzia o = 0.1, pouzivame S = 300 diskrétnych
hodnoét od -1 po +1

5.3.2 Diskretizacia stavu a riadenia

V tilohe o portféliu maju stav aj riadenie kontinualny charakter, m6zu teda nadobtidat 'ubovolné
hodnoty z intervalu v R. Z tohto dévodu musime uvazovat vhodnu diskretizaciu tychto veli¢in.
Chceme, aby ziskané numerické rieSenie dobre aproximovalo skutoc¢né rieSenie zadanej tlohy.
Diskretiz4ciu podrobne popisujeme v Casti[3.2] na tomto mieste uvddzame drobné upresnenia.
Co sa tyka riadenia, tam je situdcia pomerne jednozna¢na. Hodnoty riadenia st ohrani¢ené,
musi platit u; € U; = [0, 1]. Stadi teda zvolit N diskrétnych hodnét riadenia v tvare pre

uMN =0 a M =1,

Ohranicenia stavovej premennej

MIN 5 MAX  Tieto nemdme

v ulohe (5.1) stanovené, pri numerickom rieSeni ich vSak musime zvolit. Vhodna volba zavisi
nielen od diferencnej rovnice, ale aj od parametrov tlohy — otakdvanych vynosov rizikového

Zamerajme sa teraz na vhodné ohraniCenia stavovej premennej x

a bezrizikového fondu, doby sporenia a vol'by ticelovej funkcie. Dolné ohranicenie mézeme urcit

xMN =0, ¢o je prirodzend hranica, pretoZe pod tiito sumu poé¢as sporenia klesntit nemédZzeme.

MAX

Komplikovanejsia je volba horného ohranicenia x™**: ak ho zvolime prili$ vysoké, numericky

vypolet sa nedmerne predlZi, resp. pokial zvolime xM*X vysoké, napr. xM*X = 2000, ale pocet
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hodnét stavu M ponechdme napr. M = 500, krok stavu bude xM*%X/M = 4 a presnost vypoétu
sa znizi. Naopak prili$ nizke horné ohranicenie zase méze mat’ vplyv na vysledné rieSenie.
Vsimnime si, Ze ak uz mame dostato¢ne velkd sumu, do ukoncenia sporenia sa dostaneme
MAX investiciou do bezrizikového fondu. V tom pripade nemd zmysel uvaZzovat o investicii
do rizikového fondu, kedze xM*X je najviésia suma, na ktord sa (v zmysle diskretizacie tlohy)

nad x

mozeme dostat.

Napriklad ak zvolime parametre k = 40 rokov a vynos bezrizikového fondu bude r; = 2%
ro¢ne, tak na maximalnu hodnotu xMAX
zo sumy x, = 453. Tym padom od sumy cca 450 uz tvar rieSenia ovplyviiuje stanovend horna
AX = 2000 bude rieSenie vyzerat inak. Samozrejme, toto zavisi aj od
ucelovej funkcie, napriklad v pripade minimalizacie rizika moZe rieSenie vyzerat rovnako (ked'ze
tam volime bezrizikovt investicia uz od niz$ej sumy). Pri stanovovani ohrani¢eni musime tieto
fakty brat’ do uvahy.

Pri pociatotnej sume x, = a, priemernych vynosoch bezrizikového fondu 2%, rizikového 6%

= 1000 sa dostaneme bezrizikovymi investiciami uz

hranica. Pri hranici x™

a horizonte k = 40 rokov méZeme zvolit napriklad hranice vypoé¢tu xMN = 0 a xM¥ = 10a.
Pritom vSak pre nds zaujimavé hodnoty x; budd napriklad z intervalu [0,5a;4a], tieto budu
spolahlivo vypotitané. Na zdver moZeme zhrnit, %e ak nechceme, aby horné ohrani¢enie xMA%
ovplyviiovalo tvar rieSenia, musime ho zvolit dostatotne vel'ké, resp. zohl'adnit vol'bu ticelovej

funkcie a d’alsich parametrov.

Neekvidistan¢né rozostupy stavovej premennej Xx;

Zaujimava moze byt otazka, ¢i je skutocne vyhodné zvolit’ pre stavovi premennt x; rovnomerné
rozostupy. Hodnota investicii rastie exponencidlne a tak mo6ze byt lepsie zvolit’ mensie rozostupy
v okoli sumy poéiatoéného vkladu a a vic$ie rozostupy pre velmi velké sumy v blizkosti xMAX,
NavySe vynosy su relativne, preto pri vysSej sume dochddza k va¢Sim zmendm.

Takéto nerovnomerné rozostupy sme skusili implementovat aj numericky. Vysledky v tomto
pripade vSak neboli lepsie, naopak, pri zaokrihlovani a interpolovani vznikali vacSie numerické
chyby, nasledkom ¢oho bolo rieSenie numericky nestabilné (vznikali velké oscildcie v hodnote
optimélneho riadenia medzi diskrétnymi stavmi, hoci sa d4 ocakdvat, Ze optimalne riadenie sa
bude menit plynule). Preto sme pri numerickych vypoctoch pouzivali ekvidiStan¢né rozostupy
stavovej premenne;j.

Extrapolacia hodnotovej funkcie

Ohladom extrapoldcie sme uviedli, Ze to, ktory sposob je vhodnejsi, zavisi od tvaru ucelovej
funkcie. Napriklad v pripade maximalizicie strednej hodnoty koncového stavu je hodnotova
funkcia linedrna, takZe extrapoldcia linedrnou funkciou je vel'mi dobrd aproximadcia.

V pripade maximalizacie uZzito¢nosti je vyhodnejsie pouzit’ poslednu vypocitani hodnotu
(3.2), kedze hodnotova funkcia je konkévna, preto linedrna aproximdacia nebude presnd. Ne-
presnd extrapolacia vSak mdze sposobit’, Ze numericky vypocitané rieSenie bude v pravej polo-
vici intervalu napriklad konzervativnejsie ako spravne rieSenie, vznikne teda numericka chyba.
Spravna vol'ba horného ohrani¢enia xM*X je preto doleZit4.
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Obr. 5.2: Maximalizacia strednej hodnoty koncového stavu - optimdlne je investovat vSetky
prostriedky do rizikového fondu s vac¢$im vynosom, v;(x) =1

5.4 Uloha bez ohranié¢eni

Tato podkapitola je venovand prezentdcii numerickych rieSeni tlohy bez ohraniceni, kde
pre mnoziny pripustnych hodnoét riadenia plati W;(x;) = U; = [0, 1] pre vSetky i € Z, x; € X;.
Ide o maximalizaciu strednej hodnoty koncového stavu a maximalizaciu ocakavanej
uzito¢nosti (5.3). Zdroven ukdZeme niektoré vlastnosti rie$enia a ich senzitivitu na zmenu para-
metrov. Pri rieSeni pouzijeme zdkladné hodnoty parametrov, ktoré st popisané v casti|5.3.1

5.4.1 Maximalizacia strednej hodnoty

Nasim cielom je ukdzat zékladny tvar rieSenia tlohy o portféliu (5.1). Zaéneme najjednoduch-
$im pripadom - maximalizdciou strednej hodnoty koncového stavu (5.2). Pre tito ulohu sme
analyticky odvodili aj presné rieSenie, podla Vety [5.1|je riesenim u; = 1, teda vsetky prostriedky
investujeme do fondu, ktory pontka vys$si ocakdvany vynos - rizikového.

Pri numerickom rieSeni vSak tento teoreticky poznatok nebudeme vyuzivat'. Nasim cielom
je porovnat ziskané numerické rieSenie s presnym rieSenim a zistit, ako nastavenia parametrov
ovplyviiuju presnost vysledného rieSenia. Neskoér budeme numericky riesit aj ulohy, ktorych
analytické rieSenie nepozndme, potrebujeme preto overit presnost numerickej schémy.

RieSenie tlohy sme zndzornili na obrdzku Na x-ovej osy su hodnoty stavu (aktudlna
hodnota majetku investora), y-ova os je casova periéda i =0, 1,...,k — 1. V pripade hodnotovej
funkcie (na obrazku vlavo) pre danu ¢asovi periédu i zobrazujeme V;(x;), teda budice zisky
v casovom obdobi i az k. Hodnotu V,;,(100), teda maximalnu ocakavant hodnotu budiceho
vynosu moZeme precitat’ v spodnej Casti grafu.

Farbou znazornujeme ¢iselnd hodnotu optimalneho riadenia, resp. hodnotovej funkcie -
tmavsia farba znamena mensiu ¢iselnt hodnotu, biela farba najvys$siu hodnotu. V pripade riade-
nia (optimalnej spatnej vizby) biela farba oznacuje 1, teda 100% prostriedkov investovanych do
rizikového fondu. Graf optimédlneho riadenia mézeme vidiet na obr. Vypocitané numerické
rieSenie sa v tomto pripade zhoduje s teoretickym odvodenim a je identicky rovné u; = 1.
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Obr. 5.3: Maximalizacia koncového stavu s extrapoldciou pomocou V; 1 (x™*X), v tomto pripade
dochddza k nepresnému vypoctu na pravej strane intervalu

Pri vypoéte sme pouzili ohrani¢enia xMN = 0, xMAX = 500 a vzhladom na tvar hodnotovej

funkcie sme ju extrapolovali linedrne podla rovnice (3.3). Aby sme overili vplyv nespravnej
extrapoldcie na vysledny tvar rieSenia, numerické rieSenie vypocitame aj pre extrapolaciu (3.2)).

Ohranicenie stavovej premennej

Na obrazku sme zndzornili numerické rieenie s ohrani¢eniami xMN = 0, xM*X = 2000,
pricom podla pouZijeme hodnotu Vi (xMAX) pre vietky x > xM*, V tomto pripade sa
numerické riedenie nezhoduje s teoretickym presnym rie$enim, ako mézeme vidiet na obr[5.3b]
pre x vacSie ako ur¢ita hrani¢na hodnota (rasttica s rasttiicim ¢asom 1) je riadenie mensie ako 1,
resp. priamo nulové (iba konzervativny fond).

Ked'ze hodnotova funkcia sa na pravom okraji uz nezvacsuje vplyvom extrapoldcie konstan-
tou (3.2)), viac sa oplati konzervativne riadenie, s ktorym s istotou dosiahneme maximalny pri-
pustny stav, teda rovnako dobry vysledok ako rizikovym riadenim. Ttto vlastnost mézeme pozo-
rovat’ na tvare tmavozelenej oblasti v pravej casti grafu spétnej vazby v;(x).

MAX sa prejavuje aj na obrazku [5.3a, ked’’e maximalna dosahovana
hodnota hodnotovej funkcie je priblizne 2000 (hoci redlne by mala byt vécsia) a dosiahne sa

Horné ohranicenie x

uz pre priblizne xg ~ 350. Pri numerickom rieSeni d’al§ich tloh musime preto zvolit vhodné
ohranicenia a extrapoldciu, resp. nepresné hodnoty riadenia (vid pravu Cast intervalu na obr.
5.3b) vo vyslednom rieSeni neuvazovat'.

5.4.2 Maximalizacia o¢akavanej uzito¢nosti

V tejto Casti sa zaoberdme tlohou na maximalizaciu ocakavanej uzito¢nosti koncového stavu. Pri
numerickych vypoc¢toch budeme pouzivat exponencidlnu funkciu uzito¢nosti v tvare

U(x)=1-—exp(—ax),

pricom koeficient a > 0 vyjadruje investorovu averziu k riziku. Cim vécsia je hodnota a, tym
vacsi podiel investor optimalne da do bezrizikového fondu.
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Obr. 5.4: Optimalne riadenie v;(x) pre maximalizaciu o¢akavanej uzito¢nosti, rézne koeficienty
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Obr. 5.5: Hodnotova funkcia V;(x) pre maximalizaciu o¢akdvanej uzito¢nosti, rozne koeficienty,
nadobuda hodnoty uzito¢nosti U(x) z intervalu (0, 1)

V tomto pripade sme teoreticky odvodili, Ze hodnotov4 funkcia je konkdvna podra Vety [5.4}
tieto poznatky sme vSak pri numerickom riesSeni nevyuzivali (s vynimkou volby extrapolacie).
Konkrétny tvar optimalneho riadenia sme teoreticky neodvodili.

Na obrdzku 5.4 uvddzame tvar optimélneho riadenia pre rozne koeficienty a; =1/25aa, =
1/100. Tmavozelend opat zodpoveda konzervativnejSiemu riadeniu, teda bezrizikovej investicii,
kym svetld a biela investicii do rizikového fondu. V stlade s ocakdvanim je v druhom pripade pri
rovnakom stave vy$s$i podiel rizikového fondu, vidiet to aj na velkosti oblasti so 100% podielom
rizikového fondu (biela oblast’ vfavo), v druhom pripade je podstatne vicsia, pretoze koeficient
rizikovej averzie a, je mensi ako a;.

Na d’alSom obrazku sme znazornili hodnotové funkcie v oboch pripadoch, tieto stvi-
sia s tvarom optimalneho riadenia: zelena farba predstavuje mensiu hodnotu funkcie V;(x), co
vedie k volbe rizikovejSieho riadenia, aby sa hodnotova funkcia dostala blizsie k maximalnej
hodnote 1. Naopak biela plocha znamena vysoki hodnotu hodnotovej funkcie, jej dalsie zvy-
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Obr. 5.6: Vplyv o ndhodného vynosu na optimélne riadenie v;(x)

Senie je mozné iba prili§ rizikovym investovanim, preto optimalne bude udrzat’ tito hodnotu
bezrizikovou alebo menej rizikovou investiciou.

Poznamenajme, Ze problém s extrapolovanim hodnotovej funkcie v tomto pripade nevznika,
resp. nie je viditelny. Ked'Ze hodnotové funkcia sa uz pre x ~ xMAX
méciu mbéZeme pouZit poslednti vypoéitant hodnotu V. ;(x™*X). Zrejme este presnejsie by bolo

prili§ nemeni, ako aproxi-
extrapolovat’ hodnotovti funkciu ako konkavnu funkciu, na tvare riadenia sa to vSak neprejavuje.

Analyza citlivosti

Okrem samotného rieSenia nés zaujimal aj vplyv jednotlivych parametrov na tvar rieSenia. Pri
porovnaniach pouzivame funkciu uzitoc¢nosti s koeficientom a; = 1/25.

Porovnajme najskor tvar rieSenia v zavislosti od disperzie ndhodného vynosu o. Véd¢sia hod-
nota ¢ znamena vacsi rozptyl nahodnych vynosov, teda aj vacsie riziko. Hodnota riadenia v pri-
pade o = 0.1 bola znazornend na obrazku mensia hodnota o = 0.05 a vadsia hodnota
o = 0.2 st na obrazku Ako moéZzeme vidiet na obrdzkoch, vicsSia disperzia ocakédvatelne
vedie k vacSiemu podielu bezrizikového fondu a vice versa.

Dal$ou zaujimavou otazkou je tvar rie$enia vzhladom na rozdelenie nahodnej premennej.
Pri porovnani na obrazku sme pouzili

(a) Vlastné diskrétne rozdelenie podla tabulky

hodnota 0% 2% 6,5% | E(z)
pravdepodobnost | 0,5 0,25 0,25 | 2,125%

(b) Diskrétne rovnomerné rozdelenie na intervale -5 az +10%, kazda diskrétna hodnota ma
rovnaku pravdepodobnost p = 0,0625.

V prvom pripade je rozdelenie nesymetrické, tym paddom aj na tvare oblasti s rovhakym podielom
rizikového fondu mézeme vidiet ,zubky“. V druhom pripade st hranice oblasti skér hladké -
toto suvisi aj s tym, Ze hodnotova funkcia ma tendenciu vyhladzovat sa, najmé kvoli tomu, Ze
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Obr. 5.7: Optimalne riadenie v;(x) v zavislosti od rozdelenia ndhodného vynosu
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pri vypocte hodnotovej funkcie v jednom bode berieme do tivahy hodnoty funkcie v priblizne
300 bodoch predchddzajicej casovej iterdcie.

Preskiimajme eSte zavislost' rieSenia od turokovych sadzieb. Na obrazku postupne sku-
mame bezrizikovd drokovd sadzbu r; = 0%, r; = —2% (to mbZeme chédpat ako redlny urok
po zohl'adneni inflacie), a r; = 6%, pricom vSak oc¢akdvany ndhodny vynos je vzdy o 4% vyssi,
teda rozdiel v sadzbdch je rovnaky. V tychto pripadoch dochddza k zmene sklonu hranice ob-
lasti s rovnakym riadenim, konkrétne pre r; = 0% su tieto hranice zvislé, pre r; = —2% mierne
klesajuce, kvoli zapornému znamienku. Tieto oblasti si zaroven oblastami s rovnakou hladinou
hodnotovej funkcie, tym padom sklon hranice zaroven vyjadruje rozSirovanie sa danej oblasti
pri bezrizikovom vynose. V pripade r; = 6% je sklon kladny, hrani¢na hodnota v bezrizikovom
fonde rychlo rastie.

Co sa stane v pripade, ak zmen$ime rozdiel medzi bezrizikovym vynosom a strednou hodno-
tou nahodného vynosu? Mézeme ocakavat, Ze rizikovy fond strati svoju vyhodu (vyrazne vyssi
ocakavany vynos), tym padom optimalnym rieSenim bude konzervativnejSia investicia, ako mé-
zeme vidiet na obrdzku[5.8d] Navyse pri men$om rozdiele v sadzbach méze dojst k numerickym
chybdm napr. pri zaokrihlovani a teda tvar riadenia méZze byt menej hladky, ¢o mézeme pozo-
rovat’ aj na grafe.

Mocninova funkcia uzitoc¢nosti

V nadvéznosti na Vetu |5.5| eSte uvedieme kratku pozndmku o rieSeni tlohy s mocninovou fun-

kciou uZito¢nosti v tvare:
x1=p
U(x) =

1 —

(5.37)

V pripade takejto funkcie uzitocnosti je koeficient relativnej averzie k riziku p konstantny (pod-
robnejsie v [32]]), tym padom optimdlna spétna vézba v;(x;) nezavisi na aktudlnom mnozstve
penazi x;, zavisi iba od parametra p.

Tato skuto¢nost’ sme chceli overit’ aj numericky. Bez pouzitia dodato¢nych informaécii sme
pouzili numerickd schému na vypocet optimalneho riadenia v dlohe s ticelovou funkciou
pre r6zne hodnoty parametra p. Vysledky sme zndzornili na obrdzku Zobrazili sme vypo-
¢itané optimalne riadenie pre vybrané hodnoty parametra p, resp. aj zavislost (konstantného)
riadenia od parametra p na obr.

Na obrazkoch a si m6zeme v§imnat numericki nepresnost v pravej ¢asti intervalu
(rizikové riadenie pre velké x;), tato suvisi s nepresnou linedrnou extrapolaciou hodnotovej
funkcie. Pre numericky presné rieSenie m6zeme bud’ riesit’ ilohu na vac¢Som intervale, z ktorého
pouzijeme len cCast’, resp. presnejSiu extrapolaciu hodnotovej funkcie mimo intervalu rieSenia
dlohy. Alternativne m6Zeme navrhnut’ $pecialnu numerickd schému na rieSenie tohto typu ulohy,
v ktorej v stilade s tedriou otakavame konstantné riadenie.

Zhrnutie

Poktsme sa na zadver zhrnut naSe pozorovania. Ked'Zze maximalizacia oCakdvanej uZzitocnosti
zohl'adnuje aj riziko, tak zvacSenie rizika v tlohe (napr. zvac¢Senie disperzie nahodného vynosu
alebo zniZenie vynosu rizikového fondu) bude viest k zniZeniu podielu prostriedkov v rizikovom
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Obr. 5.9: Optimalne riadenie v pripade mocninovej funkcie uzito¢nosti v zavislosti od rizikovej

averzie investora p

fonde. Na druhej strane napriklad zmensenim volatility nAhodného vynosu prideme k opa¢nému

vysledku, teda zvySeniu podielu rizikového fondu.

V stilade s ocakdvanim na hodnotu riadenia imerne vplyva aj rizikova averzia investora, teda

parameter funkcie uZzito¢nosti. ZviacSenim averzie k riziku sa zmensi podiel rizikového fondu

v optimalnom riadeni a naopak.

Pre exponencidlnu funkciu uzito¢nosti navyse plati, Ze ¢im va¢Siu sumu mame nasporend,

tym viac preferujeme istotu a teda tym mensi podiel prostriedkov investujeme do rizikového
fondu. Tento fakt stuvisi s tym, Ze hrani¢ny tzitok z dodato¢nej jednotky kapitdlu sa zmensuje.
K podobnému zaveru v ulohe na vyber dochodkového fondu prisla Kilianova v [32].

Neplati to vSak vzdy, napriklad mocninova funkcia uzitocnosti tito vlastnost nema a opti-
malnym rieSenim je v stlade s tedriou konStantné riadenie, podobne ako odvodili [38]],
v spojitom pripade.
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5.5 Podmienka na koncovy stav

V prechddzajticej podkapitole sme sa zaoberali verziami ilohy bez koncovej podmienky, teraz
sa zameriame na ulohy s ohrani¢eniami na koncovy stav. Ako sme spomenuli uz v|2| kapitole,
podmienku na stredni hodnotu koncového stavu mozeme nahradit’ ekvivalentnou pod-
mienkou na pripustné hodnoty stavu (2.8). Teda v jednotlivych ¢asovych etapach i a stavoch
x; definujeme mnozinu pripustnych hodnét stavu W;(x), pricom optimalne riadenie budeme
hladat iba na tejto mnozine.

V tejto Casti sa zaoberame konkrétnym tvarom tychto mnozin a moZznostami rieSenia tlohy
na pripustnych mnozinach.

5.5.1 Koncova podmienka v tvare strednej hodnoty

Nasim cielom teraz bude riesit’ ilohu (5.1) s podmienkou (2.6) v tvare strednej hodnoty konco-
vého stavu:

Eioq [ Xk xe1] = e

Nadviazeme na ¢lanok [[16], ktorého autori mnozinu pripustnych hodnoét riadenia pre tito pod-
mienku definovali rekurzivne: prei =k — 1

Wi1(x) = {we1 €Uy | Exoq fior (6 We1,21m1) 2 1}, (5.38)
Xo1 = {x €Xpoq | Wi () # 0}
aprei <k-—1:
Wi(x) = {uy €Ul f; (x,ui,zf) € X, pre vietky z }, (5.39)
5.39
Xi = {XEX,: | Wl(x)¢®}.

V tejto praci viak tito podmienku analyzujeme podrobnejsie, v ¢asti [2.1.1] sme sa venovali od-
vodeniu rekurentnych vztahov (5.38)) a (5.39), teraz sa zameriavame na problémy v konkrétnej
tlohe (5.1). Mnozinu pripustnych hodnét riadenia vyjadrime analyticky a potom aj graficky
znazornime.

Analytické vyjadrenie

Dosadenim parametrov konkrétnej tlohy (napr. tilohy o portféliu) do vztahov mozeme
dostat’ analytické vyjadrenie mnozin W;(x). Zamerajme sa najskor na mnoziny pripustnych sta-
vov X;, teda stavov x;, pre ktoré existuje nejakd pripustnd hodnota riadenia u, teda W;(x;) je
neprazdna. Pre k — 1 dostavame:

X1 = {x X [We () #0} = {x €Xp1|FueUp, lueW ()} =
= {x €Xp_1|Tu|Ex_q fier (5 u2) 2 p} =
= {x X |ulE [x (T+uz + QA —wre)] 2p}t =
= {xeX|ulx(T+ug +Q—wrq) > pt (5.40)

pricom sme oznadili E[z;] = Z;.
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Hodnota stavu x € X;_; bude pripustnad, pokial existuje hodnota riadenia u € U;_; spfﬁajﬁca

u u
x = - = - s
1+uz  +Q—-wrey 1+u(E —reer) e

(5.41)

pricom na pravej strane mame za predpokladu Z;_; # ri_; monoténnu funkciu u. Ked'ze hla-
dame dolné ohranicenie pre x, musime overit krajné pripady u € {0, 1}:

. W W
X = min , -
1 + rk—l 1 +Zk—1

Za predpokladu, Ze rizikovy fond ma vyss$i otakavany vynos (2,_; = r_;), pouZijeme druhu

v
x 2= —— ¢,
1 +Zk_1

MIN
k-1
Prei =k—-2, ..., O vyjadrime mnoZzinu pripustnych stavov X; pomocou rekurentného vztahu.

nerovnost, preto

Xy—1= {X € Xy1

pricom najmensiu pripustni hodnotu stavu sme oznacili x

Predpokladajme, zZe plati
Xi+1 = {X |X > X:VI_’_I{\I

Potom pre X; dostavame

X; = {xeX; W) #0} = {x|3ulfr (X,U,Z;(_l) €Xip1Vz} =
= {x|Julx (1+uzf+(1—u)ri) > x vzl b (5.42)

Upravou |l dostavame dolné ohranicenie pre x € X;, ktoré musi byt splnené pre vSetky
realizdcie z; ndhodnej premennej z; ~ Z;:
MIN
> i+1
h 1+u(zf—rl~) +r;

X

(5.43)

Maximum pravej strany (5.43) sa dosiahne pre minimdlnu hodnotu z;. Ked'Ze z; ~ 7Z; ma ap-

roximéciu normdlneho rozdelenia, pre vSetky mozné realizécie z; plati —1 < z} < 1. Hoci sa

1

krajné hodnoty dosahujt len s malymi pravdepodobnostami, musime ich uvazovat. Oznacme z;

najmensSiu moznu realizdciu Z;, potom stac¢i uvazovat ohranicenie
MIN
> i+1
— J
1—|—u(zi1 —rl-) +r;

X

(5.44)

ktoré je opat’ monoténnou funkciou u, pricom jeho koeficient (zi1 —r;) bude zaporny. Preverme
teda krajné pripady: pre u = 0 sa nahodna premennd eliminuje, ¢im dostavame ohranicenie

XMIN

x> i+1
- 1+ri,

pre u = 1 potom

MIN
i+1
T 143z

X
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Obr. 5.10: Pripustné hodnoty riadenia vzhfadom na podmienku E[xj|x;_;] = u. Biela oblast
vlavo oznacuje nepripustné stavy (v nich neexistuje pripustné riadenie)

Co pre zil — —1 podjde do +o00. To znamend, Ze hodnota riadenia u = 1 nebude pripustna v ziad-
nom stave x < +00.

Stav x je pripustny vtedy, ked’ je mnozina pripustnych hodnét stavu W;(x) neprazdna, teda
existuje aspon jedna pripustnd hodnota riadenia u. Pokial teda u = 0 patri do W;(x), stav x je
pripustny. Mnozinu pripustnych stavov teda mézeme zapisat’:

MIN
MIN __ xi+1

Xi=1xeX; |x2x; T+
Ti

Vsimnime si vSak, Ze v sa pre vacsie u vplyvom zaporného koeficientu zmensi meno-
vatel, teda zvacCSi prava strana — dolné ohranicenie x. To znamend, Ze vacSie hodnoty riadenia
u > 0 (,rizikovejSie*) budu pripustné iba pre hodnoty stavu x > xM~. Napriklad u = 0,25 je
pripustné riadenie iba pre

MIN MIN
> i+1 ~ 4 Xig
T 140,25z! +0,75r; 3 1+

X

Grafické znazornenie

Pri zobrazovani oblasti budeme uvazovat pociato¢ny vklad x, = 100, ciefovii hodnotu u = 300,
ostatné parametre sui uvedené v casti[5.3.1

Pripustné stratégie pre nasu ulohu vzhfadom na podmienku (2.6) st zndzornené na ob-
razku[5.10] V jednotlivych ¢asoch a stavoch sme zobrazili na obrdzku vlavo minimélnu a vpravo
maximalnu hodnotu riadenia (pre lepsiu prehladnost na obrazku zndzornujeme iba N = 11
diskrétnych hodnoét riadenia). V niektorych stavoch neexistuje pripustné riadenie, tieto su na
obrazkoch znazornené bielou farbou. Pre lepSou prehladnost sme minimalnu a maximélnu pri-
pustnt hodnotu riadenia zobrazili aj v niekolkych ¢asovych rezoch na obrazku

Poznamenajme, Ze mnoziny minimalnych pripustnych riadeni st zaroven mnozinami pri-
pustnych hodnot stavu, ked'Ze stav je pripustny, ak existuje aspon jedna hodnota riadenia v da-
nom stave x; a v case i.
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Obr. 5.11: Mnozina pripustnych hodnoét riadenia podla ll vo vybranych ¢asovych etapach
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Véimnime si minimalnu hodnotu riadenia v ¢ase i = k — 1 v zdvislosti od stavu x:

e pre x < ﬁ A~ 283: dany stav nie je pripustny, pretoZze Zziadnou volbou riadenia nie je

mo¥né dosiahnut E [x] = U,

e pre ﬁ <x< ﬁ A 294: postupne sa zmensuje, ked'ze ide o minimalnu hodnotu riade-
1 L

nia, ktord zarudi splnenie podmienky E[x;] > u,
u

e pre — < x: minimalna hodnota riadenia je O, pretoze aj tymto riadenim sa dosiahne
L

E[xi] = p.

Maximdlna hodnota riadenia je pre x > % rovnd 1, podmienka na strednd hodnotu bude
v tychto pripadoch splnend. Tieto podmienky st intuitivne spravne, ked'Ze st nevyhnutné pre
splnenie koncovej podmienky.

Ind je vSak mnozina pripustnych hodnoét riadenia v ¢ase i = k — 2: stav x je pripustny, ak

> _b
= (1+r)?
Zaujimava je vSsak maximalna hodnota riadenia, tato je pre malé x nulova a postupne sa zvacsuje

~ 288, kde konzervativne riadenie u; = 0 zabezpeci splnenie koncovej podmienky.

az s rasticim x a to tak, aby ani pri maximalnej moznej strate (teda pre z; = —100%, hoci tato
ma takmer nulovi pravdepodobnost) nevypadli z pripustnej oblasti. Toto je v stlade s definiciou,
ze x;,1 musi byt pripustné pre vSetky ndhodné vynosy ;.

Analogicka je situacia v ostatnych ¢asoch i < k — 2. Minimélna hodnota pripustného stavu

xMIN sa s klesajicim i (rasticim ¢asom do expirdcie) zmensuje podla vztahu

w
XMIN — (1+—)k_i, (5.45)
r

o suvisi s uvazovanou urokovou mierou r; = 2%. VSimnime si, ze vol'ba riadenia u; = 0 (kon-
MIN
i

Maximalna hodnota riadenia je opat’ také, ze pre x; ~ x

zervativny fond) ndm uz pre minimalne x; > x;"* zarudi splnenie podmienky x; > u.

MIN
1
pre vacsie x; mozeme volit u; = 0,1, resp. u; = 0,2, teda ak je x; pripustné, tak aj x;; ostdva
v pripustnej oblasti.

Minimadlne pripustné riadenia, resp. pripustné stavy sme zobrazili aj pre pripad inych tro-
kovych sadzieb r; = 0%, resp. r; = —2% na obrdzku Aj v tychto pripadoch sa minimalna
hodnota pripustného stavu riadi vztahom (5.45).

mozeme zvolit iba u; = 0, az

Diskusia

Nevyhodou tychto pripustnych riadeni je fakt, ze rizikova investicia je mozna iba v pripade,
ze sme uz dosiahli veImi vysokd hodnotu majetku x;, teda v situdcii, ked sa rizikova investi-
cia uz ,neoplati“ - napriklad mézeme uviest optimalne rieSenie pre maximalizaciu uZito¢nosti,
kde volime rizikové riadenie pre mali hodnotu majetku a konzervativnejsie pre va¢siu hodnotu
majetku.

Otazkou vsak zostdva, ¢o s bodmi, ktoré lezia mimo oblasti pripustnych stavov. Napr. x, =
100 lezi mimo oblasti, v ktorej existuje nejakd pripustnd stratégia. Tym padom tuloha nie je
rieSitelna - neexistuje pripustné riadenie.

To vsak nie je v sdlade s intuiciou. Predsa volbou riadeni u; = 0,5 mame ocakavany vynos
4% rocCne, po k = 40 rokoch budeme mat priemerne x; = 480. Alternativhe mozeme volit
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Obr. 5.12: Minimdlne hodnoty pripustnych stratégii podla irokovych sadzieb. Biela oblast
oznacuje nepripustné stavy

MIN
i

splnime podmienku, napriek tomu, Ze pociato¢ny bod sa nachddza mimo pripustnej oblasti.

riadenie u; = 1, pokial x; < x;*, nédsledne u; = 0. Tym padom s velkou pravdepodobnostou

To nas privddza na myslienku definovat v tomto pripade mnozinu pripustnych riadeni alter-
natfvnym spdsobom.

5.5.2 Alternativna formuldcia podmienky

Ked'ze v predchddzajicom pripade bola mnoZzina pripustnych stratégii velmi obmedzend, sku-
sime definovat’ pripustnost stratégii inym sp6sobom. Vyuzijeme predpis (2.10), tzv. alternativnu
definiciu mnoziny pripustnych hodnoét riadenia, ktord sme diskutovali v ¢asti|2.1.2| Prei =k —1

pouZzijeme pévodny tvar (5.38):

Wie1(x) = {ug—1 € Uy | Exq frm1 (6, U1, 2-1) = 1},
Xpe1 = {x €Xpq | W (x) # 03,

zatial¢o pre i < k — 1 pouzijeme strednu hodnotu E;:

Wi(x) = {u; €U lEf; (x,v(x),2) €Xi11},

(5.46)
X; = {xeX;|wilx)#0}.

teda bude nam stacit, Ze stratégia je pripustna v strednej hodnote, teda v akomsi priemernom
pripade - nie nutne pre vSetky hodnoty z;.

Podobne ako v predchadzajticej kapitole mézeme vyjadrit dolné ohranicenie pre pripustné
stavy xM™, v tomto pripade to bude:

mnN_ M
114z

resp.prei €7
K MIN
i+1
KMIN _ i

L 14z
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Obr. 5.13: Pripustné hodnoty riadenia vzhfadom na alternativnu podmienku E[x;|x,_1] > u
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Obr. 5.14: Alternativna mnozina pripustnych hodnét riadenia vo vybranych ¢asovych etapach
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Obr. 5.15: Uloha na maximaliz4ciu pravdepodobnosti splnenia podmienky x; > u: hodnotova
funkcia predstavuje maximalnu pravdepodobnost’ v zavislosti od aktualneho stavu a ¢asu

Hoci uz z analytického tvaru vyplyva, Ze oblasti pripustnych stavov budu vécsie ako v pred-
chadzajuicej podkapitole, znazornime ich aj graficky: minimélne a maximalne riadenia na ob-
razku resp. ¢asové rezy na obrdzku V ¢ase i = k — 1 ndm ostdva pdévodnd mnoZzina
pripustnych riadeni, mnozina v ¢ase i = k — 2 sa teraz na nu velmi podobd. S klesajicim i sa
mnozina pripustnych stavov zvi¢suje a s vynimkou pravého okraja mozeme pouzivat celd skédlu
riadeni u; € [0, 1].

Teda zd4 sa, ze vSetky ,rozumné“ hodnoty riadenia st povolené, oblast’ pripustnych stavov je
podstatne vid$ia (porovnajme s obrdzkom[5.10), dokonca aj bod x, = 100 je v ¢ase O pripustny.
NavyS$e mame velku volnost pri vol'be riadenia a teda ma zmysel optimalizovat’ podla ticelovej
funkcie. MoZnostiam rieSenia tlohy s podmienkou v tomto tvare sa venujeme v kapitole

5.5.3 Minimdlna pravdepodobnost’ splnenia podmienky

V Casti sme sa venovali ohraniCeniu v tvare minimalnej pravdepodobnosti, teda poziadavke,
aby pravdepodobnost’ splnenia koncovej podmienky x; > u bola prinajmensom f (napr. f =
90%). Toto ohranicenie zapiSeme v tvare

Px>u] >8B. (5.47)

PodTa definicie méZeme uréit mnozinu pripustnych hodnét riadenia spifiajicich podmienku
(5.47)), pricom f je voliteIny parameter. Tito mnozinu pre rozne 3 ziskame rieSenim tlohy
s i¢elovou funkciou (5.32)), teda tlohy na maximalizaciu pravdepodobnosti splnenia podmienky,
pomocou RDP (2.14)).

Tymto spésobom moézeme urcit pravdepodobnost’ splnenia podmienky v zavislosti od aktu-
dlneho casu i a stavu x;. Hodnotova funkcia V;(x;) tlohy totiz predstavuje maximalnu
hodnotu ucelovej funkcie od ¢asu i po Cas k so zaciatkom v bode x;, teda v naSom pripade
maximdlnu pravdepodobnost dosiahnutia pozadovaného koncového stavu x; > u.

RieSenim tejto tlohy zdroven mozeme zistit, aka je pravdepodobnost splnenia podmienky
xi > p. To je zaujimavd otdzka aj pri rieSeni tlohy s podmienkou na strednt hodnotu (2.6)), aby
sme vedeli, ¢i je uloha pri zvolenych parametroch x, a u rieSitelna.
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Obr. 5.16: Riadenie maximalizujtice pravdepodobnost splnenia koncovej podmienky
v zavislosti od tdrokovej sadzby

Zvol'me si teda pociato¢ny vklad x, = 100 a pozadovani minimalnu hodnotu koncového
stavu y = 300. PouZzijeme bezrizikovi mieru r; = 2%, rizikovy vynos g; = 6% p.a., ostatné
parametre rovnako ako v ¢asti|5.3.1} Pri rieSeni ulohy pouzijeme diskrétnu numerickd schému.

Na obrazku je zndzornené numerické rieSenie - hodnotova funkcia V;(x;), Co je zaroven
pravdepodobnost’ splnenia podmienky v bode x; a v Case i. Riadenie, ktoré maximalizuje ttto
pravdepodobnost’ splnenia podmienky, uvddzame na obrazku[5.16al

V stlade s vysledkami kapitoly ndm vysla pre x; > X; v jednotlivych ¢asoch j < k
pravdepodobnost’ splnenia podmienky x; > u rovnd 1. V tomto pripade totiZ pre x; > X; volba
u; =0 zarudf xj4q = Xj41, teda aj 100%-tnu istotu splnenia koncovej podmienky.

Na obrazku mobzeme vidiet, Ze v oblasti 90% pravdepodobnosti splnenia podmienky
sa postupne zvySuje podiel rizikového fondu. V oblastiach s nizSou pravdepodobnostou splne-
nia podmienky je uz nevyhnutna volba riadenia u = 1, teda investovat vSetky prostriedky do
rizikového fondu. Prave tato volba totiz maximalizuje $ancu na splnenie koncovej podmienky.

Pociatoc¢nd hodnota x v ¢ase 0 lezi v oblasti medzi 90 a 100 percentnou pravdepodobnostou
dosiahnutia koncovej podmienky x; > u, pravdepodobnost splnenia podmienky v tvare pri
vhodnej volbe riadenia je teda vel'mi vysoka.

Pre zaujimavost na obrazku uvadzame aj pravdepodobnosti splnenia podmienky pri
zmene urokovych sadzieb v pripadoch r; = 0% a r; = —2% (teda zaporny redlny urok). V tychto
pripadoch vplyvom tirokovej sadzby zmenil sklon hranice jednotlivych oblasti. Optimalne riade-
nie pre r; = —2% uvadzame na obr.

Poznamka 5.13 Pravdepodobnosti splnenia koncovej podmienky uvedené na grafoch platia iba za
predpokladu, Ze budeme volit’ optimdlne riadenia, ktoré maximalizujii tito pravdepodobnost. Ak
zvolime v niektorom casovom kroku iné riadenie, aj pravdepodobnost’ splnenia podmienky moze
byt a pravdepodobne bude ind (nizsia).
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Obr. 5.17: Pravdepodobnost splnenia podmienky v zavislosti od tirokovej sadzby

Pripustné hodnoty riadenia pri minimalnej pravdepodobnosti

Ako sme uviedli, zdroven s rieSenim tdlohy s tcelovou funkciou na maximaliza-
ciu pravdepodobnosti splnenia koncovej podmienky sme zistili pravdepodobnosti splnenia pod-
mienky pre rézne 3. M6Zeme teda definovat mnoziny hodnoét riadenia, resp. stavu, ktoré
spitaju spifajiice podmienky , .

Tieto mnoziny sme graficky zndzornili na obrazku resp. obrazku pre d’alsie hod-
noty bezrizikovej irokovej sadzby r;. Analytické vyjadrenie tychto mnozin sme nehladali, ked’ze
tvar mnozin je odvodeny pomocou numerického riesSenia.

Na konkrétnom tvare oblasti si mézeme vSimnut, Ze mnozina pripustnych riadeni pre pod-
mienku sa podoba na mnozinu pripustnych riadeni podl'a alternativnej definicie (2.10)
s parametrom 3 ~ 50%. Ked'Ze podmienka na minimdalnu pravdepodobnost pripista volbu
parametra 3, taktito mnozinu pripustnych hodnét riadenia mozeme chdpat ako d’alSie zovse-
obecnenie alternativnej definicie pre podmienku (2.6).

5.5.4 RieSenie ulohy na ohranicenej oblasti

Uvazujme teraz pripustnu oblast’ definovanu nasledovne: v case i je stav x; pripustny, ak x; >
xMN_ Pritom dolné ohrani¢enia x}™N berieme bez ujmy na vSeobecnosti, teda zohfadiuji vy-
brand koncovt podmienku.

Predpokladajme, Ze v danom Case i a pripustnom stave x; chceme podla rovnice dynamic-
kého programovania vypocitat hodnotovt funkciu V;(x;). Pri tomto vypocte vSak pouzivame
hodnotu V;,; vo viacerych bodoch x}_ ; pre jednotlivé mozné realizdcie ndhodnej premennej z;
z intervalu [—1,1]. Cast tychto bodov x;,, modze lezat mimo pripustne;j oblasti - vid' ilustrdcia
na obrazku

Pri volbe u; = 1 budu lezat v maximdlnom rozsahu x; , € [0,2x;], ak zvolime mensie
riadenie u;, aj rozsah hodndt bude mensi. Pre u; = 0 to bude iba jedind hodnota x;; = x;(1+7;).
Extrémne hodnoty maju sice nizke pravdepodobnosti, pri vypocte strednej hodnoty ich vSak
musime zohladnit'.

Preto musime riesit otdzku, ako definovat hodnotovd funkciu mimo mnoziny pripustnych

MIN v danom ¢ase i moZeme podla [[16] poloZit V;(x) = —oo (resp. +oo pre

stavov. Pre x < X;
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PRIPUSTNA
OBLAST

Obr. 5.18: Riesenie RDP na ohranicenej pripustnej oblasti

tlohu na min), tym padom sa budeme vyhybat’ dosiahnutiu stavu mimo pripustnej oblasti.

V skutocnosti to nie je také jednoduché, aby sme sa vyhli zapocitaniu V; ,(x;; 1) = —oo,
musime zvolit velmi konzervativne riadenie u; — 0, ktoré bude splhat x;, ; = xfﬂ\l pre vsetky
sa ted*a Vir1(x$, ) aj Vi(x;) budd koneéné. Ak by totiZ pre nejaké s* bolo xi,, < xMN, tak
Viy1(xi, ;) = —oo a potom aj V;(x;) bude —oo. Tym paddom x; bude de facto nepripustné a tdto

nepripustnost sa bude dalej rozsirovat.
Zhrnme si teda mozZné rieSenia uvedene;j situdcie:

1. bud polozime V;(x;) = —oo pre x; = xM~, tym padom

MIN
i+1°
bude vyberat velmi konzervativne riadenie - také, aby x;,; ostalo v pripustnej oblasti,
teda ako v podkapitole [5.5.1} takéto riesenie sa vSak nezdd dostatocné,

e ak riadenie u; = 0 bude pripustné, teda leIN (1+r) =>x tak na okraji oblasti sa

e v opacnom pripade konzervativne riadenie nezaru¢i udrzanie sa v pripustnej oblasti,
v niektorych bodoch x nebude existovat kone¢né V;(x). Tito moznost rozoberame v

tasti5.5.2)

2. alebo bude pripustnd oblast dostatotne velkd, teda leIN = 0, Co je ekvivalentné rieSeniu
ulohy bez koncovej podmienky;,

3. alebo budeme uvazovat V;(x) konec¢né,

o teda V;(x) budeme pocitat’ aj mimo pripustnej oblasti. Otvorenou otazkou zostava, aké
riadenie mame pri vypotte volit, ked’e pripustné riadenie neexistuje. Ci vziat' optiméalne
spomedzi vSetkych hodnét riadenia, maximdlnu hodnotu alebo riadenie maximalizujtice
pravdepodobnost splnenia podmienky.

e resp. mimo pripustnej oblasti namiesto —oo pouzijeme dostatotne velkd konstantu C,
ktoru scasti vykompenzuje nizka pravdepodobnost’ prislusnych stavov. Tym padom mo-
zeme numericky hlfadat optimélne riadenie.

Takze pokial budeme riesit’ tilohu s ohrani¢enou mnozinou pripustnych stavov, bud’ bude tato
oblast’ prili§ mala a teda rieSenie nebude prakticky pouzitelné (konzervativne na okraji, vid
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Obr. 5.19: RieSenie ulohy s konsStantnou tcelovou funkciou na ohranicenej oblasti .A

[5.5.1)), alebo z tejto pripustnej oblasti mézeme Fahko vypadnut a teda pripustné riadenie nebude
existovat’ (¢ast'[5.5.2).

Preto musime hladat iné spdsoby rieSenia stochastickej tilohy s podmienkou na koncovy stav.
Na zaklade uvedenych argumentov sa zda byt najvyhodnejsie definovat’ pre x mimo pripustnej
oblasti V;(x) = —C, kde C bude dostato¢ne velka konsStanta. Pre dlohy na ohranicenej oblasti
budeme riesit tymto sposobom.

Vysledky

Oznacme si preto nasledujiice mnoziny pripustnych hodnét riadenia a stavu:
A: Alternativna definicia pripustnych riadeni pre E[x;|x;_1] = u podla
B: Oblast spifiajica podmienku s pravdepodobnostou 3 =90 %

C: Povodna definicia pripustnych riadeni pre E[x;|x;_;] > u podFa (5.38), (5.39)

Na tychto oblastiach budeme numericky riesit tlohu s koncovou podmienkou s roznymi
Ucelovymi funkciami (maximalizacia o¢akavanej uzitoCnosti a minimalizacia rizika).

Zactnime vsak najjednoduchs$im pripadom — maximalizaciou konStanty na oblasti A, teda
v podstate hladanim pripustného rieSenia, ktoré spfﬁa vSetky ohranicenia. Tym, Ze ucelova fun-
kcia je konstantna, nebude mat’ teda vplyv na vysledné rieSenie.

Hodnotu konstanty C, teda hodnotovd funkciu V;(x;) pre x; mimo pripustnej oblasti X;, sme
zvolili ako V;(x;) = C = 10000. VoI'ba konkrétnej konstanty zrejme ma vplyv na tvar optimal-
neho riadenia, avSak pre dostatoc¢ne velké C > 1 je tento vplyv maly, preto sa nim podrobnejsie
nezaoberame.

RieSenie sme znazornili na obrazku jednak samotné optimalne riadenie (v tomto pri-
pade biela farba oznacuje oblast, ktora nie je pripustnd - neexistuje tam ziadne riadenie) a tiez
hodnotovt funkciu. Optimalne riadenie je rovné 0 na oblasti s istotou splnenia podmienky, resp.
rastie az k 100 % podielu rizikového fondu na hranici pripustnej oblasti.

Taktiez si m6zeme si v§imnut, Ze hodnotova funkcia sa mimo pripustnej oblasti rovna —C,
teda —10000, pokym na oblasti so 100% pravdepodobnostou splnenia podmienky x;, > u je
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Obr. 5.20: Maximalizdcia uzito¢nosti na ohranicenej oblasti

rovna 0 (Co je optimalna hodnota ucelovej funkcie). Na okraji oblasti hodnotova funkcia nevy-
jadruje optimalnu hodnotu ucelovej funkcie, ale optimalnu hodnotu tcelovej funkcie znizenu
o riziko vyplyvajuce z mozného vypadnutia z ohranicenej oblasti.

V dal$ich numerickych prikladoch sme na oblastiach A, 53, C postupne riesili dve tlohy:
maximalizaciu exponencialnej uzitocnosti koncového stavu a minimalizaciu rizika CVaRD (ttto
tilohu podrobnejsie popisujeme v kapitole[5.6.2). Optimalne riadenia sme zobrazili na obrazkoch
.20l a

Mozeme si vSimnut, Ze rieSenie maximalizacie uZitoCnosti na ohraniCenej oblasti sa podoba
na rieSenie rovnakej tilohy na neohranicenej oblasti na obr. odlisuje sa iba v blizkosti hra-
nice pripustnej oblasti, kde sa s ohladom na mozné vypadnutie voli rizikovejSie riadenie. Toto je
zrejme spdsobené konstantou —C mimo pripustnej oblasti.

Porovnanim obrazkov pre jednotlivé oblasti mézeme spozorovat, Ze ide v podstate o rovnaké
rieSenie, ktoré je iba ,jorezané“ tvarom danej oblasti. Oblast A je najvacsia, oblast B menSia
a oblast C najmensia, su v podstate vnorené do seba (nie tplne presne, v okrajovych bodoch
mozu byt mierne odchylky).

Této vlastnost sa tyka aj rieSenia tlohy na minimalizaciu rizika - na obrdzku [5.21]vidime, Ze
rieSenia sa tiez liSia iba orezanim do tvaru oblasti. NavySe ak porovname riesenia oboch tloh pre
jednotlivé oblasti, tak si mézeme vSimnut, ze v blizkosti hranice pripustnej oblasti st riadenia
velmi podobné, priam totozné. Tento jav suvisi s ve[kym vplyvom konstanty C na optimalne
riadenie.

Diskusia

Na tomto mieste moZeme zhrnit uspesnost rieSenia dlohy s koncovou podmienkou pomocou
ohranicenej mnoziny pripustnych riadeni. Na jednej strane kladne hodnotime fakt, ze tymto
sposobom moézeme numericky rieSit’ tlohy na réznych oblastiach - ¢i uz pouzijeme pévodnu
alebo alternativnu definiciu mnoziny pripustnych riadeni.

Na druhej strane ma tento pristup aj viaceré nevyhody. Napriklad mézeme pripomenut prili$
mald pripustn oblast v pripade pouZitia definicie z ¢asti[5.5.1] kde nie st pripustné stavy, ktoré
by intuitivne mali byt.

S tym suvisi d’al$ia nevyhoda rieSenia tilohy na ohranicenej oblasti: ¢o v pripade, ze vplyvom
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Obr. 5.21: Minimalizacia rizika na ohranicenej oblasti

nizkeho nahodného vynosu rizikového fondu (resp. straty) z oblasti vypadneme? Aké riadenie
mame zvolit, pokial sa dostaneme do stavu, v ktorom ziadne pripustné riadenie neexistuje?

Totiz ked sa vratime k redlnemu problému, ktory rieSime: fazko si mozno predstavit, ze
ak napr. po 5 rokoch sporenia ndhodou vypadneme z pripustnej oblasti, tak zvySnych 35 rokov
zahodime a nebudeme d’alej sporit. Chceme pokracovat, ,nejaké“ riadenie preto zvolime. Rie-
Senim moze byt zniZenie pozadovanej cielovej hodnoty u a novy vypocet optimdlneho riadenia,
to je vSak uz rieSenie ulohy s novymi parametrami, ktoré ndm nezaru¢i splnenie pévodne poza-
dovanej hodnoty u. Potrebujeme vediet, aké riadenie musime zvolit, aby ndm umoznilo vratit
sa spat’ do pripustnej oblasti pre pdvodne zvolent hodnotu u.

Dal{ problém je v tom, e bez ohfadu na pripustni oblast, rieSenia st v podstate rovnaké,
odlisuju sa iba tvarom pripustnej oblasti. Z toho vyplyva, ze méze byt vyhodnejsie riesit’ tlohu
na dostatoc¢ne velkej, idealne neohranicenej oblasti. Splnenie podmienky, resp. jej aspon Cias-
tocné splnenie zabezpec¢ime pridanim Specidlneho ¢lena do tucelovej funkcie, tzv. penalizacnej
funkcie, ktora vyvazi ticelovi funkciu a umozni ndm hladat kompromisné rieSenie. Tento spo-
sob rozoberdme v nasledujucej casti.
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5.6 Uloha s penalizaciou

V predchddzajucich kapitoldch sme sa venovali rieSeniu ulohy s koncovymi podmienkami
(2.6), resp. (2.11). Ako analyzujeme v kapitole v pripade rie$enia dlohy s ohrani¢enou
mnozinou pripustnych riadeni a stavov sa pocas behu procesu moéze stat, ze novy stav nebude
patrit do mnoziny pripustnych stavov. S tymto problémom sa treba vysporiadat’. Ak totiz aktu-
alna hodnota stavu nepatri do mnoziny pripustnych stavov, nemdame urcené, aké riadenie treba
zvolit — ziadne riadenie totizZ nie je pripustné.

Existuje vSak aj alternativne rieSenie tlohy s koncovou podmienkou: pozadovanu podmienku
mozeme presunut do ucelovej funkcie. Tymto spésobom rieSenia sme sa podrobne zaoberali
v Casti v tejto kapitole ho aplikujeme priamo na ulohu o alokacii prostriedkov v portféliu
s U¢elovymi funkciami maximalizacia uZito¢nosti (5.3), resp. minimalizécia rizika (5.26).
Penaliza¢na funkcia A s vdhou 6 podl'a definicie|2.9|od tcelovej funkcie odpocita urciti hodnotu
v pripade, Ze podmienka x; > u nie je splnend. Pri numerickom rieSeni budeme pouzivat najmé
konstantnu penalizaciu (2.19).

5.6.1 Maximalizacia uzito¢nosti

V nasledujucej kapitole chceme overit vhodnost pouzitia tilohy s penalizaciou pri hfadani nu-
merického rieSenia. Oc¢akavame, Ze takéto rieSenie bude vyvazene zohladnovat tcelovi funkciu
aj koncovi podmienku. Metdédu aplikujeme najskoér na jednoduchsiu verziu ulohy o portféliu -
maximalizaciu uzito¢nosti koncového stavu.

Funkcia uzito¢nosti je konkavna, pri ulohe bez ohraniceni teda zohladiiujeme aj riziko vyply-
vajice z ndhodného vynosu. Optimalne riadenie je preto v pripade vdc¢sieho objemu prostriedkov
konzervativnejsie. Pokial vSak do ucelovej funkcie doplnime penaliza¢ny ¢len, v niektorych ca-
sovych periddach i a stavoch x; musime zvolit vyssi podiel rizikového fondu, aby sme zvysili
pravdepodobnost’ splnenia koncovej podmienky, resp. znizili pravdepodobnost’ uplatnenia pena-
lizacie.

Zmena nastane hlavne v tych pripadoch, kde rizikovej$im riadenim mézeme l'ahko zvysit
pravdepodobnost’ splnenia podmienky. Konkrétny vplyv penalizacného Clena na vysledné rieSe-
nie vSak zavisi od jeho vahy 6.

Pri numerickom rieSeni pouZijeme exponencidlnu funkciu uzito¢nosti v tvare

U(x)=1—exp(—x/25),

konStantnu penaliza¢nt funkciu definovant rovnicou a ciefovd hodnotu stavu y = 300.
Dalsie parametre s rovnaké ako v ¢asti m

Na obrazku sme znazornili optimalne riadenie v zavislosti od vahy penalizacie. Zaci-
name volbou 6 = 0, teda ulohou bez penalizdcie, ktora je ekvivalentna tilohe bez ohraniceni.
Tym padom moézeme l'ahko vizualne porovnat efekt penalizacie.

Ked'Ze tcelova funkcia samotna - exponencialna funkcia uzito¢nosti nadobtida iba hodnoty
v rozsahu 0 az 1, na jej vyvdZenie staci volit malé hodnoty 6 v intervale 0 az 1. Volbou prili§
velkej vahy penalizac¢nej funkcie by sme tplne potlacili funkciu uzito¢nosti.

Penalizécia sa viditeIne prejavi uZ pri volbe § = 5.107° na obr. V oblasti medzi stavmi
200 a 300 v casovych periddach 35-40. Vol'bou vécsieho 6 je jej vplyv vyraznejsi, ako mézeme
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vidiet na d’alsich obrazkoch, riadenie je rizikovejsie na vacsej oblasti. Pri volbe & = 0,01 az 1 na
obr. a sa optimdlne riadenie uZ prili§ nemeni, vdhu preto netreba d’alej zvy$ovat.

Vsimnime si napriklad tmavozeleny pas zacinajuci v ¢ase 0 a xy ~ 150, v tejto oblasti mame
vol'bou u; = 0 zaruceny vynos 2% a splnenie podmienky x; > u. Naopak, pri x ~ 80 zacina biely
pds, teda oblast, v ktorej maximalizujeme Sancu splnit’ podmienku volbou rizikového riadenia s
vys$s$im vynosom. Pre velké hodnoty x od cca 200 v case i=0 a 300 v ¢ase i = k — 1 sa riadenie
nemeni oproti pripadu bez penalizdcie, pretoze podmienka bude s velkou pravdepodobnostou
splnend a teda penalizacia nemd vplyv na ttito Cast rieSenia.

VoIbu vahy musime ur¢it’ podl'a preferencii investora, teda ¢i preferuje menej rizikovu inves-
ticiu, alebo splnenie koncovej podmienky. Vhodna volba mo6ze byt napr. & = 0,001. Celkovo vSak
mozeme zhrnut, Ze tloha s penalizdciou vyvazene reflektuje oba ciele investora - dosiahnutie
pozadovaného vynosu aj maximalizadciu uzito¢nosti.

5.6.2 Minimalizacia rizika

Aby sme mohli pouzit’ penalizaciu v tlohe na minimalizaciu rizika, oproti rovnici musime
urobit’ dve dpravy. Pouzijeme totiZ dlohu na minimum, penalizdciu teda musime pripocitat, ¢o
je ekvivalent odpocitania penalizacného faktora v maximalizacnej tilohe. Druhd uprava sa tyka
samotnej ucelovej funkcie, kde namiesto funkcie kone¢ného stavu musime pouzit’ viacperiodovu
rizikovii mieru CVaRD definovanu (5.25).

Utelovti funkciu tilohy teda sformulujeme nasledovne:

k—1
min E | ) CVaRD,(xi41 | x;) + 6 - A(xy) (5.48)
i=0

Parametre miery CVaR zvolime a = 0.05 a jednotkové vdhy jednotlivych periéd c; = 1. Ide
o stochasticku tlohu s tcelovou funkciou v tzv. Bolzovom tvare, teda okrem straty v jednotli-
vych periddach zahrna aj funkciu koncového stavu. Ostatné parametre definujeme rovnako ako
vl5.31l

V tomto pripade ucelovd funkcia CVaRD nadobtda vacsie hodnoty v jednotkach investova-
nych prostriedkov, v kazdej z k = 40 casovych etdp. Preto aj hodnotu parametra 6 musime volit
vacsiu ako v predchadzajicom pripade, & > 1, aby mala penalizacia Sancu vyvazit' prvy Clen
ucelovej funkcie.

Opét sme pouzili konstantnt penaliza¢nu funkciu. Vysledky su na Volba & = 0 opat
znamend uUlohu bez penaliza¢ného faktora, teda tulohu minimalizacie rizika bez akychkolvek
ohraniceni, takZe v sulade s ¢astou[5.2.3|bude rie$enim identicky nulové riadenie.

Zvacsovanim hodnoty 6 sa postupne zvédcsuje oblast, v ktorej volime rizikové riadenia. Ide o
oblast, v ktorej mézeme s relativne malym rizikom dosiahnut splnenie koncovej podmienky:.

Vsimnime si v§ak zaujimavy rozdiel oproti predchadzajicemu pripadu. V pripade maximali-
zacie uzito¢nosti na obr. sa volila cela skala hodnoét optimalneho riadenia, kym pri minima-
lizacii rizika sa dochddza k vol'be len krajnych hodnoét u; € {0, 1}, prechod medzi nimi je rychly,
vnutorné hodnoty intervalu [0, 1] sd optimdlne iba na izkom rozhrani medzi krajnymi hodno-
tami. Tato vlastnost’ suvisi s tvarom ucelovej funkcie: tato je priblizne po Castiach linearna, preto
sa optimalne rieSenie nadobuda v krajnych bodoch intervalu U;.
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Obr. 5.22: Maximalizdcia uzito¢nosti s penalizaciou: optimalne riadenie v zavislosti
od vahy penalizacie &
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Porovnanie roznych penaliza¢nych funkcii

Ako sme uz naznacili, nie len vaha 6, ale aj samotny tvar penalizacnej funkcie ma vplyv na
vysledné optimdlne riadenie. V predchadzajicom texte sme diskutovali konstantnu penalizaciu
, ktora dava rovnaku vahu vsetkym xj, ktoré nespiﬁajl'l koncovd podmienku x; > u.
Nezohl'adnuje teda vzdialenost x; od cielovej hodnoty .

Na obrazkoch [5.24} |5.25| a |5.26| zobrazujeme rie$enia, pri ktorych sme pouzili d'alsie tvary
penalizacnej funkcie. V pripade linedarnej penalizacie je pre x; < u podstatne vacsia
penalizdcia ako pre x;, — u~, chyba tak skok v okoli bodu x; = u. Z tohto dévodu sa s rastticim
0 postupne rozsiruje oblast rizikového riadenia.

Linedrno-kons$tantna penalizacia je kombinaciou linedrnej a konstantnej kombindcie.
Teda obsahuje skok v bode x; = u (kons$tantny penalizac¢ny ¢len 1/2 pri nesplneni podmienky),
zaroven je penalizicia imernd vzdialenosti od cielovej hodnoty. Aj tvar rieSenia je preto podobny
konstantnej penalizacii.

Kvadratickd penalizdcia dédva privelky déraz na velké prekrocenia, teda pre x; < .
Podobne ako v pripade linearnej funkcie nie je skok v okoli bodu x; = u, ked'’ze penalizacia pre
X — U~ je velmi mala. Z tohto dévodu je v pripade kvadratickej penalizdcie optimdlne volit
rizikové riadenie pre nizke hodnoty stavu, pravdepodobnost’ dosiahnutia x; > u sa neberie do
tuvahy.

Opat vsak plati, ze vhodnu penalizaciu si musi vybrat investor podla vlastnych preferencii.
V dalSej Casti porovndme rieSenia uloh s réznymi penalizdciami prostrednictvom Monte-Carlo
simulacii.

Zaver

Ako sme ukazali, pridat’ do tcelovej funkcie penalizacny Clen je efektivny sposob rieSenia tilohy
s koncovou podmienkou. Hlavnou vyhodou je v podstate neohrani¢end oblast’ pripustnych sta-
vov, teda nemoZe sa nam stat, ze sa dostaneme do situdcie, v ktorej nebude existovat pripustné
riadenie. Na druhej strane volbou vdhy méze investor urcit svoju preferenciu ohladom oboch
cielov, ktoré sa snazi naplnit, teda aj hfadat kompromisné rieSenia.
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Obr. 5.24: Linearna penalizacia v ulohe na minimalizaciu rizika, r6zne vahy
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Obr. 5.25: Linedrno-konstantna penalizacia v tlohe na minimalizaciu rizika,
rozne vahy penalizacie
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Obr. 5.26: Kvadratickd penalizdcia v tlohe na minimalizéciu rizika, r6zne vahy
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5.7 Simuldcie a porovnanie rieseni

V predchédzajucich ¢astiach sme r6znymi spésobmi nasli r6zne rieSenia - optimélne riadenia pre
rozne verzie dlohy o alokécii prostriedkov v portféliu medzi rizikovym a bezrizikovym fondom.
N4s vak zaujima, ktoré z tychto rie$eni je najlepsie. Co véak znamend ,najlepsie“? Potencidlneho
investora mézu zaujimat nasledujice otazky:

e Ak4 je priemerna hodnota nasporenej sumy na konci sporenia, resp. jej Standardna od-
chylka (riziko)?

e AKka je statisticky pravdepodobnost’ splnenia koncovej podmienky x; > u?

Ako sa priemerne vyvija optimalne riadenie pocas doby sporenia?

V pripade ohranicenej oblasti: aka je pravdepodobnost, Ze z nej vypadneme?

V pripade penalizacie: aky tvar a aka vahu treba zvolit'?

Z tychto otdzok vyplyva potreba porovndvat jednotlivé optimdlne rieSenia, resp. pouzité vahy
penaliza¢nych funkcii.

Predpokladajme, zZe mame k dispozicii numericky vypoc¢itané optimalne riadenie v kazdom
Case 1 a pre kazdud aktualnu hodnotu investicie x;. Priamo ich porovnavat nemézeme, nema totiz
zmysel pocitat, kolkokrat sa v nich vyskytuje akd hodnota riadenia alebo ako vyzera priemerné
riadenie. Nevieme totiz povedat, ktoré hodnoty riadenia sa v praxi naozaj pouziju.

MozZeme vSak urobit Monte Carlo simulaciu realneho priebehu: hodnoty riadenia v jednot-
livych etapach zvolime podla aktudlneho stavu prostriedkov pouzitim vypocitanej optimalnej
stratégie. Pomocou 50 000 simulécii tak dokdzeme pomerne spol'ahlivo urcit Statistické rozdele-
nie koncového stavu, pripadne zodpovedat aj dalSie zaujimavé otdzky.

Zatneme s urCenym pociato¢nym mnozstvom kapitalu x,, hodnotu riadenia zvolime podla
predpisu - zvolenej optimdlnej spatnej vazby vy(x,) a zo stavovej rovnice dopocitame novi hod-
notu majetku v zavislosti od ndhodne vygenerovaného vynosu rizikového fondu. Volbu riadenia
a vypocet nového stavu zopakujeme pre k etap, ¢im sa dostaneme do stavu xy.

Koncovy stav x, prip. cely vyvoj hodnoty majetku x; v zavislosti od ¢asu (trajektériu) si ulo-
Zime a pokracujeme d’alsou simulaciou. Na zaver Tahko vypocitame priemernd hodnotu konco-
vého stavu, priemernt hodnotu riadenia, ich standardné odchylky a pravdepodobnost splnenia
podmienky x; > u.

Takto sme nasimulovali niekol’ko moznych vyvojov hodnoty majetku (trajektérii) a zobrazili
ich na grafe Vsetky zacinaju v Startovacom bode x, = 100. Nahodny vynos rizikového
fondu generujeme z normdlneho rozdelenia s rovnakymi parametrami, ako boli pouzité pri vy-
pocte, teda stredna hodnota z; = 6%, o = 0,1. Vynos bezrizikového fondu sme zvolili r; = 2 %.
Parametre st rovnaké, ako sme pouzivali pri vypoéte riadeni, podrobnejsie v ¢asti[5.3.1]

Ako demonstréciu spravnosti vypoétu trajektorii sme na obr. [5.27b| zobrazili trajektérie aj
v pripade jednoduchého (neoptimélneho) riadenia:

1, x <250,
Vi) = 0 inak
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0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

(a) Maximalizacia uzito¢nosti (b) Ukazka jednoduchého riadenia

Obr. 5.27: Uk4Zka simul4cie 10 nahodnych trajektérii. Cierna preru$ovand ¢iara predstavuje
priemernud hodnotu zobrazenych trajektorii.

Ako mo6zeme vidiet, v I'avej Casti volime rizikovy fond, tym padom sa trajektdrie v Case vyvijaju
nahodne, kym v pravej Casti (od hodnoty 250) idd vSetky prostriedky do bezrizikového fondu
a investicia sa vyvija deterministicky, teda v zhode s o¢akavanim.

Co sa tyka koncovej podmienky x; > u, pri simuldcidch budeme uvaZovat' dve verzie tlohy:

1) x3 = uq =300,
2) x> py = 600.

Prva podmienka je totiz pomerne ahko dosiahnutelnd (napr. volbou 50% podielu rizikového
fondu po cely cas), preto volime aj druhti, ambicidznejsiu, aby sme mohli lepSie porovnat’ jed-
notlivé optimalne riadenia.

Simulacie sme realizovali na vSetkych verzidch tdlohy o portfdliu, ktoré sme diskutovali na
predchadzajucich kapitoldch, teda tlohy bez ohraniceni, lohy na ohraniCenej pripustnej oblasti
aj ulohy s penalizaciou, s r6znymi ti¢elovymi funkciami a réznymi penaliza¢nymi funkciami.

Pre kazdu verziu dlohy sme urobili 50 000 simulécii (spolu viac ako 5,5 miliéna), pri vy-
poctoch sme program Matlab verzia R2011b. Simuldcie pre jednu dlohu trvali cca 130 az 150
sekind na pocitaci s dvojjadrovym procesorom Intel 1.5 GHz so 4 GB pamite RAM. K tomu vSak
musime pripocitat’ aj ¢as vypoctu rieSenia cca 70 az 185 sekiind, resp. Cas vypoctu pripustnej
oblasti okolo 120 sekund.

Vysledky simuldcii zhrnuli v tabulkach pre dlohu bez ohraniceni, pre dlohu s ohra-
nicenou pripustnou oblastou, a[5.4] pre tllohy s penalizdciou. V nasledujicom texte diskutu-
jeme tieto vysledky podrobnejsie.

5.7.1 Rozdelenie koncového stavu

Pozrime sa najskor na rozdelenie koncového stavu v jednotlivych verzidch tlohy. Ked'Zze mdme k
dispozicii 50,000 r6znych realizdcii koncového stavu, mézeme ich graficky zndzornit v podobe
histogramu na obrazku

V prvom pripade ide o maximalizaciu exponencidlnej uzito¢nosti v ilohe bez ohraniceni, tu
sme dosiahli priblizne normaélne rozdelenie koncového stavu s priemernou hodnotou x; = 380,5.
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Uloha bez ohraniteni Podmienka u; = 300 Podmienka u, = 600
Utelova funkcia Priemer Stodch. Uspe$nost | Priemer Stodch. Uspe$nost
Stredna hodnota x; 1029,2 679,1 95,7 % 1021,5 664,5 72,2 %
Exponencidlna uzito¢nost’ 380,5 63,4 89,8 % 380,6 63,5 0,03%
Mocninova uZzito¢nost, p = 4 1022,9 667,1 95,8% 1024,4 666,4 72,3%
Mocninova uzito¢nost, p =7 560,3 209,9 93,5% 558,2 209,7 35,3%
Mocninova uzito¢nost, p = 11 381,0 82,4 84,2% 380,9 82,4 1,3%
Pravdepodobnost’ x;, > u 306,8 11,2 98,9 % 569,9 98,2 79,6 %
Tabulka 5.1: Vysledky simulécii: tiloha bez ohrani¢eni
Podmienka u; = 300
Pripustna oblast’ Utelovd funkcia X, Priemer Stodch. | Uspe$nost Vypadnuté
Povodna definicia  Uzito¢nost - exp | 150 397,0 41,9 *100 % *0 %
Pévodnd definicia  Riziko - CVaRD 150 331,2 0,0 *100 % *0 %
Alternativna def. Uzito¢nost - exp | 100 301,8 14,3 54,6 % 1,8 %
Alternativna def. KonsStanta 100 300,3 12,7 52,2 % 1,8 %
Alternativna def. Riziko - CVaRD 100 300,4 8,1 56,4 % 1,8 %
Oblast f =90% Uzito¢nost - exp | 100 310,5 9,0 83,5 % 8,9 %
Oblast f =90% Riziko - CVaRD 100 306,3 2,2 91,1 % 8,9 %
Oblast’ f =70% Uzito¢nost' - exp | 100 312,1 11,3 83,8 % 3,1 %
Oblast B =70%  Riziko-CVaRD | 100  305,9 2,0 96,8 % 3,2 %
Podmienka u, = 600
Pripustna oblast’ Utelova funkcia X, Priemer Stodch. | Uspe$nost Vypadnuté
Povodna definicia  Uzito¢nost - exp | 300 779,1 48,7 *100 % *0 %
Pévodnd definicia  Riziko - CVaRD 300 662,4 0,0 *100 % *0 %
Alternativna def. Uzito¢nost - exp | 100 602,5 38,8 33,5 % 37,3 %
Alternativna def. Konstanta 100 601,3 38,0 33,4 % 37,6 %
Alternativna def. Riziko - CVaRD 100 601,4 27,9 37,1 % 37,5 %
Oblast f =90% Uzito¢nost - exp | 150 611,3 10,4 *53,3 % * 43,3 %
Oblast f =90% Riziko - CVaRD 150 607,5 5,4 *56,5 % *43,5 %
Oblast f =70% Uzito¢nost' - exp | 100 612,7 13,1 34,5 % 60,9 %
Oblast B =70%  Riziko-CVaRD | 100  607,6 7,1 39,5 % 60,5 %

mozné porovnavat, ked'ze maju odlisny Startovaci bod

100

Tabul'ka 5.2: Vysledky simuldcii: tilohy na ohranicenej oblasti. Hodnoty oznacené * nie je
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Penalizdcia Podmienka u; =300 Podmienka u, = 600

Vaha Priemer Stodch. Uspe$nost | Priemer Stodch. Uspe$nost
0 380,9 63,3 90,0% 380,5 63,4 0,03%
0,000 05 376,2 59,1 96,6 % 542,5 131,2 71,3%
0,0001 373,5 58,5 97,2% 552,8 124,1 75,1%
0,0005 363,9 54,3 98,4 % 563,7 114,1 78,6 %
0,001 358,2 52,2 98,6 % 565,8 111,6 78,9 %
0,002 351,7 49,3 98,8 % 567,8 108,5 79,5 %
0,01 336,2 40,1 98,9 % 567,2 107,9 79,1%
1 313,5 20,3 98,9 % 568,2 105,4 79,1%

Tabulka 5.3: Vysledky simuldcii: maximalizdcia exponencialnej uzito¢nosti
s konstantnou penaliziciou, rozne vahy

Penalizdcia Podmienka u; = 300 Podmienka u, = 600

Druh Vdha | Priemer Stodch. Uspe$nost | Priemer St.odch. Uspe$nost
bez penalizacie 220,8 0,0 0,0 %

kons$tantna 250 272,2 50,9 72,9 %

kon$tantna 500 297,1 30,4 95,9 %

kons$tantna 1 000 301,7 17,5 98,5 %

konstantna 10 000 304,2 12,7 98,8 % 557,7 119,5 79,2 %
konstantna 108 306,4 11,6 98,9 % 565,0 108,7 79,2 %
konstantna 10%° 306,8 11,1 98,9 % 567,8 101,8 79,1 %
linedrna 1 000 286,8 26,7 5,8 %

linedrna 2 000 298,8 10,6 19,0 % 403,8 125,7 0,8 %
linedrna 5000 299,9 10,9 90,0 % 560,2 93,8 29,8 %
linedrna 10 000 300,6 9,4 97,9 % 562,0 94,3 50,9 %
linedrna 108 303,8 10,5 98,3 % 564,5 96,2 75,5 %
lin.-konst. 500 287,3 42,6 88,3 %

lin.-konst. 1 000 300,9 19,0 98,3 %

lin.-konst. 2 000 302,4 13,5 98,7 % 501,4 170,0 69,9 %
lin.-konst. 5000 303,3 10,9 98,8 % 558,8 114,0 79,1 %
lin.-konst. 10 000 303,8 10,9 98,8 % 566,7 98,9 79,0 %
lin.-konst. 108 306,3 11,0 98,8 % 569,0 98,7 79,3 %
kvadraticka 5000 273,3 8,0 0,1 % 452,4 52,7

kvadratickd 10 000 285,4 8,7 0,6 % 503,7 69,2 0,02 %
kvadraticka 10° 299,4 8,9 75,9 % 555,7 89,4 12,2 %

Tabulka 5.4: Vysledky simuldcii: minimalizdcia rizika s penalizéciou,

rozne druhy a vahy penalizacie
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Obr. 5.28: Ukazka rozdelenia koncového stavu x; na zdklade simuldciie pri pouziti optimalnych
riadeni pre r6zne ucelové funkcie

V druhom pripade na obr zobrazujeme koncovy stav v tlohe na minimalizaciu rizika
s penalizdciou pre x; < u; = 300, preto je vdc¢Sina hodnot len tesne nad hranicou 300. Napriek
tomu je vSak disperzia koncového stavu pomerne velka.

V tabulkdch mézeme porovnat priemernt hodnotu koncového stavu a tiez Standardnu od-
chylku pre jednotlivé spdsoby vypoctu. Maximalne, resp. minimalne hodnoty v stipci su pre lep-
Sie porovnanie zvyraznené. Najvicsiu strednt hodnotu dosiahla maximalizicia strednej hodnoty,
teda umiestnenie vSetkych prostriedkov do rizikového fondu. V tomto pripade rastie strednd hod-
nota najrychlejsie, spolu s ou aj jej Stand. odchylka, ako uvddzame na obrdzku[5.30al Rovnaky
vysledok dosiahneme aj v pripade maximalizacie mocninovej uzitoc¢nosti pre p = 4, ked'ze v tom
pripade je riadenie rovnaké (100 % rizikovy fond).

V inych pripadoch méze byt disperzia podstatne mensia, priklady ¢asového priebehu prie-
mernej hodnoty stavu st na obrdzkoch a Najmensiu (nenulovd) $t. odchylku 2,0
sme dosiahli v pripade rieSenia tlohy minimalizacie rizika na ohranicenej oblasti vzhfadom na
minimélnu pravdepodobnost splnenia podmienky 8 = 70%, v tomto pripade bola dokonca aj
pravdepodobnost’ splnenia podmienky pomerne vysoka (96,8%). Na obrazku Znazornu-
jeme optimdlne riadenie a priemerny stav pocas simuldcii aj v pripade d’al$ich tloh.

Pravdepodobnost’ splnenia koncovej podmienky

S rozdelenim koncového stavu dzko stvisi aj pravdepodobnost splnenia koncovej podmienky.
V pripade podmienky x; > u; = 300 je pravdepodobnost splnenia vysokd, vo vela pripadoch
viac ako 90 %. Najvyssia hodnota, 98,9 % bola dosiahnutd v tlohe na maximalizaciu pravdepo-
dobnosti splnenia koncovej podmienky, co je ocakdvany vysledok. V pripade tlohy bez ohrani-
¢eni bola vysoka tispesnost’ okolo 96 % v tilohe na maximalizaciu strednej hodnoty.

V tlohe na ohranicenej oblasti bola najvyssia tspeSnost 96,8% pri minimalizacii rizika na
oblasti § = 70%, resp. 91,1 % na oblasti § = 90%. V tlohach s penalizdciou sa pri dostato¢nej
vahe penalizacie dosahovali aj hodnoty nad 98% ¢i uz pri konstantnej, linearnej aj linedrno-
konstantnej penalizdcii. Kvadratickd penalizdcia ddvala privelkd vdhu na hodnoty x; < u, kvoli
¢omu bola tspesnost’ nizsia.
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(a) Maximalizacia exp. (b) Maximalizacia mocn. (c) Max. pravdepodobnosti
uzito¢nosti bez ohranicenia uzito¢nosti, p =7 X = 600
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(d) Max. uZito¢nosti na oblasti (e) Minimalizacia rizika na (f) Max. uzito¢nosti na oblasti
B=70% oblasti s alternativnou def. s pévodnou def.
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(g) Exp. uzito¢nost (h) Min. rizika s lin.-konst.
s penalizaciou 6 = 0,001 penalizaciou 6 = 2000 (i) Skdla hodnot riadenia

Obr. 5.29: Optimdlne riadenie a priemernd hodnota stavu pocas simulécie. Prerusovand ¢iara
oznacuje +/- Standardnt odchylku priemerného stavu
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Obr. 5.30: Porovnanie ¢asového priebehu priemernej hodnoty stavu pocas simuldcif a jeho
standardnej odchylky (prerusovana Ciara)

Pri ambici6znejSej podmienke x; > u, = 600 bola logicky aj uspesnost splnenia niZzsia,
v pripade ulohy bez ohraniceni velmi nizka (ked'Ze tieto rieSenia nezavisia od zvolenej konco-
vej podmienky), okrem maximalizacie pravdepodobnosti, ktora zavisi a teda dosiahla vysledok
79,6 %. Ulohy na ohrani¢enej oblasti dosiahli tispe$nost’ 30 a% 40 percent, ked’%e vela trajektéri
sa neudrzalo v pripustnej oblasti. Uloha s penalizaciou opit’ dosahuje vyborné vysledky 75 aZ 79
percent pri vhodnej vahe penalizacie.

Celkovo teda mozno vhodnou volbou parametrov dosiahnut vysoku dspesnost’ aj v pripade
roznych tcelovych funkcii a ohraniceni v tilohe.

Casovy priebeh riadenia

Vratme sa eSte k ¢casovému priebehu riadenia, ktory tiez stvisi s koncovym stavom. Vo vacSine
pripadov postupom casu optimalne riadenie klesa. To vSak neznamenad, Ze v priebehu simulacie
sa riadenie nemo6ze nahle zvacsit (napr. v pripade poklesu majetku), priemerné riadenie vsak
nerastie.

Na obrdzku|[5.31]zndzornujeme ¢asovy priebeh riadenia v tilohe na maximalizdciu uzitoénosti
v niekol'kych verziach: tlohe bez ohraniceni, tilohe s penalizaciou a uilohe na ohrani¢enej oblasti.
Ako vidime, priemerné riadenie klesa v Case. M6Zeme pripomenut podobny vysledok prace [32],
podTla ktorej zastipenie rizikovych aktiv v portféliu ma v case klesajtici priebeh.

Priemerny casovy priebeh riadenia pri simuldcidch v§ak samozrejme zdvisi najmé od tvaru
optimdlnej stratégie. Teda pokial sa hodnota stavu dostane do nejakej Specidlnej oblasti, hodnota
riadenia moze rast aj klesat. V tom je najvacsia vyhoda rieSenia vo forme stratégie: konkrétna
vol'ba riadenia zavisi od situdcie, v ktorej sa prave nachadzame.

5.7.2 RieSenie na ohranicenej oblasti

V tejto casti sa zaoberame simuldciami rieSenia ulohy s ohrani¢enou mnozinou pripustnych ria-
deni. Porovndvali sme $tyri pripustné oblasti: pévodnu definiciu pre E[x;] > u podla (5.39),
alternativnu definiciu podla a oblasti spfﬁajlice podmienku s pravdepodobnos-
tami f =90% a 8 = 70%. Na vSetkych sme riesili sme tilohu na maximalizaciu exponencialnej
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Obr. 5.31: Maximalizdcia uzito¢nosti - porovnanie ¢asového priebehu
priemerného riadenia (prerusovana Ciara - Stand. odchylky), r6zne verzie tlohy
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(a) Ukazka vybranych trajektdrii. Pripustnu oblast’ (b) Podiel vypadavajucich trajektérii podla
ohranicuje prerusovana ciara definicie pripustnej oblasti

Obr. 5.32: Simuldcia na ohranicenej oblasti — trajektdrie mimo pripustnej oblasti

uzitoCnosti a dlohu na minimalizaciu rizika pre u; = 300 a u, = 600.

Podrobné vysledky simuldcii uvadzame v tabulke V niektorych pripadoch vsak Starto-
vaci bod x; = 100 lezal mimo pripustnej oblasti, museli sme ho teda posuntit, aby sme mohli
vypocitat’ simuldcie. V tom pripade sme to uviedli v tabul'ke. Problém sa tyka p&vodnej definicie
pripustnej oblasti a pre u, aj oblasti f = 90%. Ekvivalentne by sme mohli znizit minimdlny
ocakavany vynos u, aby sa Startovaci bod x, dostal do vnttra pripustnej mnoziny stavov. Oboma
sposobmi dosiahneme zniZenie poziadavky na minimdlny vynos.

Ako sme naznacili uz v casti|5.5.4} v urcitych pripadoch (v zavislosti od ndhodného vynosu)
sa moOze stat, Ze hodnota majetku klesne pod kriticki hodnotu a teda trajektéria ,,vypadne*
z pripustnej oblasti. Takéto trajektdrie sme d’alej nedopocitavali (ked'Ze v danom stave neexistuje
pripustné riadenie).

Niekolko takychto trajektorii sme znazornili na obrazku Tieto sa vplyvom nizkeho
nahodného vynosu rizikového fondu neudrzali v pripustnej oblasti ohranicenej prerusovanou
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5.7. SIMULACIE A POROVNANIE RIESENI
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Obr. 5.33: Porovnanie penalizac¢nych funkcii a vplyv vahy penalizacie pri minimalizacii rizika na
hodnotu koncového stavu

Ciarou. Okrem tychto trajektdrii sme pocas simuldcii nasli aj také, ktoré sa v pripustnej oblasti
udrzali - zvacSa tie, ktoré sa dostali nad bodko-¢iarkovanu Ciaru, teda do oblasti s istotou splnenia
koncovej podmienky.

Zaujimalo nds vSak aj to, aké percento trajektdrii opusti pripustnu oblast’ v zdvislosti od po-
uzitej definicie. Preto sme na d’'alSom obrazku zndzornili podiel vypadnutych trajektorii
spomedzi vSetkych simuldcii v zavislosti od tvaru oblasti pre u; = 300. Najmenej uspesne vysla
oblast’ B = 90%, v tomto pripade pravdepodobnost vypadnutia dosiahla az takmer 9%. ZvysSné
oblasti s vacSie, boli teda Uspesnejsie. V pripade povodnej definicie nedoslo k vypadnutiu tra-
jektorii, to vsak suvisi so samotnou definiciou, ako sme poznamenali v ¢asti|5.5.1

5.7.3 Uloha s penaliziciou

Pocas simuldcii ulohy s penalizdciou sme maximalizovali exponencidlnu uzito¢nost (vysledky
uvadzame v tabulke a minimalizovali riziko (tabulka[5.4). V oboch pripadoch sme skumali
rozne vahy penalizacnej funkcie, v druhom pripade aj r6zne tvary. Pripad 6 = 0 sme uviedli ako
porovnanie s ulohou bez penalizacie.

Ako si m6Zeme vSimnut' v oboch tabulkach, zvySovanim vahy penalizacnej funkcie dochadza
k znizovaniu $t. odchylky a tiez k zvySovaniu uspesnosti splnenia koncovej podmienky x; > u;.
Pre u, to uZ nie je jednoznaéné, privysokd penalizicia (konstantnd s 5 = 10%°) moze naopak
uspesnost’ znizit'.

Na obrédzku uvddzame porovnanie strednej hodnoty a tspesnosti splnenia podmienky
v zavislosti od tvaru a vahy bariéry. Ukazuje sa, Ze najvhodnejsia je konsStantnd, resp. linedrno-
konstantna penalizacia. Najhorsie vysledky dosiahla kvadraticka penalizacia, ¢o sme vsak mohli
odhadnut uz podla tvaru optimdalneho riadenia.

Avsak ak porovname vysledky simulécii pre tlohu s penalizaciou s ostatnymi rieSeniami,
ukazuje sa, Ze priemer koncového stavu aj uspesnost’ splnenia podmienky s pomerne vysoké,
je to preto vyhodny sposob rieSenia.
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Kapitola 6

Zdver

Hlavnou témou tejto dizertacnej prace boli diskrétne stochastické tilohy optimdlneho riade-
nia s ohraniceniami na koncovy stav. Takéto ohranicenia sa pri stochastickych tilohdch bezne
nepouzivaju, hoci v deterministickom pripade nepredstavujui komplikaciu: pomocou rovnice dy-
namického programovania mézeme priamo riesit ilohy s réznymi typmi ohrani¢eni. Nasim cie-
Tom bolo vyplnit' tito medzeru v pripade stochastickych tloh a aj na konkrétnych prikladoch
ilustrovat moznosti rieSenia stochastickych dloh s koncovymi ohrani¢eniami.

V prvej Casti prace sme sa preto podrobne venovali dvom kl'ii¢ovym otdzkam:
1. ako mézeme sformulovat’ ohranicenia na koncovy stav v stochastickej tilohe,
2. akym sp6sobom moézZeme tlohy s takymito ohraniCeniami rieSit.

Najskor sme spracovali prehl'ad r6znych koncovych ohraniceni, ktoré sa pouzivaji v stochas-
tickych tlohach optimdlneho riadenia, aby sme nasledne analyzovali ich dva zakladné typy:

1. podmienku na strednti hodnotu koncového stavu (2.6),
2. minimalnu pravdepodobnost’ splnenia koncovej podmienky (2.11)).

Obe ohranicenia maju v tlohe vplyv na pripustnost’ stratégii: pripustné budu len také
stratégie, ktoré spolu so svojou odozvou spfﬁajﬁ koncové ohranicenie. Nasim cielom bolo prefor-
mulovat tieto podmienky na mnozinu pripustnych hodnét riadenia, aby boli rieSitelné pomocou
Specidlnej rovnice dynamického programovania.

Pri podmienke na strednit hodnotu koncového stavu sme vychddzali z formuldcie
pripustnych mnozin podla ¢lanku [16], tuto sme vSak porovnavali s nasou alternativnou
definiciou Ukazali sme, Ze obe verzie maju svoje nevyhody: bud’ je to privelmi obmedzena
mnozina pripustnych stratégii a stavov, alebo vysoka pravdepodobnost’ vypadnutia z pripustného
stavu aj pri volbe pripustnej hodnoty riadenia.
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6. ZAVER

V nadvéznosti na [24] sme analyzovali podmienku na minimdlnu pravdepodobnost’ (2.11)).
Doyen a De Lara sa vSak zaoberali iba stvisiacim problémom maximalizacie pravdepodobnosti
splnenia podmienky na koncovy, resp. priebezny stav. My sme v ramci dizertacnej prace navrhli,
ako m6zZeme pomocou Specialnej rovnice dynamického programovania (2.14]) najskér vypocitat
pripustnu oblast v zavislosti od pozadovanej minimdlnej pravdepodobnosti splnenia podmienky
f3 a nasledne maximalizovat’ zvolenu ucelovt funkciu na tejto pripustnej oblasti.

Zaoberali sme sa vSak aj alternativhym sposobom rieSenia dlohy s ohrani¢enim na koncovy
stav: zaclenenim ohrani¢enia do tcelovej funkcie vo forme tzv. penalizdcie v tlohe (2.18)). Ide
o efektivny sposob rieSenia tlohy s koncovym ohranicenim, vyhodou je najma fakt, ze vSetky
stavy povazujeme za pripustné. Aktualny stav teda nemdze vypadntt z pripustnej oblasti.

Na z4ver teoretickej Casti sme sformulovali a dokdzali Vetu - rovnicu dynamického
programovania pre tlohu so veobecnym ohrani¢enim (2.27)). Na z4klade tohto vysledku sme
mohli rie$it’ ulohy s réznymi ohraniCeniami na koncovy stav, resp. ulohu s penalizdciou, ¢i uz
analyticky alebo numericky. Vyuzili sme pri tom odvodené ohranicenia v tvare mnoziny pripust-
nych hodnét riadenia, medzi ktorymi sme hladali optimalne hodnoty riadenia pre optimdlnu
stratégiu.

V druhej Casti prace sme sa venovali dvom konkrétnym tlohdm a rozsiahlym numerickym
experimentom. Na nich sme ilustrovali pouzitie koncovych podmienok v stochastickych tlohdch
optiméalneho riadenia a zaroven sme overovali teoretické vysledky ohl'adom rieSenia tychto tiloh.
Pri rieSeni sme pouzili diskrétnu numericki schému znazornent na obr. Zaroven sme sa
zaoberali suvisiacimi numerickymi problémami ako je napr. diskretizdcia spojitych veli¢in alebo
interpoladcia hodnotovej funkcie.

Prvéa bola tiloha predavaéa red’koviek motivovana tlohou z [29] s ohrani¢enim na koncovy
stav v tvare strednej hodnoty (4.3). Je to diskrétna tloha s rovhomernym rozdelenim néhodnej
premennej. RieSili sme ju pomocou rovnice dynamického programovania. V podkapitole
sme sa venovali mnozindm pripustnych stavov, ktoré si rozne v pripade povodnej (2.8)), resp.
alternativnej definicie (2.10). Ukdzali sme, Ze v tejto tlohe je vyhodnejsia alternativna definicia.

Tato tlohu sme zaroven riesili aj pomocou stochastického programovania (SP) — pomocou
ulohy linedrneho programovania na vygenerovanej sade ndhodnych scendrov. Nasledne sme po-
mocou simuldcii porovnavali vysledky SP s optimalnym riadenim (OR). Lepsie vysledky dosiahlo
OR, to vSak nie je velkym prekvapenim. Stochastické optiméalne riadenie totiz riesi ilohy v tvare
stratégie, ktora reaguje na aktudlny stav, zatialCo rieSenim SP je programové riadenie.

Kapitola [5| sa venuje druhej tlohe: tilohe o alokdcii prostriedkov v portfoliu. Namet sme
ziskali z problému d6chodkového sporenia v [[32]], uvazovali sme vSak rdzne verzie dlohy (ma-
ximalizdcia uzito¢nosti (5.3)), minimalizécia rizika (5.31))) s roznymi koncovymi podmienkami
(na strednt hodnotu aj minimdlnu pravdepodobnost). Kontinudlny charakter stavu a riadenia
sme diskretizovali, ako ndhodnu premennt sme zvolili aproximdciu normélneho rozdelenia.

V pripade podmienky na stredni hodnotu sme analyticky popisali mnoginy pripustnych
hodnét riadenia a pripustnych stavov. Ukazalo sa, ze povodna formulacia neumoznuje
problém redlne rieSit, pretoze vacsina hodnoét stavu nie je pripustna. Lepsie vysledky sme do-
siahli pomocou alternativnej formulécie (5.46), aj tu sa vSak vyskytli problémy pri numericke;
implementdcii, ako ich popisujeme v Casti Taktiez sme sa zaoberali tlohou s podmienkou
na minimalnu pravdepodobnost a podrobne aj tlohou s penalizaciou v Casti|5.6
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6. ZAVER

V zaverecnej podkapitole sme realizovali porovnanie jednotlivych rieSeni tilohy prostred-
nictvom Monte-Carlo simuldcii. Porovnavali sme rieSenie tilohy bez ohraniceni, rieSenia tlohy
s koncovou podmienkou v tvare strednej hodnoty, resp. podmienky na minimalnu pravdepodob-
nost, ako aj rieSenie tlohu s penalizaciou s r6znymi tvarmi penalizdcie. Podrobné vysledky sme
zhrnuli v tabulk4ch az

Uspesnost’ splnenia koncovej podmienky v jednotlivych pripadoch pritom zavisela od kon-
krétnych parametrov. Porovnatelnu uspesSnost sa nam podarilo dosiahnut v pripade pouzitia
penalizacie, ako v pripade rieSenia dlohy na ohranicenej pripustnej oblasti. M6zeme vsak pri-
pomentt, Ze v pripade rieSenia tlohy na ohranicenej oblasti hrozi vypadnutie z oblasti, ktoré
vyzaduje prehodnotenie cielovej hodnoty majetku.

Celkovo mézeme zhrnut, Ze v dizertac¢nej praci sa nam podarilo naplnit’ hlavné ciele: ukazali
sme, ako mdzeme v stochastickych tlohach formulovat ohraniCenia na koncovy stav a akym
spésobom moéZeme takéto tlohy riesit pomocou rovnice dynamického programovania pouzitim
formuldcie v tvare mnoziny pripustnych hodnét riadenia.

Tiez sme overili, Ze ohranicenia je vyhodné presunut do ucelovej funkcie a riesit’ tak ulohu
s penalizaciou, pricom nemusime riesit problémy s nepristupnostou niektorych stavov. PouZitie
roznych koncovych ohrani¢eni sme ilustrovali aj na konkrétnych numerickych prikladoch.

Hoci sme dosiahli vytycené ciele, niektoré otdzky zostali otvorené a mézu byt predmetom
d’alSieho vyskumu. Napriklad otdzka d’al§ich tvarov koncovych podmienok, ktoré mézeme for-
mulovat v stochastickej tlohe. Zaujimavou tlohou mo6ze byt navrhnutie $pecidlnej numerickej
schémy na rieSenie stochastickych tiloh s normdlnym rozdelenim ndhodnej premennej, pripadne
schémy, ktord bude lepsie fungovat’ v pripade ohranicenej mnoziny pripustnych stavov.
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