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Abstrakt

Parcidlne sumacie rozdeleni pravdepodobnosti boli zatial skimané prevazne v jednorozmer-
nom pripade, kedy sa jedno rozdelenie pravdepodobnosti nazyvané rodi¢ pomocou suma-
cie transformuje na iné rozdelenie pravdepodobnosti nazyvané potomok. V nasej praci sa
najprv venujeme konkrétnym jednorozmernym rozdeleniam, pricom skiimame, aky poto-
mok vznikne z konkrétneho rozdelenia pravdepodobnosti a konkrétnej parcidlnej sumacie.
Dalsie kapitoly st zamerané na dvojrozmerné parcidlne sumécie a sustreduji sa na rozsi-
renie znamych poznatkov z jednorozmerného pripadu, konkrétne odvadzame vztah medzi
vytvarajucimi funkciami a momentami rodic¢a a potomka, formulujeme nutni a postacujicu
podmienku pre invariantnost parcidlnych sumécii (podmienok, za ktorych je rodi¢ totozny
s potomkom). Tiez skimame postupnosti rozdeleni pri iterovanych parcidlnych sumaciéch,

pricom sa obmedzujeme len na rozdelenia s koneé¢nym nosi¢om.

KTIicéové slova: diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti, dvojrozmerné rozdelenia, parcidlne
) )

sumacie, charakteristiky rozdeleni, postupnosti rozdeleni



Abstract

Partial summations of probability distributions have been studied so far mainly for the one-
dimensional case, where one probability distribution called a parent is transformed into
another probability distribution called a descendant by a summation. In this work, we
first investigate several specific cases of one-dimensional partial summations. Specifically,
we derive relations between the probability generating functions and moments of the pa-
rent and the descendant. We formulate a necessary and sufficient condition for invariance
of the partial summations (conditions under which the parent is identical with the descen-
dant). We also examine the sequences of the distributions created by iterated partial sums,

restricting ourselves to distributions with a finite support.

Keywords: discrete probability distributions, bivariate distributions, partial summations,

characterizations of distributions, sequences of distributions



Predhovor

Pocas studia na fakulte sme sa ako Studenti pomerne casto stretavali s diskrétnymi rozdele-
niami pravdepodobnosti. Moj zaujem o tito tému bol umocneny bakalarskou a diplomovou
pracou, ktoré sa tiez viac ¢i menej tykali roznych rozdeleni.

Parcidlne sumacie st od zaciatku blizko spété s diskrétnymi rozdeleniami, nakolko sa na ne
da tiez nahliadat ako na ich jednoznacnua charakterizaciu. Dalo by sa dokonca povedat, Ze ich
doménou su prave diskrétne rozdelenia, kedze v spojitom pripade sa im dostalo zatial minima
pozornosti.

Vyskum doteraz zviacsa prebiehal iba v jednorozmernom pripade, preto sme sa snazili ttuto
oblast obohatit o vysledky z dvojrozmernych rozdeleni. Vacésina prezentovanych vysledkov je
preto rozsirenim znamych vysledkov na dvojrozmerné parcidlne sumacie. Tretia a ¢iastocne
siedma kapitola zostavaju pri jednorozmernych sumaéciach.

Hlavnymi piliermi tejto prace sa prace [33], [8], [19], [21] a [9]. Posledny zmieneny ¢lanok,
ktory je jednym z poslednych publikovanych v tejto oblasti, hovori o vyuziti poznatkov
z tedrie matic pri opakovanych suméciach. Tieto zaujimavé vysledky sme rozsirili v Siestej
kapitole.

Hoci bolo v poslednom c¢ase prezentovanych niekolko novych vysledkov tykajtcich sa témy
parcidlnych sumacii diskrétnych rozdeleni, neda sa povazovat za uzavreti. Stéle sa vynéraju

zaujimavé suvislosti a prepojenia, ale tiez aj nové otazky.
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Uvod

V tejto dizertacnej praci skimame parcidlne suméacie pre jedno- a dvojrozmerné diskrétne
rozdelenia a ich vlastnosti. V prvej kapitole prindsame strucny prehlad podstatnych, nie-
kedy primarne prehladovo orientovanych, publikacii zameranych na jednorozmerné aj viac-
rozmerné diskrétne rozdelenia. V druhej kapitole sa nachadza prehlad toho, ¢o bolo do-
sial publikované pre parcialne sumacie vratane clankov s aplikaciou v réznych odvetviach
pravdepodobnosti a statistiky. Vyskum parcidlnych sumaécii sa doteraz orientoval prevazne
na jednorozmerné parcialne sumacie, tato praca prinasa nové vysledky pre jedno, ale najmé
pre dvojrozmerné rozdelenia. Tretia kapitola sa ako jedina venuje spominanym jednorozmer-
nym parcialnym suméciam, pricom sa zameriava hlavne na geometrické rozdelenie.

Vztah medzi vytvarajicimi funkciami rodi¢a a potomka je prezentovany vo stvrtej kapitole
spolu s inymi teoretickymi vysledkami. V nasledujicej piatej kapitole je rozobraty prob-
lém invariantnosti a je poskytnutych mnozstvo vysledkov pre rozne verzie dvojrozmerného
geometrického rozdelenia a pre rozdelenia hypergeometrického typu.

Pri jednorozmernych parcidlnych suméaciach boli vo viacerych publikacidch skimané tzv. opa-
kované parcidlne sumacie, pricom nedavno bol zaznamenany pokrok v tomto smere pre roz-
delenia definované na konecnom nosic¢i. V Siestej kapitole pontikame rozsirenie opakovanych
parcidlnych sumacii pre dvojrozmerné diskrétne rozdelenia. Vysledky st dosiahnuté pomocou
mocninovej metddy, ktora bola aplikovana pri jednorozmernych opakovanych parcialnych su-
maciach. Nasledne si podrobne rozobraté niektoré zaujimavé pripady pre limity postupnosti
rozdeleni hypergeometrického typu.

Siedma kapitola poukazuje na zatial neskimané pripady oscilacie postupnosti pravdepodob-
nosti ziskanych pomocou opakovanych parcidlnych sumacii. St v nej zaznamenané oscilujtce

postupnosti pre vybrané priklady v jednorozmernom aj dvojrozmernom pripade.
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Kapitola 1

Diskrétne rozdelenia

pravdepodobnosti

V publikécii [28] nachadzame prakticky prehlad viac ako 750 diskrétnych pravdepodobnost-
nych rozdeleni aj s ich vzdjomnymi prepojeniami. Nédjdeme tu tiez Specidlne pripady rozde-
leni, ich zovseobecnenia a triedy rozdeleni. Autori uvadzaju aj vytvarajice funkcie rozdeleni
pravdepodobnosti a mnozstvo uzitocnych referencii.

Monografia [4] tiez zahina bibliografické odkazy pre hlbsi vyskum. Obsahuje navyse vlast-
nosti popisovanych rozdeleni, rozne charakteristiky, odhady parametrov, spriaznené rozde-
lenia a mnoho iného. Tretia edicia tejto monografie, ktora vysla v roku 2005, bola reorgani-
zovana a obohatend v porovnani s predchadzajicimi dvoma aj o mnozstvo novych referencii
a su v nej tiez zahrnuté nové objavy a vysledky.

Zaujimavy nahlad do viacerych diskrétnych rozdeleni odvodenych hlavne pomocou urnovych
schém ponika publikdcia [5], v ktorej sa autori zameriavaji nielen na jednorozmerné ale
v neposlednom rade aj na viacrozmerné rozdelenia. Za zmienku urcite stoja tiez popisané
aplikacie tychto rozdeleni v roznych oblastiach ako genetike, ndhodnom vybere, testovani
a inych. Autori knihu koncia limitnymi rozdeleniami pre urnové schémy.

Z literatury v slovenskom jazyku odporiuc¢ame siahnut po knihe [27], ktord sa podrobne
venuje jednorozmernym diskrétnym rozdeleniam. Najdeme v nej zakladné vlastnosti mno-
hych diskrétnych rozdeleni ako su vytvarajice funkcie, momenty ¢i odhady parametrov. Tiez
sa tu autor venuje vzfahom jednotlivych rozdeleni k inym rozdeleniam, triedam rozdeleni
a praktickym prikladom z jazykovedy. Zaujimavou castou je rozbor Ordovej triedy rozde-
leni obsahujicou Ordovo grafické zobrazenie niektorych rozdeleni pravdepodobnosti z tejto
triedy.

Pre dvojrozmerné a viacrozmerné diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti st zname publi-
kacie [7] a [6]. V [7] mdzeme ndjst dvojrozmerné diskrétne rozdelenia. Autori sa venuju
interpretaciam rozdeleni, ich vzajomnym vzfahom, ale aj odhadom parametrov a testova-
niu hypotéz. Najdeme tu podrobny rozbor dvojrozmernych rozdeleni odvodenym z urnovych

schém a tiez napriklad dvojrozmerné Poissonovo, negativne binomické rozdelenie a iné.
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DISKRETNE ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI

Pre mnohorozmerné diskrétne rozdelenia, ich vlastnosti a odhady parametrov odportucame
siahnut po [6]. Nachddzaju sa tu rozbory najznamejsich viacrozmernych diskrétnych rozde-
leni ako multinomického, viacrozmerného Poissonovho, mocninnej triedy rozdeleni, hyperge-

ometrického, Pélyovho-Eggenbergerovho a inych.
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Kapitola 2

Parcialne sumacie

2.1 VsSeobecna definicia

Nech st { P;}52 a { P;} 52, diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti definované na nezapornych

celych ¢islach a nech u(z, 7) je redlna funkcia. Potom ak plati vztah
Py=> u(zx,j)P;, ©=0,1,2 ., (2.1)
j=x

tak vravime, Ze { P;}32, je vysledkom parcidlnej sumécie (tzv. potomkom) rozdelenia { P} } 22,
(tzv. rodica).

Co sa tyka viacrozmernych parcialych sumécii, jedint zmienku sme nasli v [8], kde sa au-
tori na parcidlne sumacie pozeraji z hladiska tedrie spolahlivosti. Definuji dvojrozmerné

parcialne sumacie ako rozsirenie parcialnej sumacie
o0
*
P,=c) P, x=0,1,2,..
j=u

(tomuto typu parcidlnej sumadcie sa este budeme venovat dalej) vztahom

P(Xy > y1, Xo > y2)
E(X1X5)

P(leyl,Yé:yQ):

a skiumaju ich vztah voci poruchovosti.

2.2 Typy parciadlnych sumacii

Parcidlne sumécie definované vztahom (2.1) st zovSeobecnenim typov, ktoré dostaneme

vhodnou volbou funkcie u(x,j). V praci [19] st analyzované dva typy parcidlnych suma-

cii, a to
P, = Zg(j)Pj, x=0,1,2, .. (2.2)
j=x
a x
Pm:h(w)zpj, xr=20,1,2,.... (2.3)
j=x



PARCIALNE SUMACIE

Pre sumadcie (2.2) a (2.3) bolo v tejto praci ukdzané, za akych podmienok zostéva rodi¢

invariantny (t.j. P} = P,, x =0,1,2,...). Nech pre rodica {P}}2°, plati rekurentny vztah
Pl,=flx+1)P;, z=0,12,.., (2.4)
potom pre suméciu (2.2) je rodi¢ rovnaky ako potomok prave vtedy, ked

P*
o) =1= fla+1) =1- 2,

kde z = 0,1, 2, ... Pri sumécii (2.3) (tiez ak plati (2.4)) je to prave vtedy, ked
o J -1
h(z) = (1+Z]‘[f(x+k)) :
j=1k=1

pre z = 0, 1,2, ... Pre takéto funkcie g(x) a h(x) si poskytnuté priklady s prislusnymi roz-

deleniami pravdepodobnosti, ako priklad uvadzame Poissonovo rozdelenie s parametrom A:

A

rT—A+1
g<x>:x7—|—1’ (2.5)

h(z) :

kde ,Fy(ay,...,ap;by1,...,by; 2) je tzv. hypergeometrickd funkcia definovana ako

pFy(ar, . apib, .. b 2) =D RO

n=0

s (a), tzv. Pochhammerovym symbolom
(@), =ala—1)(a—2)...(a—n+1).

V [19] st uvedené aj vztahy medzi vytvarajicimi funkciami rodica a potomka. Oznacme
p* strednt hodnotu rodic¢a, G*(t) vytvarajiucu funkciu rodiéa a G(t) vytvarajicu funkciu

potomka. Plati

G(t) = 10_1 t (1 — G (t) — ip;m +1)(1 - t”l)> , (2.6)

kde
1

C1 = v

1+u*—Z(w+1)f(x+1)P;’

=0
ak postupnost {3252, g(j)P; }32, nemeni znamienko.
Clanok [17] uvadza, Ze rozdelenia z Katzovej triedy, pre ktord plati

AR P A 7=0,12..,0>0,p5<1

15



PARCIALNE SUMACIE

a ak pre n € {1,2,...} plati a + fn < 0, tak P’

i = 0, s invariantné vzhladom na (2.2)

prave vtedy, ked
a+ fBj
1+j 7

Na zéklade (2.7) definuje Katzovu triedu parcidlnych sumdcii (o, 8,{ P} }32,) s rozdelenim

szci<1—o‘+ﬁj>Pj. (2.8)

=~ 1+

g(j)=1- i=0,1,2,...,a>03<1. (2.7)

pravdepodobnosti

Pre Katzovu triedu parcidlnych sumécii s (2.8) odvadza vztah medzi vytvarajicimi funkciami
a faktorovymi momentami.

V cldnku [20] sa autor pozerd na parcidlnu suméciu (2.1), jej typom (2.2) a prepojeniami
rozdeleni vo svetle modelov v lingvistike.

Nasledujuce ¢asti obsahuji Specidlne typy parcidlnej sumacie (2.1).
1. Pre h(z) = ¢ (konstanta) z (2.3) dostdvame parcidlnu sumaciu

Px:cZP;, x=0,1,2,... (2.9)
Jj=x

V ¢lanku [32] bolo ukézané, ze vzhladom na tuto parcidlnu sumdciu je geometrické
rozdelenie jedinym invariantnym rozdelenim (teda geometrické rozdelenie je jediné,
pre ktoré plati P; = P,, = 0,1,2,...). Tento vysledok bol aplikovany v analyze
rozdelenia prijmov a v manazmente zdsobovania.

V ¢lankoch [24] a [25], ktoré sa venuju teérii spolahlivosti, vyuzivaji autori charakte-
rizaciu prave geometrického rozdelenia zalozend na parcidlnej sumécii (2.9). Na ¢lanok

[24] nadvézuje [8], v ktorom autori navysSe skimaji vztah poruchovosti a parcidlnej

sumacie (2.9) (pozri cast 2.1).

2. Uvazujme teraz pripad, ked

oo px
Po=c > "L 2=0,12 ., (2.10)
j=at1 J

kde g(j) = $ 2z (2.2), c je normalizacnd konstanta. V [34] bolo ukézané, Ze Yuleovo

rozdelenie definované ako

|
=" 50, 2=0,1,2,...,

(p+ 1)@+

T'(a+b)
I'(a)

cidlnej sumacii (2.10).

kde ag)y = , a>0,b> 0, je jediné rozdelenie, ktoré zostava invariantné pri par-

Clanok [29] uvadza, ze STER (Sums successively Truncated from the Expectation

of the Reciprocal of a random variable) rozdelenia sa daji zapisat pomocou sumécie
(2.10).
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PARCIALNE SUMACIE

Zovseobecnenie sumacie (2.10) mdzeme najst v [18] v tvare

00 1 .
Pﬂﬁ<kvl) - A(k7l) Z m j+k

Jj=x

(2.11)

pre x = 0,1,2,... a k,[ také celé ¢isla, ze k > 0 al > 1. V ¢lanku sa tiez nachadza
rekurzivny vztah pre vypocet rozdelenia { P, (k,1)}52,, vztah medzi vytvarajicimi fun-
kciami rozdeleni { P, (k,1)}22, a {PF}5°, a vztah medzi ich klesajicimi faktoridlnymi

momentami. Autor sa tiez vyjadruje k problému invariantnosti.

Parcidlne sumadcie typu (2.9) a (2.10) boli v ¢lanku [31] pouzité v modeloch v muziko-

l6gii a lingvistike.

. Nasledujuci typ parcidlnych sumacii sa vyuziva pri kvantitativnom modelovani v lin-

gvistike a v muzikoldgii. Pre h(z) = < z (2.3) dostavame

C X,
Pz:x]z;Pj (2.12)

pre + = 0,1,2,... V praci [30] autori ukdzali, ze sumdcia (2.12) nechava rozdelenie
nezmenené prave vtedy, ked je rodi¢ovské rozdelenie 1-useknuté Salviovo - Bolingerovo

rozdelenie definované pre a € (0,1) ako

P, — (—1)90—1@), r=1,2,3,...

Ukazuju tiez vztahy medzi vytvarajicimi funkciami rodi¢a a potomka a medzi ich

klesajucimi faktoridlnymi momentami.

.V ¢ldnku [15] sa autori venuji modelom rizika. Zdoraznuju, Ze teoretické modely vyuzi-
vaju prevazne koncept spojitého casu, v praxi st vSak casto uprednostnované diskrétne
modely (napriklad kvoli Tahkej programovatelnosti). Prindsaju prehlad diskrétnych mo-
delov a poukazuji na to, ze aj tieto diskrétne modely mdzu byt uzitocné, napriklad

na ohranicenie alebo aproximaciu korespondujicich modelov vyuzivajucich spojity cas.

V modeloch rizika v [16] sa skiima napriklad ¢as zruinovania, prebytok tesne pred zru-
inovanim, deficit v ¢ase ruinovania a iné. Pre tento vyskum bola uzito¢nd definicia
operatora T, definovaného v [14] na redlnych funkciach, ktoré su definované na klad-

nych celych ¢islach, ako

Tfly) =D r""fla) =) r"flx+y), reCyeN",
=y =0
¢o vedie k parcidlnej sumacii
Py=dY v7"P;, x=0,1,2,.., (2.13)
j=x

r € C, ¢ normalizacné konstanta. Dodavame, ze parcidlna sumécia (2.13) je Specidlnym

pripadom (2.2).
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2.3 Spojita analdégia parcialnych sumacii

Nakolko pre kazdé rozdelenie existuje prave jedna parcidlna sumécia (2.2) takd, ze nemeni
rodi¢ovské rozdelenie (P = P,, z = 0,1,2,...), moze byt parcidlna sumdcia brand ako
jednoznacnd charakterizacia diskrétnych rozdeleni. Tato vlastnost bola vyuzita v c¢lanku
[22], v ktorom autori hladali metédu na hladanie spojitych anal6gii diskrétnych modelov

v lingvistike a naopak. Ako spojiti analégiu parcialnej sumécie (2.2) definovali

o@) = [T B, (214)

kde ¢(z), ¢*(x) st hustoty, ¢(z) je diferencovatelnd na (0, 00), p(z) = ¢*(x) =0 pre x < 0
a p(x) >0 pre z > 0.

Spojitymi parcidlnymi suméciami sa tiez zaoberala praca [21]. Autor skiimal analégiu expo-
nencialneho rozdelenia s geometrickym z pohladu parcidlnych sumaécii. Ukazuje, zZe vzhladom

na vztah
ole) =k [ (B,

je exponencialne rozdelenie jediné invariantné.

2.4 Opakované parcialne sumacie

Opakované parcidlne sumécie pre sumdciu (2.9) boli zadefinované v ¢lanku [21] nasledovne.
Nech {PM}oo  {P@Yoe = {PM}® . st rozdelenia pravdepodobnosti na nezapornych

celych ¢islach vygenerované z rozdelenia { Pf}5° , pomocou parcidlnej sumécie (2.9):
PV =c¢ > P, z=0,1,2,..,
j=x

Pf) =y Z Pj(l), rx=0,1,2,...,
Jj=x

(2.15)

P =c, S PV 2 =0,1,2,..,
j=x

kde ¢, co, ..., ¢y, ... U normalizacné konstanty.

Pomocou vytvarajicich funkcii autor ukazuje, ze limitné rozdelenie
P = lim P™, £ =0,1,2,...
n—oo

takychto opakovanych parcidlnych sumacii existuje, ak existuje

P*
: T+l
g =4

18
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a 0 < g < 1. Limitné rozdelenie je bud deterministické (pre ¢ = 0), alebo geometrické
s parametrom ¢ (pre 0 < ¢ < 1).
Zovseobecnenim (2.15) st opakované parcidlne sumécie vychadzajice z (2.2). Nech {PF}52,

je rodicovské rozdelenie pravdepodobnosti definované na nezdpornych celych ¢islach a
PV =c > g()P;, 2=0,1,2,..,
j=x

P? =, Zg(j)pj(l), r=0,1,2, ...,
=z

(2.16)

P‘,lgn) :ang(])P](n_l)7 [L‘:O,l,Q,...,
Jj=z

kde {P(VYoe  { PP o {PM}> ... st rozdelenia pravdepodobnosti na nezapornych
celych ¢islach, g(j) je redlna funkcia a ¢, g, ..., ¢y, ... SU normalizacné konstanty.

V [9] boli skiimané takto definované opakované parcialne sumécie s rodi¢om definovanom
na koneénom nosic¢i. Vyuzitim mocninovej metody bola za uréitych podmienok ukézana
konvergencia a bol najdeny limitny potomok Pm(oo) = lim,, 0 Pé"), r=20,1,2,...

V siestej kapitole tejto prace rozsirujeme tento vysledok pre dvojrozmerné opakované par-

cidlne sumécie definované na koneénom nosici.
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Kapitola 3

Kombinovanie rodicovského

rozdelenia a sumacie

Viac svetla do vztahu rodi¢a, potomka a parcidlnej sumdcie priniesol ¢lanok [33]. Autori
ukézali, Ze dve rozdelenia pravdepodobnosti { P, }2°, a { PF}52 , definované na Ny so vSetkymi
pravdepodobnostami nenulovymi spliiaji (2.1) pre

P — P?

u(w,j) = u(j) = =52 j=0,1,2,... (3.1)

J

Ako dosledok bolo uvedené, ze neméa zmysel hovorit o triede parcidlnych sumécii s napriklad
Poissonovskym rodic¢om, kedze vSetky rozdelenia s nosicom Ny s nenulovymi pravdepodob-
nostami moézu byt vyjadrené ako potomkovia Poissonovského rodica a nejakej funkcie u(z, j).
Preto ak chceme vybudovat triedu rozdeleni, musime fixovat dva z troch prvkov - rodic, poto-
mok, funkcia u(z, 7). Vtedy je treti prvok jednoznacne urceny (v pripade rozdeleni s nosicom
Np s nenulovymi pravdepodobnostami), inak je rozdiel spsobeny normaliza¢nou konstantou.
Tiez ale mdze nastat pripad, ze dvaja rozdielni rodicovia s dvoma rdznymi funkciami u(x, j)
vyustia do rovnakych potomkov.

Téato kapitola sa venuje jednorozmernym parcialnym sumadciam, konkrétne parcidlnym su-

maciam typu (2.2):

Py=cY g(j)P;, z=0,1,2,.. (3.2)
Jj=x

Zaujimavym problémom je otazka, ¢o vznikne z nejakého konkrétneho rodi¢ovského rozde-
lenia a jemu nezodpovedajicej parcidlnej sumécie v zmysle, ze je sumécia g(z) rézna od tej,
ktora nechava rodi¢a nezmeneného. Pre najdenie takéhoto potomka vyuzivame vetu z ¢lanku
[19], pripadne priame odvodenie z definicie (3.2).

V [19] bolo ukézané, ze ak ma rodicovské rozdelenie vytvarajicu funkciu G*(t), potom je

vytvarajuca funkcia potomka G(t)

1
1—1¢

a() = (1 1670 = X0 P21 = g(o))(1 - t“l)) , (33

20



KOMBINOVANIE RODICOVSKEHO ROZDELENIA A SUMACIE

pricom
1
cl = >0
L4+ p* =) (z+1)f(x+1)P;
=0

a u* je strednd hodnota rodica.
Na zaciatok uvazujme najjednoduchsi pripad a to sumaéaciu zodpovedajicu gometrickému

rozdeleniu.

3.1 Geometricka sumacia

V pripade, ze uvazujeme geometrick suméciu, je funkciou g(z) také funkcia, ktord nechdva
nezmenené geometrické rozdelenie, a takouto funkciou je konstanta (pozri [19]). Pre geomet-

ricki sumaciu, ktord zodpoveda geometrickému rozdeleniu Geo(p) je

g(x) =p, pe(0,1).
Vytvéarajica funkcia potomka v tomto pripade po odvodeni zo vztahu (3.3) je

11— tGH()
Sl 11—t

G(t)

(3.4)

kde p* je strednd hodnota rodi¢a a G*(t) jeho vytvarajica funkcia (pozri [19]). Mdzeme
si vSimnut, Ze toto vzniknuté rozdelenie je nezavislé na volbe parametra p, teda nezavislé

na hodnote funkcie g(z).

Priklad 3.1. Ako prvého rodica majme Poissonovo rozdelenie, ktorého rozdelenie pravde-

podobnosti je

)\I
P* — 67/\7
v x!
s nosicom z = 0,1,2,... Potom rozdelenie potomka je
67)‘ o0 )1
P, = ) :0,172,...
14+ A Z:Zx a7
Zapisané pomocou gama funkcie
1
Py=——
0 1_'_>\7
1 [(x, \)
P, = 1-— ’ , =12,...,
T+ A ( T(z) ) !

kde I'(x, ) je nekompletnd gama funkcia, pre ktoru plati

z—1 yi
L(z,\) = (x —1)le™? A

m
i—0 v
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prex=1,2,3,...

Pre lepsiu nazorna predstavu uvadzame konkrétne priklady rozdeleni. Na obrazku 3.1 su
vykreslené ¢iernou farbou hodnoty pravdepodobnosti rodi¢ovského rozdelenia Poissonovho
s parametrom A = 0,2 s gulickami a jeho potomoka s krizikmi pri spominanej geometrickej
sumacii. Ruzovou farbou je rovnako vykresleny Poissonovsky rodi¢ a jeho potomok s para-

metrom A = 3. V tabulke 3.1 st zaznamenané hodnoty vykreslenych pravdepodobnosti.

Graf rozdeleni potomka a rodica

0.9
rodic lambda=0,2

43 potomok rodica s lambda=0,2
rodic lambda=3
+=+ potomok rodica s lambda=3

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

pravdepodobnost

0.2

0.1

Obr. 3.1: Rozdelenia pravdepodobnosti pri geometrickej sumaécii a rodic¢ovskom rozdeleni

Poissonovom s parametrami A = 0,2 a A\ = 3.
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A=0,2
0 1 2 3 4
Pr| 081873075  0,1637462  0,01637462  0,0010916410  5,458205.107°
P, | 083333333 0,1510577  0,01460258  0,0009570677  4,736687.10"
5 6 7 8 9
Pr | 2,183282.10%  7,277607.107% 2,079316.10~° 5,198290.10"'1 1,155176.1012
P, | 1,881825.10~% 6,242377.10~% 1,777045.10~° 4,428173.10"'1  9,626464.10~13
A=3

0 1 2 3 4
Pr| 004978707  0,1493612  0,22404181  0,2240418077  1,680314.10
P, | 024972438 02372776 0,19993731  0,1439268577  8,791641.102
5 6 7 8 9
P | 1,008188.10"1 5,040941.10"2 2,160403.10~2 8,101512.10~%  2,700504.10~3
P, | 4,590857.10~2  2,070386.10~2 §,101512.10~%  2,700504.10~%  6,751260.10~"

Tabulka 3.1: Rozdelenia pravdepodobnosti pri geometrickej sumacii a rodicovskom rozdeleni

Poissonovom s parametrami A = 0,2 a A = 3.

Vytvarajucu funkciu potomka ziskame po dosadeni vytvarajucej funkcie rodica, ktorym je

Poissonovo rozdelenie,

G*(t) _ 6/\(t—l)
a jeho strednej hodnoty p* = A do vztahu (3.4) a jej tvar je

1 1—tert=D
14N 1t

G(t)

Priklad 3.2. Dalsim rodi¢ovskym rozdelenim je negativne binomické s rozdelenim pravde-

podobnosti

k-1
P;:(QCJr )pk(l—p)x, r=0,1,2,...,
xr

p € (0,1), k € N. Je zndme, Ze jeho vytvarajuca funkcia (pozri [28]) je

p
G*(t
N ek
a stredna hodnota
o 0=pk
p

Potom je vytvéarajica funkcia potomka po odvodeni z (3.4) rovna

p 1 !
0= T <1—t ‘pku—t)(l—(l—p)t)k)'
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7 ¢oho derivovanim dostavame prvé pravdepodobnosti

b= (1p— Pk’

n=s (lp—p)k(1 -7

Py =g (2= P2 21— b))

P, :;!]H(f_p)k(gl B 4311 — )k 4+ 3(1 — p)?k(k + 1)),

Rozdelenie pravdepodobnosti potomka potom je

z—1

1 P x! .
Po=—— 5 gl —pFS (1= p)ktD| =
Zp+ (1—p)k [9” P q(t=p)
z—1 (1 _ Nig(i—1)
p 1—p)k

_ =0,1,2,...
p+(1—pk il 1 r=012

i=0
Na nasledujicom obrazku 3.2 st vykreslené rozdelenia pravdepodobnosti rodi¢ovského ne-
gativneho binomického rozdelenia gulickami s parametrami £k = 3 a p = 0,6 a jeho potomka
krizikmi Ciernou farbou. Rozdelenia prislichajice parametrom k =9, p = 0,7 maja ruzovi

farbu. V tabulke 3.2 st vypisané hodnoty vykreslenych pravdepodobnosti.

Graf rozdeleni potomka a rodica

e rodic s k=3, p=0,6
£3 potomok rodica s k=3, p=0,6
0.3 rodic k=9, p=0,7
I <%+ potomok rodica s k=9, p=0,7
4+ 0.25
(%))
o
5
° 0.2
o
a
@ 0.15
o
>
o 0.1
(o
0.05

Obr. 3.2: Rozdelenia pravdepodobnosti pri geometrickej sumaécii a rodicovskom rozdeleni

negativne binomickom s parametrami k =3; p=0,6ak=9; p=0,7.
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0 1 2 3 4
Py | 0,21600000 0,2592000  0,2073600 0,1382400  0,08294400
P, | 0,33333333  0,2613333  0,1749333 0,1058133  0,05973333

) 6 7 3 9
Py 10,04644864 0,02477261 0,012740198 0,006370099 0,003114271
P, | 0,03208533 0,01660245 0,008344917 0,004098185 0,001974818

k=9 p=0,7

0 1 2 3 4
Py 10,04035361 0,1089547  0,1634321 0,1797753  0,16179779
P, | 0,20588235 0,1975743  0,1751424 0,1414946  0,10448205

D 6 7 8 9
Py 10,12620227 0,08834159 0,056791023 0,034074614 0,019308948
P, | 0,07117074 0,04518792 0,026999942 0,015307672 0,008292310

Tabulka 3.2: Rozdelenia pravdepodobnosti pri geometrickej sumacii a rodicovskom rozdeleni

negativne binomickom s parametrami k =3; p=0,6 ak=9; p=20,7.

Priklad 3.3. Ak je rodic¢ovské rozdelenie hyper-Pascalovo s rozdelenim pravdepodobnosti

(k—i—x—l)
1 x
P = =012, ..
SF (K, Lmsg) (m—i—x—l)q T
e

kde k > 0, m > 0 alebo k,m < 0, [k] = [m], m # —1,—2,-3,... a tiez plati, ze
0<g<1l, k+1>m>kalebok>m
alebo
0<q¢<1, m>k+1

(pozri [28]), potom zodpovedajica vytvarajica funkcia pre toto rozdelenie je

o Fi(k,1;m; qt)

@) = oF1(k,1;m;q)

Pre vytvarajicu funkciu potomka potom dostdvame z (3.4)

oFi(k,1;m;q) —t o1 (k, 1;m; qt)
[oFy (K, 1;m;q)(1— k) + k oF1(k+1,1;m;9)] (1 —¢t)

G(t) =

Rozdelenie pravdepodobnosti potomka ziskané pomocou vytvarajucej funkcie

2F1(/€, 1;mQQ> Zf 01 qm( (3 5)
o F1(k, 1;m;q) (1 — k) + k o Fy(k +1,1;m;5q) '

P, =

prex=0,1,2,...
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Na obrazku 3.3 mozeme vidief ¢iernou farbou rozdelenie pravdepodobnosti rodi¢ovského
Hyper-Pascalovho rozdelenia s parametrami ¢ = 0,6, m = 4,2 a k = 3 gulickami a pravde-
podobnosti potomka rozdelenia (3.5) krizikmi. Ruzovou farbou je znazornené toto rodic¢ovské
rozdelenie s parametrami ¢ = 0,2, m =2 a k = 5,6 a tiez pravdepodobnosti jeho potomka.

V tabulke 3.3 nizsie su vypisané hodnoty vykreslenych pravdepodobnosti.

Graf rozdeleni potomka a rodica

rodic s g=0,6; m=4,2; k=3
43 potomok rodica s q=0,6; m=4,2; k=3

0.8 rodic s q=0,2; m=2; k=5,6
+% potomok rodica s g=0,2; m=2; k=5,6

7]

o 0.6

c

0

o]

o

o]

a 04

()]

©

>

(L]

_

[a

0.2

Obr. 3.3: Rozdelenia pravdepodobnosti pri geometrickej sumacii a rodi¢ovskom rozdeleni

hyper-Pascalovom s parametrami ¢ = 0,6; m =4,2; k=3 aq=0,2; m=2; k=05,6.

0 1 2 3 4
P¥ | 0,86843387 0,1100832 0,01738155 0,003218806  0,0006737036
P, 0,8633220 0,1135840 0,01854675 0,003540877  0,0007620110
5 6 7 8 9
Pr | 0,0001554701 3,886751.107° 1,039033.107° 2,940658.107¢ 8,742497.10~"
P, | 0,0001803879 4,616723.107° 1,261205.10~° 3,641852.10~¢ 1,103117.10°6
q=0,2 m=2 k=5,6

0 1 2 3 4
P 0,5136312 0,2876335 0,12655872 0,048092314  0,0165437561
P, 0,5580236 0,2714053 0,11089902 0,040276268  0,0134396227
5 6 7 8 9
Pr | 0,0052940020 1,603326.107 4,649646.10~* 1,301901.10~* 3,541171.107°
P, | 0,0042078167 1,253639.1072 3,589449.10~* 9,948369.107° 2,683455.107

Tabulka 3.3: Rozdelenia pravdepodobnosti pri geometrickej sumacii a rodicovskom rozdeleni

hyper-Pascalovom s parametrami ¢ = 0,6; m =4,2; k=3 a¢=0,2; m=2; k=25,6.
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Priklad 3.4. Hyperlogaritmické rozdelenie s parametrami m, ¢ ma rozdelenie pravdepodob-

nosti |
N xlg®

P = =0.12,...

T (m+1D)® B, 1m+ 15q)] o T
pre

0<m<1,0<¢g<1
alebo
m>1, 0<¢<1

(pozri [28]).

Jeho vytvarajica funkcia ma tvar

oF1(1,1;m+ 1;qt)
2 F1 (L, 1;m 4 15t)

G (t) =

Potom z (3.4) po dosadeni dostavame

Gt) = q 2P (1, 1;m+15q) oFi(1,1,m A4 15t) —t o Fy(1,1;m + 1; gt)
 m [ Fy(1,1;m;q) — 1] (1—1¢) 2 F1(1,1;m + 1;¢t) ’

¢o je vytvarajica funkcia zodpovedajica rozdeleniu pravdepodobnosti

P _qFi(Lx+1m+a41;q)  alg”
T om(R(LLm A 19) — 1) (m4 1)@’

r=0,1,2,...

Na obrazku 3.4 mozeme vidiet vykreslené ¢iernou farbou hyperlogaritmické rodicovské roz-
delenie s parametrami ¢ = 0,8 a m = 0,4 s gulickami a jeho potomka s krizikmi. Ruzovou
farbou je vykreslené toto rozdelenie s parametrami ¢ = 0,9 a m = 2. Nizsie mozeme vidief

tabulku 3.4 s vypisanymi prislusnymi pravdepodobnostami.

Graf rozdeleni potomka a rodica

rodic s q=0,8; m=0,4
0.6 4% potomok rodica s g=0,8; m=0,4
rodic s g=0,9; m=2
= potomok rodica s q=0,9; m=2
0.5

0.4
0.3

0.2

pravdepodobnost

0.1

Obr. 3.4: Rozdelenia pravdepodobnosti pri geometrickej sumaécii a rodicovskom rozdeleni

hyperlogaritmickom s parametrami ¢ = 0,8, m =0,4a ¢=0,9; m = 2.
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q=20,8 m=20,4
0 1 2 3 4
Pr 1 0,3301369  0,1886497  0,12576645  0,08877632  0,06456459
P, | 0,2732036  0,1830090  0,13146923  0,09710939  0,07285538
) 6 7 8 9
Py 10,04782563 0,03586922 0,027144274 0,020681351 0,015841035
P, | 0,05521610 0,04214997 0,032350366 0,024934453 0,019284233
=0,9 m=2
0 1 2 3 4
Pr | 0,6047109  0,1814133  0,08163598  0,04408343  0,02645006
P, | 04775051  0,1887525  0,10212677  0,06314518  0,04209512
5 6 7 8 9
Pr 1 0,01700361 0,01147744 0,008034205 0,005784627 0,004259589

0,02946509 0,02134578

0,015865244 0,012028871 0,009266682

Tabulka 3.4: Rozdelenia pravdepodobnosti pri geometrickej sumacii a rodicovskom rozdeleni

hyperlogaritmickom s parametrami ¢ = 0,8, m = 0,4 a ¢=0,9; m = 2.

3.2 Geometrické rodicovské rozdelenie

V pripade, ze suméacia nie je geometricka, je situacia o nieco komplikovanejsia aj pre najjed-

noduchsie rodicovské rozdelenie - geometrické. Uvadzame dva priklady.

Priklad 3.5. Sumécia g(z) vytvorena zo Salviovho-Bollingerovho rozdelenia s parametrom

a ma tvar
a+1
= — =0,1,2,... 3.6
g(x) 3;' + 2’ x ) ) ) ( )
(pozri [19]).
Pri takejto funkcii g(x) pri parcidlnej sumacii (3.2) je potomok rovny
a + L, G| =1
_ : 1 L pr P =
CZ B =da+t ><i0¢+2 Z §¢+2 )
(a+1)(E ( ! > f L p
=c(a e A
"\X+2) Zit+2
kde normaliza¢na konstanta c je rovna
1 > 1 1
=3 R =Y =Y (1 R = 1B ()
( z=0i=x t+ 2 z=0 + 2 X + 2

1 <1
E* I pe—— - P*
P<X+2) ;)Hz g
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Po dosadeni dostavame potomka P,

) > Ly
"\Xx+2) HZi+2!

z 1
L= Ep (X+2>

Mozeme si vSimnut, Ze potomok nezavisi od parametra sumacie «, iba od rodicovského

rozdelenia.

V tomto pripade mame rodicovské rozdelenie pravdepodobnosti geometrické s parametrom

p a strednd hodnota Ep- ( 1 ) je rovna

X+2

1 — 1 . —(1—p)—In(p)
EP*()(+2>:;x+2p(1_p) P

Pro geometrické rodicovské rozdelenie je potomok rovny

a+1 1 S| ,
- 5 1—p)p=
6229624-2 ¢ 1_EP*(X+2)22'+2( P)'p
1_EP*(X+2)Zx+k:+2

teda vysledné rozdelenie potomka je

_ pd-p)™? & (A-p)f
l—p+plogp o +k+2

r=0,1,2,... (3.7)

Na obrazku 3.5 mdézeme vidiet pre lepsiu predstavu o vztahu rodi¢a a potomka vykreslené
¢iernou farbou a gulickami rodicovské geometrické rozdelenie s parametrom p = 0,6 a rozde-
lenie jeho potomka (3.7) ¢iernou farbou krizikmi. Podobne, len ruzovou farbou, st rozdelenia
prislichajice parametru p = 0,1. V tabulke 3.5, ktora nasleduje, st zaznamenané hodnoty

vykreslenych pravdepodobnosti z obrazka 3.5.
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KOMBINOVANIE RODICOVSKEHO ROZDELENIA A SUMACIE

Graf rozdeleni potomka a rodica

rodic p=0,6

£3% potomok rodica s p=0,6
rodic p=0,1

+= potomok rodica s p=0,1

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

pravdepodobnost

0.1

Obr. 3.5: Rozdelenia pravdepodobnosti pri Salviovej-Bollingerovej sumacii a rodicovskom

rozdeleni geometrickom s parametrami p = 0,6 a p =0, 1.

p=20,6

0 1 2 3 4
P | 0,6000000 0,2400000  0,09600000  0,03840000 0,015360000
P, | 0,7111310 0,1977964  0,06090811  0,01984186 0,006700721
) 6 7 8 9
Pr | 0,006144000 0,0024576000 0,00098304 0,0003932160 1,572864.10~*
P, | 0,002320361 0,0008185294 0,00029289 0,0001059966 3,871517.10°
p=0,1

0 1 2 3 4
Py | 0,1000000 0,0900000  0,08100000  0,07290000 0,065610000
P, | 0,1862324 0,1292755  0,09591230  0,07386133 0,058277423
5 6 7 8 9
P* | 0,059049000 0,0531441000 0,04782969 0,0430467210 3,874205.10~2
P, | 0,046781626 0,0380442214 0,03125506 0,0258892651 2,159074.10~2

Tabulka 3.5: Rozdelenia pravdepodobnosti pri Salviovej-Bollingerovej sumacii a rodi¢ovskom

rozdeleni geometrickom s parametrami p = 0,6 a p =0, 1.

Priklad 3.6. Sumécia g(x) je v tomto pripade takd, aby Poissonovo rozdelenie s parametrom
A zostalo nezmenené. Takato suméacia ma tvar
r—A+1
P)="""" 2=0,1,2,... 3.8
o) =2 39

(pozri ([19])).
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KOMBINOVANIE RODICOVSKEHO ROZDELENIA A SUMACIE

Méme teda parcialnu sumaciu

A .
_cz<1—x+1>Px,

1=

kde pre normaliza¢nt konstantu ¢ plati

_ZZ<1_+1> i(m+1)<1—$)\H>P;:1+u*—)\,

z=0i=x x=0

kde p* je strednd hodnota rodicovského rozdelenia. Pri rodi¢ovskom rozdeleni geometrickom

s parametrom p dostavame

A 1 > A 4
— § 1— PP=—— S [1-—"=)(1-p)
— ¢ < x—i—l) v 1—|—,u*—)\._< :(:—|—1>( PP

i=x 1=

a po upravach

P, =

2921(1__)\1;)3:(;—xilgFl(l,qul;quQ;q)), xr=0,1,2,... (3.9)
Mobzeme si vsimnuft, ze doteraz rozdelenie potomka nezaviselo od volby parametra sumacie,
avsak v tomto pripade sa vo vzorci (3.9) parameter A vyskytuje.

Na obrazku 3.6 mdézeme okrem rozdelenia pravdepodobnosti pre rodica a potomka vidiet
aj rozdelenie pravdepodobnosti zodpovedajiice Poissonovskej sumécii. Ciernou farbou je gu-
lickami vykreslené rodicovské geometrické rozdelenie s parametrom p = 0,9, trojuholnikmi
Poissonovo rozdelenie s parametrom A = 0, 3 a krizikmi rozdelenie potomka (3.9). Ruzovou
farbou je znazornené rodicovské geometrické rozdelenie s p = 0,2, Poissonovské rozdelenie
zodpovedajice sumacii s A = 0,8 a tiez ich potomok, vSetky s obdobnymi znackami ako

v Ciernej farbe.

V tabulke 3.6 st vypisané vykreslené hodnoty pravdepodobnosti.

Graf rozdeleni potomka a rodica

rodic p=0,9
sumacia s lambda=0,3
+3 potomok pre p=0,9; lambda=0,3
0.8 rodic p=0,2

sumacia s lambda=0,8
- <4+ potomok pre p=0,2; lambda=0,8
(%))
o
c 06
el
o
o
a
o 04
o
>
]
_
(o

0.2

Obr. 3.6: Rozdelenia pravdepodobnosti pri Poissonovskej sumacii a rodi¢ovskom rozdeleni

geometrickom s parametrami A =0,3; p=0,9a A=0,8; p=0,2.
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p=0,9 A=0,3
0 1 p 3 4
P | 0,9000000 0,0900000 0,00900000  0,000900000  0,0000900000
P, | 08821561 0,1054438 0,01112869  0,001142393  0,0001160232
0,7408182 0,2222455 0,03333682  0,003333682  0,0002500261
5 6 7 8 9

P* | 9,000000.10
P, | 1,172185.107°
1,500157.10~

9,000000.10~7
1,180755.1076
7,500784.1077

9,000000.10~8
1,187202.10~7
3,214622.10~8

9,000000.107°
1,192228.1078
1,205483.107°

9,000000.10~1°
1,196257.10~°
4,018277.10~ 1

p=0,2 A=0,8
0 1 2 3 4
P 0,2000000 0,1600000 0,12800000 0,102400000 0,0819200000
P, 0,1614553 0,1519315 0,12907439 0,106725179 0,0872204169
0,4493290 0,3594632 0,14378527 0,038342738 0,0076685477
) 6 7 8 9

P | 6,553600.102
P, | 7,083642.10~2
1,226968.10~3

Tabulka 3.6: Hodnoty pravdepodobnosti pre x = 0,1,2, ..

5,242880.10~2
5,731312.10~2
1,635957.10~4

4,194304.10~2
4,625670.102
1,869665.10~°

3,355443.102
3,726891.102
1,869665.10~

2,684355.1072
2,998990.10~2
1,661924.1077

., 9 rodica, potomka a rozdelenie

zodpovedajicej Poissonovskej sumacii pre sady parametrov A = 0,3; p = 0,9 a A = 0, 8;

p=0,2.
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Kapitola 4
Dvojrozmerné parcialne sumacie

Doteraz boli viacrozmerné parcidlne sumécie spomenuté iba v préci [8], pricom slo iba o de-
finiciu a akési odporicanie k dalsiemu vyskumu v tejto oblasti. Autori rozsirili definiciu
parcidlnej suméacie

Px:CZ-P;, fE:O,l,Q,...
j=x

na dvojrozmerni parcialnu sumaciu

P(Xy >y, Xo > yo)
E(XIXQ)

PYi=uy,Yo=1y) = (4.1)

Nadviazali sme na tuto pracu a dalej uvadzame dosiahnuté vysledky:.

4.1 Vztah medzi vytvarajicou funkciou rodi¢éa a po-

tomka

V definicii dvojrozmernych parcidlnych sumacii definovanych na diskrétnych rozdeleniach
vychddzame a zovseobecnujeme dvojrozmerné rozsirenie v [8].

Ako dvojrozmernt analégiu sumacie (2.2) mozeme definovat dvojrozmerni parcialnu suméaciu

Poy =YY g(i,j)P;, x,y=012, ., (4.2)
1=z j=y
kde {P;,}%%,—0 je rodicovské rozdelenie pravdepodobnosti, {P,,}5%,—o je tiez rozdelenim
pravdepodobnosti (potomok) a g(z,y) je redlna funkcia. Parcidlna sumécia (4.1) z tvodu
kapitoly je Specidlnym pripadom tejto sumécie (4.2), kedy je funkcia g(z,y) konstantné.

Uvazujme parcialnu sumaciu

Pry=cY. > g(i,j)P, z,y=012 ., (4.3)
1=z j=y
kde ¢ je normaliza¢nd konstanta. V tejto parcialnej sumadcii na rozdiel od (4.2) normalizacna

konstanta nie je sucastou funkcie g(z,y).
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DVOJROZMERNE PARCIALNE SUMACIE

Oznaéme f(z,y) = 1—g(z,y). Potom pre prislichajice vytvarajice funkcie tychto rozdeleni

plati nasledujica veta. Mozeme si vsimnuft, Ze je to analdgia k jednorozmernému pripadu
(3.3) z clanku [19].

Veta 4.1. Nech G(s,t) a G*(s,t) si vytvdrajice funkcie prislichajice rozdeleniam prav-
depodobnosti { Py}, —0, 1Py }ooy=0 % (4-8). Ak existuji stredné hodnoty Ep-(X), Ep«(Y),
Ep-(XY), potom plati

1 — sG%(s) — tG%(t) + stG*(s,t) Z Z — 5"t tyH)f(:c,y)P;’y
G(s,t) =c r=0y=0

(1—-s)(1—1) ’

kde
1

Epe(XY) + Epr (X) + Ep-(Y) £ 1= 33 (a + )y + 1) f(x.9) P,

z=0 y=0

CcC =

a G%(s), Gy (t) st margindlne vytvdrajice funkcie prislichajice rozdeleniu pravdepodobnosti

{P;,y};?yzo .

Dokaz. Pre vytvarajicu funkciu potomka plati

=D D Puys"t =3 ) s ey D gl )P =

=0 y=0 z=0y=0 i=x j=y

eSS Y S (i )P ”—czzsxiw (Zt)

z=01i=x y=0j=y z=0i=x

0 L 1- ty“ >0 &L
—CZZSQ”ZQHJ (. S (- Y iy P, =
z=01i=x y—O =0 i=x
= (1 — ty+1> SN s'g(x,y)P
00 oo 1— Sm+1
_ qy+l * _
mrp® (1-1 );g(ﬂs,y)f’x,yl —

- T—aa 5 > ZZ( =) (L= ) glay) Py, =

=905 2%2% (1=s") (1 =) (1= fla,y) Py, =

Cc

= T L~ 80(6) 1O (0) + st (5,0)] -

-y B0 () s,

=0 y=0
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DVOJROZMERNE PARCIALNE SUMACIE

Normalizac¢na konstantu ¢ mézeme napisat v tvare

1 .00 @ o0 o0 00
S S P, =Y S g = 3 S 4 D)y + Vgl ) P, =
=0 y=0 =0 y=01i=z j=y =0 y=0

S 11— fla,y)Pry =

z=0 y=0
:ZnyP;,y—i-ZZxP;,y—FZZyP;’y—i—ZZP
=0 y=0 =0 y=0 =0 y=0 =0 y=0

~ 3 D+ D), =

=0 y=0

= Bpe (XY) 4 Epe(X) + Ep- (V) 41— 3 S+ 1)y + 1) (. 9) %,

=0 y=0

]

Ako dvojrozmernt analégiu sumadcie (2.9) (Specidlneho pripadu (4.3)) moézeme definovat

dvojrozmernu parcialnu sumaciu

xy_czz Y wy=0,1,2,., (4.4)

1= I] Yy
kde {P;,}%%,—0 je rodicovské rozdelenie pravdepodobnosti, {P.,}55,—o je tiez rozdelenim
pravdepodobnosti - potomok a ¢ je normaliza¢na konstanta. Potom pre prislichajice vytva-

rajuce funkcie tychto rozdeleni (ako Specidlny pripad Vety (4.1)) plati
G(s,t) =

Aooa =g L~ 905 — Gy (0) + st (s, )],

kde
1

T Ep(XY) + Ep(X) + Ep-(Y) + 1

a G%(s), G (s) st margindlne vytvarajice funkcie prislichajiice rozdeleniu pravdepodob-

nosti { Py, }2°,—o-

4.2 Momenty

Zaujimavou otazkou tiez je, ako vyzeraju zakladné momenty a kovariancia zloziek potomka
ziskaného parcidlnou suméciou (4.3).
n-ty pociatoény moment pri rozdeleni pravdepodobnosti P(X = z),z = 0,1,2,... je defi-

novany ako
=> 2"P(X =
=0
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DVOJROZMERNE PARCIALNE SUMACIE

Marginélne rozdelenie pravdepodobnosti potomka pri parcidlnej sumacii (4.3) je

=Y Py = Y e Y gl )P = 30 Y ely + Valin) P
y=0 y=0 i=xj=y y=0i=x

a po dosadeni do n-tého pociatoéného momentu X dostavame

o0

Z ZZ (y+1)g(i,y)Pr, = > ¢ y+1ZZx92y o

y=01=x y=0 z=0i=x

Pre n = 1 dostavame stredni hodnotu X

Ep(X) = Z (y+1) Zngzy i_o: (y+1) i(

z=0i=x

T

) g(i. )Py, =
0

> = r(x+1 c
=3 ety + )Y ) py, = B (EXO0H DO 4 19X, Y))
=0 y=0
Na vypocet disperzie vyuzijeme druhy pociatoény moment

= 20(?; +1) i iﬁg(i,y)ﬂfy = i i (i ) i,y) Py,

=0 i=x y=0 =0

B ZZ v+ 1) x+1)6(2x+1)g(i,y)P;fy=

_ Bp <2X(X L)X + DY +1)g(X, Y)> ,
z ¢oho je disperzia
D(X) = Ep- ((EX(X + DX + DY + Dg(X,¥) )~ (Epe (SXCC+ DY + Dg(X, Y)>>2 .

Podobnym odvodenim dostdvame zmiesany moment E(XY)

Ep(XY) = fj f}xy (ciig(@j)%) = ci ifvi iyg(m% =

=0 y=0 1= j=Y rz=01i=2x y=0j=y

=S e B up, = e 3 P e ), =

o=0 i=x 2=0y=0
— Ep. (ZXY(X + (Y +1)g(X, Y)) :
z ¢oho je kovariancia zloziek potomka vyjadrenda pomocou rodica
covp(X,Y) =Ep(XY) — Ep(X)Ep(Y) =
ZEEP* (XY(X + (Y + 1)g(X,Y)) —

2

— S Bp (X(X 4+ DY +1)g(X,Y)) Ep (Y (X + DY + 1)g(X.Y)).
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Kapitola 5

Invariantnost vzhladom na parcialne

sumacie

Jednym zo zaujimavych problémov v parcidlnych sumacidch bol a stdle zostava problém
invariantnosti, t.j. uréenie funkcie ¢(i,j) takej, aby bolo rozdelenie pravdepodobnosti po-
tomka zhodné s danym rozdelenim rodic¢a. Tato kapitola sa venuje prave tomuto problému
pre dvojrozmerné diskrétne rozdelenia a pre parcidlnu suméciu (2.2), ktorej dvojrozmernym

rozsirenim je (4.2). Vysledky z tejto a nasledujicej Siestej kapitoly boli spisané v ¢lanku [13].

5.1 Teoretické odvodenie

Clanok [19] sa zaober4 invariantnostou v jednorozmernom pripade pre sumécie (2.2) a (2.3).

Uvédza okrem iného prehlad funkeii g(x) a h(x) pre konkrétne rozdelenia pravdepodobnosti.

Veta 5.1. Nech {P;,y}gfyzo, Py, #0prex,y=0,1,2,..., je dvojrozmerné diskrétne rozde-

lenie pravdepodobnosti definované na nezapornych celyjch cislach a nech pren plati

P;+1,y+1 - P;+1,y+P;,y+1 _f<x7y)P;,y7 T,y = 071727”' (51)

Potom rozdelenie { Py, }5%,—¢ je invariantné vzhladom na parcidlnu sumdciu (4.2) prave vtedy,

ked

g(x,y) =1— f(x,y), =x,y=0,1,2,.. (5.2)

Dékaz. Rozdelenie { Py 12 _, je invariantné vzhladom na parcidlnu suméciu (4.2), ak bude

potomok rovnaky ako rodi¢, teda P, = P, ,, pre z,y = 0,1,2,... Zaroven plati, ze

vayzzzg(i7j>Pi,ja x7y2071727“'

=z j=y
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Nasledujuca tabulka slizi pre lepsiu orientaciu sa v dokaze:

Pry P y+1 Pr oyt o Py

Pa:+1,y Pa:+1,y+1 Px+1,y+2 e P$+1,y+l
P:c+2,y Px+2,y+1 Px+2,y+2 e Px+2,y+l
Pa:+k:,y Pa:+k,y+1 Px+k,y+2 U Pa}+k,y+l

Zrejme plati

P,y = iig(i7j)P

i=x j=y
(5.3)
Z Z g@JP,JJngzy zy+29x] — 9(,y) Poy
i=x+1 j=y+1
Z invariantosti vyplyva, ze Pri1y01 = 2272, 11 2 g0y 41 g(z,j)PM, a po dosadeni do (5.3)
Px,y = Px+1,y+1 + Zg@a y)Pi,y + Z g(xaj)Px,j - g(Q?, y)Pz,y' (54)
i=x =y
Podobny postup zopakujeme pre P11, a P y1:
x+1’y Z Zg'l] i, x+1y+1+zg2 y 1Y g(xay)Px,yJ
i=zx+1 j=y
,y+1 Z Z g { ] %,] :Pz+1,y+1+zg(xaj>Pz,j _g(x:y)Px,ya
i=x j=y+1 J=y
z ¢oho vyjadrime sumy 322, g(i,y) Py a 232, 9(z, ) Pr j
Zg(ia y)Pi,y =PFPry1y — Peyiy+1 + 9(z, y)Px,ya (5.5)
Z g<x7j)Px,j = Px,erl - Px+1,y+1 + g(xa y)Px,y- (56)

Dosadenim (5.5) a (5.6) do (5.4) dostavame vztah:

Px,y - Px+1,y - Px,erl = —Lp41,y+1 + 9(33, y)Px,y7

z ¢oho g(x,y) je
Peyiy+ Peyr1r — Pep1yn
P :

I?y

g(:v,y)zl—f(x,y)zl—

Nech g(z,y) =1 — f(x,y) a plati (5.1). Potom

Zzgw " ZZl— NP =

i= Lﬂj Y = 1}] Yy
(o olNe o] * * *
- Z Z 1— Pz+1 ,J sz+1 F)iJrl,jJrl P* =
= 23 i =
1= j=yY 2]
_ * * _ D
Z Z ( Py = Py + Pl a+1) = Py
i= x] y
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]

Poznamka 5.1. Vetu 5.1 je mozné jednoducho preformulovat tak, ze plati aj pre rozdele-
nia pravdepodobnosti definované na koneénom nosi¢i. Problémom st koncové body nosica

(za predpokladu, Ze na nosi¢i st pravdepodobnosti nenulové), pretoze pri

P*

f(ZL’ y> _ Taxt+ly + P;,y—i-l - P::—H,y—&-l
, =

*
any

nie je definovana pravdepodobnost na bodoch mimo nosica. V takomto pripade sta¢i formalne

predpokladat, ze pravdepodobnosti mimo nosica sii rovné nule.

Poznamka 5.2. Oproti jednorozmernému pripadu invariantnosti, kedy podmienkou bolo
(2.4), je vo Vete 5.1 aj okrem podmienky (5.1) tiez podmienka nenulovosti jednotlivych prav-
depodobnosti. V jednorozmernom pripade podmienka nenulovosti nebola potrebna, pretoze
podmienka (2.4) vravi, ze

Pip=fl@+ )P,

a ak by pre nejaké = z nosica rozdelenia platilo, ze P} = 0, z toho by vyplyvalo
P:;:k—i—l = 07

teda vsetky nasledujice pravdepodobnosti by museli byt nulové.

Avsak pri dvojrozmernych rozdeleniach je situdcia o nieco zlozitejsia, nakolko do vztahu

P;-i-l,y-&-l = P;;-&-Ly + sz—i-l - f(mvy)P* T,y = 07 17 27

x7y’

vstupuju hned styri a nie dve pravdepodobnosti. Ak plati, Ze P, , = 0 pre nejaké x, y, potom

existuje funkcia g(i, 7) iba v pripade, ze plati pre dané x,y vztah

P*

_ D%
z+1,y+1 — P,

*
z+1,y + Px

Y+l

5.2 Priklady

V tejto podkapitole uvadzame niekolko prikladov rozdeleni, pre ktoré sme odvodili funkciu
g(z,y) z Vety 5.1. Spolu s definiciami tychto rozdeleni uvddzame kvoli kontextu aj niektoré
dalsie vlastnosti rozdeleni. Vela z tychto rozdeleni (hlavne geometrické rozdelenia) bolo de-
finovanych kvoli aplikdciam v tedrii spolahlivosti, preto ich interpretacia vychadza prave
z tejto oblasti. Zvysné rozdelenia si zviacSsa odvodené z urnovych schém (su tzv. hyper-

geometrického typu). Rozdelenia sme Cerpali prevazne z monografie [7].

5.2.1 Dvojrozmerné Phatakovo - Sreehariho geometrické rozdele-
nie
V ramci tedrie spolahlivosti majme systém, v ktorom st dva komponenty, ktoré dosté-

vaju tzv. Soky (podnety alebo informécie). S pravdepodobnostou p; prezije (nezlyhd) prvy
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komponent, s pravdepodobnostou py nezlyhd druhy komponent, s pravdepodobnostou py =
1 — p1 — po zlyhaju oba. Nahodna premenna X oznacuje pocet Sokov pre prvy komponent
a Y pocet Sokov pre druhy komponent pred prvym zlyhanim systému. Potom ();
rozmerné geometrické rozdelenie predstavené Phatakom a Sreeharim v [26] (dalej budeme
toto rozdelenie znacit BGD(P&S)).

Toto rozdelenie mozeme interpretovat aj pomocou klasifikacie vyrobkov do troch katego-

) ma dvoj-

rii. Po inspekcii vyrobok ozna¢ime ako dobry, zly alebo otdzny (z anglického "marginal” -
ani dobry, ani zIy). S pravdepodobnostou py je vyrobok zly, s pravdepodobnostou p; je otazny
a s pravdepodobnostou p, = 1 — pg — p; je vyrobok dobry. Nahodna premenna X oznacuje
pocet otaznych vyrobkov a nahodnd premennd Y oznacuje pocet dobrych vyrobkov, ktoré

presli inSpekciou pred prvym zlym vyrobkom.

Definicia 5.1. Vektor (ig) méa BGD(P&S), ak je jeho rozdelenie pravdepodobnosti
T+ Yy x Y
P(X=zY=y) = y pipspo, x,y=0,1,2 .., (5.7)

kde 0 <p1,p2<1,0<py=1—p; —p2 < 1.

Pre rozdelenie pravdepodobnosti BGD(P&S) (5.7) méa funkcia g(z,y) z (5.1) tvar

Px+l,y+1 - P:Hl,y - Px,erl + Px,y

g(z,y) = P, =
T+y+2\ , r+y+1\
( gl )ﬁl %Hpo—( pi ' pYpo
N THY\ 4y
b1Db3Po
Yy
(5.8)
$+y+1 r y+1 - x+y T Y
- y+1 bib2 Do y b1P2Po -
<x+y> xr, Y
b1P2Po
Yy
r+y+2)(zr+y+1 r+y+1 r+y+1
=p1p2( y+2)(xz+y )_pl( y )_pQ( y )+1’
(z+1)(y+1) (z+1) (y+1)

prez,y=0,1,2, ...

MoéZeme si vSimnit, Ze hoci je toto rozdelenie nazyvané geometrické, funkcia g(z,y) nie je
nezavisla od z,y. V jednorozmernom pripade bola takato vlastnost Specifickd pre geomet-
rické rozdelenie (pozri [19]), ¢o sa pre takto definované geometrické rozdelenie neprenieslo

do dvojrozmerného pripadu.

5.2.2 Dvojrozmerné Hawkesovo geometrické rozdelenie

Hawkesovo geometrické rozdelenie (dalej oznac¢ujeme BGD(H)) patri medzi najpouzivanejsie

dvojrozmerné geometrické rozdelenia a bolo popisané v ¢lanku [3] Hawkesom.
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Majme dva komponenty C, Cs, ktoré dostavaju nezavisle soky, pricom nie kazdy je fatalny.
BGD(H) je motivované modelovanim Zivotnosti komponentov C7, Cy. Ndhodna premennd X
symbolizuje pocet Sokov pre komponent C pred jeho prvym zlyhanim a nahodné premenna
Y symbolizuje pocet Sokov pre komponent Cs pred jeho prvym zlyhanim.

Pomocou dvojrozmerného Bernoulliho rozdelenia sa definuje nasledovnym sposobom.

Definicia 5.2. Vravime, ze vektor G/() mé dvojrozmerné Bernoulliho (alternativne) rozde-

lenie s parametrami 0 < pgg, pPo1, P10 < 1, ak je jeho rozdelenie pravdepodobnosti

P(X =0,Y =0) = poo,
P(X=0,Y =1)=po,
( ) = Py (5.9)
P(X: 1,Y:O) = P10,
P(X=1,Y =1)=1—po — po1 — Pro = P11-

Uvazujme postupnost nezavislych rovnako rozdelenych ndhodnych vektorov ();?), 1=1,2,3,...,
z dvojrozmerného Bernoulliho rozdelenia. Nech ndhodna premenna U oznacuje pocet nil

pred prvou jednotkou v postupnosti X, Xo, ..., ndhodna premennd V' analogicky pre Y7, Y, ...,

potom
PeP" props1, v >,
P(U = U, V = U) = pg(]pllu u="v, (510)
pS()pg;v_lpmpHa u > v,
kde
D+i = Poi T P1i;
DPi+ = Pio + Pi1
pre ¢ =0, 1.

Reparametrizovanim dostdvame zauzivanu definiciu BGD(H) s parametrami p, r, s.

Definicia 5.3. Nech ndhodné premenné X, Y nadobidaji hodnoty z mnoziny {0, 1,2, ...}.

X

Y) ma BGD(H) s parametrami p, r, s, ak

Vravime, ze vektor (
pr v i r—p)(1—r), 0<y<u,
P X =zY=y) = pP(l+p—7r—2s), 0<zxz=y, (5.11)
prst " N s —p)(1—3s), 0< <y,
kde z,y = 0,1,2, ..., a pre parametre p, r, s plati, ze
O<p<r,s<1,

r+s<1+p.
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Toto rozdelenie je najpouzivanejsim aj vdaka tomu, Ze jeho margindlne rozdelenia si geomet-
rické s parametrami (1 —r) a (1 — s).
Potom pre takéto rozdelenie BGD(H) (5.11) je funkcia g(x,y) z parcidlnej sumdcie (5.1)

rovna

1+p—r—£, y+1<ux,
r

l1+p—r—s
(r—p)1—r)

_(r=p(1-r) (s—p)(d-3)
l4p—r—s 14+p—r—s’

1+p—r—p r=y+1,z >y,

g(z,y) =41+p T =y,

1 —r—
1+p—s—pM, y=x+1,y >z,
(s =p)(1—s)
1+p—s—§, y>x+1

prez,y =0,1,2, ...

Mbézeme si vsimnut, ze pre BGD(H) je funkcia g(z,y) nezévisld od premennych z,y - je
po castiach konstantnd. Kedze pre jednorozmerné geometrické rozdelenie je funkcia g(x)
z (2.2) konstanta (pozri [19]), mohli by sme to oznaéif za neprekvapivé. Upozornujeme vsak,

ze pre geometrické rozdelenie BGD(P&S) toto neplatilo (pozri (5.8)).

5.2.3 Dvojrozmerné Ashovo - Sankaranovo geometrické rozdelenie

Nech XY st ndhodné premenné reprezentujice zivotnost dvoch komponentov A, B (pod Zi-
votnostou rozumieme pocet cyklov prezitia) v systéme s dvoma komponentami. A je vysta-
veny soku S7 a B je vystaveny Soku Sy, ktoré si nezavislé a pre dany komponent sa vyskytne
najviac jeden sok za jeden cyklus.

Nech Zy,Z, su ¢isla cyklov, v ktorych soky Sp, Sy spdsobia zlyhanie komponentov A, B.
Komponent A zlyha prvy v cykle s ¢islom x, ak 21 = x a Zy > Z;, B zlyha prvy v cykle
s ¢islom y, ak Zy =y a Zy > Zs.

Po prvom zlyhani niektorého komponentu systém pokracuje vo fungovani, kym nezlyha druhy
komponent. Nech Z; je pocet cyklov, v ktorych Sok S; sposobi zlyhanie komponentu A,
ak plati Zy > Zy. Z3 je pocet cyklov, v ktorych Sok S, sposobi zlyhanie B pri Zy > Zj.

Potom zivotnosti komponentov A, B st ndhodné premenné X, Y, pre ktoré

Z1, Zy < Zy,
ZQ + Zik, Zl > 227
(5.12)

y — ZQa Zl 2 ZQa
2o+ 75, 7y < Zo.

Nech 7y, Zs, Z7, Z; su nezavislé, geometricky rozdelené ndhodné premenné s parametrami

p1, P2, D5, Py Potom pre ndhodny vektor (i,(), kde ndhodné premenné X, Y st (5.12), je
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zdruzené rozdelenie
(p1p2)?(p1)" Y 'p1(L = p2)(1 = pi), @ >y,
PX=2Y=y)= (P1p2)" (1 = p1)(1 = p2), x =y, (5.13)
(p1p2)* (p3) " 'p2(1 = p1)(1 = p3), y >,
pre x,y = 0,1,2, ..., pricom plati, Ze

P1, D5 # PiD2,

0< p17p27p1<7p; <1

Definicia 5.4. Nech ndhodné premenné X, Y nadobidaji hodnoty z mnoziny {0, 1,2, ...}.
Hovorime, Ze ndhodny vektor (X,Y)T m4 dvojrozmerné geometrické rozdelenie definované
Ashom a Sankaranom v [1] (dalej BGD(A&S)), ak je jeho rozdelenie pravdepodobnosti dané
vztahom (5.13).

Pre BGD(A&S) (5.13) je funkcia g(x,y) (pre parcidlnu sumdéciu (4.2))

P1p2

L+pips —pi — — x>y+1,
b1
* I—pm
1+P1p2—p1—p2ﬁ, r=y+1,
- M1
1—p} 1 —pj
r,y) =1 +pip2—p — P ;T =y,
g( y) 172 11_p1 21_p2
% I —po
L+pipa —p5 — 17— y=z+1,
— P2
1+p1p2_p;_p;]*927 y>513+17
2

kde z,y = 0,1,2,... Pre BGD(A&S) je funkcia g(x,y) tiez (ako pri BGD(H)) po ¢astiach

konstantna.

5.2.4 Dvojrozmerné Nairovo - Nairovo geometrické rozdelenie

Nair a Nair si v ¢lanku [23] za podmienku, ktort musi spliiat dvojrozmerné geometrické roz-
delenie, vzali konstantnost podmienenej oéakévanej dlzky budicej zivotnosti. V jednorozmer-
nom pripade je geometrické rozdelenie jedinym rozdelenim, ktoré ma konstantnii podmieneni
otakéavant dlzku budicej Zivotnosti (teda p(z) = E[X — n|X > n] nezavisi od n). Autori
roz&irili definiciu podmienenej o¢akévanej dlzky budicej Zivotnosti u(z,y) a na zéklade toho
definovali geometrické rozdelenie. Zaroven upozornili, ze ak by sme polozili u(z,y) nezavislé
od x,y, tak zdruzené rozdelenie (g) by bolo sice geometrické, ale ndhodné premenné XY

by boli nezavislé, ¢o by nemusela byt vyhovujica definicia.
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Zodpovedajuce rozdelenie pravdepodobnosti na zaklade tohto pristupu je
P(X =2,Y =y) =piph0™ " [(1 - p0" ™) (1 — pob™*') + 0 — 1] (5.14)
a ohranicenia pre parametre pq, po, 0 st
0<p1<p2<1,

0<0<1,
1—60<(1—=pi0)(1—p20)

prez,y=0,1,2,...
Potom pre takéto rozdelenie pravdepodobnosti (5.14) je sumécia g(z,y) z (5.1)

PRS0 2 — pyppftutt — 2
1 — p16Y — pof” + prpof* vt

g(z,y) = (1 = p16¥ — pab* + pipa6™H) + (0 — 1)

pre x,y =0,1,2, ...

5.2.5 Dvojrozmerné hypergeometrické rozdelenie

Uvazujme ndhodny vyber bez navratu velkosti n z konecnej mnoziny velkosti N s troma
typmi objektov. Pocet objektov prvého typu je Ni, pocet objektov druhého typu je No
a pocet objektov tretieho typu je N3. Nech ndhodné premennda X symbolizuje pocet poloziek
vo vybere, ktoré su prvého typu, ndhodnd premennda Y symbolizuje pocet poloziek vo vybere
druhého typu a nahodna premenné Z pocet poloziek tretieho typu, teda plati X +Y 4+ 27 = n.

Potom je rozdelenie pravdepodobnosti nahodného vektora (é)

fmxzng:yy:<ij<iﬁ<n;§:y> (5.15)

L)

r=0,1,...,min{n, N},

pricom prirodzené ohranicenia na nosic su

y=0,1,...,min{n, No},
max{0,n — N3} <z +y <n.

Pre viac podrobnosti pozri [7].

Definicia 5.5. Hovorime, ze nahodny vektor ()Y() méa dvojrozmerné hypergeometrické roz-

delenie, ak je jeho rozdelenie pravdepodobnosti dané vzorcom (5.15).
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Funkcia g(z,y) z parcidlnej sumécie (5.1) sa pre toto rozdelenie (5.15) d4 napisat ako

o) = (n—z—y)n—z—y— 1N —2)(N> —y) _
’ (x4+1D)(y+1)(Ns—n+x+y+2)(Ns—n+x+y+1)

(5.16)

-y (Ni—z)  (n—x—y)(N2—y) 1
(x+1)(x4+y—nm+Ns+1) (y+1)(z+y—n+N3+1) ’

pre x = 0,1, ....,min{n, N1}, y = 0,1, ..., min{n, No}, max{0,n — N3} <z +y<na
r+y+1#n—Ns,
r+y+2#n—Ns.

Poznamka 5.3. V pripade, Ze nastane situacia, kedy
r+y+1l=n—N3

alebo

r+y+2=n— N3,
tuto situdciu riesime ndjdenim hodnoty funkcie g(x,y) priamo zo vztahov (5.1) a (5.2).
Priklad 5.1. Majme dvojrozmerné hypergeometrické rozdelenie s parametrami
Ny =3,Ny, =2,N3 =2 n=3.
Vo vSeobecnosti plati pre nosi¢ pri dvojrozmernom hypergeometrickom rozdeleni, ze
x=0,1,...,min{n, N1}, y=0,1,... ,min{n, No}, max{0,n — N3} <z +y <n,
pri danych parametroch st ohranicenia na nosic
r=0,1,2,3, y=0,1,2,

1<z+y <3

Nosic¢om tohto rozdelenia je teda mnozina {(0, 1), (0,2), (1,0), (1, 1), (1,2),(2,0),(2,1), (3,0)}.

Potom je prislichajice rozdelenie pravdepodobnosti nasledovné:

P,

z,y
YIo 1 2
X
2 2
0 35 35
1 3 12 3
35 35 35
o |6 6
35 35
1
3 .
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Zodpovedajice hodnoty funkcie g(x,y) vypoéitané zo vztahu (5.16) st

g(z,y)
Yo 1 2
X
9 1
0 7 2
2 2
I
A
1
2 | = 1
9
3 ] 1

5.2.6 Dvojrozmerné inverzné hypergeometrické rozdelenie

Uvazujme ndhodny vyber bez ndvratu z konecnej mnoziny s troma typmi objektov s velkos-
tami Ny, Ny a N3. Vyber pokracuje, kym nie je vybratych k objektov tretieho typu. Nahodna
premenna X popisuje pocet vybratych prvkov prvého typu a Y popisuje pocet vybratych
prvkov druhého typu. Potom zdruzené rozdelenie ndhodného vektora (i) bolo definované

v praci [6] nasledovne.

Definicia 5.6. Rozdelenie ndhodného vektora ();) nazyvame dvojrozmerné inverzné hyper-

geometrické, ak je jeho rozdelenie pravdepodobnosti

()G
Ny —k+1 x y J\k—1
P(X =2V =) = 5.17
K=Y =)= oy ko N (5.17)
r+y+k—1
pre
x=0,1,2,..., Ny,
y2071727"'7N27
ke{l,2,.., N3}
a

N = N; + Ny + Ns.

Upozornujeme na preklep v knihe [7], kde je rozdelenie pravdepodobnosti pre dvojrozmerné

inverzné hypergeometrické rozdelenie uvedené ako

<N1><N2><N3>

Ny —k+1 x T k—1

P(X1:Z’1,X2:JI2) = N—]{j?ii—x1+x2—|—1 ! j\f s (518)
(l{?+$1+$2—1>

kdex; =0,1,2,....,N;pret =1,2ak =1,2,3,..., N3, N = N1+ No+N3. Vidime, Ze rozdelenia

(5.17) a (5.18) sa liSia iba v znamienkach v menovateli zlomku.
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Potom pre rozdelenie (5.17) je funkcia g(x1,z2) z (4.2) rovna

(Ny —x)(No —y)(z+y+k)(z+y+k+1)

g(m’y):(x—l—1)(y+1)(N—k—:c—y)(N—k—:c—y—1)_
[ty +RMNi—r) @ty RNV —y) 1
(t+1)(N—z—y—Fk) +LH)(N—-z—-y—k
kde
r=0,1,2,...,. Ny, y=0,1,2,.... Ny, k € {1,2,...,N3}, N = Ny + Ny + N3
a

N —k+#x+vy,
N—-k—-1#z+y.

Poznamka 5.4. V pripade, ze N — k = x + y alebo N — k — 1 = x + y funkciu g(z,y)
doratame v tychto bodoch zo vztahov (5.1) a (5.2).

5.2.7 Dvojrozmerné negativne hypergeometrické rozdelenie

Dalsfm spomedzi hypergeometrickych rozdeleni je negativne hypergeometrické rozdelenie,

ktoré tiez mozeme najst v [7].

Definicia 5.7. Vravime, ze diskrétny ndhodny vektor (i,(

pergeometrické rozdelenie, ak je jeho rozdelenie pravdepodobnosti

Nl—i—a:—l)<N2+y—1><N3—|—(n—a:—y)—1>

x Y n—xr—y

N+n-1 ’
n

) ma dvojrozmerné negativne hy-

P(X=zY=y) = ( (5.19)

kde
r,y=20,1,2,...,n,
N; >0pret=1,2,
N = N; + Ny + N3 < 00
a

r+y<n.

Potom pre rozdelenie (5.19) je funkcia g(z,y) z parcidlnej sumacie (4.2)

g(z,y) = (Ni+2)(No+y)(n—x—y)n—xz—y—1) B
, G+ Dy )(Natn—a—y—1)(Ns+n—o—y—2)

__ (NMtnn—2—y)  (ety)n-z-oy)
(z+1)(Ns+n—z—y—1) (y+1)(Ns+n—z—y—1)

kde
r,y=0,1,2,....n, N;>0prei=1,2, N=N;+ No+ N3 < o0, x+y <n.
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Poznamka 5.5. Ak 0 < N3 < 2, potom nastane pripad, kedy vznika podobne ako v predcha-
dzajuicich prikladoch nula v menovateli vzorca pre vypocet g(z,y). Preto f(z,y) vypocitame
zo vztahu (5.1)

= P;—i—Ly + P;ck,y—&-l - f(xa y)P;,y

*
Px+1,y+1

a nasledne g(z,y) =1 — f(x,y).
Priklad 5.2. Uvadzame pre ilustraciu priklad dvojrozmerného negativneho hypergeomet-

rického rozdelenia s parametrami Ny = Ny = N3 = n = 2. Potom jeho rozdelenie pravdepo-

dobnosti je (nosi¢ je iba "trojuholnik”)

1 4 1
Poo==, Po1=—, Pho==
0,0 77 0,1 217 0,2 77
4 4 1
P1,o—i, Pnzi, Pz,o—?
zapisané v tabulke
P,
Ioo1 2
X
1 4 1
T
T
21 21
5 | 1
7

Pre takéto rozdelenie pravdepodobnosti je prislichajtca funkcia g:

g(z,y)
I o 1 2
X
1 3
0 | —= -2 1
3 1
3
1 -2 1
A
2 1

5.2.8 Dvojrozmerné negativne inverzné hypergeometrické rozde-
lenie

Majme tri typy objektov, z ktorych vyberame s navratom. Pokracujeme vo vybere pokial
pocet objektov tretieho typu nie je k. X je ndhodné premenné, ktord oznacuje pocet objektov
prvého typu, a Y pocet objektov druhého typu. Ak je proporéné rozdelenie objektov do typov

nahodné, ma vektor (if) rozdelenie pravdepodobnosti

vy P+ y) DN (R + Ng)I'(Ny + 2) (N> + )
PX =2V =y)= D(k+ x4y + N)D(E)T(N)T(No)T(Ns)zly! (520)
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kde
z,y=20,1,2,...,

N = N; + Ny + N3

a Ny, No, N3, k st kladné redlne konstanty. Pre viac podrobnosti pozri [7].

Definicia 5.8. Hovorime, ze ndhodny vektor ()}f) méa dvojrozmerné negativne inverzné hy-

pergeometrické rozdelenie, ak je jeho rozdelenie pravdepodobnosti dané vzorcom (5.20).

Potom je funkcia g(z,y) pre rozdelenie (5.20)

(2,y) = k+tz+y+DE+z+y)(N+a)(No+y)
MY = i oty + N+ )E+a+y+ N+ Dy + 1)

_ (ktrzt+yYyitr)  (kt+ta+y)(Na+y)
(k+z+y+N)(z+1) (k+z+y+N)(y+1)

+1,

kde
x,y=0,1,2,..., N=N;+ Ny+ N3, 0 < Ny, Ny, N3, k € R.

5.2.9 Dvojrozmerné Pélyovo rozdelenie

Podobne ako v jednorozmernom pripade je tiez mozné odvodit Pélyovo rozdelenie z urnovej
schémy. Nech je v urne N lopticiek, Ny prvej farby, Ny druhej farby a N3 = N — N; — N,
tretej farby. V kazdom tahu vytiahneme jednu lopticku a potom do urny vlozime c lopticiek
rovnakej farby, akd sme vytiahli. Opakujeme n-krat. Na konci nas zaujimaji ndhodné pre-
menné X, Y ktoré oznacuju pocet lopticiek prvej a druhej farby vo vybere. Pocet lopticiek
tretej farby vo vybere je urceny poctami prvych dvoch, teda jen — X — Y.

X

Definicia 5.9. Hovorime, ze ndhodny vektor (Y

) méa dvojrozmerné Pélyovo rozdelenie, ak je

jeho rozdelenie pravdepodobnosti

, (5.21)

P(X=x2Y =y) = ( n ) T()D(y 4 )0 (v + )T (s + 1 — 2z — )

x,y ()T ()T (v3)T(v + n)

no\ n!
r,y)  wlyln—x—1y)

rz,y=20,1,2,...,n,

kde

Ni,Ns € {1,2,..., N},
N = N; + Ny + N3,
ui:]fprec#Oaizl,Q,ZS
a I'(z) je standardnd gama funkcia.
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Pre viac podrobnosti pozri [7]. Potom po jednoduchych tpraviach dostdvame funkciu g(z, y)
pre rozdelenie (5.21) tvaru
(m—z—y)ln—z—y—1)+z)(2+y)

@) = DT Dstn—s—y-mtn-—c-y—1)

. n—z—ylnt+tzr) (n—z-y)(rty) 41
x4+ 1D)(vs+n—z—y—1) (wY+H)(s+n—z—y—1) ’

kde z,y = 0,1,2,..,n, N;,N, € {1,2,.,N}, N = Ny + No+ N3, v; = Ziprec # 0
ai=1,23.

5.2.10 Dvojrozmerné inverzné Pdélyovo rozdelenie

Toto rozdelenie je tiez mozné odvodit z urnovej schémy. Nech je v urne N lopticiek, NV;
jednej farby, Ny druhej farby a N3 = N — N; — N, tretej farby. Nahodne vyberdme z urny
lopticky, kym nemame k lopticiek napriklad tretej farby, pricom pridavame do urny c lopticiek
v kazdom fahu. Nahodné premenné X,Y symbolizuju pocet loptic¢iek prvej a druhej farby

vo vybere a ich zdruzené rozdelenie nazyvame dvojrozmerné inverzné Polyovo.

s e s v , / X ’ . J / ,
Definicia 5.10. Hovorime, ze ndhodny vektor ( ) mé dvojrozmerné inverzné Pélyovo roz-

Y
delenie, ak je jeho rozdelenie pravdepodobnosti tvaru
Lk+x+y) T +2)T(a+y)L(vs+n—x—y)(T(v))?

PX =a.¥ =y) = SN T ()T () T+ k+2+y)P (522)

kde
r,y=20,1,2,..,

N;=1,2,...,N prei=1,2,
N:N1+N2+N3,

N; .
v=—,1v=—prec#*0ai=123.
c c

Potom pre rozdelenie (5.22) mame

(k+x+y+1)(k+az+y) (N + zc)(Na + yc)

9(z,y) = E+ DY+ D[N+ (k+taz+y+ DJN+k+z+y)d

(bt zt+yNitae) (kt+z4y)Na+yo) 41
(x4+ 1[N+ (k+z+y)] (y+1)[N+(k+2z+y)] ’

kde z,y = 0,1,2,..., N; =1,2,...,Nprei = 1,2, N = N, + Ny + N3, v = ¥ 1, = %

c

pre ¢ # 0 a i = 1,2,3. Vyjadrenie pre tipravu s parametrami v;:

k+tz+y+Dk+a+y)m+a)iety)
e+ Dy+D)v+k+oe+y+D)v+k+z+y)

g(r,y) = (

(k+2+y) (i + ) (k+z+y)(vs+y)

(+1D)v+k+z+y) W+Hv+k+x+vy)
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5.2.11 Dvojrozmerné negativne binomické rozdelenie

Uvazujme postupnost nezavislych pokusov, z ktorej kazdy pokus moze nadobudnif jeden
z moznych vystupov A, B alebo C s pravdepodobnostami P(A) = p;, P(B) = ps a P(C) =
1 — p; — pa. Predpokladajme, Ze néds zaujima situacia, kedy pocet vyskytov vystupu C je r.
Nech X je pocet pokusov, v ktorych bol vystup A a Y pocet vystupov, kedy bol vystup B
(pri r-tom vystupe C). Potom je rozdelenie pravdepodobnosti ndhodného vektora (if) dané

nasledujicou definiciou.

s . ’ v , , X , . , , . . ,
Definicia 5.11. Vravime, Ze ndhodny vektor (Y) mé dvojrozmerné negativne binomické

rozdelenie, ak jeho rozdelenie pravdepodobnosti je

r+x+y—1

P(sz,Yzy)z( .y

>pfpg(1 —p1—p2), (5.23)
kde z,y =0,1,2, ...,
P1,D2 S <071>7
0<1l—pr—p2 <1,

req0,1,2,..}

r+r+y—1\ (r+z+y—1)
T,y o oalyl(r = 1)

Pre viac podrobnosti pozri [7]. Potom pre rozdelenie (5.23) je funkcia g(z,y)

o(z.y) = pip r+z+y+1)(r+x+y) ) T+x—|—y_p 7"—|—a:—|—y+1
T+ + x + +

pre z,y =0,1,2,...ap;,pp € (0,1), 0<1—p; —pp <1, r=0,1,2, ...

5.2.12 Dvojrozmerné Waringovo rozdelenie

Waringovo rozdelenie bolo navrhnuté pri modelovani nehodovosti.

s e , v ’ , X , . , . .
Definicia 5.12. Hovorime, ze ndhodny vektor (Y) mé dvojrozmerné Waringovo rozdelenie

s parametrami «, 7, k, 5 > 0, ak je jeho rozdelenie pravdepodobnosti

Birir)  Tiw) Ky) Xaty)
PX=2Y=y) = =) : 5.94
( v) (@4 B)rir) T Y Yty (5.24)

kde
r,y=20,1,2,...,

y=a+B+T+5,
I'(A+ B)
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Pre viac podrobnosti pozri [7]. Potom pre (5.24) je funkcia g(z,y) z (4.2)

(z+7)y+r)ztyt+a)ztyt+at+l) (v+7)(r+y+a)

1Y) = )yt Daty Nty tD)  @ErDEtytn)

Rz +y+a)
GrD@tyty) "

r,y=20,1,2,... a1, Kk, ,7 > 0.
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Kapitola 6
Opakované parcialne sumacie

Opakované dvojrozmerné parcidlne sumécie ziskame zovseobecnenim jednorozmerného pri-

stupu (2.15). Majme rodicovské rozdelenie {P;, }3%,_o a nejaki redlnu funkciu g(z,y),

[o¢]
z,y=0

x,y = 0,1,2,... Potom ak ¢; je normalizacna konstanta, tak potomka {ngly)} podla

(4.3) dostaneme vztahom
Pagly) =G Z ZQ(ZJ)P:]
i=z j=y
Potomka druhej generacie pri danej funkcii g ziskame, ak pristapime k ngly) (potomkovi

predchadzajicej generacie) ako k rodicovi. Dostavame

(o ole o]
.. 1
P =) g, )P,
=z j=y
kde ¢y je normaliza¢na konstanta. Potomka k-tej generacie ziskame analogicky sumaéciou

potomka (k — 1)-vej generacie ako

(o olNe o]
o k=1
PO =3 gl )P,
1=z j=y
Predmetom skimania je, ¢i limitny potomok, teda limita limk%oo{Px(@}gfy:m existuje a comu
sa rovna. V nasledujicej casti oboznamujeme citatela s mocninovou metodou, ktora velmi
prispela k vysledkom v tejto otazke pri rodi¢ovskych rozdeleniach definovanych na kone¢nom

nosici.

6.1 Mocninova metdoda

Mocninova metéda (Power Method) bola navrhnuté na aproximovanie vlastnych ¢isel Stvor-
covej matice. D4 sa vyuzit na hladanie vlastnej hodnoty matice A, ktora je v absolutnej
hodnote najvacsia (nazyva sa aj dominantnd vlastnd hodnota). Zaujimavostou je, ze nasla
uplatnenie napriklad aj pri internetovom vyhladavaci Google. Nasledujtce tvrdenia a defi-

nicie sme ¢erpali z [11].
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OPAKOVANE PARCIALNE SUMACIE

Definicia 6.1. Nech A\, Ao, ..., \, st vlastné hodnoty stvorcovej n x n matice A. Vlastna

hodnota A; sa nazyva dominantnou vlastnou hodnotou matice A, ak
A > |N], i=2,3,...,n.

Vlastny vektor zodpovedajici dominantnej vlastnej hodnote \; sa nazyva dominantny vlastny

vektor matice A.

Definicia 6.2. Matica A typu n x n je diagonalizovatelna, ak je A podobna diagonélnej

matici, teda ak existuje invertovatelnd matica P takd, ze P~'AP je diagonalna matica.

Veta 6.1. Matica A typu n X n je diagonalizovatelnd prave vtedy, ked md n linedrne neza-

vislych vlastnych vektorov.
Dékaz. Tento dokaz je dostupny v [11]. O

Veta 6.2. Nech A je stvorcovd n x n diagonalizovatelnd matica s dominantnou vlastnou

hodnotou, potom existuje nenulovy vektor xo taky, Ze postupnost
A$0,A2I‘0,A3$0,...,Akxo,... (61)
konverguje k nejakému ndsobku dominantného vlastného vektora.

Dékaz. Pre tito vetu v tejto praci dokaz z [11] uvddzame, pretoZe priamo ukazuje, ako moc-
ninova metoda funguje a tiez naznacuje rychlost konvergencie.

Matica A je diagonalizovatelna podla Vety 6.1 prave vtedy, ked ma n linedrne nezéavislych
vlastnych vektorov x1, xs, ..., x,,. Nech st k nim zodpovedajice vlastné hodnoty Aq, Ag, ..., A,.
Moézeme predpokladat, ze st zoradené tak, ze A\ je dominantnou vlastnou hodnotou. Kedze
su 1, Ta, ..., T, linedrne nezavislé, tak tvoria bazu priestoru R". Za Startovaci vektor vezmeme

vektor, ktory ma nenulovy vedici koeficient ¢; (metéda by pre ¢; = 0 nekonvergovala)
To = C1X1 + CoTg + ... + Crxp.
Ak vynasobime obe strany rovnice maticou A zlava, dostavame

Azg = A1z + cox9 + .o + ) = c1(Azy) + c2(Aza) + ... + ¢ (Axy,) = (6.2)

= Cl()\ll‘l) + CQ()\QIEQ) + ...+ Cn()\nxn)

Po k-nasobnom vynasobeni oboch stran rovnice maticou A zlava mame

Afzg = er(Ma1) + ca(A5wa) + o + en(Nin),

Ak — \k Ao g An k
xo=A] |11 + ¢ N To+ ... +c, N Ty | - (6.3)

o4
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OPAKOVANE PARCIALNE SUMACIE

Kedze \; je dominantna vlastna hodnota, potom

Ai
— e (1,1
Al e( ) )7

teda
2\ s\ A )"
WG Ry
konverguju k 0 pre k idice do nekonecna, preto sa aproximéacia

Akl'o ~ 61)\]1€l‘1, Cq 7é 0

s rastticim k spresnuje. Kedze je x; dominantnym vlastnym vektorom, vidno, ze A*z, kon-

verguje k jeho nasobku. O

6.2 Teoreticky zaklad

Pri jednorozmernych parcidlnych sumdciach v praci [9] bolo ukézané, Ze parcidlnu suméaciu
z (2.16) pri rodi¢ovskom rozdeleni s kone¢nym nosi¢om vieme zapisat pomocou maticového
zapisu. Startovacim vektorom pri aplikdcii mocninovej metédy bolo rodi¢ovské rozdelenie
pravdepodobnosti a prvky funkcie g boli vhodnym sposobom usporiadané do matice. Opa-
kované parcidlne sumécie potom vytvarali postupnost (6.1) (az na konstanty), preto bolo
mozné vyuzif mocninovii metédu a ukazat konvergenciu k dominantnému vlastnému vek-
toru, pricom limitné rozdelenie pravdepodobnosti bolo nasobkom prave tohto dominantného

vlastného vektora.

Aby sme mohli vyuzit postup pouzity pre jednorozmerné opakované parcidlne sumécie de-
finované na konecnom nosi¢i v [9] aj pre dvojrozmerné opakované parciilne sumacie, zade-
finujeme zobrazenie, ktoré prevedie maticu na stipcovy vektor. Mozeme to urobit napriklad
takym sposobom, Ze prvy riadok toto zobrazenie ‘ulozi’ do stlpcového vektora, druhy ria-
dok ‘ulozi’ pod prvy do vektora, treti poden a tak dalej. V literatire je mozné najst (pozri

napr. [2]) zobrazenie vec, ktoré berie stlpce namiesto riadkov. Formalne majme zobrazenie

25



OPAKOVANE PARCIALNE SUMACIE

v R™™ — R™ také, ze pre maticu M typu n x m je

My My, My

)

M, M, M, o

)

v(M) =wv My M, Ms

) )

Mnfl,O Mnfl,l Mn71,2

Parcidlne sumacie pre rodica definovaného na kone¢nom nosici rozsahu n x m mozeme zapisat

ako suéin matice a vektora v tvare

goo 9goa1 Yo2 - gom—1
0 go1 Go2 *** Gom—1
0 0 go2 - 9om—1
v(PY) = ¢
0 go,m—1
0 0
0 0 0 0

gi0 911
0 911
0 0
0 0

gi0 911
0 0

91,2
91,2
91,2

91,2

gn—l,m—l
gnfl,mfl

In—1,m—1

gnfl,mfl

In—1,m—1

gnfl,mfl

kde ¢; je normalizacnd konstanta. Vezmime D = diag(g(0,0),¢(0,1),...,g(n — 1,m — 1))
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diagonalnu maticu prvkov ¢(0,0), ¢(0,1), ..., g(n — 1,m — 1), teda

goo O 0 e 0
0 gox O e 0
0 0 90,2 0 0 0 0
0 0 0 9o,m—1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
D =

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 - 0 In-10 0 0

0 gn—1,1 0

0 0 On-1,2
0 0 0 - 0 0 0 0 ot On—1m—1

Nech J je horné trojuholnikova jednotkova matica typu m x m

11 - 1
11 - 1
J = 01 - 1
000 1
Potom zrejme
J J - J
T |
G = 0 J - J|D
o o0 o0 - J

G je horna trojuholnfkova matica typu nm x nm, v kazdom stipci sa nachédza iba jedno
konkrétne ¢(i,j) (mdze sa tam nachddzat aj viackrat). Na diagondle sa vyskytuju vsetky

g(1,7) prave raz. Vyuzijuc uvedené oznacCenie dostaneme

v (PO = ?U(P*)
() = 1w @,

kde pre vektor x velkosti n je

x[]1 =D ol (6.4)
=1
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Pre potomka k-tej generacie mozeme pisat

~ Gu(Ph) G (PR Go (P)

”((k))_ o (PEDY L 1G20 (PE=2), 7 [[GFo (P9
[Go (PED)|, - ([G2o (PE=2))] 1G*o (P)]]

Limitné rozdelenie pravdepodobnosti v tomto pripade bude

P Gro(P*
v(P()) = lim ol = lim v(B*)

B To @, = G, o

Po aplikovani mocninovej metdody za prislusnych predpokladov (koneény nosi¢, jedind domi-
nantnd vlastnd hodnota matice G, diagonalizovatelnost matice G, vhodny Startovaci vektor

P* nemdze byt kolmy na priestor dominantnej vlastnej hodnoty) vidime, ze postupnost
Gov (P*), G%v (P*), ..., G*v (P, ...

konverguje k nejakému nasobku dominantného vlastného vektora matice G (vlastné disla
hornej trojuholnikovej matice su prvky na diagonale, preto je dominantné vlastné cislo je-
diné prave vtedy, ked najvacsia absolttna hodnota ¢(i,j) je prave jedna). Po prendsobeni
dominantného vlastného vektora matice G' normalizaénou konstantou (pozri (6.4)) ziskame

hladané limitné rozdelenie.

6.3 Priklad - dvojrozmerné inverzné hypergeometrické

rozdelenie

Pozrime sa na konkrétny priklad s dvojrozmernym inverznym hypergeometrickym rozdele-
nim (na vypocty bol pouzity statisticky softvér R). Dvojrozmerné inverzné hypergeomet-
rické rozdelenie (5.17) s parametrami Ny, Ny, N3 a k je definované na konecnej mnozine,
kde z = 0,1,2,..., Ny, y = 0,1,2,..., N5, a parameter £ ma niektort z hodnot 1,2, ..., Ns.
Pre parametre N; = 2, Ny = 2, N3 = 5, k = 2 prisltichajice rozdelenie pravdepodobnosti je

5 105
18 63 126
10 10 4
p.=| > = = 6.6
“ 63 63 63 (6.6)
5 45
126 63 126

Pre tieto parametre prislichajica funkcia g zapisana do matice:

33 3
720 5
a=|32 2 3 (6.7)
20 20 8
33y
5 8
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Vytvorime si maticu G, kde v prvom riadku st po riadkoch usporiadané prvky matice G
a zvysok matice je vytvoreny takym spdsobom, aby sme po vynasobeni vektorom prav-
depodobnosti dostali potomka (ktorého treba vynasobit konstantou, aby bol rozdelenim

pravdepodobnosti). Dostavame takito maticu

3 3 33 9 3 33,
720 5 20 20 8 5 8
3 3 9 3 3
S = 2 °1
"% 5 Y 5 Vo3
3 3
00 -2 0 0 2 0 01
5 8
3 9 3 33
00 0 — — 2 -2 21
20 20 8 5 8
G = 9 3 3
00 0 0 — 2 0 21
20 8 8
3
000 0 0 0 2 0 01
000 0 0 0 0 -2 3
5 8
3
00 0 0 0 0 0 =21
8
00 0 0 0 0 0 01

Je zname, ze vlastné cisla diagonalnej matice sa rovnaji prvkom na diagondle, teda aby sme
mohli pouZit mocninovii metédu, musia mat prvky na diagonale (hodnoty funkcie g(x1, x3))
jedini maximalnu absolttnu hodnotu, ¢o je v tomto pripade splnené. Kedze ale vlastné cisla
matice G nie st vietky navzdjom rozne, musime este overit, ¢ je matica G diagonalizovatelna
(ak by boli vlastné ¢isla rozne, tak potom by bola diagonalizovatelnd). Vlastné vektory

s vlastnymi ¢islami najdeme v nasledujicej tabulke 6.1.
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vl. ¢ 1 —§ —§ g §
5 5 20 7
35 7 84 1
20 12 3 0
5 15 0 0
20 0 12 3 0
vl. v. L 20 L 0 L 0 L 2 0
2v/367 418 418 V7078
8 0 0 0 0
5 0 15 0 0
8 0 0 0
5 0 0 0
vl. ¢ é é i i
8 8 20 20
3465 3465 —21 —21
—365 —325 39 0
15 0 0 0
—325 —365 0 39
vl. v. ! —195 L —195 # 0 # 0
2.3.439 2.3.439 3v/2.109 3v/2.109
39 0 0 0
15 0 0
39 0 0
0 0 0

Tabulka 6.1: Vlastné &isla a vlastné vektory pre maticu G.

Vidime, Ze podla Vety 6.1 je matica G diagonalizovatelna. Potom podla mocninovej metédy,
ak zac¢iname z vhodne zvoleného pociato¢ného bodu, po opakovani sumovania dokonvergu-

jeme ku vlastnému vektoru prislichajicemu najvacsej vlastnej hodnote matice.

V nasom pripade je najvacsim vlastnym ¢islom 1 a jej prislichajici vlastny vektor je
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teda matica pravdepodobnosti je

5010 5
18 63 126

p— |0 102 (6.8)
63 63 63
o 45
126 63 126

Vidime, Ze limitné rozdelenie pravdepodobnosti (6.8) je identické s dvojrozmernym inverz-
nym hypergeometrickym rozdelenim s parametrami N; = 2, N, = 2, N3 = 5,k = 2, teda je

to rozdelenie (6.6), ktorému prislicha matica G.

Graf rozdeleni pravdepodobnosti

Obr. 6.1: Rozdelenia pravdepodobnosti opakovanych sumaécii pre suméaciu s dvojrozmernym

inverznym hypergeometrickym rozdelenim s parametrami Ny =2, No =2, Ny =5a k = 2.

Na obrézku (6.1) mozeme vidiet vykreslené rodi¢ovské rozdelenie, potomkov prvej az dsmej
generacie a limitné rozdelenie pre sumaciu (6.6). Najtmavsou fialovou farbou je znazornené
rodic¢ovské rozdelenie pravdepodobnosti P* dvojrozmerné inverzné hypergeometrické (5.17)

s parametrami Ny = 2, Ny =2, N3 =5 a k =1 (v(P*) je startovaci vektor) s rozdelenim

pravdepodobnosti
S5 D
9 36 252
A
36 63 252
o 5 b
252 252 126
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bledsou fialovou farbou je znazorneny potomok prvého radu. Potomok druhého radu je zna-
zorneny modrou farbou a potomkovia tretiecho az 6smeho radu postupne bledsimi farbami

prechadzajucimi do zltej. Poslednou jasne Zltou farbou je znazorneny limitny potomok (6.8).

6.4 Priklad - dvojrozmerné negativne hypergeometrické

rozdelenie

Pre niektoré rozdelenia a niektoré hodnoty parametrov moze nastat situacia, ze limitny
potomok je rozdelenie pravdepodobnosti, ale pre nejaké k € N potomok k-tej generacie P*)
nie je rozdelenim pravdepodobnosti.
Uvadzame konkrétny priklad takéhoto pripadu. Majme dvojrozmerné negativne hyperge-
ometrické rozdelenie s parametrami N; = 6, N, = 4, N3 = 4,n = 2. Formalne sme nulou
dodefinovali pravdepodobnosti chybajtce do nosica 3 x 3. Jeho rozdelenie pravdepodobnosti
potom je

0,0952381 0,1523810 0,0952381

Pe = [0,2285714 0,2285714 0
0, 2500000 0 0

Prislusna matica G, ktora je zostrojend tak, aby rozdelenie Py zostalo invariantné, je tvaru
—-0.6 —1,125 1
G =|-0,875 1 0
1 0 0

Ak vytvorime maticu G analogicky ako v predchddzajicom priklade, dostavame

—0,6 —0,875 1 —1,125 1 0 1 0 0
0 —-0,875 1 0 10000
0 0 1 0 00000
0 0 0 —-1,125 1 0 1 0 0
G=1] 0 0 0 0 10000},
0 0 0 0 00000
0 0O 0 0 00100
0 0O 0 0 00000
0 0 0 0 00000

ktorej dominantny vlastny vektor je

T
(0,9061831 0,4228855 0 0 0 0 0 0 0) .

Pri rodi¢ovskom rozdeleni negativnom hypergeometrickom s parametrami N; = 6, Ny = 6,
N3 =6,n=2
0,1228070 0,2105263 0,122807
P* =10,2105263 0,2105263 0 (6.9)
0, 1228070 0 0
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prvy potomok nie je rozdelenim pravdepodobnosti:

—0,05820106 0, 1455026 0, 1851852
PO = | 0,22486772  0,3174603 0
0, 18518519 0 0

Limitny potomok, ktorého sme ziskali z dominantného vlastného vektora ale rozdelenim

pravdepodobnosti je:

0,6818182 0,3181818 0
P) = 0 0 0]. (6.10)
0 0 0

Na obréazku (6.2) mo6zeme vidiet potomkov opakovanych parcidlnych sumécii pre rodica (6.9)
a limitného potomka (6.10). Najtmavsou fialovou farbou je znazornené rodicovské rozdele-
nie. Prvych par potomkov opakovanych sumaécii sa ¢im dalej tym viac 1isi od rodicovského
rozdelenia, pricom od ur¢itého okamihu uz nie st rozdeleniami pravdepodobnosti. Od urci-
tého okamihu sa ale situacia obrati a potomkovia sa stavaju rozdeleniami pravdepodobnosti
a nakoniec sa za¢inaji sustredit okolo limitného potomka. Cim st viac jasnozelenej farby
a blizsie k zltej farbe, tym menej sa lisia od limitného rozdelenia (6.10), ktoré je znédzornené

zltou farbou.
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Obr. 6.2: Opakované sumaécie pre suméciu s dvojrozmernym negativnym hypergeometrickym

rozdelenim s parametrami Ny =6, No =4, Ny =4 an = 2.

Mocninovi metédu mézeme vyuzit pri opakovanych parcidlnych sumaciach dvojrozmernych
diskrétnych rozdeleni definovanych na konecnom nosic¢i aj v pripadoch, kedy je interpretacia

potomka k-tej generacie pre niektoré hodnoty k otazna.
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Kapitola 7
Oscilujice postupnosti rozdeleni

V minulosti bola za urcitych predpokladov ukazana existencia limity opakovanych parcial-
nych sumdcif (pozri [9], [13], [21]). Avsak nebol znamy priklad, kedy by tato limita neexisto-
vala. Tato kapitola sa venuje prikladom z jednorozmernych aj dvojrozmernych parcialnych
sumacii, kedy limita postupnosti rozdeleni potomkov opakovanej parcialnej sumécie neexis-

tuje. Vysledky z nej boli publikované v zborniku medzinarodnej konferencie EYSM [12].

Priklad 7.1. Nech je rodicovské rozdelenie s nosicom o velkosti dva dané

1
B\ _( P\ _ |10
p:) \1—-pr:) |9

10

Ak mame funkciu g(0) = —1 a ¢g(1) = 1, potom matica G je

-1 1
o (1) -

Potomok prvej generacie s takymto rodicovskym rozdelenim a funkciou g bude

" 1 8 8
78 P —-1 1\ |10 10 17
(Pf” ) o 1) o] M el e
10 10 17
Potomok druhej generacie je
8 1
, BV -1 1\ |17 10
]P)( ) p— CQG P(l) = Cy = ,
1 0 1)(9 9
17 10

ktory je identicky s povodnym rodicovskym rozdelenim.

Takato postupnost potomkov urc¢end parcidlnou suméaciou g(0) = —1, g(1) = 1 zaéinajica
rodicom Fj = %, = 1% osciluje s periédou k = 2.
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7.1 Oscilujice postupnosti rozdeleni s nosicom velkosti

dva

Majme rodic¢ovské jednorozmerné diskrétne rozdelenie definované na nosic¢i velkosti dva

Fy Po> ( Po )
Pr=(0)= = , 0<p<1.
<P1*> (pl 1 —po =Po=

Potom vhodnad matica G zlozend z hodnot funkcie g(x), x = 0,1, ktord bude vstupovat

do parcidlnej sumacie s takymto rodicom, bude mat tvar

Cielom je identifikovat vsSetky periody a prislichajice rodicovské rozdelenia, pre ktoré pos-
tupnosti parcidlnych sumacii s nosicom dva osciluji. Nech je perioda k a funkcia g ma
hodnoty ¢g(0) = a a g(1) = b (normaliza¢na konstanta c; je ”schovand” v tejto funkcii),
teda plati

G'P* = P*
a zaroven

a1GP* £ P*, e,G*P* £ P*, ..., cp1GFIP* £ P~

Potomok k-teho radu je

k
P = cpe = <p0> = (akpo + (a0 + a0 4+ abt T+ bk)]ﬂ)
0 b P1 bkpl

a pozadujeme, aby

p) _ (@0 (@704 at 2 e py  (po)
bk p, D1 '

Je zrejmé, ze g(1) = b =1 (g(1) mo6ze mat pripadne hodnotu —1, avsak tento pripad vieme

vyriesit analogicky). Potom

k—1
aFpo + (Z CLz) D1
Pk — i—=0

J4!

pre k > 1. Ak teda plati Po(k) = pp a ak a # —1, potom

a1+ a2+ +a+1 B
—ab+ak 1t ak2 4 tat+2
a1+ adfF 24+  4a+1 1

(2—a)(a" 1 +aF2+. . +a+1) 2—a

P =
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7, rozdelenia pravdepodobnosti dostavame, ze 0 < % < 1, z ¢oho a < 1. Tiez mame,

ze a # —1 a dostavame rozdelenie
1
B\ [2-a
(P;‘) |1-a
2—a

ktoré je invariantné vzhladom na parcialnu sumaciu g(0) = a, g(1) = 1 (zostava nezmenené

po aplikovani tejto parcidlnej sumécie):

1 1
P _ a 1 2—a _ 2—a
0 1 l1—a 1—a
2—a 2—a
V pripade, ze a = —1, dostavame
1)k Yk (k=2 _
py _ [V o+ [(CDM (D) () + 1 :<po> 72)
P1 Y4
z ¢oho mozeme jednoducho prist k invariantnému rozdeleniu, ak polozime k£ = 1. Toto
invariantné rozdelenie je
1 2
bo = §7 b1 = g

Pre parne periédy k = 21,1 = 1,2, ... vyplyva z (7.2), Ze

By _ (po FU=D)+14 .+ (-1 + 1]p1> _ <p0>
D1 D1
riédou, neexistuje. Dalsim ohrani¢enim je, Ze potomok prvého radu je pravdepodobnostnym
rozdelenim, ¢o znamenad, ze v nasom pripade s a = —1, b = 1 a k = 2 rodic¢ovské rozde-
lenie musi spliiat po < pi, inymi slovami py < % Jedind mozna nepéarna periéda je k = 1,
¢o zodpoveda konstantnej postupnosti, teda invariantnému rozdeleniu.
V pripade, ze b = —1, je situacia analogicka a matica G je iba prenasobena konstantou —1.
Pri nosici o velkosti dva osciluje postupnost opakovanych parcialnych sumacii, ak méa funkcia
¢ hodnoty ¢(0) = —1, g(1) = 1 (alebo ¢g(0) = 1, g(1) = —1), a ak je rodic¢ovské rozdelenie
Py=po<3 Pr=1—po.

7.1.1 Oscilujice postupnosti rozdeleni s nosicom velkosti tri

Priklad 7.2. Nechajme hodnotu funkcie g(z) pre posledné dve pravdepodobnosti nezmenent
-g(1) = —1, g(2) = 1. Ak je parameter a z intervalu (—oo, 0), teda napriklad a = —7, potom
ak po € (0,55,) = (0

N %), tak prichadza k oscilacii. Nech napriklad py = 1—12, potom

2
Do a —1 1 Do -7 -1 1 L L

90 12

G? =0 -1 1 =0 -1 1||iF|=|&
| = b= 180 | — | 180
s 0 0 1 Do 0 0 1)\ =
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Vysledky z predchadzajicej ¢asti je mozné rozsirit pre diskrétne rozdelenia s nosi¢om velkosti
tri alebo viac. S hodnotami g(1) a ¢g(2) mame podobnu situdciu ako v pripade s nosic¢om

velkosti dva, pretoze hodnota g(0) neovplyviuje transforméciu pravdepodobnosti P}, P;:

MY = ¢ [9(0) Py + g(1) P + g(2) P51,
PV = ¢ [g(1) P} + 9(2) B3],
PY = c19(2) Py

Z predchédzajice prikladu vieme, ze ak mame maticu

-1 1
G = ,

parcialne sumacie s rodi¢ovskym rozdelenim

b2

osciluju s periddou k = 2 pre pg < p;. Pre rodica

P;
P;
s Py < Pj to plati podobne, hoci nie je regulérnym rodi¢om (nie je rozdelenim pravdepo-

dobnosti - neplati Py + Py = 1).
Pre g(0) = a, g(1) = —1, g(2) = 1 je prislichajica matica G

a —1 1
G=10 -1 1
0 0 1

Nepérne peridody mozeme vylacit na zdklade nosic¢a velkosti dva. Do tvahy pripadaju teda

parne periody k = 2l, [ = 1,2, ... Potom je k-tou generaciou

k
k k —_ 2
a —1 1\ (F; akPnglZ(—l)’ak—’] P+ (> a® ! P
< i=1 i=1
PP =10 -1 1| |Pr|= .
0 0 1) \P !
Py

Hladame také a, aby platilo pri parnej iteracii k = 2[

k
a" Py + [Z(—l)iaki] P+

i=1

2i-1| px _ px
a Py =Fy.

@.
Il Mw\a—
—_

Vyuzitim jednoduchych algebraickych operacii
[(CL2 - 1R+ (1 —a)P + aP2*} (A" 24 a4 4+ 1) =0,
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a kedze polyném a*=2 4+ a*~* + ... + 1 nemad redlny koren, mdzeme tito rovnost zjednodusit
na

(a> = 1)P;+ (1 —a)P} +aPy =0,

Teda hladame také a, aby platilo

2
P a —1 1\ (P > —a+1 a\ (B P
Glpl=0 -1 1| |Pr|=]0 1 of|pP|=|P
P; 0 0 1) \P 0 0o 1) \ps P;

a zaroven, aby neprislo k invariantnosti, teda aby neplatilo

B a —1 1\ (P} P
Glprl=0 -1 1||P|=]|Pr]|. (7.3)
P; 0 0 1)\p; P;

Ak by platila takato rovnost (7.3), rozdelenie P* by bolo invariantné vzhladom na maticu

G. Mdézeme ho jednoducho zratat:
aPj — P/ + Py = Py,
~P{+ P = P}
Py =Py,
pricom musi platif, ze rodi¢ je rozdelenim pravdepodobnosti, teda
Pi+ P+ P =1,

z ¢oho dostavame, ze

1
s 4 —3a
0 1-a 4
Pl = 134 | a<§.
P 2(1 —a)
4—3a

Mozeme si vSimnit, ze druhd a tretia zlozka si v pomere 1 : 2, ¢o je rovnaky pomer ako
pri invariantnosti rozdelenia s nosicom velkosti dva.

Ak sa vratime znovu ku oscilacii potomokov s periédou dva, ¢o znamena, ze pri druhej gene-
racii potomkov bude potomok rovnaky ako rodi¢. Otézkou je, aky je vztah medzi konstantou

a = ¢(0) a rodicovskym rozdelenim pravdepodobnosti P*, pricom mame

a’P;+ (1 —a)P} +aP; = Py,
Fy + P+ P; =0.

Pre konstantu a # % st oscilujtce rozdelenia pravdepodobnosti

pe AP+ B —a—d'Fy aPi +a?Pp+1-2PF —a\"
0 1—2a ’ 1—2a
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pre nejaké hodnoty a a nejaké hodnoty Fj.
Prirodzene, zostava urc¢it podmienky, ktoré

aby jeho potomkovia boli regularnymi rozd

musi a = g(0) a rodicovské rozdelenie P* splnat,

eleniami pravdepodobnosti.

Pozadujeme, aby kazdy potomok bol rozdelenim pravdepodobnosti, vieme, ze 0 < Py < 1.

Musi tiez platit 0 < P(Q) <1, teda

0<

aP} + P

2P*

*—a—a

1

0 <1,
— 2a

z ¢oho dostavame kombinécie parametrov uvedené v nasledujtcej tabulke 7.1.

(—o0
(-
(0
(

1, 0) 0,1)
) (72, 75)
1 a—1 —a
27 1) (aQ—a—l’ a2—a—l)
(1,2) (0,1)
2.0 | (0.255)
Tabulka 7.1: Tabulka parametrov vyhovujtcich podmienke 0 < Pl(z) <1
Podmienka 0 < P{? < 1, kedy musi platit
* 2 px* _ *
OSaPO—i—aPO—l—l 2F; agl
1—2a
urcuje dvojice parametrov dané tabulkou 7.2.
a Po
(=00, —1=V3) | (0, ;25%5)
(-1-+v3,-1) | (0,1)
(_170) ( ’a2+a 2)
(O’ %) (a2+a 27 a2+a 2)
(%7 \/3 - 1) (a2+a 27 a2+a 2)
(\/3_171) (a2+a 29 )
(1,00) (0, 2%555)
Tabulka 7.2: Tabulka parametrov vyhovujicich podmienke 0 < P2(2) <1

Tiez pozadujeme, aby sme nielen pri druhej

generacii dostali rozdelenie pravdepodobnosti

(povodné rozdelenie), ale aj aby po prvej iterdcii bol potomok rozdelenim pravdepodobnosti.

Z tohto dostavame ohranicenia na parametre zaznamenané v tabulke 7.3.
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a ‘ Po
(=o0.3) | (05%)
1) | )

Tabulka 7.3: Vyhovujice parametre, pri ktorych po prvej iteracii vznika rozdelenie pravde-

podobnosti.

Ak zohladnime vSetky podmienky na parametre spomenuté vyssie, dostavame ohranicenia

na parametre uvedené v tabulke 7.4.

a Po
(—00,0) | (0,5%)

(0.3) | (o= )

(1) | (5 )

Tabulka 7.4: Vyhovujice parametre, pri ktorych prichadza k oscilacii postupnosti rozdeleni

opakovanych sumécii.

Prienik vyhovujtcich kombinacii parametrov je zakresleny v obrazku 7.1.

Pre kazdé a a Fj z tychto intervalov postupnost potomkov osciluje s periédou k = 2. Vynim-
kou je peridda k = 1, kedy je rozdelenie invariantné vzhladom na parcidlnu suméaciu, co je

splnené, ak je rodicovské rozdelenie

Pripad s g(2) = —1 je analogicky, ako sme videli v pripade, kedy bol nosi¢ rozdelenia velkosti

dva.
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Vyhovujuce dvojice parametrov a, p;

1.5

0.5

Pa

Obr. 7.1: Vyhovujice dvojice parametrov a, pg zodpovedajuce tabulke 7.4, pri ktorych pri-
chadza k oscilacii. Cervend farba zodpovedé ohrani¢eniam z tabulky 7.1, zelend z tabulky

7.2 a modra podmienkam z tabulky 7.3.

7.2 Oscilujice postupnosti rozdeleni pri dvojrozmer-

nych parcialnych sumaciach

Pri dvojrozmernych parcidlnych sumaciach je situdcia este o cosi zlozitejsia, uvadzame jed-

noduchy priklad oscilacie v tomto pripade.

Priklad 7.3. V tomto priklade vezmeme dvojrozmerné hypergeometrické rozdelenie s pa-
rametrami N; = 1, Ny = 1, N3 = 2,n = 1 ako rodi¢a a ako parcidlnu suméaciu vezmeme
tiez dvojrozmerné hypergeometrické rozdelenie s parametrami Ny = Ny = N3 = n = 1.
Kedze dvojrozmerné hypergeometrické rozdelenie je rozdelenie s koneénym nosi¢om, rozde-

lenie pravdepodobnosti rodica P* s danymi parametrami je

o (Paio Pail) :( )
Pty P 0
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a matica G funkcie g parcidlnych sumacii je

G- (9(0,0> g<o,1)) _ (g g) . (_1 1)
9(170) 9(171) gi10 911 1 0 ’

Ukazeme, Ze limitné rozdelenie pre takto zvolené parametre dvojrozmerného hypergeomet-

rického rozdelenia neexistuje. Prepisané do maticového tvaru

Po(,lo) Joo 901 G0 911\ (Foo 90000+ 91070+ 91070 + 1174
Pé,ll) . 0 g1 O gia||Fo1]| . 901 P51 + 911 P4
=0 =0
P(,lo) 0 0 gio g11]||Pro g10P 0 + 91174
P1(,11) 0 0 0 gi11) \Iy g11P 4
Po dosadeni o
Pyo -1 11 0\ (3 0
P 0 1 00| !
'U(]P)(l)) = 0(’11) =C le =C 111 5
P 0 01 0|2 1
P 0 00 0/\0 0
pre c¢; = 2, teda po prvej sumacii, je rozdelenie pravdepodobnosti
1
P = (0 2) .
1
3 0
Druha sumacia:
2
Py ~1 1 1 0\ (0 1
ol 10o0f[!2 3
U(]P)(2)) = (2’21) = Cy f = Cy f s
p® 00 0/ \o 0

pre co = %, teda po druhej sumacii je rozdelenie rovnaké, ako rodié:

1
P® = 4.
0

Opakované sumaécie s takymito parametrami osciluji s peridédou k£ = 2.

e L el
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Zaver

V oblasti parcidlnych sumacii sa doteraz vyskum sustredil prevazne na jednorozmerné dis-
krétne rozdelenia. Uvodné dve kapitoly tejto prace popisuju doterajsie poznatky. Prva kapi-
tola ponuka kratky prehlad vyznamnych publikacii v oblasti diskrétnych rozdeleni a druha
strucne zhina viacero rozdielnych typov sumacii vychadzajucich zo vseobecnej definicie a do-
terajsie poznatky. Vychadzajuc z tychto dvoch kapitol sme sa v tejto praci zamerali na jeden
z najznamejsich typov parcidlnych sumécii dany funkciou g(z).

Tretia kapitola nadvéizuje na zname vysledky pre jednorozmerné parcialne sumécie, kedy sa
na parcialnu sumaciu pozera ako na vztah troch rozdeleni. Jednym je rodi¢, druhym poto-
mok a tretim je rozdelenie urcujice funkciu g(z). Tato kapitola poskytuje konkrétne pri-
klady sumaécii, kedy do nich ako jeden c¢len vstupuje geometrické rozdelenie. V prvej casti
je to cez funkciu g(x), pricom za rodicovské rozdelenie si brané rozdelenia ako Poissonovo,
negativne binomické a iné. V druhej casti je geometrické rozdelenie v roli rodica a parcialnu
suméaciu urc¢uju rozdelenia Salviovo - Bollingerovo a Poissonovo. Iba pri poslednom spome-
nutom pripade (geometricky rodi¢, sumacia Poissonovskd) nastéva situdcia, kedy parameter
sumacie ovplyvnuje vysledného potomka. V ostatnych pripadoch, ¢i uz v prvej, alebo v dru-
hej casti, parameter dané¢ho rozdelenia sumacie nezavazil.

Stvrtd, piata, Siesta a ¢iastocne siedma kapitola sa venuju rozsireniam znamych vysledkov
z jednorozmernych sumacii na dvojrozmerné diskrétne rozdelenia. Vo stvrtej kapitole sa
jedna o teoretické vysledky ako vzfahy medzi vytvarajicimi funkciami a momentami. Piata
kapitola riesi problém invariantnosti, teda hlada funkciu g(x, y), pri ktorej zostéva rodi¢ vstu-
pujici do suméacie nezmeneny. St tu uvedené priklady tejto funkcie pre zname dvojrozmerné
diskrétne rozdelenia. Specidlne sa venujeme viacerym typom dvojrozmerného geometrického
rozdelenia, rozdeleniam odvodenym pomocou urnovych schém a inym.

Tematicky nadvazujicou témou st opakované parcidlne sumaécie zo Siestej kapitoly. St tu ro-
zoberané postupnosti rozdeleni ziskané pomocou opakovanych sumécii. Pre diskrétne rozde-
lenia s konec¢nym nosicom su za urcitych podmienok najdené ich limitné rozdelenia ako rozsi-
renie jednorozmerného pripadu. Vysledky z piatej a Siestej kapitoly boli spisané tiez v ¢lanku
[13].

Siedma, posledna kapitola prace, sa rovnako zaobera opakovanymi sumaciami. Obsahuje za-
tial nezaznamenanymi jednoduchymi prikladmi oscilujicich postupnosti pre jednorozmerny
aj dvojrozmerny pripad. Myslienky Siestej a siedmej kapitoly boli prezentované v recenzova-
nom zborniku konferencie EYSM [12].

Ako mozné pokracovanie tejto prace je nadviazanie na ¢ast dizertacnej prace [10]. Autorka
sa v nej okrem iného venovala aj tzv. parametrizacii jednorozmernych parciadlnych sumacii

diskrétnych rozdeleni.
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