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Uvod

Kreditné derivaty vznikli ako doésledok spojenia ditinych derivatov a potreby

sekuritizacie bankovych portfolii.

Kreditny derivat moézeme definoaako dvojstranny kontrakt, ktory presuva riziko
vyskytu kreditnej udalosti (credit event) z predéaeaho na kupujiceho. Ten poskytuje

predavajucemu kontraktu kreditnu ochranu a dostat@od predavajuceho odmenu.

Kracovymi motivmi jednotlivych participantov boli hlagn

* Motivacia emitenta- hlavnymi motivaciami pri vydavani CDO sU pagiocva’ na
prilezitosti kreditnej arbitrdZe a dosiahnutie opdtine] kapitalovej primeranosti
sledovanej regulatorom kapitalového trhu.

* Motivacia kolateral manazéra CDO mu umoiuje zvyst' objem spravovanych
aktiv, rozSirové existujlice manazérske kapacity a genetosgeabilny prijem
(poplatky) v suvislosti so spravovanim aktiv.

* Motivacia investora— CDO umo#uje dosiahntl primerana Grovié diverzifikacie
a dosiahntllepSi riziko vynos profil.

Collateralized debt obligations (CDQ)redstavuji doélezitl triedu cennych papierov
podlozenych aktivami. Ogdevanie CDO sa zakladd na matematickom modelovani,
simulécii, na analytickych metédach, ktoré zavisia podkladovom sibore aktiv a na
Struktre transakcie. Hlavng@g uznavanych modelov otevania v praxi sa sUstfeje na
ocaiovanie kreditného rizika zlyhania a na cashflondelovanie. V praxi séasto pozabida
na riziko likvidity a leveragk ktoré boli aj dévodom zaniku jednej z epoch tgabitoduktov.

Praca predkladd komplexny model ocenenia CDO zeoppKopula funkcii a zaobera
sa jeho kalibraciou trhovymi datami. &aa vysvetlenim zakladnych principov ako funguju a
ako sa vyuZivaju Struktirované firme nastroje kapitdlového trhu, vysiuge analytické
pristupy oc#ovania CDO a rozoberd pojmy PD, EL a DAS suvisiac@DO. Porovnava
teoretickl modelovant cenu s trhovou cenou a se¥ysvetli rozdiely. Analyzuje modely

a ich nedostatky a zanfigsa nad pEinami kolapsu tychto inStrumentov.

! pomer vlastnych zdrojov k p@&nym zdrojom

Ciele

Cielom dizerténej prace bolo vybudova matematicko Statisticky aparat
na oca&ovanie CDO a vysvetlidosiahnuté vysledky pouZiteé v praxi. PouZi doterajSie
poznatky z teérie paofsvnictva na diverzifikovanom poistnom kmeni v praxi ocaiovani
diverzifikovaného portfélia aktiv v spojeni s hakaate funkciou. Najsakym spdsobom a
aké data pougina kalibraciu hazard rate funkcie.

Za hlavné ciele prace sme si Wwity:

« vybudova matematicky model zaloZzeny na Kopula funkcii,

« vybudova Statisticky model zaloZeny na funkcii prezitiapamnoci historickych
dat jednotlivych typoch aktiv s pomocou tedrie kiregth kriviek,

 navrhn& numerické schémy pre vypet sasnej hodnoty CDO tranzi,

* preskima citlivost’ vysledkov na meniace sa vstupne parametre,

« predlozi’ komparativnu analyzu jedného produktu a poréwyaledky s cenami

z trhu, urobf komplexna analyzu ocenenia a zhodnptiodukt

1 CDO (Collateralized Debt Obligations)

CDOc¢ka sU odvodené od kreditnych nastrojov a predsfiavppkrasild formu
sekuritizacie. M6Zu sa sklatlaz pdztiek alebo dlhopisov, pripadne inych néstrojov.
Podkladové pbdZky a dlhopisy su zdruzené a spravované Specialndtitliciou SPV
(Special Purpose Vehicle). Z&a ide o malo likvidné aktiva, ktoré by mali akdoke
produkova relativne stabilny vynos. V ramci SPV su vytvorengceré tranze, ktoré maju
priradené ratingy. Ako prvy je vyplacany nomindmzdnota a vynos senior tranze, preto je
najmenej rizikova, zarovevsak aj najmenej vynosna. Po nej nasleduje strednakoniec
junior tranza. Vynos junior tranze predstavigestku zostavajlcu po vyplateni senior a mezz
tranze.

Predpokladajme, Ze mame takéto portfélio. Strathornoty portfolia spdsobené
zlyhanim firiem zavisia predovSetkym od pravdepodmsti zlyhania kazdej z firiem a od
velkosti strat niektorého z aktiv v pripade jeho zhiha(resp. vikosti podielu hodnoty
aktiva, ktory bude vyplateny v pripade zlyhanigte thodnotu vyjadruje tz\Recovery Raje

NavySe, vémi dolezitd ulohu pri modelovantasov defaultu firiem, a nésledne aj




pravdepodobnostného rozdelenia strat portfolia, hap stup@é zavislosti medzi
pravdepodobna@'ami defaultu jednotlivych firiem — vzajomné korekic

1.2 Ocdiovanie pomocou put opcii.

ROzne tranze CDO Struktiry st komplexne zavislépwach na stratu z portfélia. Je
vel'a faktorov, ktoré wuja ako bude vyzetapayoff funkcia kazdej tranze. Na zaklade tychto
technickych faktorov mézeme povédaze Equity tranza je vlastne kipena put opcialsau
strike na portféliova stratu. Mezzanine tranza jedaj nizkej strike put opcie a nakup
vysokej strike put opcie na portféliovu stratu. Kifad pre mezz tranzu plati, ze investor
dostava konstantny cashflow, ak strata z portfidigpod hranicou jej subordinacie. Ak sa
strata prehupne, alikvotne s rasticou stratou smguoje aj cashflow investora gladve’kosti

straty. Povedzme, Ze naSa transakcia ma tri tranze.

Collateral

—o— Equity
154 —a—Mezzanine

b
S
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Obrazok 1.2.1: zjednodusSeny payoff diagram pre Gia@ze.
Zhrnutim hore uvedenych faktov a sklsenosti A@eznia opcii méZeme povetla
nasledovnérozdiel medzi opnou funkciou a payoff funkciou alebo &@mwu vnitornou cenou
je opinad prémia. Ofna prémia rastie s volatilitou podkladového por#fé teda portfolio
stratou. Vega (sleduje ako vplyva zmena volatéikgiva na hodnotu opcie) &mej prémie je
najcitlivejSia v oblastat the money

2 Kopula funkcia

Dalej ak chceme pokava’ v ocgiovani CDO Struktiry, musime si na to vybudbva
matematicky aparat.

Definicia_1: n—rozmernou Kopulou nazyvame funk&u [O,J]n - [0:] s nasledovnymi
vlastnogami:

1. C(u) je rastica v kazdej zlozkg , k =1,2,... n.

2. Pre kazdy vekto{O,J]n, C(u)=0, ak aspf jedna zlozka vektoral je nulova a

C(u) =u,, ak v3etky zlozkyu okremk-tej zlozky st rovné 1.

3. Pre kazdé,b0[0,]", a<b an-rozmernd kockB =[a bl =[a, bl { & b --{ & B ,
ktorej vrcholy leZia v defiinom obore funkcieC , je objem tejto kocky, (B) >0.

Objem V, (B) n-rozmernej kocky =[a, b] je definovany ako:

Ve(8)=Zoon(d)e(d) =X 3 (-9 o(d, 0, )2 €

kded; =a ad;,=b;, j=12,... n.

Tato definicia nazriaje, zeC je vlastnen-rozmerna distribénd funkcia, ktorej
marginélne distribkné funkcie su z rovnakého rozdelenia. Vyznam defnham lepSie
objasni nasledujuca veta a jej dosledok.

Veta 1 Sklan): NechG je n-rozmernd distribind funkcia s marginalnymi distrigaymi
funkciamiF,, F,,... ,F,. Potom existuje n-rozmerna Kopula C taka, Ze pre kaddé " plati:

G(% % %) = A R(A) B(%) o (%)
NavySe, alF, F,,... ,F;, st spojité, C je ufené jednozréne, teda C je prosta funkcia.

Prave Sklarova veta vyjadruje zakladnd mysSlienkwdetovania zavislosti
prostrednictvom Kopula funkcii, pretoze nam hovad, v 'ubovd’nej distribi&nej funkcii
nadhodného vektora vieme navzéjom odddistribuiné funkcie zloziek tohto vektora od ich

korelatnej Struktdry, pdom tato Struktaru vystihuje Kopula funkcia.

Dosledok 1: Nech G je n-rozmerna distribind funkcia s marginalnymi distrigoymi

funkciami F,F,,... |, a C je n-rozmerna Kopula funkcia. Potom pre kaﬁnﬂﬂO,J]n

plati:




Clw . u) = g F(u) B (u) .. .E(y).
kde Fi’l(q)ozn&“uje inverznu distribénd funkciu ku kumulativnej distridaej funkcii F,
konkrétne prey 0[0,4: F™(u) =inf{x: £ ()= u}.
Uvazujme vektor nahodnych premennychX,, X,,... ,X,)" s prislugnymi
distribwsnymi funkciami(F,,F,,... ,F,) a spolénou n-rozmernou distribtnou funkciouG.
Pod'a Sklarovej vety akF,F,.... ,F,) s spojité funkcie, potonfX;, X,.... ,X,)" ma

Kopula funkciu jednoznme ugenu takto :

G(% % %) =P(XS . %S %, %< ) = CHI. K Yo . H D)

Aplikaciou Sklarovej vety a vyuzitim znamehotahu medzi distribtnou funkciou

a funkciou hustoty mézeme odvédizv. Kopula hustotuVieme, Ze v jednorozmernom

pripade mdzeme hustom(x) rozdelenia nahodnej premennej Xitirpomocou distribénej

funkcie F(x) zo vzahu f (x) =aFTE<X)'

Definicia 2: Zo Sklarovej vety pre funkciu hustdt)(xl,... ,)gq) nahodného vektora a

Kopula funkciuC(F,(x).... , K, (%)) mame:

[C(R(%). RO o n
aFl(Xl)... aFn(Xn) El:l fl()f) - C(E( )i)"' 'E()r‘))q:l ;( ?()

kde Kopula hustote(F(x).... . F,(x,)) definujeme ako

(%) =

(R (%) ’F”()%)):M.

|_| i=1 fi ()ﬁ )
V suvislosti s Kopula funkciou ma zmysel hovod takzvanejchvostovej zavislostPojem
chvostovej zavislosti slvisi s meranim zavislogtdzi vyskytmi extrémnych hodnot.

Je vé&ké mnozstvo moznosti vyberu niektorej z Kopulaktif ktoré umo#uju ré6zne
pristupy k modelovaniu zavislosti medzi nahodnymgnpennymi. My sme si z praktickych
dbévodov v suvislosti s bou modelu odgovania CDO vybral tyisaussoveKopula funkcie.
D6vod na vyber tejto Kopula funkcie je, Ze ma slahvostovi zavislasa teda neprodukuje
vela extrémnych hodnét a tym nepodhodnocuje seninzér&DO a naopak nenadhodnocuje
Equity tranze.

2.2 Gaussova Kopula

Definicia 5: Nech R je kladne definitna symetricka maticdiag(R)=1 a oy je n-

rozmerna kumulativna distribod funkcia normovaného normalneho rozdelenia ddoreu

maticouR . Gaussova Kopula je definovana ako
C(U, Wy 4 ,R) = (07 (y) @7(y) ... ©7(y)),
kde tD’l(u) ozna&uje inverzn( distribénd funkciu ku kumulativnej distridnej funkcii ®

normovaného normalneho rozdelenia.

Funkciu  hustoty ku Gaussove] Kopule ziskame pouzit vztahu
f ey z P . )
(R(%) R(%))= (Xi %) z predchadzajcej vety:
Hi:lfi()ﬁ)

n 1 1 _
f(.‘uauss(x1 X«) (27T) Z‘R‘ 2 eXF{—EXTR lx)

|_| in:l = B I-l inzl(zﬂ)% exp[—% XZ)

(@) ®(x)) =

Ak fixujeme u =®(%) azavedieme ozdanie ¢ =(®7(u),... ,d)‘l(q,))T , dostavame

vzt'ah:

L 1 T -1
c(u,Uy,... ,4,.R) = |R[2 ex[{—zz (R —I)Z]
2.3 Jednofaktorova Gaussova Kopula

Pri faktorovych modeloch, mdme nahodné premexqné=1,2,.. N

x=paM+\1-4°Z,
kde M a 7,i=12,.. N s0 nezavislé nahodné premenné z normovaného mehwl
rozdelenia,M,Z ON(0,1) a0< p <1.
Rovnicax = gM +\/1—72 definuje korelénd Struktiru medzi zavislymi na jednom
spolaénom faktoreM. Predpokladdme, Ze podmienené nejakou hodnotopritbmx su

nezavislé. Korelacia medz| a x; je rovnag,p; .




Teda korelana matica je (a2 na diagonalR)= po", kde p=(p;,... ,py) - Potom mdzeme

napisd :

P(x<xIM) = m[x_p'M]r

J1-p7
kde @ je kumulativna districtnd funkcia Z; ~(normovaného norméalneho

rozdelenia). Integrovanim cez funkcig faktora M - hustotu normovaného normalneho

rozdelenia dostaneme pre jednofaktorovi Gaussopuld vz'ah:

Gyl ) = [ d)[q)l(ui)_p'M]qo(M) am.

J1-p¢

Hodnoty chvostovej zavislosti pre jednofaktoroviu€sovu Kopulu su opanezavisle od

oo 1=

velkosti korelacii, obe st nulové,, =4, =0.

3 Kalibracia kreditnej krivky

Predpokladajme , Ze mame mnozinu ratingov R= {AA®, A, BBB, BB, B,
CCC,D}, kde AAA je najlepSia kreditna kvalita, CCf€ najhorSia a D ozraje default.
NaSim ci#om je nakalibrové kreditn( krivku pre kazdy rating z mnoziny R. Maze to
zapisd t— p{® =P[R Dv &ase t], (t t=0;RO{AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC}kde
R~ D ozng&ujeme migraciu. Inak povedang® je pravdepodobnds, Ze obligor
s ratingom z mnoZiny R zlyhd dase t od dnes. Ratingové agentlry teda poskytuju
jednoduchu mozndsodhadu kreditného rizika.

Problém pri historickych datach od ratingovych dgefe, Zze st viBmi nepresné, nie
je jasna metodologia, ako su data zbierané, ablawi vé&mi vyhladzovaneé.
V matematického pdiadu maju eSte navySe nevyhodu, Ze sU diskrétne. ds&rdoenie
diskrétnosti a prechod do spojitétasu pouZijeme znami tzv. Markovov pristup. V praxi
pre nds znamend, Ze pouzijeme migtamaticu Standard & Poor’s, kde s uvedené ratingy
jednotlivé pravdepodobnosti, Ze produkt s ratingapr. AAA klesne na B a pod., takzvany
migraény pristup. Na vyptet sme pouzili Matlab a dole je aj graf s vysledkam

Mozeme napisa ze sme ziskalip™ = (€9),,, , kde i(R) oznauje transakni
maticu koreSpondujicu pre dany ratify V nasledujicom grafe je vidievysledok po
nakalibrovani z historickych dat od Standard & Poaje vidie klasicky efekt, ze pre AAA

rating krivka rastie pomalky a rychlos rastu satasom zvySuje a pre ratingy ako je CCC je
rychlog’ rastu zo z&atku vaé’ka a potom postupne klesi az sa takmer zastavygeetlenie
ak je firma dobra, prezije kratke obdobie relativiahko, ale €asom sa jej stav moze
zhorSovd, a preto pravdepodobnbzlyhania rastie rychlejSieasom. Ak je firma v zlej
ekonomickej situacii na zatku a preZije utite obdobie, potom je pravdepodobtiogze aj

v buducnosti preZije, a preto pravdepodolsmastie sfasom uz pomalSie.
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Obrazok 3.1 : Kalibrované spojité kreditné krivky gr@™),.,. Kumulativne

pravdepodobnosti defaultutase pre jednotlivé ratingové triedy. x<@s v Stvfrokoch.

3.2 Hazard rate funkcia.

Uvazujme pravdepodobnostny priestd®,F ,P) s filtraciou (F,) o , SGvisiacou
s¢asom7 nastatia zlyhania. Oztyme distribénd funkciu ¢asu zlyhaniaF (t) =P(r<t)
a prislusnd funkciu hustoty (t).

Definicia : Hazard rate funkcith(t) definujeme nasledovne:
h(t) = Ali[rpoP(t<rst+At|r>t),
kde P(t<r<t+At|r >t) vyjadruje pravdepodobngsze zlyhanie sa vyskytne éasovom
intervale (t, t+At), za predpokladu, Ze dan4 firma preZijezesut.
Ak sa pozrieme na rovnicu podrobnejSie, vidime, ze

P(t<rst+At,r>t) _ mef(u)du_ ) _ &F() _ o '
TR AT Fia  F0 70 -2 tog( - (1)

) = g

RieSenim tejto diferenciélnej rovnice dostavame&aty medzi distribénou funkciou,
hustotou a hazard rate funkciou:

F() = 1-ex —_:[h(u) du]. £ = h(t)ex;{-jh(u) duj.
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Ak oznasimefunkeiu preZitia (survival) S(t) =1~ F(t) = P(7 > t) dostaneme:
t

(9 =eXpH h( 4 dLﬂ atedaF(t) = 1- ex;{—jh(u) du] =+ S(t

0

4 Korelacia zlyhania / defaultu.

Dal3i krok je odvodi korelaciu defaultu z korelacie hodnoty aktiv. Bamd korelaciu
hodnoty aktiv medzi firmami i a jg;, pod predpokladom normalnosti rozloZenia vynosov ,
implikované default korelacia je

COMligy. o) =P8R )7RB
VP -R)(R - R)
kde @ je kumulativna funkcia hustoty Standardného noretédn rozdelenia,p je
pravdepodobnasdefaultu a® je hranica prislichajica k zlyhaniu.
Takyto pristup vSak nezachytava diverzifikg efekt portfdlia. Nastroj na odstranenie
tohto defektu je multi faktorovy model zachytavajsgstematické riziko.
A) najprv si zadefinujme multi faktorovy model pre 8gsektor Kk,

Z, = pZn +1- p2 &, kdegje korelacia vynosov pre k-ty sektor a trigca

je systematickeé riziko pre k-ty sektor. Pre kazidindi mame:

Ziz=a+) p(K)Z, + 15 E =

=a {Z p‘(k)Dok}ZwZ Pk L= p2 DFM\/l-[Z p‘(k)Dak] = Pk (- p )T,

, kdea(Kk) je korelacia vynosov medzi firmawa sektoronk .
ri som vybral tak, aby volatilitZi ostala rovna 1. Potom korelacia vynosov medzj
firmami mdze by odvodena ako :

var(z+2)-Va(2)- Va2 _
200

(g

P, =cor(Z,2)=

= {Z ﬂ‘(k)ﬂk}E{Z ﬂ‘(k)ﬂk}‘rz pi(K)p (k) OL- p,*)
dalej predpokladam, Za(k)=p ak firmai je zk sektora a 0 inak. Potom; =g*al+ & (1-
pd= (#, aki aj st z rovnakého sektokaa g = Fo, ak sa z réznych sektorov.

B) pre firmui , ktord ma pravdepodobribdefaultup; a recovery; , o¢akavana strata je
piFi(1-1;), kdeF; je hodnota nominalu. Rozptyl stratsep; (1-p)(Fi(1-r))>
Pre portfélio firiem &kavana strata B piFi(1-r), a rozptyl
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V nasledujicom grafe mdzeme vidiefekt diverzifikacie portfélia na vynosnbportfélia
v priemere. Z&al som so 100 firmami vioZzenymi do jedného sektaralustry. Postupne ako
som pridaval peet sektorov priemyslu priemerna korelacia portféliaznizila takmer Gplne.

Napokon sa ustdlila pri hodnote sektorov 20.
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Obrazok 4.1 : Zavisla'spattu sektorov od priemernej korelacie portfolia.
Uz z obrazka je vidig, Ze diverzifikacia je viami dolezity fakt portfélia. Je Weni dolezité to
podchytt’ cez korelaciu. V praxi sa osuvédpristup S&P agentiry, ato malve rézne
korelacie. Jedna medzi sektormi spravidla nizsk E2jedna v ramci jedného sektora vysSia
30%.

4.2 Kalibracia na trh

Jedna z ciest ako m6zeme model nakalibfaweatrh je pouii stress faktor. V tomto
pripade si zafixujeme korelal maticu, konkrétne pouzijem koreléciu, ktori geazS&P
agentdra. To znamena 30% Kkorelaciu v ramci jednédidora a 12% korelaciu medzi
sektorovu. Taktiez si zafixujeme recovery rate.tdl@ouzijeme historické data Moodys, aka
bola priemerna navratndopri zlyhani firmy v jednotlivych krajinach a typaaktiv (bond,
Equity, sub debt). Pre nas produkt to budekavana recovery hodnota 69% s volatilitou 29%.
Pre generovanie recovery sme sa rozhodli pooefia rozdelenie prave s tymito Statistikami.

Zadefinujme si teraz stress faktor ako hodnotar&knham pravdepodobnbprezitia zmeni.
Teda S (t)s"e“:(exp(—j; h(y dl.))stress inak povedané pomocou tohto faktora vieme
modifikova’ naSe na kalibrované kreditné krivky na aktualhevé data.
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Ak chceme model nakalibrovana aktualne koétovanu korelaciu defaultu na trhding
moznos, ako to zisk& je iTraxx index. Je to vlastne jediny inStrumekde sa kétuje
koreléacia defaultov trhovo.

Dosadim teraz do modelu za portfélio iTraxx poitf@ ako tranze kétovane tranze ,
ktoré sa kotuji na trhu. Spustenim modelu a ocemgedinotlivych tranzi ziskam ich ceny.
Budem iteréne Had&’ taky stress faktor, Ze pri danych recovery rasi pbvnica :

trhova cena iTraxx tranze 0%-3% - PV [model / (itké default rate}} = 0
To iste urobime pre ostatné tranze, ktoré sa koftjim vlastne ziskame vektor stress
faktorov, ktoré prislichaju k jednotlivym kétovanytranziam. Takto vlastne nepriamo na
kalibrujeme naS model na trhovi korelaciu pre jélird tranze. Hlavna vyhoda tohto
pristupu je vtom ,z&im vasi stress faktor, tym horSie vysledky vSetkych zrade to
jednoduchSie ako pri stresovani korelacie, kdetepeistakzvany korekmy smile ako pri
volatilite opcii. Teda vysvetlenie zmien je jednotaie.

Dalsi krok, ktory je potrebné urabje, Ze pri modelovani iTraxov sme nebrali do
Gvahy ich oficialny rating a na zaklade toha:fpal straty ale takzvany implikovany rating ,
ktory sme vypéitali z aktualnych kétovanych CDS na jednotlivé kladové mena. Teda
vzali sme aktualne default riziko entit, ako icllivirh, a nie ratingova agentira. Takto sme

ziskali implikované stress faktory, ktoré uvadzamegledujucej tatike :

tranche | Implied Stress | Implied Fiteh Rating
f 1.45 NR
0.91 AAA
0.75 AA+
0.55 BBB+
0.87 NR

Tabuka 4.2 :Vypgitané implikované stress faktory.
Pre jednoducha@sbudeme odgva’ len dve tranze z naSej transakcie. A to konkrétag
tranZzu a A2. Implikovany rating pomocou idealizoyelm pravdepodobnosti pre iTraxx nam
vySiel pre tranZu 6-9% AA+. NaSa prvéa tranza je A& je o jeden stugemenej ako AA+
a teda musime pouZinterpolaciu. Pouzijeme linearnu interpolaciu atdeam teda pre Aa2
stress faktor :
0,75-(0,75-0,55)/6=0,717. Teda pre tranzu Aa2 jelikovany stress faktdd,717
Pre tranzu A2 obdobne interpolaciou ziskam 0,75-©0#5-0,55)/6 =0,617.
Ako je vidie® aj z tabliky v danom obdobi sa kétovalo riziko senior tramaéSie, ako
historické a junior naopak. Nasledne mézem ¥y cenu tranze z rovnice :

(

Cena

100 -1)*velkost tranze= (( spread tranze DRS ann)ita vslkmnze,
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kde Upravou dostanem@ena=[1-( DAS- spread tranfe Anndita00 .

5 Dosiahnuté vysledky

TranZe Aa2 a A2 boli vdanom obdobi 20.2.06 ocertehém za priemernt cenu
99.56% respektive 98,58% . To znamena , ze ak p@vtrdnze mali vynos 3m Libor + 65bp
pre tranZzu Aa2 pri cene 99,56 je to uz 3m Libor2bf¥ p.a. a pre A2 z pévodnych 115bp trh
ocakaval az 123bp pri cene 98,58. Teda trh jednoma0.2.06 uz &akaval vdsie straty na
portf6liu ako pri vydavani transakcie. Pochofiie neberieme do Gvahy bid/ask spread
atransakne néklady. Pdme sa teraz poztie aké ceny nam vygétal model po

nakalibrovani cez stress faktor na aktualne iTikooelacie.

Tranche Size PVpc.95 PVpc.99 VaR.95 VaR.99 Exp.loss Sharpe Duration DAS Loss.prolRating IRR
Aa2 33 99349  99.163  -0.224  -0.288 0.158 0.51 6.74 62.39 0.3 Al 511

A2 30 96239  44.205 -1.2 -17.802 148 0.219 7.174 87.15 4Baa2 512

Tabuka 5.1 :Vysledky simulacie so historickymi defadditami.
Ak by sme predpokladali , Ze historické data dopopisovali situaciu na trhu v danom
obdobi, modelom sme ziskali tieto vysledky:

 tranZzu Aa2 som vypital PV s 95% istotou rovni 99,349%

e pre A2 PV =96,23% s 95% istotou $phlivosti.

Model ocenil dane tranZe pod p&o, znamena, Ze vynos, ktory bol poskytnuty investotz

v danom obdobi teda 2 roky po emisii nekompenzazida spojené s portféliom. Model je
zaloZzeny na simulaciach MC a v naSom pripade smigilufl0 000 simulacii kvdli zniZzeniu
Statistickej chyby. Z rozdelenia PV mdzeme Wipm' aj VaR 95%. Ako modzeme vidie

z vysledkov pre A2 tranzu je VaR99% az 17ndo, predstavuje viac ako 50% strat jej
vel'kosti. M6Zeme povedaze dana tranza je Kmi citliva na extrémne hodnoty.

Ocakavana strata pre A2 tranzu vysla 1,48% a pre ®&3%. Z tychto dakavanych
strat sme pomocou idealizovanych pravdepodobnastii aj rating tranzi. Pre Aa2 nam
vySiel vypaitany rating Al apre A2 az Baa2. Teda vySiel naow dvel’ky nesulad
s ratingovymi agentdrami. Nepodarilo sa nam patvgbmocou historickych dat externe
prideleny rating. Dévodov je viacero. Jeden, ZezbarSila kvalita portfélia, ptas dvoch
rokov sa zmenili historické data o pozorovani@gsotychto dvoch rokov a v neposlednom
rade aj to , aky pristup pri prideleni externéhtingu zvolila ratingova agentura. Tieto
faktory najskor spokne mali za nasledok, Ze nasim modelom za pomochign dat sme

ziskali pre tranzu Aa2 rating o dva stupne hordiestranzu A2 o tri stupne horsi rating.
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Teraz sa pozrime na vysledky nakalibrovaného mogetnocou stress faktorov pre Aa2 A2
tranze 0,717 resp. 0,617.

Tranche Size PVpc.95 PVpc.99 VaR.95 VaR.99 Exp.loss Sharpe Duration DAS Loss.prob Rating IRR
Aa2 33 99.212  99.038 -0.272 -0.332 0.018 1.018 6.926 64.06 0.3 Aa2 5.19)
A2 30 98561  94.732 -0.466 -1.707 0.114  0.49 7.3 107.2 0.7 A2 5.6

Tabuka 5.2 :Vysledky simulacie s nakalibrovanym modefmmocou stress faktora.

Ked’ sa teraz pozrieme na vysledky a porovname sosstrésvidime , Ze pomocou stress
faktora sme potvrdili externe ratingy tranzid’&ka stress faktorom klesl&akavané strata
pre tranZzu Aa2 z pévodnych 0,15% na 0,01&Yhu uz prislicha rating Aa2 pre A2 z 1.48%
na 0.114%. Ké& sa pozrieme na PV tranzi vidime , Ze sme $anvblizko dostali k trhovym
cenam. Pre Aa2 tranZzu sme pomocou hist. dat dd®%a®5% = 99.34 a po nakalibrovani o
nie¢o menej 99,212. Priemerna trhova cena v tase bola 99,56%<p je o trochu viac. K&

sa pozrieme na A2 tranZu, tak pomocou hist. dab slostal PV 95% = 96.23 a po
nakalibrovani 98,56. Priemerna trhova cena v tase bola 98,58%.

Teda nakalibrovany model pomerne presne ocenil deem¥u. K&’ sa pozrieme na DAS
JtaktieZ je mozné vidiezlepSenie z 87bp na 107bjto sa tyka IRR, tak stresovanim sme
dosli k IRR 0 0,5% lepSiemu. Zaujimavé je, akémiekleslo VaR. Z tohto m6zeme ustidi
Ze model je vémi citlivy na kalibrovanie a aj menSie zmeny v sgrdaktore, alebo korelacii,
spodsobuju relativne Ykl zmenu VaR teda extrémnych hodnot.

Teraz, ak zosumarizujeme, tak vysledky modelu namoha, ze tranzu A2 mézem
preda za trhov( cenu, pretoZe je to cena, ktora prigliektudlnej cene rizikéPre tranzu
Aa2, jednoznéne predé, pretoze trh momentalne nadhodnocuje jej cenlB% @ teda je tu
priestor na arbitraz.

Dal$im zo spdsobov, ako kalibravamodel na trh, je ponechaistorické kreditné
krivky bez zmien , to znamena nemgsiiress faktor, ale modifikov&orelaciu. Obdobne by
sme na to pouZili iTraxx. Teda rieSili by sme rauni

trhova cena iTraxx tranza PV [model / j| = 0,

kde r; je korelacia pre tranzy ktora rieSi prislusnd rovnicu. Op&ouzijeme Newtonovu
itera®n( metédu na jej vyrieSenie. Takymto sposobom migkemplikovany koreleny smile.
Musime vSak podotkni Ze tato metoda je Vi narana na interpretaciu vysledkov. &ie
sa jedna o nelinearitu modelu, pre equity tranZenjgSia korelacia pozitivna z piadu
defaultov. VySSia korelacia sp6sobuje menSiu stemjuity tranZze. Pre mezanin tranzu je
vySSia korelacia problém, pretoze zvySujéginos’ extrémnych strat a pre senior tranze je to

najhorsie. Ak zvySime celkovu korelaciu nadhodnetilBguity tranzu a podhodnotime senior
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tranzu. Celé si to mdzeme vysvétina nasledujicej tabbke. Model sme kalibrovali
pomocou réznych Kkorelacii a gitali hodnotu tranzi iTraxx. PouZili sme portfélidraxx
a paitali sme hodnotu tranzi pre jednotlivé koreladfee tranzu 0-3% trhova cena 27,6%
znamena, Ze kupujlci tranze dostane 27,6eonarZzu. Obdobne pre ostatné tranze ale v bp
a nie v % Dalej sme zafixovali vetky ostatné parametre a lingmie len korelaciu defaultov.
V jednotlivych sipcoch je mozné vidie ako model ocenil jednotlivé tranze pri réznych
korelaciach.

Pre korelaciu 0 vySla cena tranZze 0-3% 43,7%opnitrh ju hodnotil 27.6%. k& sme
zvysili korelaciu na 25%, uz sme dostali vysleddiizko trhu. Takto sme vygdtali
implikované korelacie pre jednotlivé tranZe. ProbléSak ostava , ktorU korelaciutddo

modelu na ocenenie? Kée model ma vstup len jednu korgld maticu até je od tranzi

nezavisla.

Tranze 0-3% 3-6% 6-9% 9-12%  12-22%

Trhove ceny 27.60% 168 70 43 20

Korelacia Ocenenie model
0% 43.70% 66 0 0 0
5% 41.00% 107 9 3 1
10% 37.90% 133 23 10 4
15% 34.80% 150 37 18 8
20% 31.70% 161 49 26 13
25% 28.60% 167 60 35 18
30% 25.50% 171 69 42 23
40% 19.50% 173 84 56 34

Implikovana korelacia 27% 26% 30% 30% 27%

Tabuka 5.3 :Vysledky simulacie pri zmene korelacie ifmaxx tranze.

5.2 Senzitivita na zmenu recovery rate, stress falita a korelacie

Model sme spd#li pre tri typy scenarov. Prva skupina je koredadvozeme vidig
v tabu’ke vplyv zmeny korelacie na PV jednotlivych tranBire I'ahSie porovnanie sme
znormovali vysledky vzFadom na prvy tzv. base scenar. Z fédyuje vidiet, Ze s rasticou
korelaciou klesa PV pre tranZze Aa2 a A2 a naopstierpre Equity.
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PV [ %] normované Aa2 A2 Equity
korelacia 30%, stress=1,RR=50% 100,00% 100,00% 0099,
korelacia 40% 99,03%  97,88% 110,12%
korelacia 50% 98,25%  95,57% 119,071%
Recovery rate mean =55% 100,78% 101,54% 105,97%
Recovery rate mean =60% 100,97% 101,93% 113,60%
Recovery rate mean =65% 101,17% 103,28% 120,23%
Stress hist. default rate =2 93,37% 83,43% 39,9/ %
Stress hist. default rate =3 83,63% 62,81% 16,58%
Stress hist. default rate =4 72,71%  46,24% 6,41%

Tabukaé. 5.4 :Vysledky simulacie s implikovanou implikovan stress faktorom

Pri zvySeni korelacie 0 10% PV tranZze Aa2 poklesa7% a A2 o 2.22%o0 je o 3x viac.
Do6vod je postavenie tranzi v StruktUre pasiv tedlana subordinacia. Naopak pre equity
tranzu pri raste korelacii o 10% stiplo PV o 10,1Z3%dobne sme menili recovery rate od
50% s prirastkom 5% po 65%. Pre vSetky tranZe tdo npmzitivny efekt. Najviac
pochopit&ne profitovala equity tranza kre pri zmene RR o 1PW¥osa zvysilo o 20%, kde pri
Aa2 tranzi len 0 1.17% . Posledna skupina je akgaeali tranZze na stress faktor. Ten sme
menili od 1 po 4. Teda najviac sme akoby 4-nasobw&sili historické pozorovania
defaultov. PV vSetkych tranzi prudko klesali. Pa&tbr 4 tranza Aa2 stratila na PV 0 22,3%
pricom equity tranZza az 93,53% teda takmer celu hodntuby sa historické default rate
zhorsili viac ako 4 nasobne, equity tranZza by nenZdnu hodnotu pdd naSho modelu.
Z tejto tabliky m6Zzeme zaverom konstatdya&e nas$ model je najviac citlivy na historické

defaulty ,d’alej na korelaciu a najmenej na recovery rate.
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Zaver

Hlavne prinosy dizertmej prace su:

» predloZenie komplexného modelu naiameanie CDO,

« zhodnotenie a vyber Kopula funkcii, ktora najviathevuje problematike odevania
CDO a naslednej interpretécii vysledkov

» prezentovanie troch pristupov ako nakalibtoreodel na trhovud korelaciu

* vypoet a ocenenie produktu Navigator, porovnanie sviimd kotaciami

« algoritmus vytvorenie spojitych kreditnych kriviekdiskrétnych dat

» predloZenie pristupu ako sa da dbenomén ,korelény smile*

e analyzu predkladaného modelu na vstupné paramejresjaj kompletnou
ekonomickou interpretaciou a matematickym zdévoémnen

» predloZili sme pristup ako sa da ioea’ CDO produkt pomocou put opcii

* naprogramovali sme model v prostredi R, ktory mpasluzi’ pri d’alSich analyzach
modelovania Recovery Rate, prepaymentdiatich premennych

« predlozili sme pristup ako sa dopracowa kotacii iTraxu k implikovanej korelacii

Verime, Ze tato pracditatela zaujala a mdze Byvychodiskom predalSi vyskum v tejto
oblasti hlavneto sa tyka recovery rate. Na zaver eSte par sloysledkom z modelovania
defaultov. Tam, kde hrozi riziko Vleych strat a je vyplacany ¥ey spread, vynos,
natasovanie defaultov je prizéi@@ skor ku koncu (backloaded default timing), apaéo
Hustota vyskytu defaultov sa zmenSuje s rasticoios®u, priom vekos' extrémnych
strat je hnana hlavne korelaciou a kreditnymi kaivik. Pri modelovani treba d&vpozor na
obmiaianie Kopul, pripadne zmeny v linearnych korelacidgemia dynamiku ¥ase defaultu
a nie len vyslednu stratu. Nesmieme zalt{ida pri océovani takychto nastrojov sa nesta
pozerd len na cenu, ale aj gasovy priebeh a volatilitu strat.

Dosli sme k zaveru, ze najgEim nedostatkom vSeobecne uznavanych modelov je
nezaoberanie sa rizikom likvidity. Prave to bolgvie podhodnotené pri ottevani CDO.
Zaverom mbzeme konStatay&e model , ktory sme predloZili a nakalibrovadi tnhové data
daval v danongase relativne presné trhové ocenenie. MéZemetysigha trhu sa pouZzivaju
podobné modely alebo metddy ich kalibracie. Temexdpoklad je asi aj odpodeu, pre&o
tieto nastroje od svojho vzniku aZ patizdok krizy boli jedny z najstabilnejSictio sa tyka

cien. Aj preto boli tak ofiibené u investorov.
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Summary

The goal of this thesis was to develop a modelpfiging CDO structure and to do
complex analysis of results. In this paper, weehawovided an examination of implied
correlations. The concept is easy to explain arg tduthe monotonic relationship between
fair spreads and correlations of equity tranchhe, method provides easier way how to
calibrate CDO model with implied correlation. Baseul quoted fair spreads of iTraxx, the
implied correlation framework aims to provide a plenmethod of calculating market spreads
of tranches. CDO is a portfolio of defaultableefixincome products, Kopulas are functions
which link univariate distributions together to lobua multivariate distribution function. The
attractiveness of Kopulas lies in their flexibilitg simulate or fit dependant variables and
their ability to provide scale invariant measurésassociation between random variables.
When pricing CDO, the Kopula function is used imjemction with the factor approach to
model the company risk neutral joint default prabitds.

Pricing a CDO using Monte Carlo simulation involveseating sample paths of
correlated default times. These default times aedluo calculate the payments on the fixed
and floating legs and value each leg. In the GaunsKiopula approach as in other Monte
Carlo approaches, default times are generated bgrias of transformations on uniform
random variables. From uniforms we generate indéggennormals using the form of the
Box-Muller transform. The normality of the generhteariables was verified in R by
statistical test. Generating correlated normatenfindependent normals is accomplished
using the Cholesky Decomposition. Default timethie Gaussian Kopula approach are easily
generated from correlated normal by first applythg normal CDF. This transforms the
normal variables into uniform variables coupled tha correlation matrix. These are then

transformed into exponentially distributed defdintes by the standard method.

We calculate results for Navigator transaction.dgiasn that we can summarize that
model which we introduce and calibrate to markatstress factor of historical default rate is
correct and bring us results which are very simtlarmarket quotation. We did also
sensitivity of our model to input parameters andgnsarize it from mathematical and

economical perspective.
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