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Abstrakt

Pataky, Jan: Ocenovanie a vyuZitie kreditnych derivdtov na kapitilovom trhu,
Dizertacné praca, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky, Veduci prace: doc. RNDr.

Vladimir Toma, PhD., Bratislava, 2010

V tejto dizertatnej priaci sa zaoberdme rozborom a ocefiovanim
komplikovanejSich financnych néstrojov ako je CDO, ABS a CDS. Miestami sa
snazime objasnit’ preco vznikla kriza tohto typu aktiv. Podstatnd Cast’ prace sa venuje
matematickému modelovaniu vyskytu strat na nehomogénnom, korelovanom portféliu
aktiv. Kalibracii nami predloZeného modelu, zaloZenom na copula funkcii, na trhové
data. Ako priklad sme zvolili jeden konkrétny produkt obchodovany na neregulovanom
trhu, ktory sme ocenili na§im modelom, nakalibrovanym na trhové déta a porovnali sme
vysledky s trhovymi kotdciami. Ako ndstroj na ocefiovanie portfélia aktiv sme si zvolili
copula funkciu. Tito sme sa nasledne snaZzili nakalibrovat’ na aktudlne trhové data a to
konkrétne pomocou réznych ,,maximum likelihood* metéd. Stresovali sme historické
pozorovania zlyhani dit od ratingovych agentir za pomoci implikovanej koreldcie
ziTraxx indexov. Zvolili sme si Gaussovu copula funkciu kvoli vyhodnému
generovaniu chvostovej zdvislosti a ukdzali sme jej asymptotickd nezavislost. Pomocou
Gaussovej copula funkcie a néstroja ,,hazard rate” sme vypocitali ocakdvané straty na
nehomogénnom portféliu aktiv. V zdvere sme sa zamySlali nad pri¢inami
vzniku sucasnej krizy z pohladu matematického modelovania rizika na finan¢nych
trhoch. Dosli sme k poznaniu, Ze jedna z kI'icovych veci, ktoré trh podhodnotil, bola

cena penazi, alebo ina¢ povedané cena likvidity.

KTlicové slova: kredit default swap, copula funkcia, CDO, colateral debt obligation,

hazard rate, survive function, ABS, default probability, Gausian copula, recovery rate



Predhovor

Praca sa zaoberad ocetiovanim kreditnych derivatov. Zamysla sa nad pri¢inami
likviditnej krizy Struktirovaného kreditu. Cielom priace je ukdzat, Ze matematické
modely zaloZené na copula funkcii prepojenej korelacnou Struktirou si vhodné na
ocefnovanie Struktdr ako je CDO a Ze tieto modely nie si hlavnou pri¢inou straty dovery
investorov v tuto triedu aktiv. V prvych krokoch price sme vyuZival hlavne moje
poznatky z modelovania tychto Struktir v praxi, ktord som ziskal pri ich ocefovani.
Neskor na tieto praktické poznatky nadvidzovala moja praca na fakulte elektrotechniky
a informatiky, kde som sa venoval hlavne ndjdeniu ¢o najefektivnejSich algoritmov na
ocefiovanie Struktirovanych produktov. Neskor sa k tomu pridala aj komplexna §tidia
senzitivnosti, ktord bola aj neskor publikovand. KedZe dand problematika ma natol’ko
zaujala a mdj veduci prace nebol proti, vzniklo toto dielo. Ve'mi vhod mi prisla aj
stiCasnd kriza financného sektora, ktord ma printtila pozriet' sa na problematiku aj
z iného pohladu. A to konkrétne z pohl'adu ceny za hotovost’, ceny za likviditu. Ttto
problematiku doposial nik nezahimal do modelovania ato je aj jeden z hlavnych

faktorov tpadku tejto triedy aktiv.
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Uvod

Kreditné derivaty vznikli ako dosledok spojenia financnych derivatov a potreby
zabezpecenia bankovych portf6lii. Podl'a niektorych autorov ako je Vinod Kothari
mozno za najstarSi kreditny derivat povaZzovat finan¢ni garanciu, ktord sa v roznych
podobach vyskytuje uz stovky rokov. Stcasny koncept kreditnych derivatov existuje
podstatne kratSiu dobu. Pojem kreditny derivat bol po prvy raz pouZity v roku 1992,
kedy Medzindrodné agentira pre swapy a derivaty (International Swap and Derivatives
Agency; ISDA) tymto pojmom oznacila novy exoticky produkt mimoburzového

kapitalového trhu.

Prva zmienka o derivatovej transakcii sa datuje od roku 1993, kedy tri vel'ké firmy
z Wall Street — J. P.Morgan, Merril Lynch a Bankers Trust uzavreli obchod
s kreditnymi derivatmi. V priebehu spominaného roka prebehlo eSte niekolko

sukromnych transakcii, bolo vSak spochybnené, ¢i vobec doslo k ich Vyrovnaniul.

Zatial' ¢o v roku 1993 boli kreditné derivaty povaZované za ,,dotieravy* produkt,
otri roky neskor, teda vroku 1996, ho trhové prostredie oznacilo za produkt

s nesmiernym potencidlom pre subjekty obchodujiice na kapitalovom trhu.
V oblasti kreditnych derivitov moZno zaznamenat’ niekol’ko vyznamnych mil'nikov:

e vseptembri 1996 bol vysporiadany prvy Credit Loan Obligation (CLO)
kontrakt, jeho emitentom (origindtorom) bola anglickd National Westminster
Bank;

e vdecembri roku 1997 bola firmou Standard & Poor’s realizovand prva
synteticka sekuritizacia pod ndzvom Bistro deal;

e v juli 1999 vydala agentira ISDA prvé definicie kreditnych derivétov, ktoré boli

v roku 2003 a nasledne 2009 aktualizované.

"'V tomto obdobi spoloénost’ Standard & Poor’s odmietla klasifikovat’ existujice produkty tverovych
derivitov. Ddévodom bolo uistenie spolocnosti S&P, Ze Ziaden z korpordtnych emitentov referencnej
skupiny nezlyha ani nezbankrotuje, a teda nebolo potrebné tieto produkty ratingovo ohodnotit’.



Polozme si zdkladni otdzku, Co to je kreditny derivat? Kreditny derivit moZeme
definovat’ ako dvojstranny kontrakt, ktory presuva riziko vyskytu kreditnej udalosti
(credit event) z predavajiceho na kupujiceho. Ten poskytuje predavajicemu kontraktu
kreditnd ochranu a dostdva zato od predavajiceho odmenu. Ina definicia hovori, Ze
kreditny derivat je nastroj, ktory umoZnuje jednej zmluvnej strane (kupujicemu
ochranu) preniest’ riziko referencného aktiva na jeden alebo viacero d’alSich subjektov
(predédvajicich ochranu). V tomto pripade je podkladovym (alebo referenénym)
aktivom tver, resp. pozicka, financny lizing a pod. Ako vidime uZ z dvodnej definicie
nie je celkom jednozna¢né ndjst hranicu , o spiiia podmienku byt kreditny derivit a ¢o

nie.

Rapidny rast na trhu kreditnych derivatov bol spdsobeny kombindciou viacerych

faktorov. Na rapidny rast mali vel’ky vplyv investori, emitenti a kolaterdl manaZéri.

KTlicovymi motivmi jednotlivych ucastnikov boli hlavne:

®  Motivdcia emitenta — hlavnymi motiviciami pri vyddvani CDO su
participovat na prilezitosti kreditnej arbitrdZe a dosiahnutie optimdlnej
kapitdlovej primeranosti sledovanej regulatorom kapitdlového trhu (transfer
rizika).

® Motivdcia kolaterdal manazéra — CDO mu umoziuje zvysit objem
spravovanych aktiv, rozSirovat’ existujuice manazérske kapacity a generovat’
stabilny prijem (poplatky) v stivislosti so spravovanim aktiv.

® Motivdcia investora — CDO umoziuje dosiahnut' primerani uroven

diverzifikdcie a dosiahnut’ lepsi profil pomeru riziko/vynos.

Collateralized debt obligations (CDO) predstavuju doleZiti triedu cennych papierov
podloZenych aktivami. Oceniovanie CDO sa zakladd na matematickom modelovani a
simul4cii, na analytickych metddach, ktoré zavisia na podkladovom subore aktiv a na
Struktire transakcie. Hlavnd Cast’ uznavanych modelov oceniovania v praxi sa sustred’uje

na ocenovanie kreditného rizika zlyhania a na modelovanie cashflow.



V praxi sa Casto pozabuda na riziko likvidity a leveragez, ktoré boli aj dévodom zaniku

jednej z epoch tychto produktov.

Tato prica pojedndva o CDO ocenovani. Predkladd komplexny model
ocetiovania CDO. Zacina vysvetlenim zdkladnych principov ako funguji a ako sa
vyuzivaju CDO ako Struktirované financné nastroje kapitdlového trhu. Vysvetluje
analytické pristupy ocetiovania CDO a rozoberd pojmy PD, EL a DAS stvisiace s CDO.
Porovndva teoreticki modelovani cenu s trhovou cenou asnazi sa vysvetlit' ich
rozdiely. Analyzuje modely a ich nedostatky a zamysl'a sa nad pri¢inami kolapsu tychto

inStrumentov.

Za ciele dizertacnej prace sme si stanovili vybudovat’ matematicko Statisticky
aparat na ocenovanie CDO a vysvetlit dosiahnuté vysledky pouzitelné v praxi. Pouzit
doterajSie poznatky z tedrie poistovnictva na diverzifikovanom poistnom kmeni v praxi
pri oceniovani diverzifikovaného portfélia aktiv v spojeni s hazard rate funkciou. Néjst

akym spdsobom a aké data pouzit’ na kalibraciu hazard rate funkcie.
Za hlavné ciele prace sme si vytycili :

* vybudovat’ matematicky model zaloZeny na copula funkcii,

* vybudovat Statisticky model zaloZeny na funkcii prezitia za pomoci
historickych dat jednotlivych typoch aktiv s pomocou tedrie kreditnych kriviek,
* navrhnit’ numerické schémy pre vypocet sticasnej hodnoty CDO tranzi,

* preskiimat’ citlivost’ vysledkov na meniace sa vstupne parametre,

* predlozit’ komparativnu analyzu jedného produktu a porovnat’ vysledky

s cenami z trhu, urobit’ komplexnu analyzu ocenenia a zhodnotit” produkt

? pomer vlastnych zdrojov k poZi¢anym zdrojom

10



Kapitola 1

Struktirovany kredit, popis problematiky
a typu aktiv

V tejto kapitole popiSeme jednotlivé typy aktiv, z ktorych sa skladaji postupne zloZité
Struktdry ako je CDO (Collateralized debt obligation), ABS (asset back securities)
a CDS (credit default swaps). TaktieZ si popiSeme zdkladné schémy a rovnice, z ktorych

vychddza ocenenie CDS a CDO.

1.1 ABS asset back securities

ABS po prvy raz objavili vroku 1985 v USA. Ich podstatou je zhromaZdenie
niekol’kych mensich neobchodovatelnych tverov alebo inych pohladdvok, s priblizne
rovnakymi charakteristikami a ich ndslednd premena na obchodovatel'né dlhové cenné
papiere, ktoré byvaju spravidla pevne trocené. Zdkladny princip emisie ABS prezentuje

nasledujica schéma.
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Obrazok 1.1: Schéma mimo bilancnej sekuritizacie aktiv formou ABS

Proces sekuritizdcie aktiv za¢ina poskytnutim viacerych mensich dverov rovnakého

druhu s velmi podobnymi zdkladnymi charakteristikami (ako su splatnost, vyska

a sposob urocenia) dlznikovi. Tieto Gvery spoji veriteI'skd inStiticia (v tomto pripade

banka) do jedného ,produktu® acely ho prevedie na Specidlnu jednotku (v naSom

pripade trust). Trust vyemituje viac obchodovatel'né cenné papiere kryté pohl'adavkami

z ,produktu” andsledne ich predd findlnym investorom. Do vztahu medzi trustom

a investormi moze vstipit' d’alsi subjekt, ktory emitované cenné papiere umiestiiuje na

trh (v schéme tento subjekt predstavuje upisovatel’)3 . Je Castym javom, Ze eSte pred

findlnym predajom sa zvySi dverovd kvalita takto vzniknutych cennych papierov napr.

zarukou tretej banky, ktord podla stanovenych podmienok modZe preberat’ cast

uverového rizika dlZnikov na seba. Touto tretou osobou mdze byt Stat resp. urcitd

Statna inStitdcia, banka, Statna agentira alebo poistovia.

? Castejsie viak tieto tlohy (emisia CP aich umiestnenie na finanény trh) spadaji do kompetencie

jediného subjektu — trustu.
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Uverovii kvalitu zvy3uji aj ratingové agentiiry, ktoré takto vzniknuté cenné papiere
hodnotia vy$$im ratingovym stupfiom, ako st hodnotené samotné podkladové uvery.
Upisovatel preddva cenné papiere za vySSiu cenu, neZ za aku ich kipil od trustu, pricom
rozdiel tychto cien predstavuje jeho vynos. Vo vicSine pripadov sa snazi pdvodna
veritel'ska inStitdcia (banka) presunit’ tiverové riziko dlZznikov z poskytnutych dverov,
pricom sa vyskytuju pripady, ked’ tito bankova inStiticia za urcité poplatky nad’alej

dané dvery spravuje, takzvane servisuje.

V priebehu splatnosti, dlZznici splacajd uvery vratane drokov, pricom tento cash flow
je prevedeny na findlnych investorov. TranZovanie® predstavuje prioritu cennych
papierov pri sekuritizacii aktiv. Peiazné toky zo sekuritizovanych aktiv sa rozdeluji do
niekol’kych tried, minimalne dvoch, CastejSie vSak viacerych. Kazd4 trieda sa nazyva
tranzou amedzi jednotlivymi triedami plati podriadenost. V danych tranZiach su
Struktirované  pohladdvky  dlZznikov, ktori mnapr. prijali bankovy uver.
K najpouZivanej$Sim tranZiam patria senior tranZe, mezzanine tranZe, podriadené
(subordinated) tranze a equity (first loss) tranZe. Poradie, v ktorom sui dané tranze
uvadzané, zodpoveda aj priorite vyplacania ich cash flow, resp. rizikovosti jednotlivych
tranzi. Ako prvé su uspokojované poziadavky drzitelov prvych tranzi (money market ¢i
senior), ktoré vSak prindSaji najniz$i vynos (pretoZze su najbezpeénejéies). Casto sa
stdva, Ze equity tranze nie su vypldcané, nakolko v pripade vzniku kreditnej udalosti
nezostali finan¢né prostriedky na ich vyplatenie. Tiez je pravdou, Ze ak dojde
k vyplacaniu (za predpokladu, Ze nenastala kreditnd udalost’), equity tranZe ziskavaji
najvacsi vynos spomedzi vSetkych tranzi, ktory predstavuje pre drzitela tejto tranZze

odmenu za nesené riziko.

* Jilek, J.: Finanéni a komoditni derivaty v praxi. Praha: Grada, 2005. str. 557
> Byvajii zabezpedené $tatnymi dlhopismi, ktoré si prakticky bezrizikové.
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1.2 CDS( credit default swap) kontrakt

Credit default swap, CDS, predstavuje taky ndstroj mimoburzového finan¢ného
trhu, pri ktorom preddvajici dverového rizika plati kupujicemu tverového rizika
periodické platby (prémie, spread), za ¢o sa kupujici dverového rizika zavizuje
v pripade vzniku tverovej udalosti definovanej v obojstrannom CDS kontrakte, vyplatit’
td Cast’ straty, ktord mu prislicha. V pripade, Ze investor zakupil len urciti ¢ast’ emisie
cenného papiera, urCitd tranzu, vynosy i straty, ktoré inkasuje resp. zndSa su len
pomernou castou celkového =zabezpeCovaného dlhu. Rozdiel medzi zvySenou
vynosnostou do splatnosti referencného aktiva a konstantnym vynosom bezrizikového
aktiva sliZiaceho na zabezpecenie celého obchodu sa nazyva ,,baza tiverového rozpitia®
(credit spread basis) aslizi na vypocet prémie platenej preddvajicemu uverového

rizika.

Podstatu CDS prezentuje nasledujica schéma.

chDs

prémia x bazickych bodov rocne

1. vwerowva udalo st nenastala;

predavanic siadna ol lupugict
th
tweroveho Assaplatha uwerowveho
rizka rizika

2. uverova udalost’ nastala
t1astla hotovostneho wysponadama

popripade  dodévia referencného zévarkn

Referenéné aktivum

Obrazok 1.2.1 Schéma zakladného CDS kontraktu.

V pripade zdkladného CDS kontraktu, prvy krok obchodu je kipa tverového rizika
preddvajicim ochrany za vopred stanovenu prémiu x bazickych bodov. T4 je pravidelne
platend druhou stranou kontraktu. V pripade, Ze iverova udalost’ nenastane, nedochadza

k ziadnej d’alSej platbe a kontrakt dosiahne splatnost’ exspiruje.
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Naopak, ak nastane kreditnd udalost, preddvajici ochrany je povinny vyrovnat
vzniknutd stratu v dohodnutej vySke (preto je Casto CDS prirovndvany k dverovej
opcii), pripadne dochddza ku platbe menovitej hodnoty referencného aktiva, pricom
oproti danej platbe smeruje dodavka referencného aktiva alebo sa vyplaca len rozdiel
medzi menovitou hodnotou a zostatkovou hodnotou referen¢ného aktiva (podla toho,

ako to bolo dohodnuté v CDS zmluve).

Vypocet hodnoty hotovostného vysporiadania je v rukach kalkulaéného agenta. Ten je
Sposob vypoctu byva podrobne rozpisany, v podstate sa urCuje spdsob stanovenia
trhovej hodnoty referenéného aktiva ku diiu ocenenia (Standardne nastdva tento dent do

tridsiatich dni po vzniku kreditnej udalosti(defaulte).

Zakladom ocenovania je odhad kreditného rizika, ktoré investor podstupuje. Toto
riziko moZno jednoducho vyjadrit pomocou ocakdvanej vysky straty, v pripade

kreditnej udalosti.
KR = Praefauin X LGD
KR - kreditné riziko
P gefauin - pravdepodobnost’ zlyhania (vzniku kreditnej udalosti)

LGD - Loss Given Default - strata, v pripade zlyhania. LGD = 1-RR, kde RR je

recovery rate alebo pomernd zostatkova hodnota.

Cashflow spojeny s jednoduchym kreditnym derivaitom (CDS) moZno rozdelit’ na tieto

Casti:

e Platby, ktoré plati kupujuci protekcie za poskytnutd ochranu. Ide o davky
platené ro€ne, vyjadrené v bdzickych bodoch hodnoty kontraktu, ktoré su
platené do konca trvania kontraktu, maturity, pripadne do €asu zlyhania.
Podl’a toho, ¢o nastane skor. Této Cast’ platieb sa zvykne oznaCovat’ premium

leg.

e Na druhej strane ide o platbu platend v pripade zlyhania . Ide o ndhradu
Skody investora. Predpokladdme, Ze v pripade zlyhania dostdva cast’ svojho
dlhu, vyjadrent prostrednictvom zostatkovej hodnoty (L). Investor teda
dostane RR x L, zvysnu Cast platby - Ciastku (1 - RR) L uhradza preddvajici

zabezpeky, tato Cast platieb sa nazyva protection leg.
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Aby bol kontrakt oceneny spravne, musi v Case zaloZenia zmluvy platit, Ze sicasna

hodnota (PV) oboch platieb je rovnaka, teda musi platit’:
PV premium leg = PV protection leg

Uz vysSie sme spominali, Ze prémia zavisi od tzv. bazy tverového rozpitia. Nie je
to vSak jedind premennd, ktord ovplyviuje jej vysku. Vplyv na stanovenie hodnoty
prémie majui aj iné faktory, ako st pravdepodobnost’ zlyhania referencnej jednotky,
vyska straty pri zlyhani, angaZovanost' pri zlyhani, tverovd kvalita kupujiceho
uverového rizika, pocet adruh tverovych udalosti Specifikovanych v kontrakte
a spolocné pravdepodobnosti sicasného zlyhania kupujiceho uverového rizika
areferencného aktiva. K nepriaznivému vyvoju pre kupujiceho ochrany by mohlo
dojst’ aj v pripade, Ze sicasne nastane kreditnd udalost’ a preddvajici ochrany nie je
schopny splnit’ svoj zdvdzok. CDS predstavuje nefinancovani formu kreditného
derivatu — platby prémii sice prebiehajui na pravidelnej baze, ale platby vyplyvajice zo

zavazku sd vyrovnavané len v pripade vzniku kreditnej udalosti.
Nékupca ochrany

t, Lt 4 ts

FTTT*®

A 4

4

to tn
Predajca ochrany

Obrazok 1.2.2 Schéma hotovostnych platieb CDS kontraktu v pripade zlyhania,

poistného plnenia.
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1.3 CDO (Collateralized Debt Obligations)

CDO st bilan¢né produkty odvodené z kreditnych derivatov a predstavuji urcitd
nastrojov ako opcii na komodity alebo katastrofy CDS. Podl’a toho rozliSujeme:
¢ CLO - Collateralized Loan Obligations
¢ (CCO - Collateralized comodity Obligations
e C(CBO - Collateralized Bond Obligations

Podkladové aktiva ako pdzicky a dlhopisy si zdruzené a spravované Speciidlnou
intitdciou SPV (Special Purpose Vehicle). ZvicSa ide o nelikvidné aktiva, ktoré by
mali ako celok produkovat’ relativne stabilny vynos. V rdmci SPV su vytvorené viaceré
tranZe, ktoré maju priradené ratingy.
Podl’a typu tranzi SPV vyddva cenné papiere:

e seniorské

e stredné (mezzanine)

® apodriadené - subordinované (juniorské)
Ako prvy je vypldacany vynos a nomindlna hodnota seniorskej tranZe, a preto je
najmenej rizikovd, zdrovenl vSak aj najmenej vynosnd. Po nej nasleduje strednd a
nakoniec juniorskd. Vynos juniorskej tranze predstavuje cCiastku zostdvajucu po
vyplateni senior a mezzanine tranZe.

Namodelujme si takéto portfolio. Straty z portfélia spdsobené zlyhanim firiem
zavisia predovSetkym od pravdepodobnosti zlyhania kazdej z firiem a od velkosti strat
niektorého z aktiv v pripade jeho zlyhania (resp. vel'kosti podielu hodnoty aktiva, ktory
bude vyplateny v pripade zlyhania — hodnotu vyjadruje tzv. Recovery Rate). Navyse,
vel'mi doleziti dlohu pri modelovani cCasu zlyhania firiem, a nasledne aj
pravdepodobnostného rozdelenia strat portfélia, hrd aj stupent zdvislosti medzi

pravdepodobnostami zlyhania jednotlivych firiem — vzdjomna korelacia.
Ako majitelia portfélia sa chceme ochranit’ pred moznymi stratami spdsobenymi

vyskytom zlyhani, ale nechceme portfélio predat. CDO umoziiuje takito ochranu tak,

ze portfélio rozlozZime na niekolko rizikovo vynosovych profilov, tranzi, a tie
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predavame. Kreditné riziko tvoriace nase portfélio CDO preddavame v ,,prebalenych*
produktoch na trhu.

TranZe su charakterizované svojim dolnym a hornym ohrani¢enim. Investor
tranze so spodnou hranicou Kg ahornou hranicou Ky bude znaSat’ vsetky straty
portfolia, ktoré prekrocia velkost’ straty Ks, az do vysky Ky celkovej hodnoty portfélia.
To znamend, Ze drzitelia tranZe s hrani¢nymi bodmi [Ks, Ky] neutrpia Ziadnu stratu,
pokial' celkova strata portfélia nepresiahne turovenn Ks celkovej hodnoty portfdlia.
V pripade, Ze straty v portfoliu prekroc¢ia hornu hranicu Ky hodnoty portfdlia, drzitelia
tranZe [Ks, Ky] maji dplni teda 100% stratu. Dolny hrani¢ny bod Ks kaZzdej tranze
zodpovedd hornému hrani¢nému bodu Ky predchddzajicej tranZe. Pociatocné straty
portfélia si absorbované equity tranZou, ktorej hranica Ks = 0 a Ky > 0. Ak Ky =100%,

tak takyto produkt sa nazyva first to default basket (FTD).

DrZitelia kazdej tranZe su za riziko, ktoré podstupujui, kompenzovani. Dostdvaji
platby az do doby splatnosti. Tieto platby predstavuji vynos tranZe, nazyvame ich
prémie. Prémia equity tranZe je najvicSia. Jej drZitelia absorbuju prvé straty portfdlia.
Aby drzitelia nasledujucich tranZi utrpeli stratu, musia drzitelia nizsich tranZi utrpiet’
100% stratu, ktorej boli vystaveni, pricom prémia hornych tranZi je menS$ia. To
znamend, Ze ¢im je tranZa niZSie v kapitdlovej Struktire (zodpovednd za mensSie straty),

.....

ktord dostavaja.

Priklad CDO je znidzorneny na nasledujicom obrazku. Z portfélia cennych
papierov sme vytvorili tieto Styri tranZe: Hribka prvej tranZe predstavuje 5% hodnoty
portfélia a absorbuje vSetky kreditné straty portfélia do splatnosti CDO do vysky 5%
hodnoty portfélia. Druhd tranza predstavuje 10% hodnoty portfélia a absorbuje vSetky
straty, ktoré prevysia 5% hodnoty portfdlia, aZ do vysky 15% hodnoty portfdlia. Hribka
tretej tranZe predstavuje opit’ 10% hodnoty portfdlia a je zodpovednd za vSetky straty,
ktoré prekrocia troven 15% hodnoty portfélia, az do vysky 25% hodnoty portfdlia.
Stvrtd tranZa ma 75% hodnoty portfélia a zodpovedd iba za straty, ktoré presiahnu

hranicu 25% hodnoty portfélia.
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Obr. 1.3.1 :Nazorna Struktira CDO.

Vynosy naznacené v obrazku 1.3.1 predstavuji prémie vypldcané drZitel'om
tranzi. Tieto su vyplacané z takej Casti hodnoty tranze, ktord zostala po odritani strat
tranze. Vezmime si napriklad prvu tranzu. Pri jej nulovych stratich sl'ubuje 35% vynos,
avsak ked’ celkova strata portfélia dosiahne 1% hodnoty portfdlia, drzitelia tranZe stratia
20% svojich investicii a vynos ziskaju len z 80% hodnoty, ktord pdvodne nainvestovali.

Strata portfélia vo vyske 2,5% znamend stratu 50% pdvodnej hodnoty tranze.
Naopak, poslednd (super senior) tranza zvycajne dosahuje Aaa rating, ked’Ze celkova
strata portfélia musi presiahnut’ v nasom pripade 25%, kym sd drzitelia atakovany
stratou.

Pri CDO sa casto stdva, Ze zakladatel CDO, zvyéajne banka, si ponechd
najrizikovejsiu (equity) tranZu a preddva ostatné tranZe. Banka poznd lepSie ako niekto
iny, akd je kvalita prisluSného portfélia, a aby uistila perspektivnych investorov, Ze
nebudd oklamani, nechdva si najrizikovejSiu tranzu ako signal férového obchodu.
V skutocnosti vSak banka len optimalizuje ocakdvané straty z daného portfélia. Ked’ze
banka oCakdva z pdvodného portfélia straty na urovni 6% ponecha si najviac zarabajicu

tranZu a jej oCakdvania na stratu klesnd tymto o 50%.
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Existujd rdézne typy CDO. Ten typ, o ktorom sme hovorili doteraz, sa nazyva
cash CDO, alternativou je tzv. synthetic CDO, ktoré je skonStruované pomocou
portfélia CDS kontraktov.

Pod pojmom ocenovania CDO rozumieme spravne stanovenie prémii pre
jednotlivé tranze. Tieto by mali poskytnit’ drzitelom tranZi kompenzacie za ocakdvané
straty, ktoré utrpia, apreto zdvisia na pravdepodobnostnom rozdeleni strat
podkladového portfélia. Ako sme uZz spominali, straty portfélia zdvisia od
pravdepodobnosti zlyhania jednotlivych firiem, velkosti straty na aktivach v pripade ich
zlyhania a korela¢nej matice portfdlia.

V sucasnosti existuje velké mnozstvo rdéznych modelov na oceniovanie CDO.
Vicsina z nich vychddza z KMW pristupu ocefiovania opcii. Modely sa odliSujd
predovSetkym  pristupom k modelovaniu koreldcii pravdepodobnosti zlyhania
jednotlivych aktiv, vyberom rdznych parametrov a predpokladov, alebo rdéznym
postojom k vyuZivaniu pristupnych trhovych dit na vypocet veli¢in charakterizujicich

portfélio.
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Kapitola 2

Ocenovanie CDO pomocou opcii

V tejto kapitole pretransformujeme problematiku ocenenia CDO do problematiky
ocefiovania opcii. Pomocou tejto transformicie mdZeme ndasledne pouZit® vsetky
poznatky z tedrie opcii, oceflovanie, senzitivne sprdvanie opcii a vplyv na sprdvanie
CDO. Zadefinujeme DAS (default adjusted spread) ako spread, pomocou ktorého

neskor budeme ocenovat’ CDO.

2.1 DAS — Default adjusted spread.

DAS predstavuje pridany spread nad bezrizikovy urok, ktory kompenzuje
investorov za ocakavané riziko straty ochudobnujice cashflow. Je dbleZité poznamenat,
ze DAS je vel'mi zavisly na predpokladoch zlyhania. Uréenim spravnych predpokladov
o zlyhania pre rézne transakcie, méZeme pomocou DAS vypocitat’ ich cenu a odvodit’
ich valuéciu.

Ro6zne tranze CDO Struktiry mdZeme vnimat’ ako kombindciu dlhej a kratkej put
opcie na portfolio strat. DAS je definovany ako konStantny spread na bezrizikovy vynos
tak, Ze zo simuldcii vypocitame priemernd sucasnd hodnotu rizikového kapitilu

diskontovanu bezrizikovou sadzbou + DAS , ktor4 je rovna trhovej cene.

Teda mdZeme napisat’

trhovacena = E [PV (cashflow( portfolio.default)) | DAS],

portfolio.default
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kde E

orfoliodefas L] J€ PLIEMEr VyNosov defaultovanych ciest z Monte Carlo simuldcii.
DAS podobne ako OAS (option adjusted spread) hovori investorom ¢o je férovd prémia

za riziko, za predpokladu, Ze transakcia je korektne ocenena.

2.2 Replikacia payoff diagramu pomocou put opcii.

Rozne tranze CDO Struktiry st komplexne zdvislé na opcidch na stratu z
portfdlia. Je vela faktorov, ktoré urcuju ako bude vyzerat’ payoff funkcia kazdej tranze.
Na zdklade tychto technickych faktorov méZeme povedat’ , Ze Equity tranZa je vlastne
kdpend put opcia s nizkou strike na portféliovi stratu. Mezzanine tranza je predaj nizkej
strike put opcie a ndkup vysokej strike put opcie na portféliovd stratu. Napriklad pre
mezzanine tranzu plati, Ze investor dostdva konStantny cashflow, ak strata z portfdlia je
pod hranicou jej subordindcie. Ak sa strata prehupne, alikvotne s rasticou stratou sa
zmensuje aj cashflow investora podl'a velkosti straty. Povedzme, Ze naSa transakcia ma

tri tranze.

Priklad:
Nech S je celkova strata z portfélia na konci prvého roka.

Equity tranZa bude potom dostavat’ Max(0, K S),

H ,equity -

mezzanine tranza bude dostdvat’ Max(0, K -S)-Max(0, K -S)

H ,mezz

-S).

H ,equity

senior tranza bude dostavat’ S-Max(0, K

H ,mezz

V nasledujiicom grafe moéZeme vidiet tieto suvislosti farebne.
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Obrazok 2.2.1: zjednoduSeny payoff diagram pre CDO tranZze.

Zhrnutim hore uvedenych faktov a skisenosti z ocenovania opcii mdZeme povedat’
nasledovné: rozdiel medzi opénou funkciou a payoff funkciou alebo op&nou vnitornou
cenou je op¢nd prémia. Opcnd prémia rastie s volatilitou podkladového portfdlia a teda
portfélio stratou. Vega (sleduje ako vplyva zmena volatility aktiva na hodnotu opcie)

op¢nej prémie je najcitlivejSia v oblasti at the money.

Equity Payoff Funkcia a Opéna cena Mezzanine Payoff Funkcia a Op¢na cena
4.5 9 ‘
4 Payoff g Payoff

35 —o— Equity Tranche (nizke def rate vol) ; —o0— Mezzanine Tranche (nizke def rate vol)

’ \ —a— Equity Tranche (vysoke def rate vol) \\ —a— Mezzanine Tranche (vysoke def rate vol)

3 Payoff

Payoff \
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Obrazok 2.2.2: Payoff funkcia pre equity (vI'avo) a mezzanine (vpravo) a opcna cena

v zavislosti na volatilite def. rate (Cervend nizka def.rate, modra vysoka def.rate)

V praxi sa neujali modely zaloZzené na Black Scholesovej tedrii ocenovania opcii pri
ocetiovani CDO. Do6vod je hlavne vel'mi narocné ziskanie vstupnych parametrov do
modelov aich ndslednd kalibriacia na dlhs§i casovi dsek. Preto sa touto skupinou

modelov nebudem d’alej zaoberat'.
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2.3 DAS senzitivita

Pozrime sa teraz na equity tranzu. V tomto pripade DAS monoténne klesd so
zvySujucou sa stratou portfélia. To implikuje, Ze Delta (vyjadruje percentudlnu zmenu
ceny opcie oproti zmene ceny aktiva) je vZdy negativna, avSak rastica a konverguje k 0.
To taktiez implikuje, Ze DAS ma kladnd Gamu (vyjadruje, o kol’ko sa zmen{ delta opcie
pri zmene ceny podkladového aktiva o 1 jednotku). Tak ako put opcia aj equity tranza
ma vzdy kladnd Vegu. DAS je najviac citlivy v oblasti ATM (at the Money, Situdcia,
ked sa spotovd cena predmetného aktiva rovna realizacnej cene ). PoCas normalnych
trhovych podmienok je equity tranza hlboko v oblasti in the Money, a preto nie je velmi
citlivi na koreldciu zlyhania. Aj napriek tomu ako sa portfdlio strata priblizuje k ATM,

korelécia sa stdva najdolezitejSim faktorom pri ocenent tranZe.

DAS
T 220 0
=2
o _
a U 1 -50C
o 2 3 1
3
20 L 1000
490
L 1500
620
L _3000
-8J0
2500
-1000
- 2000
-1200 - -
1400 1 T -*500
— 1] R 7 — iy
-1600 -4000

stress hist DR 1/2/3/4 x

Obrazok2.3: Senzitivita DAS tranZi na zmenu pravdepodobnosti zlyhania,

pravdepodobnost’ zlyhania sa zvySuje 2, 3, 4 krat, pravd os equity tranZa.

Analyza mezzanine tranze je o nieco tazs$i problém. Mezanin tranzu modzeme
vidiet’ ako spojitost’ medzi nizkou cenou strike put a vysokou cenou strike put. Equity
tranZa dodéva akisi rezervu pre mezzanin tranzu, DAS je madlo senzitivny na stratu. Ak
strata prekro¢i urcitd hranicu a pribliZi sa k oblasti nizkej strike, DAS zacne klesat’
s rastiicou stratou, ¢im sa zvySuje pravdepodobnost’, Ze strata prekroci equity tranzu.
Ak sa strata pribliZi k hornej, alebo vysokej stike put opcii, DAS hlboko klesne a zac¢ne

konvergovat’ k minimédlnej hodnote.
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DAS Delta pre mezzanin tranZzu zacne na 0, apotom pokracuje a klesa
v zépornej oblasti. Niekde medzi vysokou a nizkou strike klesne na minimum, a potom
sa opdt’ vracia k 0. TaktieZ DAS Vega je ur¢end oboma put opciami. Ked’Ze mezzanin
tranza je chranend pred nizkou stratou, volatilita strat nema vel’ky vplyv na tranZu. Ak
sa strata pribliZi k dolnej strike put, situicia sa zmeni. PretoZe mezzanin investor preda
nizku strike put opciu, volatilita ma na DAS negativny dopad. Ak straty pokracuji
v raste k hornej strike put opcii, Vega sa vrati spit’ k 0, pripadne sa prehupne do kladnej
Casti. Ak straty nad’alej rastd, horna strike put opcia padne do oblasti out of money. To
implikuje, Ze Vega padne opit k 0.

Pre senior tranzu je to identicka situdcia ako pre mezzanin tranzu, avSak rozdiel

je iba s jednou dolnou put opciou.
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Kapitola 3

Ocenovanie CDO z kvantitativneho hPadiska

V tejto kapitole sa venujeme problematike ocenenia CDO z kvantitativneho hl'adiska.
Zadefinujeme matematicky aparit na ocefovanie ako je copula funkcia a hazard rate.
PoloZime zdklad ndSho modelu a nakalibrujeme kreditné krivky. UkdZeme si ako sa
modeluje strana pasiv a strana aktiv. Spojime ich spolu pomocou simulicii Monte Carlo

a copula funkciou cez ktord vypocitame cenu CDO a DAS.

3.1 CDO z kvantitativheho hPadiska

V CDO je na strane aktiv vzdy stubor kreditnych, alebo inak rizikovych nastrojov
ako su dlhopisy, p6Zzicky, kreditné derivaty (napr. CDS, ABS, CCO). Na strane pasiv su
cenné papiere emitované na kapitdlovom trhu, ktoré si tranZované na prioritné (senior)
triedy, strednd triedu mezaninov, junior (equity) triedy. Vo vSeobecnosti su vsetky
tranZe kryté kolaterdlom. Dokumentéciu takejto Struktiry obdrzi investor od pdvodcu
(inicidtora), ktord sa nazyva RED alebo offering memorandum. Hlavnym zdrojom

neistot ,€o sa tyka sprdvania sa cennych papierov na strane pasiv, je spravanie sa siboru

aktiv (cashflow). Spravanie sa pasiv popisujeme tranZovymi stratami, kupénmi, IRR®.

® internal rate of return — vndtornd miera vynosnosti
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3.2 Modelovanie strany aktiv

Neistotu na strane aktiv opiSeme pomocou modelu kreditného portfélia, resp.
kreditného rizika. PouZiva sa tu model korelovanych ¢asov do zlyhania. Mdme mnoZinu
defaultnych casov Q, teda okamihov, kedy dany CP defaultne. Tomuto si nasledne
priradené cashflow. Cas defaultu te Q zivisi od kreditnej kvality daného CP. V &ase
defaultu sa prisun cashflow zastavi a investor dlhopisu obdrZi sumu odSkodnenia
(recovery). Hotovost’ plyntica z aktiv je prerozdelend na stranu pasiv. Podstatna je strata

a rozdelenie defaultov.

maturity

Cashflow profil dlhopisu v Case t zlyhanie (dole naznacend vyplata recovery).

1
L J

recovery
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3.3 Modelovanie strany pasiv

Modelovanie pasiv sa skladd z modelovania celej Skdly cashflow a
zjednoduSovania Strukturdlnych prvkov, aby sa snimi [lahSie manipulovalo
z matematického hladiska. Ak napriklad emitujeme v roznych mendch, pri ktorych sa
nam vyskytnud dlhopisy s pohyblivym kurzom, tento nesulad sa d4 hedZovat’ bazisovym
alebo menovym swapom. V praxi sa ¢asto pouziva Monte Carlo simuldcia, alebo aspoi

polo analyticky pristup.

L | u Juunior i i i
. [Volume A | % 4, EA %

hustota rozdelenia strat

Equity
Junior
Mezz
Senior
Super
Senior

Obrazok 3.3.1 zndzortiuje payoff diagram strat a hustotu oakdvanej straty.
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3.4 Copula funkcia

Dalej ak chceme pokradovat v ocefiovani CDO §truktiry, musime si na to
vybudovat’ najprv matematicky apardt. V tejto Casti si najprv zadefinujem zdkladné

definicie a vlastnosti copula funkcii, ktoré pouZijeme v naSom modeli.

Definicia _1: n-rozmernou copulou nazyvame  funkciu C: [0,1]” —[0.1]

s nasledovnymi vlastnostami.:

1. C(u) je rastica v kazdej zlozke u, , k=1,2,... ,n.

2. Pre kazdy vektor [0,1]", C(u)=0, ak aspoii jedna zlo7ka vektora u je nulovd a
C(u)=u, , ak vietky zlozky wokrem k-tej zlozky sd rovné 1.

3. Pre kazdé a,be |0, l]n , a<b a n—rozmernd kocku
B=[a,b]=[qa,,b]X[a,,b,]---X[a,.,b,], ktorej vrcholy lezia v definicnom obore
funkcie C, je objem tejto kocky V. (B)=0.

Objem V.. (B) n-rozmernej kocky B =[a,b] je definovany takto:

kde dﬂzaj a clj2 zbj, j=12,...,n.

Tato definicia naznacuje, Ze C je vlastne n-rozmernd distribu¢nd funkcia. Jej
margindlne distribu¢né funkcie si zrovnakého rozdelenia. Vyznam definicie ndm

objasni nasledujica veta a dosledok.
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Veta 1 (Sklar): Nech G je n-rozmernd distribucnd funkcia s margindlnymi

distribucnymi funkciami F,F,,... ,F, . Potom existuje n-rozmernd copula C takd, Ze pre
kazdé xe R" plati:
G(x,%,),... ,x,) = C(Fl(xl),Fz(xz),... F, (xn))

Navyse, ak F,,F,,... , F, si spojité, C je urcend jednoznacne, teda C je prosta funkcia.

Prave Sklarova veta vyjadruje zdkladni mySlienku modelovania zdvislosti
prostrednictvom copula funkcii, pretoze ndm hovori, Ze v lubovolnej distribu¢nej
funkcii ndhodného vektora vieme navzdjom oddelit’ distribucné funkcie zloziek tohto

vektora od ich korelacnej Struktury, pricom tidto Struktdru vystihuje copula funkcia.

Dosledok 1: Nech G je n—rozmernd distribucnd funkcia s margindlnymi distribucnymi
funkciami F,F,,... ,F, a C je n—rozmernd copula funkcia. Potom pre kaZdé ue [0,1]”
plati:

Cu,uy.u,) = G(Fl’1 (w,),F, " (uy),... ,F, (un)),
kde F'(u;)oznaduje inverznd distribuénd funkciu ku kumulativnej distribuénej funkcii

F,, konkrétne pre ;€ [0,1]: F' (u;) =inf {x: F,(x) 2 u;}.

UvaZujeme vektor ndhodnych premennych (X,,X,....,X, )Ts prislu$nymi

distribuénymi funkciami (F,F,,...,F,) aich spolo¢nou n-rozmernou distribu¢nou

funkciou G. Podla Sklarovej vety ak (F,F,,...,F,) st spojit¢ funkcie, potom

(X.X,,... . X, )T ma copula funkciu jednozna¢ne uréend takto :

G(x,%,...,x,) = P(X,<x,X,<x,,... ,X,<x,) = C(Fl(xl),Fz(xz),... , F, (xn))
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Ak ndhodné premenné X a Y maju spojité distribucné funkcie Fya F,, potom
nahodné premenné U =F, (X) a V=F,(Y) st rozlozené na intervale [0,1], a teda
druha vlastnost’ v definicii 1 v dvojrozmernom pripade hovori:

C(u,l) = IF’(USM,VSI) = IP’(USu) =u,
C(u,O) = IF’(USM,VSO) =0.
Tretia vlastnost' definicie 1 nds uistuje, Ze copula funkcie spifiaji vlastnosti riadnej
distribu¢nej funkcie a pripisuji nezdporné hodnoty vSetkym podmnoZindm v [O,I]n

typu [a,,b, 1% --X[a,,b,].

Aplikaciou Sklarovej vety a vyuZzitim vztahu medzi distribu¢nou funkciou a funkciou

hustoty mdZeme odvodit’ fzv. copula hustotu. V jednorozmernom pripade moZeme

hustotu f (x) rozdelenia ndhodnej premennej X uréit pomocou distribu¢nej funkcie

oF
F(x) zo vztahu f(x)= (x )
ox
Definicia 2: Zo Sklarovej vety pre funkciu hustoty f(x,,... , x,) ndhodného vektora a

copula funkciu C(Fl(xl),... ,F

L (x, )) mdme:

(x, )) definujeme ako

f(xl’ ° xn)
Hl lf xl

¢(F (%) Fy(x,))=

Pojem chvostovej zavislosti sivisi s meranim zavislosti medzi vyskytmi extrémnych

hodnot.
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Definicia 3: Nech (X X 2) Jje dvojrozmerny vektor spojitych ndhodnych premennych
s margindlnymi distribucnymi funkciami F, a F,. Koeficienty hornej ﬂUe[O,l] a
dolnej ﬁLe[O,l] chvostovej zdvislosti, za predpokladu, Ze niZsie uvedené limity

existuju, s definované nasledovne:

Ay = hi;rllIP’[Xz >F (u)1 X, > F ()],

A, = y{%P[XZ <F'(u)l X, <F'(u)].

Ak A, € (0, 1], hovorime, 7e ndhodné premenné (X,,X,) si asymptoticky
z4vislé na hornom chvoste. Ak 4, =0, hovorime, Ze ndhodné premenné (X, X,) sd na

hornom chvoste asymptoticky nezavislé. Analogicky, ak /1Le(0,1], ide o ndhodné

premenné asymptoticky zdvislé na dolnom chvoste a asymptoticky nezavislé v pripade,
Zze hodnota 4, je nulova.

Pri vypoctoch koeficientov chvostovej zdvislosti pre konkrétne copula funkcie je
vhodné rovnice previest’ na nejaky pouziteI'nejsi tvar. Na tento tcel vyuzijem definiciu
copula funkcie, druhu vlastnost’ definicie 1 a vztah medzi dvojrozmernou distribu¢nou

funkciou a funkciou preitia.

Definicia 4: Nech Fy (x.,x,)=P(X, <x,X, <x,) je distribu¢nd funkcia ndhodného
vektora (X,,X,). Funkcia prefitia (Survival) S XX, (x,,x,) je potom definovand

nasledovne: S,  (x,x,)=P(X,>x,X,>x,).

Najprv si v§imnime, Ze udalost (X, > x,, X, > x,) mdZeme vyjadrit takto:
(X,>x,X,>x,) = Q\[(X2 <x)u(X, <x)\(X,<x, X, sz)} .
Z tohto vyjadrenia pouZijuc definicie distribucnej a survival funkcif vidime vzt'ah:

SX,,X2 (xl’x2) = I_FXI (xl)_FXZ (x2)+FX,,X2 (xl’x2)~

Potom m&zeme napisat’ tiez

fy = P[> ()1 X, > 7 ()]
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Pl X,>F " (u), X, > F " (u)]

= lim

u/l ]P>|:X1 >F1_1(u)}
_ liml—P[Xl <F'(u)|-P[X,<F'(u) [+P[ X, < F,'(u). X, < F " (u) ]
u/l Pl X, >F" (u)]
) . 1-2u+C(u,u)
ateda upravou A, = hI/‘Illl—.
u —u

Analogicky mdzeme prepisat’ aj druhi rovnicu na tvar

C
A, = lim ().
u\O u

Pre dalSie informacie o moZnych metédach apostupoch pri  vypocte
koeficientov chvostovej zavislosti vo vSeobecnosti, ako aj vypocty pre rozne copuly
funkcie ztzv. eliptickej triedy copul adalSie typy copul odporic¢ame Citatelovi

literatiiru uvedend v zozname pod ¢islom [11] a [29].

Je velké mnoZstvo moznosti vyberu niektorej z copula funkcii, ktoré umoZznuji
rdzne pristupy k modelovaniu zéavislosti medzi ndhodnymi premennymi. My sme si
z praktickych ddvodov v suvislosti s volbou modelu ocenovania CDO vybrali typ
Gausovej copula funkcie, ktord stru¢ne popiSem nizSie. Dovod na vyber tejto copula
funkcie je, Ze ma slabu chvostovii zavislost a teda neprodukuje vela extrémnych hodndt

a tym nepodhodnocuje senior tranZze CDO a naopak nenadhodnocuje equity tranZe.
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3.5 Gaussova copula

Definicia 5: Nech R je kladne definitnd symetrickd matica, diag(R)=1 a ® je n—
rozmernd kumulativna distribu¢nd funkcia normovaného normdlneho rozdelenia
s korelacnou maticou R . Gaussova copula je definovand ako

C(u,,uy,... ,u,,R) = dp (CID_l(ul),CI)_I(uz),... ,CID_I(un)),

kde @' (u) oznaduje inverznd distribuénd funkciu ku kumulativnej distribu¢nej funkcii

& normovaného normalneho rozdelenia.

Funkciu hustoty ku Gaussovej copule ziskame pouZitim vztahu
f(x,-.e s x,)
H:lzlfi('xi)

c(F(x).... .F,(x,))= z predchddzajdcej vety:

_n L 1 N
fGauss (xl’”. ’xn) (271-) 2 |R| 2 eXp(—ZXTR IXJ

= n auss n 1
Hi:lfic (%) Hi:1(27[) ZeXp(—;xf)

Ak fixujeme u; =®(x;) azavedieme oznadenie ¢ =(P7'(u).... ,CD_l(un))T,

1

dostdvame vztah:

sy

c(u,uy,... ,u,,R) = |R|_;exp{ {T(R‘l—I)g“]

1
2
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Obrazok 3.5.1 : Graf hustoty Gaussovej copuly pre vzajomnu koreldciu dvoch cennych

papierov 50%.

-3 -2 -1 0 1 2 3

Obrazok 3.5.2 : Tepelny graf hustoty Gaussovej copuly pre vzdjomnu koreldciu

cennych papierov 50%, s ratingom Ba3 .
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Obe hodnoty chvostovej zavislosti vdaka vlastnosti radidlnej symetrie u
eliptickych rozdeleni st rovnaké. Vypocty hodnot chvostovej zavislosti pre jednotlivé
copuly nie st trividlne, preto uvedieme iba vypocCet pre dvojrozmerni Gaussovu
copula funkciu. Postupy vypoctov si Citatel mdze prezriet’ v pracach [29] a [11]. V
pripade Gaussovej copula funkcie pozorujeme obe hodnoty nulové,

A, =4, =0.
Tuto skuto¢nost’ rozvedieme. Predpokladajme dvojrozmernd Gaussovu copula funkciu
s linearnou korelaciou r, danu

‘ ¢ ()
C[g;auxtan (u, V) —

) 1 X’ =2xy+y’
J‘w N exp{- — 2
2zx(1—r") 2(1-r7)

Vdxd

KedZe Y/ X = x~ N(rx,1—r*) potom mame:

X—rx
2

Ay =2lim__ [P(Y >x/X =x)]=2lim__,_[1—¢( )=

1-r

1-r
Vli+r

teda 4, =0 aobdobne A, =0 na zdklade toho, Ze eliptické distribicie si radidlnej

2%im,__[1-@(x =0,

symetrie . A teda potvrdili sme asymptoticki nezavislost chvostov Gaussovej copula
funkcie. Preto mdZeme povedat’, Ze sme si zvolili spravny typ copula funkcie, teda taky,

ktory je asymptoticky nezavisly.

Teraz ked sme si vybrali Gaussovu copula funkciu, ktord chceme pouzit pri
modelovani korelacnej Struktiry ndhodnych premennych, v naSom pripade Struktiry
aktiv v portféliu, je vhodné zamysliet' sa nad tym, ako budeme uréovat’ parametre, od
ktorych tito copula zdvisi. Pri Gaussovej copule mdme na mysli korelaéni maticu.
V praxi sa pouZiva viacero metéd ako odhadnit’ spominané parametre z trhovych dat
jednotlivych aktiv. Velmi pekny prehlad a porovnanie moznych metdéd kalibracie

parametrov copula funkcii pontka prica [29].
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3.6 Jednofaktorova Gaussova copula

Pri faktorovych modeloch, mame ndhodné premenné x;, i=1,2,... ,N

x, =pM +\1-p}Z,,
kde Ma Z;, i=1,2,... ,N si nezdvislé ndhodné premenné z normovaného normalneho
rozdelenia, M,Z, € N(0,1) a 0< p, <1.
Rovnica x; = p,M +m Z; definuje korelacnu Struktiru medzi x; zdvislymi na
jednom spolo¢nom trhovom faktore M. Predpokladdme, Ze si podmienené nejakou
hodnotou M, priom x; si nezavislé. Korelacia medzi x; a x; je rovnd p,p; .
Teda korelaénd matica je (az na diagonilu) R=pp”, kde p= (P15 s PN )T. Potom

moZeme napisat’ :

P(x,<xIM) = @[MJ,

J1-p7

kde <& je kumulativna distribu¢na funkcia Z. (normovaného normalneho

1

rozdelenia). Integrovanim cez funkciu ¢ faktora M - hustotu normovaného normédlneho

rozdelenia dostaneme pre jednofaktorovi Gaussovu copulu vztah:

€, (.. vity) = Tﬂq{w (M) dM

\ll_piz

Hodnoty chvostovej zavislosti pre jednofaktorovi Gaussovu copulu st opit’ nezdvisle

— =1

od velkosti korelacii, obe st nulové,

Ay =4, =0.
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Gausova copula Studentova t copula

Obrizok 3.6.1 : Priklad generovania nahodnych premennych pomocou Gaussovske;j a t-

copuly pre vzdjomnu koreldciu cennych papierov rovnid 40%.

Ako mozeme vidiet' z obrazkov rozdiel je v chvostoch rozdeleni. Studentova—t copula
generuje viac extrémnych hodn6t ako Gaussova copula, a preto sme si ju nevybrali.
V praxi by ndm nadhodnocovala equity tranZu a podhodnocovala senior tranze. V praxi

sa viac osvedcila Gaussova copula, ktord generuje stabilnejSie rozdelenia.
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3.7 Kalibracia copula funkcie pomocou likelihood met6d

Kalibracia copula funkcie je jednd zklticovych veci pri ocenovani CDO
z matematického hl'adiska. V dal§ich analyzach budeme predpokladat’ Casovy rad

X=(X1,,X2,,...,XNI)T,=1, kde N je pocet aktiv v portféliu at je Cas.

3.7.1 Likelihood metéda s exaktnym maximom / EML

Nech fe® je parametricky priestor , kde 6@ je k-rozmerny vektor

odhadovanych parametrov. Nech L (6) a [ (8)si odhady resp. log - odhady pre

pozorovanie v Case t. Potom definujme log - odhad ako funkciu /,(8) nasledovne:

1O)=Y 1)
Dalej predpokladajme kanonicky rozklad pre funkciu hustoty. Potom méZeme napisat’:

LO)=" c(F () Fy (i )+, S In(f,(x!)

TaktieZ definujme exact mamimum likelihood estimdtor ako vektor 6:

A A

0= (91,52,...,&1()6 argmax{l(@): 0 B}

Majme 6e ®={R:Re OR™ }, sR pozitivne definitnou symetrickou maticou,

oznacujuicou parametricky priestor. Aplikovanim

c(u,uy,... ,u,,R) = |R|_;exp{—%§'T(R'l—I)§}

LO)=" c(F () Fy ()4, S In(f,(x!)
pre pripad Gaussovej copula funkcie dostaneme:
s (@) = —gln IR —%Zf_l ¢.(R"'=I,.

Predpokladajme, Ze log - pravdepodobnostnd funkcia

LO)=" c(F () Fy i)+, S In(f,(x!)
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je diferencovatel'nd v @ arieSenie rovnice %1(0):0 definuje globdlne maximum,

A A
potom mozeme jednoducho ur€it’ estimiator =R pre Gaussovu copula funkciu

ktorého log-likelihood funkcia je :

lgauxian (0) — _gln | R | _%ZIT—I g‘ty(]e_1 —I)gt

ako ilz"“”“"*"(ﬂ)—ZR—lig'g a preto
oR™ 2 gt B

R=

ZZT:I gyzgt .

N -

3.7.2 Funkcia hypotéz pre marginalnu metédu / IFM

Této metdda je relativne novd, zaloZend na pracach Joe Xu [16] . V podstate je
zaloZend na separdcii margindlnych funkcii a Struktire zavislosti. To mdZeme zapisat’

rovnicou :
[0)=>" Inc(F(x:60),.c Fy (xy:6, 00+ " In f,(x:6),)

Svojraznost’ je v podstate separdcie medzi vektorom parametrov pre jedno varietnd

margindlnu funkciu 6 =(6,,60-,...,60y) avektorom parametrov pre copula funkciu .

Inak povedané kalibracia na trh mdze prebiehat’ tymto spdsobom :

1) odhad vektora parametrov 8 = (6:,6>,...,60x) pomocou EML metddy .
N T
Napriklad pre i-te aktivum 6 = arg max ZIn fi(x56)
L=l

A A

2) odhad vektora parametrov pre copula funkciu & pouzitim g =(61,0.,..., g?zv) :

A T A A
O pv = arg max ZIn c(F,(x{;61),...F, (x,;0n); Q)
a t=1

Potom IFM estimdtor je definovany ako vektor : 8" = (8, ru )
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3.7.3 Likelihood met6da pre kanonické maximum / CML

Obe EML a IFM metddy st zalozené na vstupnej poZiadavke parametrického
typu margindlnych zloZiek. Alternativnym pristupom, ktory nevyzaduje Ziadne
pociatocné podmienky na tvar distribicii je CML metdda. Této metdda je zaloZend na

empirickej margindlnej transformacii (Marshal & Zeevi [22]). Této transformécia vedie
k aproximdcii nezndmej parametrickej margindlnej funkcii F,(.), pre n=I,...N s

empirickou distribu¢nou funkciou F, (.) definovanou nasledovne:

A 1 T
F.(®) :?21{&”0}; pre n=1,..., N,
t=1 B

kde 1, , predstavuje indikdtorovi funkeiu.

CML metdda sa da aplikovat’ v dvoch krokoch:

1) transformaciou poéiatoénych dat X = (X1, X 2r,..., X m),_, do rovnomernych

variet, pouZitim empirickych margindlnych distribuénych funkecii, takych, ze
t=1, .., T,
Uur = (u'l,...,u’N) = [F1(x1't),..., FN()C;W )]
2) odhadom vektora parametrov ¢ copula funkcie pomocou vztahu :
AL

A T At
CcuL = arg malenc(m,..., Un);,Qx)
o
t=1

eCML

Potom CML estimator je definovany ako =cui .
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3.8 Kreditné krivky, funkcia miery rizika

Pri portféliu kreditnych aktiv nds okrem zdvislosti medzi pravdepodobnostami
defaultu jednotlivych aktiv samozrejme zaujimaji aj samotné hodnoty
pravdepodobnosti defaultu pre jednotlivé firmy. Casova Struktira pravdepodobnosti
defaultu aktiva sa nazyva kreditnd krivka. Tento pojem bol zavedeny ako obdoba
vynosovej krivky. Tieto pravdepodobnosti jasne popisuji rizikovost’ jednotlivych aktiv,
a teda ndm poddvaju istd informdciu aj o kvalite zostaveného portfdlia.

Existuje viacero metéd pouZivanych na odhad pravdepodobnosti zlyhania firiem.
Jednou moznost'ou je vyuzit informdcie ratingovych agentir, ktoré pouzivaju vlastné
metédy na ohodnotenie kvality firmy. Viac informdcii o takomto pristupe je mozZné
ndjst v prici Christiana Bluhma [3]. Dalfou moZnostou je uréit’ implikované
pravdepodobnosti defaultu z volne pozorovatelnych trhovych dat danej firmy,
z trhovych cien finanénych néstrojov podliehajicich kreditnému riziku. Madan,
Konikov a Marinescu [21], ktori vychadzajic z urcitych predstdv o vSeobecnom tvare
distribucnej funkcie pravdepodobnosti defaultu kalibruji parametre tejto funkcie

pomocou dostupnych trhovych dat firmy.
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3.8.1 Kalibracia kreditnej krivky

Pre urcité zjednodusenie a Cistotu rieSenia vychddzam z tabulky defaultnych
pravdepodobnosti kalibrovanych podl'a ratingov (AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC,D).
Predpokladajme , Ze mame mnozinu ratingov R= {AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC,D},
kde AAA je najlepSia kreditnd kvalita, CCC je najhorSia a D oznacuje default. V praxi
sa zauzivalo a neskor to potvrdila rada Basel II ked priradil kazdému ratingu nejaky
interval pravdepodobnosti, ktory sliZi na prechod z ¢iselného do textového zobrazenia.

Tabulka 3.8.1 nam ukazuje toto priradenie.

Rating 1 ro¢na pravdepodobnost’ defaultu
AAA 0.01%

AA 0.02%

A 0.08%

BBB 0.36%

BB 1.55%

B 6.75%

CCC 29.35%

Tabul’ka 3.8.1 : kalibrovana 1-ro¢na pravdepodobnost’ pre jednotlivé ratingy zlyhania

cenného papiera

Nasim cielom je nakalibrovat’ kreditnd krivku pre kazdy rating z mnoziny R.
MoZeme to zapisat' t > p” =P[R+> Dv dase t], (t, t >0;Re {AAA, AA, A, BBB, BB,

B, CCC}) , kde R—D oznalujeme migriciu. Inak povedané p* je

pravdepodobnost’, Ze obligor s ratingom z mnoZziny R zlyha v Case t od dnes. Pre t=1 je

dand tabul’ka 3.8.1
Ratingové agentiry teda poskytuji jednoduchi moznost' odhadu kreditného rizika.
Avsak takyto odhad ma niekol’ko nevyhod:

e Statistiky, ktoré agentiry poskytuji sa tykaji najmi dlhopisov a si dostupné len

pre vel’ké spolocnosti
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e kreditné riziko spolo¢nosti zaradenych do rovnakej kategérie ratingu zavisi od
charakteru kazdej z nich, preto by pravdepodobnosti defaultu nemali byt tplne
rovnaké pre vSetky spolo€nosti s rovnakym ratingom

¢ informécie spojené s kreditnym rizikom sa menia v ¢ase. Si odvodené aj od
celkovej makroekonomickej situécie (napriklad vyvoja trokovych mier), a preto
odhad pravdepodobnosti ziskany z historickych ddajov pouZity v sucasnosti
nemusi byt spravny.

e (Casto sa stdva, Ze pozorovania jednotlivych agentir su rozdielne

Problémom ratingovych agentir pri historickych datach je, Ze si velmi
nepresné, nie je jasnd metodolégia ako si dita zbierané, ahlavne si velmi
vyhladzované. Z matematického hl'adiska majui este navyse nevyhodu, Ze su diskrétne.
Na odstranenie diskrétnosti a prechod do spojitého ¢asu pouZijeme zndmy Markovov
pristup. V praxi to pre nds znamend, Ze pouZijeme migracnd maticu Standard & Poor’s,
kde st uvedené ratingy a jednotlivé pravdepodobnosti, Ze produkt s ratingom napr.
AAA klesne na B a pod., takzvany migracny pristup.

Zacnime s jednoro¢nou migracnou maticou od Standard & Poor’s. Mdme nulovid
pravdepodobnost’, Ze rating AAA zlyhd. Predpokladajme, 7Ze mame stochastickd
migraéni maticu takd, e sddet riadkov je vzdy 1. Dalej znormalizujme riadky
migracnej matice od Standard & Poor’s. Ako vysledok dostaneme jednoro¢nt migra¢nu

maticu M=(my)) i, j=1,...8, ktord je v nasledujicej tabulke .

Initial Final rating

rating AAA AR A  BBB BB B CCC/C 1] NR
AAA gehs3 Y0 046 009 O0OQp8  0DO OpO 0DO0 0 315
AA go 8750 Y33 054 0D 010 op2 O 3,84
A og4 207 8721 53 039 016 003 0pe 467
BBB .01 017 39 8413 403 072 016 023 BRI
BB g2 005 021 532 74R2 715 078 100 9584
B goo 005 016 028 AHZ2 VY300 38R 457 1205

CCC/C 000 000 o024 036 102 NM74 4738 2589 1367

Tabul’ka 3.8.2 : Modifikovand S&P 1-rocna migracna matica kalibrovand na rating
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Time horizont

Rating
Y1 2 3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 9 Y10

AAA ooo oQopoo o0ps 0o 010 0417 024 03 041 045
AA 0,01 op4 003 o013 030 OM 04 0OB4 074 085
A oos 013 024 040 0BT 054 1,11 1,34 153 1,94
BBB 028 081 140 219 283 373 434 495 550 B0
BB 120 353 638 897 M2 1347 1525 1675 1816 1920
B 571 1249 1809 2237 28540 F77 W76 332 3254 3375

CCC/C J8H3 37E7 4352 4744 6085 AZ13 5339 64056 5556 G645

Tabulka 3.8.3 : S&P historické default dita pre obdobie 1 az 10 rokov pre kategdriu
dlhopisov

Dalej potrebujeme nasledujiicu vetu.

Veta: Ak migra¢nd matica M=(m;;j) i,j=1,...8 je striktne diagondlne dominantnd, teda
~ n M-I k

mij>% pre kazdé i , potom log - expanzia Q = Z:(—l)k+1 % (ne N) konverguje

k=1

k matici Q =(Gy)i jmrs 5 spiiajic nasledujice podmienky:

8
1. qu.j =0, pre vSetkyi=1,...,8

Jj=1

2. exp(é) =M.

Dékaz : Pre ndro¢nost’ a dizku dokazu odkazujeme Ccitatel'a na knihu Israel R.,
Rosenthal J. Wei J., :Finding Generator for Markov Chains via Empirical Transition

Matrices with Application to Credit Ratings, 245-265 (2001).

Poznamka 1: Poznamenajme, Ze generator spojittho Markovovho ret'azca je dany

takzvanou Q maticou Q =(g; ), ;s Spliiujicou tieto podmienky :

8
1) Zqij:O,pre vsetkyi=1,...,8;

=]
%) Oﬁ_qiigw,pre vSetkyi=1,...,8;

g, =0 " .. .
3) y ,pre vSetky 1,j = 1,...,8, kde i # j
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Veta: Nasledujtice dve tvrdenia st rovnocenné pre Qe R*™® :
a) Q splia podmienky 1 az 3 hore uvedenej pozndmky 1.
b) exp(tQ) je ndhodnd matica pre kazdy =0

Dékaz : Dokaz najde citatel’ v knihe NORIS, J.; Markov Chains: Cambridge Series in

Statistical and Probabilistic Mathematics; Cambridge University Press (1998) strana 23.

Posledné dve vety ndm otvarajui vel'mi elegantnd cestu, ako zostrojit’ kreditnu krivku,
ktora je v stlade s tabul’kou 3.8.1 . Na jej vypocet sme pouzili Matlab a dole je aj graf
s vysledkami. V pripade, ak niektory riadok matice Q nespliia sicet 0, pouZili sme

takzvany diagondlny t'ah a diagondlne hodnoty sme upravili tak, aby sucet riadkov bol

0. Dostali sme takto generujucu maticu Q =(q;), ., s - V podstate sme skon¢ili
amame hotové spojité kreditné krivky. Moézeme napisat, Ze sme ziskali
p& = (e )irrs » Kde i(R) oznaCuje transakénd maticu koreSpondujicu pre dany rating

R. V nasledujicom grafe je vidiet' vysledok po nakalibrovani z historickych dat od
Standard & Poor’s. Je vidiet' klasicky efekt, Ze pre AAA rating krivka rastie pomaly
a rychlost’ rastu sa ¢asom zvysuje. Pre ratingy ako je CCC je rychlost’ rastu zo zaciatku
vel’ka a potom postupne klesa az sa takmer zastavuje. Vysvetlenie je nasledujice. Ak je
firma dobrd, preZije kratke obdobie relativne l'ahko, ale s Casom sa jej stav mdze
zhorSovat’, a preto pravdepodobnost’ zlyhania rastie rychlejSie casom. Ak je firma v zlej
ekonomickej situdcii hned na zaCiatku apreZije urcite obdobie, potom je
pravdepodobnost’, Ze aj v budicnosti preZije, a preto pravdepodobnost’ rastie s Casom uz

pomalSie.
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Obrazok 3.8.4: Kalibrované spojité kreditné krivky pre (p\*),,. Kumulativne

pravdepodobnosti defaultu v Case pre jednotlivé ratingové triedy. x-os €as

v Stvrtrokoch.

Ak predpokladdme, Ze naSe kreditné krivky pre (p*’),,, sd spravne a teda ddvaju

ndm kumulativnu default pravdepodobnost’ pre akykol'vek rating R v Case [0,t], potom

je iba jedna cesta ako definovat’ default distribiciu pre R-ratovany cenny papier.

Veta: Pre dand kreditnd krivku_(p®),,, pre rating R, existuje jedine¢nd distribicia

default ¢asov pre cenny papier s ratingom R.

(R)
t

(R)

Doékaz: polozme F,(t)=(p,"),, pre t 20. Definujme ndhodnd premennd 7
s hodnotami v [0, e ) a distribu¢nou funkciou F'® takou, Ze
FEP () =Pt <t]=F,(t)= p™ . Napriklad. 7% =F~"',(X)s X ~U[0,1] . o

t

Na zdklade F'®(t) = P[z'® <t]=F,(t)= p'®, mdzeme hustotu pre distribu¢nd funkciu

t

casu defaultov pre cenny papier s ratingom R napisat’ ako
0= F ).
dt

Nasledujuici obrdzok ndm ukazuje distribucné funkcie pre kreditné krivky

R=(AAA,AAA)
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R
Obréizok 3.8.5 : Hustota pre kalibrované spojité kreditné krivky pre (p, )20, pre

R=(AAA, AA, A).
Dalej mdzeme vypoéitat’ Standardni odchylku a strednd hodnotu, alebo inak povedané
ocakdvanie pre default Cas pre jednotlivé ratingy z mnoziny R pre zostrojené kreditné
krivky.

=

E[tR]= I if . (1)dt a obdobne aj ofz"].

0

V nasledujicej tabul’ke porovnavame vypocitané hodnoty.

v rokoch | AAA AA A BBB BB B CCC
E 103 90 80 64 43 25 12
o 69 68 66 64 56 43 31
o/E 67% 75% 83% 99% 128% 174% 266%

Tabulka 3.8.1 : Stredné hodnoty/ zlyhania uvedené v rokoch pre jednotlivé ratingy
a ich Standardnd odchylka.
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Ako je vidiet' v uvedenej tabulke odvodenej z naSich kriviek, napriklad pre
rating AAA ocakdvame zlyhanie aZ po 103 rokoch pre rating B uz po 25 a pre CCC po
12 rokoch. AvSak ak sa pozrieme sti€asne aj na O, tak vidime , Ze pre CCC je to po 12
rokoch , ale s volatilitou 31 rokov, a pre AA 90 rokov ale s 0 68 rokov. Z toho vidiet’,
Ze je vel'mi skresl'ujice pozerat’ sa len na ocakdvany Cas zlyhania. Musime pozerat aj
na 0 nasho ocCakdvania. Preto v tabul’ke je pridany eSte jeden riadok a to podiel o /E,
kde modzeme vidiet viac suvislosti. Pri tomto pomere vidime, Ze pre ratingy
investicnych stupiiov od AAA po BBB je tento pomer pod 100% a pre neinvesti¢né
stupne je to nad 100%. Prave sa to ldme na ratingu BBB, €o je v skutocnosti posledny
investicny rating a prvy neinvesticny. MoZeme ubezpecit’ Citatel’a , Ze to nie je nahoda.
Prave na zdklade takychto analyz sa rozdelili ratingy do dvoch skupin. Na investicné
a neinvesticné alebo rizikové. Jeden z doévodov je aj to, Ze pri tychto neinvesticnych
ratingoch su naSe o€akdvania menSie ako ich samotnd volatilita. Teda uvedeny pomer

je daleko nad 100%.

Sumaérne teda mozeme povedat, Ze rating CCC podla naSich ofakdvani prezije
12 rokov avsak s pravdepodobnost’ viac ako 30% nepreZije ani jeden rok. Pripomeiime
si, Ze naSe kreditné krivky sme dostali z historickych dét a teda su to trhové déta. Preto
kazdé zlyhanie ratingu AAA vyvola na trhu vel'mi vel'kd vinu Spekulécii a negativnych
reakcii, ked’Ze vsetci investori o¢akdvaji od ratingu AAA Cas prezitia aZz na drovni

okolo 40 rokov.

49



3.9 Hazard rate funkcia.

Teraz sa eSte stru¢ne obozndmime s pojmom funkcia hazard rate a budeme

hovorit’ o pravdepodobnosti zlyhania v Case.

Uvazujme pravdepodobnostny priestor (Q,.7,P) s filtrdciou (%) s
sivisiacou s Casom 7 kedy nastane zlyhanie. Oznacme distribuénd funkciu casu
zlyhania F (t)=P(7<t) a prislusnd funkciu hustoty f(¢).

Model predpokladd, Ze zlyhanie moze nastat’ v kazdom case, a preto je potrebné
poznat’ nielen pravdepodobnost’ zlyhania v Case splatnosti, ale potrebujeme poznat’ Cas
vyskytu zlyhania. Pravdepodobnost’ vyskytu zlyhania v ¢asovom intervale [ 7,7+ At ] je

h(t)At+ o(Ar)
o(At) je nepatrny ¢as vzhl'adom k Az .

Pravdepodobnosti preZitia je pravdepodobnost, Ze kreditna udalost’ nenastane v
intervale [#,1+ At ]
1-[h(t)At + o(A1)]
Dalej predpokladdme, Ze vyskyt zlyhania v danom &asovom intervale nezavisi
od minulosti a teda pravdepodobnosti vyskytu v disjunktnych intervaloch si nezavislé.
Interval rozdelime na n Gasti dizky Ar a pravdepodobnost’ vyskytu udalosti na intervale

[0; #] vyjadrime pomocou pravdepodobnosti udalosti na intervaloch

[0; 1), [t1; 2);... ) [ta-1:t] ; tk=k At

Pouzitim aproximdcie /n(1 + x) ~ x pre x blizke 0 dostdvame
In[10- h(t)AD) =Y In(1=h(t,)AD) ==Y h(t,)At + o(At)
k=1 k=1 k=1
pre malé Ar — 0 plati

lnf[(l—h(tk)At) = Zn:ln(l—h(tk)At) N —jh(s)ds
=1 k=1 0

to znamenad, Ze pre pravdepodobnost’ prezitia na intervale [0; 7] je

exp(—j. h(s)ds).
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Definicia : Hazard rate funkciu h(t) definujeme nasledovne:

h(t) = imP(r<z<t+Atlz>1),

kde P(t<7<t+Arlt>1t) vyjadruje pravdepodobnost, Ze zlyhanie sa vyskytne

v Casovom intervale (t, t+ At) , za predpokladu, Ze dana firma preZije do Casu .

Ak sa pozrieme na rovnicu podrobnejsie, vidime, Ze

P(t<t<t+Ar, 7>1) rwf(“)d“
h(r) = lim = limft_

t
At—0 P(T>l) At—0 J't‘x’f(u)du

_ f) _ 5F@) _ 9
TTE0 er) T arcel=rO)

Riesenim tejto diferencidlnej rovnice dostivame vztahy medzi distribu¢nou funkciou,

hustotou a hazard rate funkciou:

F(t) = l—exp[—jh(u)du}

f(r) = h(t)exp(—j.h(u)duj.

Ak oznadime funkciu preZitia (survival) S(t)=1—F (1) =P(7>1) dostaneme:
t
S(r)= exp(—jh(u)duj
0

ateda F(1) = l—exp(—jh(u)duJ:I—S(t).
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Kapitola 4

Jednofaktorové modely a korelacia

V tejto kapitole si predstavime triedu jednofaktorovych modelov. Dalej sa hlavne
budeme zaoberat’ koreldciou aktiv a koreldciou zlyhani. Aky je vplyv medzi tymito
koreldciami a dajui sa merat’? Na tito otdzku sa pokusime odpovedat’ s vyuZitim metod
matematickej Statistiky. Predstavime si jednotlivé spdsoby ako merat’ koreldciu na trhu
aco je to implikovand koreldcia iTraxu. Taktiez si ukdZeme ako prispieva
diverzifikdcia aktiv v portféliu CDO k zniZeniu poctu defaultov-zlyhani firiem.

Porovndme koreléciu akcif firiem v jednotlivych sektoroch v indexe S&P 500 .

4.1 Jednofaktorovy model

Jeden z pristupov ako ocenovat kreditné riziko je skupina modelov zaoberajica
sa zmenou trhovej hodnoty firmy. Je to klasicky Mertonovsky pristup. Ak napriklad
trhova hodnota aktiv firmy klesne pod celkovu jej zadlZenost’, potom hodnota akcif tejto
firmy je blizka nule, a modzeme hovorit' o bankrote. Su to tzv. trigger modely. Ak
chceme modelovat’ kreditné udalosti firiem, musime najprv modelovat’ vyvoj ich aktiv.
Definujme si najprv hranicu zlyhania 8. Ak znormujeme vynos aktiv firmy, potom
pravdepodobnost’ zlyhania za pomoci hranice zlyhania mdZe byt jednoducho zapisana v
tvare :

P(Zi Sﬁi)zN(Bi)z pi,def

-
0, =N P deof”

kde Z; je normalizovand ndvratnost’ aktiv firmy ia p;.s je jej pravdepodobnost
zlyhania. Poznamenajme, Ze predpoklady normality tu nie su aZz také silné, akoby sa

mohlo na prvy pohl'ad zdat. Dalej zadefinujeme normalizovani névratnost’ trhu Z,, .
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Kazdé aktivum obchodované na jednotnom trhu je korelované s trhovou navratnostou

cez svoju prepojenost na trh cez trhovy faktor. Vo vSeobecnosti tito myslienku

Z.=pZ +1-p°e,
l l m l l

kde € a Z, je z rozdelenia N(0,1), a Zy, , €; a € st nezdvislé pre i = j.

modzeme vyjadrit’ v tvare :

Z a g reprezentuju systematické riziko respektive idiosynkratické riziko. p; kontroluje
velkost' systematického rizika. Ak p=1, obligor i je vystaveny len systematickému
riziku, a v opa¢nom extréme, ak p=0, obligor ma iba idiosynkratické riziko.
Pre dané p; a trhovu realizdciu Z,, méZeme vypocitat’ podmienend pravdepodobnost’
zlyhania ako :

P(i,def/Zm) = P(Zi < 6i/Zm)

= P(pZm ++1-p% i < i)
0i— pZm 0i— pZm

J1-p7 J1-p°

Z rovnice vyplyva, ze ak p>0 , potom pravdepodobnost’ zlyhania sa zmenSuje

=P(ei < = N( )

ak sa Z,, zvicSuje a obratene. Model tieZ predpoklada , Ze pre dané Z,,, je pre jednotlivé
firmy ich ndavratnost podmienene nezavisld. Ak vSetky firmy maji rovnakud
pravdepodobnost’ zlyhania pre dané Zy,, potom pocet zlyhani v portféliu sa redukuje na
binomické rozdelenie. Prave tento predpoklad vo svojich modeloch pouZila agentira
Moodys a vybudovala komplexny model ocenovania CDO pomocou binomického
rozdelenia. Bohuzial trh si tento model neosvojil prave pre predpoklad, Ze firmy maju
rovnaki pravdepodobnost’ zlyhania.

Modelovanie CDO je vel'mi zdvislé na vyvoji aktiv pocas Zivota jednotlivych
firiem, a nielen na kumulativnych zlyhaniach pri splatnosti. Preto je doleZité tito
citlivost na zlyhanie na zaciatku obdobia alebo na konci, podchytit v modelovani. Je
tiez dolezité podchytit’ koreldciu zlyhani v ¢ase. Tak napriklad, ak sa firme dari dobre
v prvom casovom obdobi , model by mal pravdepodobnost zlyhania tejto firmy
v d’alSom Casovom okamihu zlepsit. To sa dosahuje v praxi pomocou transakénych
matic.

Pripomeiime si , Ze

Z.=p.7Z + }l-p_2 £,
l I m l 1
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“ Ly -1 . . ..
Dalej m6Zeme napisat’, Ze brx =N (pirx) > kde R.X je rating aktiva i.

Pre dané p; a Z,,, potom mdZeme vypocitat podmienenu pravdepodobnost’ zlyhania
ako:

PG,R XIZm) = P(Zi < 9i,R XIZ )

m
— N(ei,RAX B piZm
v 1- pi2
Z ¢oho mdzeme vypocitat’ tieZ podmienent transakénu maticu:

ei,RAX - piZm 0i,RA(X—1) - piZm

)

P(, pre rating XIZ_) = N( )—N( )
" \/ 1- pi2 \/ 1- piz
kde, rating (X-1) je nasledujica ratingova trieda prislichajica X.
Ba Baa
B N\
¢ Aa
D Aaa

Obrazok 4.1 : Rozdelenie grafu hustoty ratingovym kategdéridm
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4.2. Korelacia hodnoty aktiv.

V tomto type modelov je jeden z hlavnych faktorov urcenie koreldcie hodnoty
aktiv, ktord ndm definuje volatilitu defaultov portfélia. NajcitlivejSia na tento parameter
je vzdy equity tranza. Je vela pristupov, ako tento parameter urcit. Jeden z nich je
historické vypocitanie sektorovej ( industry) koreldcie zlyhania. Alternativne je moZné
pozriet’ sa na historicky vyvoj akciovych trhov. Tento pristup je v praxi Casto pouZivany
pre firmy, ktoré maju nizky trhovy pomer ku kapitélu, pretoZe cena ich akcii a hodnota
aktiv budi vel'mi korelované. Existuje taktieZ moZnost’ pouZit’ parametre odporucané

ratingovymi agentirami, ktoré su vypocitané z ich pozorovani.

18%
16% R Bt e
14% . a R e Tt B
129% | A1 e

10% + 44+ A% A= |- = - e e o

Probability

gep 1| ..' / | \_ : e
B%
LT | | e B B

T
S - i3S = S - .

0% 3% B% 9% 12% 15% 18% 21% 24% 27%
Portfolio Loss

205 ] !

0%

[0 =02 ——04 05 =035]

Obrazok 4.2 : Zavislost hustoty pravdepodobnosti zlyhania od velkosti korelacie

zlyhania portfdlia. Rast korelacie z 0% po 80%.

Z obrazka 4.2 je vidiet' ako vplyva velkost’ koreldcie na hustotu rozloZenia strat.
Korelaciu v modelovom priklade sme menili od 0% po 80% s velkostou skoku 20%.
Z obrazka je zrejmé, Ze najvicsia citlivost’ sa odohrdva na chvoste hustoty a v Spicke
hustoty. V praxi to znamend, Ze equity tranZa bude menej Casto zasiahnutd celd pri
vysokej koreldcii a senior tranZa bude CastejSie zasiahnutd maliCkou stratou, aj pri
vicSom chvoste. Naopak pri nizkych hodnotich koreldcie strednd hodnota hustoty sa
posunie k niz§im hodnotdm a teda equity tranZa bude horSie ocenend. Chvost padne

dole a teda senior tranza ziska na pritazlivosti.
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4.3. Korelacia zlyhania / defaultu.
Dalsi krok je odvodit’ koreldciu zlyhania z koreldcie hodnoty aktiv. Pre dani
koreldciu hodnoty aktiv medzi firmami i a j, p;;, za predpokladu normélnosti rozloZenia

vynosov, implikovand koreldcia zlyhania je

D@O.0.0 )—pp.
Corr(idef’jdef):\/((l J pz,}) pzpj
pi

—pp,—p2)
kde ®je kumulativna funkcia hustoty Standardného normélneho rozdelenia, p je
pravdepodobnost’ zlyhania a 0 je hranica prislichajica k zlyhaniu.

Takyto pristup vSak nezachytiva diverzifikacny efekt portfélia. Ndéstroj na

odstranenie tohto defektu je multi faktorovy model zachytdvajici systematické riziko.

A) Najprv si zadefinujme multi faktorovy model pre kazdy sektor k,
Z, =p.Z, +1-p.> €, kde pje koreldcia vynosov pre k-ty sektor a trh, a g
je systematické riziko pre k-ty sektor. Pre kazdu firmu mame:

Zi=a+) pk)-Z, +r €=

2
:a+|:zpi(k).pk:|zm +Zpi(k)'\/1_pk2 & +\/1_|:Zpi(k)'pki| _zpi(k)z(l_pkz) "€

kde pi(k) je korelacia vynosov medzi firmou i a sektorom & .
r; sme vybrali tak, aby volatilita Zi ostala rovnd 1. Potom koreldcia vynosov medzi i a j

firmami mdZe byt odvodena ako :

Var(Z,+Z;)-Var(Z,)-Var(Z,) _

. =corr(Z.,2.)=

Vaqu(pi(k)+pj(k))pk}Zm + Y (p,(k)+p, (k) =p% ¢ +,igi+,jng_2
2

{Z(p,-(k)w,-(k))pk} +Z(p,-(k>+p,.(k>>2-(1—pk2)+1—{2p,<k)-pk} —Zp,-(k)zu—phﬂ{zm(k)-pk} 2Pk 1=p)=2

2

=[Zpi<k)pkHZp, (k)pk}Zp,- (k)p,(k)-(1=p>)

d’alej predpokladam, Ze p,(k)=p ak firma i je z k sektora a 0 inak.
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Potom p;; =,0'2/0k2 +p2( I-/Ok2 )= p2 ,ak i aj su z rovnakého sektora k
ap; j=p2 PP, ak st z rdznych sektorov.

B) Pre firmu i, ktord ma pravdepodobnost’ zlyhania p; a recovery r;
ocakavana strata je p;N;(1-r;), kde N; je hodnota nomindlu.
Rozptyl strit je si=p; (1-pi)(Ni(1-r;))

Pre portfdlio firiem o¢akdvana strata je 2 p;Ni(1-r;), a rozptyl

ef def sl

d
1 P12
de
P2y ! 1
Var(PorzfolioLoss):[s1 e s,,]~

pl,n

P’ . N 1 5,
V nasledujicom grafe mozeme vidiet' efekt diverzifikdcie portfélia na vynosnost’
portfélia v priemere. Zacali sme so 100 firmami vloZzenymi do jedného sektora /

industry. Postupne ako sme priddvali pocet sektorov, priemerna koreldcia portfélia sa

znizila takmer tplne. Napokon sa ustalila pri hodnote sektorov 20.
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Obréazok 4.3.1 : Zavislost’ priemernej koreldcie portfélia od poctu sektorov.

Uz z obrazka je vidiet', Ze diverzifikdcia je vel'mi dolezity fakt portflia. Je vel'mi dolezité
to podchytit’ cez koreldciu. V praxi sa osvedcil pristup S&P agentiry: mat’ dve rézne
korelacie. Jedna medzi sektormi spravidla nizSia 12% a jedna v ramci jedného sektora

vyssia 30%. Tieto hodnoty vychadzaju z ich pozorovani finan¢nych trhov.
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Obrazok 4.3.2 : Koreldcia medzi akciami 24 sektorov, ktoré rozliSuje Moodys.

Na obréizku je vidiet' koreldciu na akciovom trhu medzi jednotlivymi sektormi. Zlty
boxplot v pozadi ako koreldcia trhu avridmci jedného sektora modré boxploty v
popredi. Napravo je hodnota n, ktord znamend pocet sledovanych akcii v danom

sektore.

Pri generovani jednofaktorového modela poloZime ndhodné premenné x,

x, =p;M+\1-p’ Z,,
i=12,... ,N, kde M a Z; st nezdvislé ndhodné premenné so strednou hodnotou
rovnou nule a varianciou rovnou jedna a koeficienty o, su zintervalu [O,l). Potom
x, =p,M +\/1-p’ Z, definuje korelaénd $truktiru medzi x; indukovand linedrnou

zdvislostou premennych x; na jednom spolo¢nom trhovom faktore M. Koreldcia

premennych x; a x;, i # j, je rovnd p;p;. Sustavu, ktord sme vytvorili, ma korelacnd
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maticu, ktord moZeme zapisat' ako pp’, kde p=(p,.... .py) , pricom matica R je
silno diagondlna diag(R):=1 , R=pp". Ozna¢me Q, kumulativnu distribuénd
funkciu ndhodnej premennej x; a F, kumulativhu distribu¢ni funkciu 7;. Dalej

ozna¢me H, ako kumulativnu distribuénd funkciu ndhodnej premennej Z..

1 1

Z rovnice x, = p; M + \/1— p? Z, vyplyva, podmienenost’ trhového faktora M

P(x;<xIM) = H, M .
VI-p
Predpokladdme d’alej, Ze realizdcie x;, =x a 7, =t sd previazané t=F, ' (Qi (x))
Ak aj x=0;'(F.(t)), potom Q,(x) =F,(t), teda P(x, <x) =P(z,<t),

ateda:

P(r;<tIM) = H{

o' [F(1)]-pM
J1-p;
Ak ozna¢ime S, (7| M) podmienend pravdepodobnost, funkciu preZitia, 7e i-ta firma

prezije do ¢asu maturity 7, dostaneme

S(TIM) = l—Hi(

0'[F(T)]-pM
o)
Zatial’ sme nepovedali, aké pravdepodobnostné rozdelenie maji ndhodné premenné M a
Z,. Volbou rozdeleni tychto premennych definujeme totiZ copula funkciu a teda aj
jeden z hlavnych parametrov modelu.

Ak predpokladdme, Ze trhovy faktor M a rovnako Z; maji normované normdlne
rozdelenie, tak aj vSetky x; maji normované normdlne rozdelenie a dostdvame model

zaloZeny na Gaussovej jednofaktorovej copule. Potom funkcia prezitia pre nas model

mé podobu

S(TIM) = 1—@(

o[ F (T)]—piMJ
Vi-p] ’

kde @ je distribuéni funkciu normovaného normélneho rozdelenia a @' je jej

inverznd funkcia. OznaCme si teraz 7Z'T(k) pravdepodobnost’, Ze v portféliu nastane

préve k zlyhani do €asu maturity 7 a 7 (k| M) pravdepodobnost’ vyskytu préve k -
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zlyhani na trhu M. Plati, Ze premenné Xx;, arovnako Casy zlyhani 7;, su nezavislé

ndhodné premenné.

Podl’a vzorca pre tplni pravdepodobnost’ mdZeme pravdepodobnost’ 7, (k), Ze

nastane préve k -zlyhani do ¢asu 7, vypocitat’ integrovanim 7, (k1M ) cez rozdelenie

faktora M, teda

kde g(m) je hustota rozdelenia faktora M.

Pripominame, Ze pre nami uvaZzovany model je funkcia g hustota normovaného

normélneho rozdelenia (v pripade Gaussovej copuly).
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Obrézok 4.3.3 : Priemerna medzi sektorové korel4cia firiem z roznych pérov sektorov.

Medzi sektorovad koreldcia: kazda hodnota predstavuje priemer zm x n korelatnych

koeficientov medzi m firmami jedného sektora a n firmami druhého sektora.
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Kapitola S

Ocenovanie CDO pomocou simulacii Monte

Carlo

Ako sme sa uz zmienili , modely oceniovania CDO pouzivajice simuldcie Monte Carlo
st ,v porovnani s inymi modelmi, jednoduchsie a prehladnejSie. AvSak ich vypoctova
narocnost’ je vel'kd. Jasnou nevyhodou tohto pristupu je dlhy procesny Cas potrebny na
vypocCty sudvisiace s velkym poctom simulédcii. Vel'ky pocet simulacii je potrebny na
dosiahnutie Statistickej presnosti. Teraz popiSeme model, ktorym budeme generovat’
Casy zlyhani pre portfélio aktiv. Predstavime alternativy, ktoré sa liSia volbou

parametrov, napriklad copula funkcie.

5.1 Simulacia Monte Carlo

Tato simulacnd metdda je ur€end na imitovanie redlneho systému. Hlavnym
cielom simulécie je pochopenie vniitornych vzt'ahov v systéme korelacii aktiv. Vyuziva
sa v situdcidch, ked iné analyzy si matematicky priliS§ ndrocné, ked’ neexistuje
analytické rieSenie.

Pri simuldcidch sa hodnoty ndhodnych premennych imituji vygenerovanim
vel'kého poctu realizacii danej ndhodnej premennej. Takto ziskané hodnoty o spravani
sa portfdlia, sa d’alej Statisticky spracovavaju. Tento postup ma svoju odvoditelnost’ v
zakonoch velkych ¢isel.

Kvdli chvostovej zdvislosti, ktord sme spominali v kapitole 3 pouZijeme
Gaussovu copulu, o ktorej sme sa zmienili tieZ v kapitole 3.

Oznacenie, ktoré budeme d’alej pouZzivat’

- RR; je hodnota recovery rate i-teho aktiva,
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- T je splatnost’ kontraktu merand v rokoch,

- 7, je Cas zlyhania i-teho aktiva,

- n je pocet aktiv uvazovaného portfélia,

- N, je nomindlna hodnota i-teho aktiva,

- R je korela¢na matica pravdepodobnosti zlyhania aktiv portfdlia,
- D; (t) pravdepodobnost’ zlyhania i-tej firmy,

Postup vypoctov predkladaného modelu rozdelime na pét’ Casti:

A. Priprava vstupnych adajov

Vypocet korelacnej matice R nebudeme v tejto praci podrobne rozoberat,

pretoZe obsahom a velkostou témy je to na d’alSiu pracu. Pravdepodobnost’ zlyhania
D; (t) pomocou hazard rate funkcie z historickych dit sme popisali v predchadzajice;j
kapitole. Tieto vypocty nebudeme na tomto mieste opit’ rozoberat’, preto ich sihrnne
oznacime ako pripravu vstupnych udajov. Hodnoty R a p; (t) sme urcili z trhovych dat.

V dalSom kroku si dopredu vypocitame Choleského rozklad A korela¢nej matice

R, t.j. dolnt trojuholnikovi maticu A takd, Ze R = AAT.

Choleského dekompozicia (Choleského rozklad) je metéda rozloZenia
symetrickej pozitivne definitnej Stvorcovej matice A na sucin dolnej a hornej
trojuholnikovej matice, pricom jedna trojuholnikovd matica je transponovand matica

druhej. V d’alSom kroku uvidime, naco nam bude tento rozklad uzito¢ny.

Pre kazdd simuldciu k£ budeme teraz opakovat’ nasledujice kroky B, C a D.

B. Generovanie realizacie N-rozmerného vektora
korelovanych nahodnych premennych

Nasa alternativa bude urend volbou Gaussovej copuly, pre ktord sme sa na
zaciatku rozhodli kvdli chvostovej zavislosti. V tomto kroku uvadzame, ako postupovat’
pri generovani realizdcie vektora korelovanych premennych s vlastnostami

pozadovanymi pri vol'be Gaussovej copuly s korelacnou maticou R .
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a) Gaussova copula
1) nahodne generujeme konkrétne hodnoty Z =(z1,z2,... » 2y )T N-rozmerného
vektora nekorelovanych ndhodnych premennych z normovaného normalneho
rozdelenia, Z ~ A" (0,1).

2) vypocitame x:=AZ, kde A je Choleského rozklad korelacnej matice R,

vytvorime poZadovany vektor s korelovanymi zloZkami.

Veta: Plati, Zze ak mame vektor nekorelovanych ndhodnych premennych
Z~N (0,1), moZzeme z neho vytvorit' vektor x korelovanych ndhodnych
premennych s korelaénou maticou R pomocou Choleského dekompozicie

A matice R tak, Ze polozime X = Az

Dokaz:
Mame E[xx' | = R = B[ Az(Az)' | = B[Az2’A"] = AB[22 |A7,
a ked’Ze Z je vektor nekorelovanych ndhodnych premennych, teda vieme, Ze
E[ZZ T] =1, , dostdvame z predoslej rovnice: R=AA" Teda A je skutocne

dolnd trojuholnikovd matica s kladnymi prvkami na diagondle, ktord

predstavuje Choleského rozklad matice R. o

3) Zmetime vektor x na vektor u korelovanych nahodnych premennych

rozloZenych na intervale [0,1] tak, Ze poloZime u:= (CID(xl),... D (xy )) , kde

®(x) je distribuénd funkcia normovaného normélneho rozdelenia.

Takto definujeme Gaussovu copula funkciu u ~ CZ*** .

b) ukdZme si aj alternativny pristup pri vybere Studentovej t copula
1)  vygenerujme  z=(z.%,... .2,) ~N(0,1)  n-rozmemného  vektora
nekorelovanych  ndhodnych premennych znormovaného normdlneho
rozdelenia; z ~ N (0,1)

2) polozme x:=Az, kde A je opit’ Choleského rozklad korelacnej matice R, ¢im

vytvorime poZadovany vektor s korelovanymi zloZkami
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3) vygenerujme ndhodnd premennd s~ y.rozdelenia s ¥ stupfiami volnosti,

ktoréd je nezavislad

4) vytvorme vektor s 0 stupfiami volnosti y:=x,/¥ korelovanych nihodnych

premennych zo Studentovho t rozdelenia

5) zmenme vektor y na vektor u ndhodnych korelovanych premennych
rozloZenych na intervale [0,1] tak, Ze poloZime u:= (tv (3,)seee ot (yN)) , kde

t, ( y) je distribu¢na funkcia s v stupfiami volnosti Studentovho t rozdelenia

Takto definujeme Studentovu copula funkciu u ~ lefll’)d‘)m

C. Vypocet ¢asov zlyhania jednotlivych aktiv.

Pre kazdé aktivum i, i =1,... ,n, uvazujme ndhodnd premennd N, (t) tak, ako

sme to uz popisali v predchddzajucej kapitole . Pre survival funkciu S; Casu zlyhania i-

teho aktiva sme v predchddzajicej kapitole odvodil vztah S, (z) =exp (—J.Ot h (u) du).
V tomto kroku spravime nasledovné:
t
i) Pre kazdé aktivum i zadefinujeme %, (7) = InS,;(¢) = —IO h(s)ds.
ii) Cas zlyhania jednotlivych aktiv, pouZijic zlozky vektora u = (ul,... ,uN) mozZeme
urcit’ ako 7; = inf{t >0: 7(1)<In ui} .

Dokonca ak polozime 7, := inf {t >0: % (f)=In ui} , dd sa ukdzat, Ze takto
zadefinované Casy zlyhania 7, a 7, majui rovnaké pravdepodobnostné rozdelenie.
Simulované €asy zlyhania jednotlivych aktiv teda definujeme nasledovne:

7= inf{t>0: y,(t) =Inu,}.
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D. Vypocet strat portfolia apremennych v rovnici
ocenovania CDO.

Ako néhle sa v k-tej simuldcii vypoéita vektor 7* &asov zlyhania aktiv portfélia,
pravdepodobnostné rozdelenie poctu zlyhani, vypocet strat tranzi pri oceiovani CDO je
uZ jednoduché. Ako sme uZ pisali , zaujimaji nds predovSetkym straty v portféliu
a pravdepodobnosti poc¢tu zlyhani. Odvodenie rovnice pre vypocet tychto prémii a jej
pouzitie pri metédach vyuZivajicich simuldcie Monte Carlo je podrobne popisané
v praci Galiani S. (2003): Copula Functions and their Application in Pricing and Risk
Managing Multiname Credit Derivative Products, working paper, Department of

Mathematics, King's College, London .

V tomto kroku, na zédklade konkrétnej realizécie 7~ ke{l,...ne N} spravime
nasledovné:
1) Z 7% n-rozmerného vektora vyberieme vektor Tt :(Tﬁl,rﬁz,... ,rllj k) pricom
I

rf,l_ <T ‘v’pie{l,Z,... ,n}, i=12,... ,rk <n, kde p;si indexy aktiv, ktoré
zlyhaju pred splatnostou kontraktu 7.

Vytvorime pomocny vektor d* = (dlk,de,. .. ,d,’f ) , kde dik =1

o)l ak 7 <T
AT 0 ak of>T

{T,<T}’

Teda do vektora dik priradime pre i-té aktivum O ak preZije v k simulédcii a 1 ak

zlyhd do casu T teda do splatnosti. Ak zlyhd po splatnosti CDO, to nds uz

nezaujima, ked’ze cely cashflow je uz ukonceny.

2) Celkovu stratu portfdlia v k-tej simuldcii Loss* (T)

vypocitame pomocou vztahu

Loss* (T) = Y (1-RR;)N;q} , kde Ni je nomindlna hodnota i-t¢ho cenného papiera

i=1

RR; je zostatkovd (recovery rate) hodnota v pripade zlyhania i-t€ého cenného papiera

2) V poslednej fidze si vypocitame vSetky ukazovatele a Statistiky, ktoré nds

zaujimaju z rozdelenia strit ako je VaR, PV, DAS, IRR, rating, a podobne.
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E. Finalny vypocet o¢akavanych strat a prémii.

Body B, C a D opakujeme pre kazdu simuldciu k a ulozime si hodnoty ¥, d*,
Loss* (T) v pomocnych premennych.

KedZ7e sa jednd onevychyleny odhad v poslednom kroku aritmetickym
priemerom tychto Statistik ziskame celkovil ocakdvanu stratu portfdlia (W(T)). Pri
nevychylenych odhadoch je ofakdvand strata rovna aritmetickému priemeru. TaktieZ
ocakdvany pocet zlyhani (W ), rozdelenie pravdepodobnosti poctu zlyhani a d’alSie

veli¢iny, ktoré Statisticky vyhodnocujeme. TaktieZ premenné, pomocou ktorych
vypocitame prémie jednotlivych tranzi CDO ako DAS.

Pomocou idealizovanych pravdepodobnosti dokdzeme pridelit na zdklade
velkosti oCakdvanej straty rating a tak porovnat’, ¢i rating pre dand tranZu od ratingovej
agentdry koreSponduje s o€akdvanou stratou alebo nie. V neposlednom rade aj vysledky

IC/OC testov o ktorych sa budeme eSte viac bavit’ neskor.
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Kapitola 6

Kalibracia modelu na trhové data

Ukazali sme aky matematicky pristup pouZijeme na ocefiovanie CDO. Teraz ukdZeme,
ako na$ model nakalibrovat’ na trhové data a vypocitame cenu jedného redlneho
produktu. Neskor porovname vypocitanui cenu s trhovou cenou a pokisime sa prist’ na

pri¢inu rozdielov a teda zhodnotit’ predloZzeny model.

6.1 Ocenovanie

Ako sme v prici uviedli, pomocou copula metodolégie vieme vyuZitim néstroja
Monte Carlo vypocitat’ ¢as zlyhania jednotlivych aktiv diverzifikovaného portfélia
CDO. Ak uz mame vypocitané Casy zlyhania, potom uz vieme jednoducho vypocitat’ aj
ocakdvant stratu na jednotlivych tranziach ( expected loss). Pomocou tejto straty vieme
potom nasledne urCit’ DAS, teda default adjusted spread: Pomocou DAS, moéZeme
vypocitat’ sicasnd hodnotu transakcie, teda PV. Takto jednoducho vieme ocenit’ kazdd
transakciu. Avsak je tu jeden problém. A to otdzka, ako ocenit’ danu transakciu na
aktudlny trh. V postupe, ktory sme opisali v praci sme pouzivali tabulky histérie zlyhani
od ratingovych agentdr. Taktiez sme si zvolili fixne dani koreldciu, a ako vstupny
parameter naSej analyzy sme pouZili predpoklad o recovery rate a spread, ktory nasa
tranZa vynasa.
Ako vsak ocenit’ aktudlne trhové riziko ? Da sa vobec ocenit’ aktudlna pravdepodobnost’
zlyhania, recovery rate ¢i korelacia, ked’ pozorovani zlyhani je tak malo ?

Odpoved’ je, ano. Ciel'om je nakalibrovat’ model tak, aby vstupné data, ktoré
pouzijeme obsahovali v sebe informiciu o aktudlnom oceneni rizika zlyhania, ci

aktudlnej trhovej korel4cie.
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6.2 Definicia prikladu

Predpokladajme, Ze mame za dlohu ocenit’ americké CLO Navigator. CLO vzniklo
v roku 2004 ako potreba sekuritizdcie banky BNP Pariba Pariz. Ako kolaterdl managera
si vybrala Antares Asset Management Inc. Zaciatkom roka banka vytvorila SPV s
ndzvom Navigator a presunula don aktiva, dvery firiem zo svojej bilancie v celkovom
objeme 476m EUR. Aby mohla vyfinancovat’ tento presun SPV Navigator emitoval
v rovnakom objeme pasiva, ktoré rozdelil do 6smych rizikovych skupin. Teda vznikla
vybilancovana stivaha o velkosti 476m EUR. Ked sa pozrieme viac na stranu aktiv,
teda na diverzifikované portfélio iverov, tak mdZeme povedat”:
e Pocet tiverov, ktoré boli presunuté bol 460
® Priemerna splatnost’ do splatnosti celého portfélia bola 6,3 roka
¢ Priemerna marza na uveroch bola 2,84%
¢ Priemerny rating celého portfélia vypocitany pomocou idealizovanych
pravdepodobnosti bol B3. Prislichajica priemerna pravdepodobnost’ zlyhania
portfolia bola 29%
e Portfdlio sa spravalo ako keby bolo tvorené len 20 nezavislymi entitami, teda od
jednej firmy tam bolo aj viacero uverov a zdroven firmy boli vzjomne
poprepéjané

Na dalsich obrazkoch mdzeme vidiet’ niektoré Statistiky portfélia.

o
S ] —
_ Ba3(5.9%)
o~ B2 (40%) _
e {
|" _ Ba2(2.8%)
- 83150 6%
Caa3 (1.1%)
I\ I~ Caa2 (1%)
\ |
Caal (8.6%)
- 4
(=1
— _Ir_/_/
B3 (24.1%)
o __________-ZIJ ﬂ.:.
o
Aaa Azl Aa2 Aad A1 A2 A3 Baal Baa2? Baal Bal Ba2 Ba3 B1 B2 B3 Caal Caa2 Caa3d

Obrizok 6.2.1 : Rozdelenie ratingov portfélia podla objemu &ierny stipec/ podla

pocetnosti Sedy stipec.
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Obrazok 6.2.2 : Zavislost marZe na tiveroch od ratingu, preloZené linearnou krivkou.

‘ Building and Real Estate

P%rsonal, Food and Miscellaneous Services

P}inting, Publishing and Broadcasting

Home and Office Fur|~1ishings, Housewares, and Durable Consumer Produc

‘ Retail Stores

Leisure, Amusement, Entertainment

PERSCNAL & NONDURABLE CONSUI\hER PROJECTS

Diversified/Conglomerate Sel*lice

Healthcare, Education and Childcare

Diversified/Conglomerate Manufacturing ‘

T T T T 1
2 4 6 8 10

Percent

Obrazok 6.2.3 : Najvicsie koncentrdcie v sektoroch.

Uz z doterajSich informdcii vidime, Ze portfélio aktiv je vel'mi granuldrne, ale mélo

diverzifikované. Viac ako 10% portfélia je v jednom sektore a je tam len 20 nezdvislych

entit.

Teraz sa pozrime na pasiva produktu. Banka sa rozhodla emitovat’ osem réznych typov

tranZi. Equity tranZa reprezentovala az 8,5% pasiv, ¢o je 40,5m EUR. Je to pomerne

dost” hruba first loss tranza, teda je potrebné, aby zlyhalo az 8,5% portfdlia aktiv , aby
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prvd Mez tranZa bola postihnutd. Nasledujuca tabul’ka ndm ddva prehlad ako vyzerali

jednotlivé tranZe a aky rating sa im podarilo ziskat' od Moodys ratingovej agenttry.

Tranche Size Size.pc Sub.pc Spread Rating

Revolver 15.5 3.26% 96.74% 35 Aaa
Aaa.sen 262.5 55.15%  41.60% 33 Aaa
Aaa.jun 54 11.34%  30.25% 55 Aaa
Aa2 33 6.93% 23.32% 65 Aa2
A2 30 6.30% 17.02% 115 A2
Baa2 28.5 5.99% 11.03% 210 Baa2
Ba2 12 2.52% 8.51% 550 Ba2
Equity 40.5 8.51% 0% 0 NR
Summary 476 63.77

Tabul'ka 6.2.1 : Prehl'ad emitovanych pasiv

Ako vidime aj pasiva su relativne dost’ granuldrne. Emitentovi sa podarilo za
portfélio s priemernym ratingom B3 ziskat’ az na 70% pasiv rating Aaa, o mu vyrazne

znizilo naklady, ktoré musi vyplacat’.

Marza na tychto tranziach dosahovala vynos do 0,5% pricom priemernd marza
na aktivach bola az 2,8%. Niekde v tychto Cislach je aj odpoved’, preco si emitent
vybral takiito zloZitd Struktdru pasiv. Na dal$ich 20% pasiv ziskal rating do Baa2 ¢o je
stile o dost’ lep$i rating, ako na celom portféliu aktiv. Celkom uspeSne sa podarila
optimalizacia ndkladov. Zaujimavé, ale nie prekvapujice je, Ze len na 2,5% pasiv plati
emitent viac ako vynésa portflio. V tabulke hore, §tvrty stipec Sub.pc znamend aké
velkd je subordindcia jednotlivych tranZi. Spread je marza na 3m Libor, ktord plat
investorom emitent. Ked'Ze cielom je transfer kreditného rizika, vSetky ostatné trhové
rizikd si zahedgovane na strane pasiv aj na strane aktiv.

Okrem uz spominanych aktiv a pasiv sa v danej transakcii nachddzaju aj poplatky.

V naSom pripade su to:

e vystupny poplatok 4,8% z hodnoty aktiv, pre vSetkych

e truste poplatok 4bp roc¢ne z celkového portfdlia aktiv

¢ administrativny poplatok 4bp ro¢ne z celkového portfélia aktiv
* manazérsky poplatok 1,2% rocne z celkového portfélia aktiv

® vynosovy poplatok vo vyske 25% z vynosu nad 8% p.a. pre vSetkych
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O tieto poplatky sa zniZuje cashflow, ktory ostava pre drZitel'ov equity tranZe a tieZ
rovnost’ aktiv a emitovanych pasiv, pretoze vstupny poplatok sa prirdta k pasivam.
Okrem toho , pre spravne ocenenie, musime mat’ eSte zadefinované takzvané testy

krytia. V nasom pripade su to IC a OC testy.

Tranche oc.trigger ic.trigger

Revolver 0 0
Aaa.sen 0 0
Aaa.jun 0 0
Aa2 112.9 125
A2 106.6 120
Baa2 103.9 115
Ba2 101.4 110
Equity 0 0

Tabulka 6.2.2 : Prehl'ad IC, OC testov emitovanych pasiv.

Pripomenme, Ze IC test pre tranzu A2, 125 znamend, Ze vynos z aktiv musi stdle byt
je, spusta sa redemadcia senior tranZe az pokial tito podmienka nie je splnend opit. To
ist¢ aj pre OC test. Ak pre dand tranZu nie je splnené krytie kolaterdlom, tak
automaticky sa redemuje Struktdra podla seniority. Testy sliZia na ochranu senior a mez

investorov a su dost’ bolestivé pre equity investorov.
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6.3 Kalibracia na trh

Jedna z ciest ako mdZeme model nakalibrovat’ na trh je pouzit’ stress faktor.
V tomto pripade si zafixujem korela¢ni maticu, konkrétne pouZijeme koreléciu, ktort
pouziva S&P agentira. To znamend 30% korelaciu v ramci jedného sektora a 12%
koreldciu medzi sektormi.
Taktiez si zafixujeme recovery rate. Na to pouZijeme historické ddta Moodys, aké bola
priemernd navratnost’ pri zlyhani firmy v jednotlivych krajindch a typov aktiv (bond,
Equity, sub debt). Tabulky s tymito datami su v prilohe. V nasom pripade to bude
oCakdvana recovery hodnota 69% s volatilitou 29%. Pre generovanie recovery sme sa
rozhodli pouzit’ beta rozdelenie prave s tymito Statistikami. PouZijeme beta rozdelenie
pretoZe z analyz historickych dat zlyhani od agentiry Moodys pomocou testov hypotéz
o zhode rozdeleni, ndm vySlo ako najlepSie fitujice. Viac o dovodoch preco beta
rozdelenie najlepsie fituje recovery rate najde Citatel’ v praci : “Why Beta-Distribution —

demand/supply theory of recovery rates*, Alexander Morozovskiy,working paper 2007.
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Obréazok 6.3.1 : Histogram recovery rate so Statistikami 0,69 a 0,29.
Ked uz mame recovery rate, tak eSte potrebujeme vediet, kedy sa Ciastka

recovery vrati. Predpokladajme v naSom modeli, Ze ak sa recovery vrati, bude sa

investovat’ propor¢ne do ostatnych aktiv. Akoby sa nanovo doinvestovalo, ale za tplne
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rovnakych podmienok ako na zacCiatku transakcie. Ak je v portf6liu vela zlyhani, tak v
zavere mame vel'mi homogénne portfélio. To je asi najvicsie riziko tohto pristupu. Ale
takyto pristup zvySuje riziko zlyhania, takZe nenadhodnocuje cenu transakcie. Na
modelovanie ¢asov platieb recovery pouZijeme rozdelenie weibull so Statistikami 1 a 2.
To znamend, Ze platba sa mdzZe uskutocnit’ v intervale od vzniku zlyhania do 2 rokov.
Opit sme zvolili toto rozdelenie, lebo sa javi ako najlepSie. Pomocou Statistickych
testov na typ rozdelenia sme analyzovali historické data , a toto rozdelenie sa ukdzalo
ako najlepsie fitujice na historické data.
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Obrazok 6.3.2 : Histogram Weibull rozdelenia so Statistikami 1 a 2.

Pre tplnd informéciu eSte uvedieme, Ze model, ktory sme zvolili a prispdsobili v
pripade CLO pouZziva aj predpoklady o prepaymentoch, teda o predéasnom splateni
aktiv. Je to urcity typ rizika transakcie, pretoZze ak sa velkd Cast portfdlia splati
predCasne na strane aktiv, tak je tu velky nesilad splatnosti. To rieSi takzvané
doinvestovanie portfélia. AvSak tento pristup v sebe nesie riziko novych aktiv. V naSom
modeli budeme predpokladat’, Ze vSetko o sa splati sa preroluje opit’ do rovnakych
aktiv. Teda nebudeme uvaZovat, 7e portfélio sa pocas Zivota bude doplnat’ novymi
aktivami.

K oceneniu naSej transakcie Navigator budeme potrebovat este dalSie
informdcie ako su urokové sadzby a diskontné faktory. Ked’Ze sa jedna len o transfer

kreditného rizika, trhové rizikd si zahedgované. Sta¢i ndm teda mat’ trokové swapy
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aktudlne a z nich vypocitame implikované forwardy do budidcnosti a diskontné faktory ,
pomocou ktorych vypocitame sticasnd hodnotu. Trhové dita sme pouZzili zo systému
Bloomberg a vSetky precenenia v praci sme robili k diiu 20.2.2006. Tento denl sme si
vybrali, lebo k danému ditu mdme ceny CLO z troch nezavislych zdrojov a méZeme ich

porovnat. MdZeme teda urobit’ kvalitni komparativnu analyzu.

Zadefinujme si teraz stress faktor ako hodnotu, ktord ndm pravdepodobnost’
stress t stress - 2
preZitia zmeni. Teda S, (¢)"" = (exp(—J.O h, (u)du))’ inak povedané pomocou tohto

faktora vieme modifikovat’ nase nakalibrované kreditné krivky na aktudlne trhové data.
Ak chceme model nakalibrovat’ na aktudlne kétovanu korelaciu zlyhania na trhu jedina
moznost’, ako to ziskat, je iTraxx index. Je to jediny nastroj kotovania koreldcie
zlyhani trhovo.

iTraxx je index, ktory je tvoreny podkladovymi aktivami najobchodovanejSich
(najlikvidnejsich) spolo¢nosti. Tento index sa vSak nekétuje ako akcie, ale ako CDS.

Aky musi kupujuci zaplatit’ spread za to, Ze dané spolo¢nosti neskrachuju.
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Obrazok 6.3.3 : Graf vyvoja indexov iTraxx Main a CDX Main

Jedna sa iba Cisto o kreditny risk. NavySe sa nad tymto indexom kotuji aj
Standardizované tranZe a to 0%-3%, 3%- 6%, 6%- 9%, 9%-12% a 12%-22%. Na trhu je

mozne ndjst’ online cenu na tieto tranze.
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Spustenim modelu a ocenenim jednotlivych tranzi ziskame ich ceny. Budeme iterdciami
hl'adat’ taky stress faktor, Ze pri danych recovery rate plati rovnica
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Obrazok 6.3.4 : Graf vyvoja tranZzovanych indexov iTraxx Main

To iste urobime pre ostatné kétované tranze. Tym ziskame vektor stress faktorov, ktoré
prislichaji k jednotlivym kdétovanym tranziam. Takto nepriamo na kalibrujeme nas
model na trhovi koreldciu jednotlivych tranzi. Na d’alSom obrazku je vidiet’ kotacie

korelacie iTraxu v dany deri.

Obrazok 6.3.5 : Kétované tranze na Bloombergu.
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Vv,

Hlavnou vyhodou tohto pristupu je, ¢im vicsi je stress faktor, tym horSie su vysledky
vSetkych tranZi. Je to jednoduchsie ako pri stresovani koreldcie, kde existuje takzvany
korela¢ny smile ako pri volatilite opcii. Teda vysvetlenie zmien je jednoduchsSie.

Dalsi krok, ktory je potrebné urobit’ pri modelovani iTraxov je nebrat’ do tvahy
ich oficidlny rating a na zdklade toho pocitat’ straty, ale takzvany implikovany rating ,

ktory sme vypocitali z aktudlnych kétovanych CDS na jednotlivé podkladové mena.
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Obrazok 6.3.6 : Vyvoj base koreldcie tranzi iTraxx kétovanej na Bloombergu.

Vzali sme aktudlne riziko zlyhania entit, tak ako ich vidi trh, a nie ratingovéd agentura.

Ziskali sme takto implikované stress faktory, ktoré uvddzame v nasledujucej tabulke :

tranche || Implied Stress | Implied Fitch Rating
12-22% 1.45 NR
0-12% 0.91 AAA
6-9% 0.75 AA+
3-6% 0.55 BBB+
0-3% 0.87 NR

Tabul'ka 6.3.7 :Vypocitané implikované stress faktory.

Pre jednoduchost’ budeme ocenovat’ len dve tranZe z nasej transakcie. Konkrétne tranzu
Aa2 a tranZu A2. Implikovany rating pomocou idealizovanych pravdepodobnosti pre
iTraxx mi vysiel pre tranzu 6-9% AA+. NaSa prva tranZa je Aa2 , ¢o je o jeden stupeil
menej ako AA+ a teda musime pouZit’ interpolaciu.

PouZijeme linedrnu interpoldciu a dostdvame pre Aa2 stress faktor :

0,75-(0,75-0,55)/6=0,717. Teda pre tranZu Aa2 je implikovany stress faktor 0,717.
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Pre tranZu A2 obdobne interpolaciou ziskame 0,75 — 4*( 0,75-0,55)/6 = 0,617 .

.....

je historické a pre junior naopak. Zaujimavé poznanie, ocakdvali by sme presny opak.
Nisledne mdzeme vypocitat’ cenu tranZe z rovnice

Cena
100

—1)*velkost tranZe = ((spread tranZe — DAS) * annuita) * velkost tranZe ,

(

a Upravou dostaneme Cena =[1—(DAS — spread tranze)* Annuita]*100.
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Kapitola 7

Dosiahnuté vysledky. Porovnanie s trhom

Ked'Ze uz mame nas§ model nakalibrovany na trh, mdZeme teraz porovnat’ naSe vysledky
s trhom. Pozrieme sa aj na senzitivitu na vstupne dita. Zhodnotime ¢i model generuje
realistické dita a ¢i sa daji pouZit' pri investicnych rozhodnutiach. V zdvere si
pripomenieme preco vznikla sicasnd kriza a povieme aky ma nasledok na sicasné

banky.
7.1 Vysledky

Pozrime sa najprv , o to znamend pre nd$ priklad. TranZe Aa2 a A2 boli
v danom obdobi 20.2.06 ocenené trhom za priemernud cenu 99.56% respektive 98,58% .
To znamend , Ze ak pdvodne tranZe mali vynos 3m Libor + 65bp pre tranZzu Aa2 pri
cene 99,56 je to uz 3m Libor + 72bp p.a. a pre A2 z povodnych 115bp trh oCakdval az
123bp pri cene 98,58. Teda trh uz 20.2.06 ocakdval vicsie straty na portf6liu ako pri
vydavani transakcie. Navyse sa skritila aj splatnost’ produktu o 2 roky, takze aj cena
kreditného riziko sa mala znizit. PochopiteI'ne neberieme do dvahy bid/ask spread
a transakcne ndklady.

Pod'me sa teraz pozriet, aké ceny ndm vypocital model, ked sme ho

nakalibrovali cez stress faktor na aktudlne iTraxx korelacie.

Tranche Size PVpc.95 PVpc.99 VaR.95 VaR.99 Exp.oss Sharpe Duration DAS Loss.prol Rating IRR
Aa2 33  99.349 99.163  -0.224  -0.288 0.158 0.51 6.74 62.39 0.3 At 511
A2 30 96.239  44.205 -2 -17.802 1.48 0.219 7174 87.15 4Baa2 512

Tabul’ka 7.1.1 :Vysledky simuldcie s historickymi datami zlyhani.
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Ak by sme predpokladali, Ze historické data dobre popisovali situdciu na trhu v danom
obdobi, modelom sme ziskali tieto vysledky:
e pre tranZu Aa2 sme vypocitali PV=99,349% s 95% -ou istotou

e pre tranZu A2 bola hodnota PV =96,23% s 95% - ou istotou spol'ahlivosti.

Model ocenil dané tranZe pod par, ¢o znamend, Ze vynos, ktory bol poskytnuty
investorom uZ v danom obdobi, teda 2 roky po emisii, nekompenzoval rizikd spojené
s portféliom. Model je zaloZeny na simuldcidch MC a v naSom pripade sme urobili 10
000 simulécii kvoli zniZeniu Statistickej chyby. Z rozdelenia PV mo6Zeme vypocitat’ aj
VaR 95%.

Ako moZeme vidiet, z vysledkov pre A2 tranZu je VaR99% az 17m, Co predstavuje
viac ako 50% strat jej hodnoty. Mozeme povedat, Ze dand tranza je velmi citlivd na
extrémne hodnoty.

Ocakdvand strata pre A2 tranzu vysSla 1,48% a pre Aa2 0.15%. Z tychto
ocakdvanych strit sme pomocou idealizovanych pravdepodobnosti ur€ili aj rating
tranzi. Pre Aa2 nam vysiel rating Al a pre A2 az Baa2. Teda vySiel ndm dost’ velky
nestlad s ratingovymi agentirami. DalSie tidaje si mdZeme pozriet’ priamo v tabulke
7.1.1.

Nepodarilo sa ndm pomocou historickych dat potvrdit' externe prideleny rating.
Do6vodom je, Ze sa zhorSila kvalita portfélia. Po¢as dvoch rokov sa historické data
zmenili o pozorovania poc€as tychto dvoch rokov a v neposlednom rade aj pristup
ratingovej agentiry pri pridelovani externého ratingu. Tieto faktory spolocne mali za
nasledok, Ze naSim modelom za pomoci len historickych. dit sme ziskali pre tranZzu Aa2

rating o dva stupne horsi a pre tranzu A2 o tri stupne hors{ rating.
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Obrizok 7.1.2 Stipcovy graf vietkych cashflow transakcie. Casovy priebeh zlyhan,

prepaymentov splatnosti portfélia aktiv a priatych kupénov na strane aktiv.

Na obriazku 7.1.2 mdzeme vidiet casovu Struktiru prepaymentov. Od zaciatku
postupne, takmer linedrne klesaji az k O v splatnosti. Dovod je jasny, zniZovanie
objemu aktiv portfélia o papiere zlyhané a predCasné umorovanie pre testy krytia.

Co sa tyka zlyhani, tak moZeme vidiet , Ze najviac ich nastalo v obdobi prvého
roka a potom sa postupne zniZuju taktieZ k 0. D6vodom najvécSieho zlyhania papierov
v prvom roku je ich rating, kedZe ten je vel'mi nizky. Pravdepodobnejsie je, Ze ak
papier nezlyhd hned’, tak potom uZ pravdepodobnost’ zlyhania s ¢asom rastie velmi
pomaly. Vyplyva to z vlastnosti distribicie hust6t naSich kreditnych kriviek.

Recovery rate nastupuje oneskorene od prvého roka a vrchol dosahuje v tretom
Stvrtroku druhého roka. Je to spdsobené oneskorenim vyplacania recovery cez Weibull

distribuciu so Statistikami 1 a 2.

Teraz sa pozrime na vysledky nakalibrovaného modelu pomocou stress faktorov

pre Aa2, A2 tranze 0,717 resp. 0,617.

Tranche Size PVpc.95 PVpc.99 VaR.95 VaR.99 Exp.loss Sharpe Duration DAS Loss.prob Rating IRR
Aa2 33 99.212  99.038 -0.272 -0.332 0.018 1.018 6.926 64.06 0.3 Aa2 519
A2 30  98.561 94.732 -0.466 -1.707 0.114  0.49 7.3 107.2 0.7 A2 5.6

Tabulka 7.1.3 :Vysledky simulacie s nakalibrovanym modelom pomocou stress faktora.
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Ked sa pozrieme na vysledky a porovname so stress = 1 vidime , Ze pomocou stress
faktora sme potvrdili externy ratingy tranzi. Vd’aka stress faktorom klesla ocakdvana
strata pre tranZu Aa2 z pdvodnych 0,15% na 0,018% Comu uZ prislicha rating Aa2 pre

A271.48% na 0.114%.
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Obrazok 7.1.4 : Histogram zlyhani portfélia pri stress faktore 0,717.

Ked’ sa pozrieme na PV tranzi vidime , Ze sme sa dostali vel'mi blizko k trhovym
cendm. Pre Aa2 tranZu sme pomocou historickych dat dostali PV 95% = 99.34 a po
nakalibrovani o nie¢o menej 99,212. Priemerna trhova cena v tom ¢ase bola 99,56% , ¢o
je o trochu viac.

Ked’ sa pozrieme na A2 tranzu, tak pomocou historickych dat sme dostali PV
95% = 96.23 a po nakalibrovani 98,56. Priemernd trhova cena v tom Case bola 98,58%.

Teda nakalibrovany model pomerne presne ocenil dand tranzu. Ked’ sa pozrieme
na DAS, taktieZ je moZné vidiet zlepSenie z 87bp na 107bp. Co sa tyka IRR, tak
stresovanim sme dostali IRR 00,5% lepsi. Zaujimavé je, ako vel'mi kleslo VaR.
Z tohto m6Zeme usudit,, Ze model je vel'mi citlivy na nakalibrovanie a aj mensie zmeny
v stress faktore alebo korelacii, sposobuju relativne vel’kid zmenu VaR teda extrémnych
hodnot.

Pre l'ahSie porovnanie oboch pristupov sme vypocitali aj Sharpe ratio. Pre Aa2
sa zlepsilo kalibraciou 0 0,5 a pre A2 o 0,2. Celkovy rizikovy profil, o com ndm hovori
Sharpe ratio, sa zlepsil.

Ak zosumarizujeme vysledky modelu, tak tranzu A2 moéZeme predat’ za trhovi
cenu, pretoze je to cena, ktord prislicha aktudlnej cene rizika. Tranzu Aa2 musime
jednoznacne predat’, pretoze trh momentilne nadhodnocuje jej cenu o 0,3% a teda je tu

priestor na arbitraz.
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Dalej este prikladdme niekol’ko zaujimavych grafov z analyz.
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Obrazok 7.1.5 :Priemerny pocet zlyhanych firiem z celkového poctu v % v jednotlivych

Casovych usekoch .

Tento obrdzok zobrazuje vyvoj pocetnosti zlyhania v Case. Je to neobjemové
porovnanie, kedZe nd$ model je od objemu aktiv nezavisly. Generuje len zlyhanie
ratingov. AZ nasledne pri vypocte cashflow sa prejavuje aj diverzifikdcia objemov.

Zaujimavé na grafe je, Ze poCetnost’ zlyhani klesa skokovite na zaciatku a v zavere
v roku 10 naopak opit’ hore. Dévodom mdzZe byt’, Ze v zavere je uz takmer celé portfélio
homogénne a naraz zlyhdva vicsi pocet aktiv. Nie je zndmy iny matematicky dovod pre

tento Casto sa opakujuci jav.
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Obrazok 7.1.6 : Graf ciest vyvoja trhovej hodnoty portfdlia a jednotlivé Statistiky.

Quantily a priemerne hodnoty portfélia ndm hovoria ako sa portfélio sprava pocas Zivota.
Z grafu je mozné vidiet’ volatilitu simulovanych ciest. Najvécsia volatilita sa realizovala
v priebehu 3 a7 6 roka Zivota transakcie. TaktieZ je vel'mi pekne vidiet’ amortizac¢ny profil

transakcie, za ktorym stoji profil splatnosti a IC / OC testy.
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Obrézok. 7.1.7 : Graf ciest vyvoja trhovej hodnoty tranZe Aa2 a jednotlivé Statistiky.

Quantil 95% a priemerné hodnoty PV’

Z grafu je mozné vidiet' volatilitu simulovanych ciest PV tranZze Aa2. Oproti grafu PV
portfélia je vidiet’ rozdiel vtom , Ze do roku 5 boli straty z portfélia menSie ako je
subordindcia tranZe. V obdobi 5 az 9 roka bola tranza najviac volatilnd. Je to spdsobené
jej subordinaciou, IC a OC testami , kde ak nastal zlom, zacala sa pred¢asne umorovat’
dand tranza. Zaver je, Ze danud tranZu je najlepSie predat do piateho roka Zivota. Po
piatom roku je tranza vel'mi volatilnd a je pravdepodobné, Ze sa bude rychlo umorovat,

teda aj jej vynos bude alikvotne klesat’.
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Obréazok 7.1.8 :Boxplot jednotlivych cashflow pre tranZu Aa2.

TPV - sicasni hodnota, present value

83



Opit je vidiet, Ze najvolatilnejSie obdobie je 6,5 a 8,7 roka Zivota tranZe. Analyza cez
boxpot grafy nam ukazala, Ze v ¢ase 7,21 roka sa objavilo vela extrémnych hodndt

zlyhani. To ndm ukazujd extrémne hodnoty outlierov ale gro cashflow bolo relativne

stabilne.
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Obrazok 7.1.9 : Graf ciest vyvoja trhovej hodnoty tranze A2 a jednotlivé Statistiky.

Quantil 95% a priemerne hodnoty.

S tranZou A2 je to iné a jasne sa tu prejavuje nizsia subordindcia o 6%. TranZa je volatilna
uz od zaciatku simuldcie. To znamen4, Ze extrémne hodnoty zlyhani ju uz zasahuji od 1.
roka. Opit’ je vidiet, Ze vicSina tranZe sa amortizuje v obdobi 6,5 aZ 8,7 roka. Teda
v tomto obdobi ndm kreditné riziko tranZe velmi rychlo klesd. Ku grafom sme eSte
pridali, pre I'ahSiu analyzu, aj percentd , kol’ko % z tranZe sa splati v danom case. Tieto
percentd si kumulativne pre I'ahSie porovnanie. Pri tranzi A2 vidime, Ze pocas roka 8 sa

v priemere splati, umori, aZ 28% tranZe. Na porovnanie s tranZou Aa2 je to o 12% mene;.

Daliim zo spdsobov, ako kalibrovat’ model na trh, je ponechat’ historické kreditné
krivky bezo zmien , to znamend nemenit’ stress faktor, ale modifikovat’ koreldciu.
Obdobne sme na to pouzili iTraxx. Teda rieSili sme rovnicu :

trhovd cena iTraxx tranZa; - PV [model / r;] = 0,
kde r, je korelacia pre tranzu i, ktora riesi prislusni rovnicu. Opét’ pouZijeme newtonovu

iteraCni metédu na jej vyrieSenie. Takymto sposobom ziskame implikovany korelaény
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smile. Musime vSak podotknit, Ze tito metdda je velmi ndroCnd na interpreticiu
vysledkov. KedZe sa jednd o nelinearitu modelu, pre equity tranZe je vysSia koreldcia
pozitivna z pohl'adu zlyhani. VysSia koreldcia sposobuje menSiu stratu equity tranZe.
Pre mezanin tranzu je vysSia koreldcia problém, pretoZe zvySuje pocetnost’ extrémnych
strdt a pre senior tranZe je to najhorSie. Ak zvySime celkovd koreldciu nadhodnotime
Equity tranzu a podhodnotime senior tranZu. Celé si to moZeme vysvetlit na

nasledujicom grafe.
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Obréazok 7.1.10 : Priklad grafu senzitivity PV tranZi na zmenu korelécie jednotlivych

tranZi, pre lepSiu nazornost’ je Al na pravej y-osi.

Ako je vidiet’ z grafu pre equity tranzu je vel’ka korelacia z pohl'adu PV pozitivna a pre
mez a senior tranze je to presne naopak. Hlavne pre super senior tranZe to ma velky
vplyv na zmenu PV. Cely tento jav je spOsobeny nelinearitou koreldcie

a nevychylenostou odhadov.

Model sme kalibrovali pomocou roznych koreldcii a pocitali hodnotu tranzi
iTraxx. Pouzili sme portfdlio iTraxx a pocitali sme hodnotu tranzi pre jednotlivé
korelacie. V tabulke je v prvom riadku tranza, potom ako bola v dany deni ohodnotena
trhom (zdroj dat bol Bloomberg). Pre tranzu 0-3% trhova cena 27,6% znamend, Ze
kupujuci tranZe dostane 27,6% rocne marZzu. Obdobne pre ostatné tranZe, ale v bp a nie

v %. Dalej sme zafixovali vietky ostatné parametre a menili sme len koreldciu zlyhani.
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V jednotlivych stipcoch je mozné vidiet’, ako model ocenil jednotlivé tranZe pri réznych
koreldciach. Pre korelaciu O vySla cena tranze 0-3% 43,7% pri€om trh ju hodnotil
27.6%. Ked sme zvysili korelaciu na 25%, uz sme dostali vysledok blizko trhu. Takto
sme vypocitali implikované korel4cie pre jednotlivé tranZe. Problémom vSak zostdva ,
ktoru koreldciu dat’ do modelu na ocenenie? KedZe model ma na vstupe len jednu

korela¢ni maticu a té je od tranZi nezdvisla.

Tranze 0-3% 3-6% 6-9% 9-12%  12-22%
Trhove ceny 27.60% 168 70 43 20
Korelacia Ocenenie model
0% 43.70% 66 0 0 0
5% 41.00% 107 9 3 1
10% 37.90% 133 23 10 4
15% 34.80% 150 37 18 8
20% 31.70% 161 49 26 13
25% 28.60% 167 60 35 18
30% 25.50% 171 69 42 23
40% 19.50% 173 84 56 34
Implikovana korelacia 27% 26% 30% 30% 27%

Tabulka 7.1.11 :Vysledky simuldcie pri zmene korelacie pre iTraxx tranZi.

Ked vezmeme ako vstupnu korelaciu 30%, najviacsiu, nenadhodnotime equity
tranZu? A naopak, ak vezmeme 27%, nenadhodnotime senior tranZu? Odpovede na
tieto otdzky neexistuju a kazdy, kto zostrojuje model na ocenovanie, si musi vybrat
sam. Casto sa pouZiva takzvany inZiniersky pristup. Vyberom sa samozrejme dopuista
urcitej chyby, ale prdve td vytvdara priestor na trhové arbitrdZe. Prave pre tiito
nejednoznacnost’ sa tento pristup v praxi velmi neuchytil, respektive pouziva sa ako
kontrola vysledkov z inych modelov.

Ked’ sa teraz pozrieme na vysledky, tak vidime, Ze pre naSe tranze vysla
implikovand koreldcia 30% a teda vlastne vypocet so stress faktor rovny 1 je identicky.
Na&s prvy pripad. Ak to zosumarizujeme, pristup cez implikované koreldcie ndim dava
horSie vysledky ako sme dostali pomocou pristupu stresovania historickej
pravdepodobnosti zlyhania. Inak povedané, takyto pristup sa javi ako konzervativnejsi

pre tranze.
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Pre lahSie porovnanie ukdzeme esSte raz vysledky pre obe metddy.

Tranche Size PVpc.95 PVpc.99 VaR.95 VaR.99 Exp.loss Sharpe Duration DAS Loss.prol Rating IRR
Aa2 33 99349 99.163  -0.224  -0.288 0.158 0.51 6.74 62.39 0.3 At 511
A2 30 96239  44.205 1.2 -17.802 1.48 0.219 7174 87.15 4Baa2 512

Tabulka 7.1.12 :Vysledky simuldcie s implikovanou korelaciou

Tranche Size PVpc.95 PVpc.99 VaR.95 VaR.99 Exp.loss Sharpe Duration DAS Loss.prob Rating IRR
Aa2 33 99.212  99.038 -0.272 -0.332 0.018 1.018 6.926 64.06 0.3 Aa2 5.19
A2 30 98561  94.732 -0.466 -1.707 0.114  0.49 7.3 107.2 0.7 A2 5.6

Tabul'ka 7.1.13 :Vysledky simuldcie s implikovanym stress faktorom

Na zaver eSte ukdZeme korela¢ny smile implikovanej koreldcie iTraxxu.

31%

30% -

29% -

28% -

27% -

26%
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0-3% 3-6% 6-9% 9-12%

Obrazok 7.1.14 :Graf korelaCny smile pre iTraxx .

Z grafu je vidiet, Ze to nie je idedlny smile ale skor vinka. Je to sposobené tym,
Ze super senior tranza, z dovodov nizkej likvidity nie je ,,najlepSie ocenena“. Urcitd
deformovanost’ je sposobend tym, Ze trh nevidi zmysel obchodovat’ toto nelikvidné
senior riziko trhovo ale skor mimotrhovo.

Bolo to vidiet aj na najvdcsej poistovni AIG, ktord vroku 2008 takmer
skrachovala prave kvoli obchodovaniu s takymito super senior tranZami, ,,takmer* bez
rizika, ktoré nedokazala sprivne ocenit. Tieto tranZe si z matematického hladiska
»takmer* bez rizika, avSak obsahuji v sebe velky leverage a aj pri mensej zmene
trhovych podmienok ich MtM, precenenia na trh, spravi viditelni zmenu. Ked’ sa to
spoji s ich vel’kym objemom ma4 to za nasledok velké materidlne zmeny v preceneni.
Prave to bol aj jeden z hlavnych doévodov, preco tento asset class uZ v stu€asnosti

neexistuje.
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Nie je totiz moZné zostrojit’ jeden model , ktory by bol vSeobecne uznany ako
univerzlny pre tak zloZité produkty. Cim Castejiie sa do povedomia investorov
dostavali kritické €ldnky o ocetiovani CDO a hlavne otdzky urcenia korelécii zlyhant,
az to nakoniec viedlo k uplnej neddvere investorov k tejto triede aktiv. To spdsobilo
nechut’ investovat’ a ndsledne katastrofalny zvrat v likvidite tychto produktov. Kym este
vroku 2008 boli tieto Struktdry ako tak likvidné, vroku 2009 sa stali tdplne
nelikvidnymi a jediny, kto ich kupoval, bol uz len FED (US federal reserve systém).
Ten vSak pouZil na oceniovanie aukciu, kto pontkol najnizsiu cenu predal. Ked’Ze objem
na odkupenie tychto aktiv bol fixne dany USA- sendtom malo to na ceny rychlu reakciu.
A tak v priebehu jedného roka sa vSetky investicie do tychto néstrojov zmenili z trading
assets na buy and hold assets, teda zo Spekulativnych cennych papierov na papiere
drzané do splatnosti a priemernd cena tychto aktiv klesla z 80% z roku 2008 na slabych
30% koncom roku 2009. Teda trhy odpisali viac ako 2/3 hodnoty svojich investicii do

tychto aktiv.

7.2 Citlivost’ vysledkov na vstupné data

V tabulke 7.2.1 st vysledky ndsho modelu pri jednotlivych scenaroch. Model
sme spustali pre tri typy scendrov. Prva skupina bola koreldcia. V tabul’ke mdzeme
vidiet' vplyv zmeny koreldcie na PV jednotlivych tranZi. Pre l'ahSie porovnanie sme
znormovali vysledky vzhladom na prvy tzv. base scendr. Je vidiet, Ze s rasticou

koreldciou klesd PV pre tranZe Aa2 a A2 a naopak rastie pre equity.

PV [ %] normované Aa2 A2 Equity

korelacia 30%, stress=1,RR=50% 100,00% 100,00% 100,00%
korelacia 40% 99,03% 97,88% 110,12%
korelacia 50% 98,25% 95,57% 119,07%
Recovery rate mean =55% 100,78% 101,54% 105,97%
Recovery rate mean =60% 100,97% 101,93% 113,60%
Recovery rate mean =65% 101,17% 103,28% 120,23%
Stress hist. default rate =2 93,37% 83,43% 39,97%
Stress hist. default rate =3 83,63% 62,81% 16,58%
Stress hist. default rate =4 72,71%  46,24% 6,47%

Tabulka. 7.2.1 :Vysledky simulécie s implikovanym stress faktorom
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Pri zvysSeni koreldcie o0 10% PV tranZze Aa2 poklesla o 0.97% a A2 o 2.22% ¢o je
takmer 3-krdt viac. Dovodom je postavenie tranze v Struktire pasiv, teda rdzna

subordindcia. Naopak pre equity tranZu pri raste koreldcie o 10% stipla PV 0 10,12%.

Teraz sa pozrieme ako reagovali tranZe na zmenu recovery rate. Menili sme
recovery rate od 50% s prirastkom 5% po 65%. Pre vSetky tranZe to malo pozitivny
efekt. Najviac profitovala equity tranza pri zmene RR o 10% PV sa zvySila 0 20% ale

pri Aa2 tranZi len o 1.17% .

Ako reagovali tranZe na stress faktor? Ten sme menili od 1 po 4. Teda ako by
sme 4-ndsobne zvicsili historické pozorovania zlyhani. PV vSetkych tranzi prudko
klesali. Pre faktor 4 tranza Aa2 stratila na PV o0 22,3% pri€om equity tranza az 93,53%
teda takmer celu hodnotu. Ak by sa historické default rate zhorsili viac ako 4 ndsobne,
equity tranza by nemala Ziadnu hodnotu podl'a nisho modelu. Teda ak porovndme len
obrazne, Ze trh s touto triedou aktiv poklesol o 2/3 hodnoty v priemere to znamend, Ze
trh oCakdval viac ako 4 ndsobne zhorSenie kreditnej kvality vSetkych aktiv. Skuto¢ne
pocas krizy vrchol iTraxu dosiahol hodnotu okolo 1200bp z p6vodnych 100bp a neskor
sa stabilizoval okolo hodndt 400-600bp. Teda trh si myslel , Ze kazd4 druha spolo¢nost’

Vv

pocas najblizsich 5 rokoch skrachuje.

Z tejto tabul’ky mozeme zdverom konstatovat, Ze ndS model je najcitlivejsi na
historické zlyhania, d’alej na koreldciu a najmenej na recovery rate. Urobili sme aj
niekol’ko scendrov na prepayments, ale na tieto bol model este menej citlivy ako na

zmenu recovery rate.

K hlavnym pri¢indm stucasnej krizy podl'a NBS patria:
® nizke drokové sadzby v USA a nezvlddnutie prechodu na novy ekonomicky
cyklus
¢ rozvoj hybridnych cennych papierov naviazanych na nebonitné hypotéky
e presuvanie kreditného rizika z banky na iny subjekt - banku, fond a podobne
¢ poskytovanie hypotekdrnych tiverov v USA nizko prijmovym skupindm
¢ nechut prijat nové regulacné pravidla bankového sektora v USA

® netransparentny postup ratingovych agentir
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® podcenenie rizika likvidity pri Struktirovanych cennych papierov bankami

Nizke tdrokové miery v  USA v poslednych rokoch podnietili nizkoprijmové
skupiny obyvatel'stva k prijimaniu uverov, ktoré si pri takomto tiroku mohli dovolit.
Nezdravu situdciu na americkych finanénych trhoch si mnohi zacali uvedomovat’ po
tom, ako sa do problémov dostala banka Lehman Brothers. Lehman Brothers vyhlésila
bankrot v septembri 2008, Fannie Mae a Freddie Mac boli zoStiatnené. Takymto krokom
by este v roku 2007 nikto neuveril. Problémy nevynechali ani najvicsiu poistoviiu AIG
a zaistoviiu Hanover Re. Tymto sa tuplne podlomila dovera v zdklady finan¢ného
systému sucasnej doby. AIG dostala finanénd pomoc od S§tatu priblizne 85 milidrd
doldrov na zichranu pred krachom, ktory by spdsobil lavinovy efekt krachovania
najviacSich bank sveta. Investicnd banku Merrill Lynch po problémoch odkupila
polostatna Bank of America. Dovera k bankdm sa zmenila na déveru v $tit. A niekde tu
zacala druha vlna krizy, ked dovera v Stat sa stratila. Na pokraj zlyhania sa dostali
Island, Grécko a Irsko. Americky dolar prezil len vdaka tomu, Ze v siasnosti nie je
ind alternativa. S doldrom preZila aj americkd ekonomika.

Dlhodobo ceny nehnutelnosti rastli a v pripade, Ze dlznik nebol schopny splacat’ svoj
dlh, predajom nehnutelnosti ziskal vyssiu Ciastku ako bola hodnota poskytnutého tveru
a teda dokazal splatit’ hypotéku. Avsak v Case krizy ceny domov klesli o viac ako 60% v
niektorych Castiach sveta. Ak teda dlznik nebol schopny splacat’ uver tak pri exekucii
pohladdavky bola banka v strate. Vyustilo to az do zlyhania 130 bank v USA.
Regulanou poziadavkou ndrodnych regultorov, napriklad v Spanielsku, bolo
precenenie real estate portfélia bank ajeho zniZenie o 30%. Ddsledkom bolo
podkapitalizovanie bank a pad ich akcii.
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Obrazok 7.2.2 : Graf vyvoja cien akcif najobchodovanejsich bank .
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Zaver

V tejto praci sme sa snaZzili objasnit’, preco vznikli kreditné derivaty, aké boli
motivy jednotlivych subjektov, ako sa vyvijal trh kreditnych derivatov. Uk4zali sme ako
funguje zdkladny kreditny derivit — CDS a podstatni cast priace sme venovali
oceniovaniu CDO. Ked’Ze samotné ocenovanie produktu ako je CDO, podla nés, nie je
len matematickou disciplinou, ale skdr matematicko - ekonomickou disciplinou preto je
aj praca pisand vtomto duchu. Snazili sme sa matematicky pozerat na problémy
ocefiovania CDO produktov, ktoré nastali po€as mojej praxe s touto problematikou.

V casti 0 CDO sme opisali zdkladné druhy, viaceré pohlady na CDO
z kvalitativneho hl'adiska a hlavne kvantitativne hladiskd ocenovania opcii. PredloZili
sme model, ktory som osobne pouZzival na ocefiovanie CDO Struktir po¢as mojej sedem
ro¢nej praxe s CDO Struktdrami. Snazili sme sa, ¢o najviac pribliZit’ k praxi a zachytit
vSetky uskalia ocefiovania v redlnom Zivote. Opisat’ problematiku a hlavne co
najzrozumitelnejsie vysvetlit’ ziskane vysledky.

Cielom tejto prace bolo poskytnut’ Citatel'ovi prehlad réznych pristupov k
ocetiovaniu CDO a navrhndt metédu, ktord by preceniovala CDO produkty, co
najredlnejSie k aktudlnemu trhu. Je tazké zvolit' jeden spravny model a ostatné
jednoducho zavrhnit. Bolo by velmi zaujimavé pri porovndvani naSich modelov
odhadnit’ vSetky vstupné udaje priamo ztrhovych dat firiem, podielajicich sa na
obchodovani, vypocitat’ prémie jednotlivych tranzi ana zdklade ich porovnania,
s hodnotami indexov, vybrat ten najvhodnej$i model. Verim, Ze toto dielo Citatel'a
zaujme a moze byt vychodiskom pre dalSie prace v danej oblasti hlavne Co sa
tyka recovery rate.

Na zdver by som eSte napisal par slov k rozumnému modelovaniu zlyhani.
Hustota vyskytu zlyhani sa zmensuje s rasticou senioritou, pricom velkost’ extrémnych
strdt je vedend hlavne koreldciou. Tento fakt odrdZa aj graf rozdelenia strit pre
jednotlivé tranZe.

Zaujimavy je fakt, Ze straty na equity tranzi sa vztahuji k celému spektru
prebytocného spreadu, od nulového aZ po maximum. Mezz tranZa znaSa riziko ,,druhej*

straty, ale nepodiela sa uz na prebytocnom spreade. Preto kich hodnoteniu treba

91



pristupovat’ obzvlast’ obozretne. TieZ treba ddvat pozor na to, Ze obmienanie copul,
pripadne zmeny v linedrnych koreldcidch, menia dynamiku v ¢ase tverového zlyhania
anie len vyslednu stratu. Nesmieme zabudat, Ze pri ocefiovani takychto nastrojov sa
nesta¢i pozerat’ len na cenu, ale aj na ¢asovy priebeh a volatilitu strat. Prislu$ny rating
nam hovori o kreditnej kvalite, ale nie o volatilite kreditnej kvality.

Najviacsim nedostatkom vsetkych modelov je , Ze ani jeden sa nezaobera rizikom
likvidity. Prave to bolo najviac podhodnotené v oceniovani CDO. V roku 2008, ked’
zacali rychlo padat’ ceny CDO, nikto nevedel preco. Zacala panika a jediné co sa dalo
rychlo urobit’ bolo zahedgovat’ sa cez index iTraxx. To ale sposobilo jeho extrémny rast
a nasledne expléziu implikovanej koreldcie. Spirdla sa roztocila a ked’ priemernd cena
A tranZe bola v roku 2007 okolo 98% , v roku 2009 to bolo uz len 30%. Spolu viac ako
13 trilibnov USD odpisov na tychto produktoch. Samozrejme, ak podkladové aktiva
neskrachuji a Struktiry neboli z inych dovodov rozviazane, investor sa moze tesSit’
vel’kym vynosom do splatnosti.

Zaverom mdZzeme len konStatovat, Ze model, ktory sme predlozili
a nakalibrovali na trhové dita, ddval v danom cCase relativne presné trhové ocenenie.
MozZeme usudit, Ze na trhu sa pouZivaju podobné modely alebo metddy ich kalibracie.
Tento predpoklad je asi aj odpoved’ou, preCo tieto nastroje od svojho vzniku az po
zaciatok krizy boli jedny z najstabilnejSich, co sa tyka cien. Aj preto boli tak obl'ibené

u investorov.
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Apendix:

Recovery Rates

Recovery rate a jeho Standardna odchylka podl'a agentiry Moodys zadvisi na type
kreditu a krajine, odkial’ pochddza kredit. Nasledujice tabul’ky ndm ukazuji historické

déta pouzité v modeli , priemerne recovery rate podl'a typu aktiv a krajiny:

]
=
1]
=

Country

Other

Holland

UK & Chanel Islands
Germany

Ireland

Sweden

Switzerland
Austria
Belgium

Denmark
Finland
France
Iceland
Liechtenstein

Luxembourg

Norway

Spain
Greece
Ttaly
Portugal
UsA
Japan
Australia
Canada

ElElmmoeooooooo oo O W W W ] e

Mean Bonds | Loans Unsecured | Loans Mezzanine | Loans Secured
Tier A 02 025 0.6 0.75

Tier B 04 0.45 0.55 0.65

Tier C 03 035 045 0.5

Tier D 02 025 03 0.35

Tier E 0.15 015 0.15 0.15

Tier F 0.15 015 0.15 0.15

Tier_ G 035 035 035 0.35

Tier H 045 0.45 045 0.45
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Priklad Statistik pri generovani Recovery Rate pomocou beta funkcie so Statistikami

mean=30% a std=15%

CDF of Beta(2.5, 5.83) density of Beta(2.5, 5.83)
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Zdrojovy kod hlavnej funkcie v R

CDO.navigator
function (
tranches=navigator.tranches,

defaults=defaultSimu(
pf=navigator.pf,
nSim=1,
stress=1,
timing=dateSeq(2006, years=12, freq=4),
dt=list(method="Copula", cor.in=0.3, cor.out=0.12),
rt=list(method="weibull", mean=1.0, shape=2.0),
rr=list(method="beta", mean=0.6957, std=0.2932),
pr=list(method="const", rate=10*pc),
rf=list(method="const", cc="US", date=2006211)

reinvest.years =6, ## PP are reinvested for so long

trusteeFees =4.0"bp, ## Trustee's fees

adminFees = 3.8"bp, ## Administrator (=Co-Issuer) fees
adminFeesCap = 150000, ## cap for -"- , p.a

seniorFees = 10"bp, ## senior management fee

senSubFees = 10"bp, ## base (senior subord.) management fee
subFees = 30%bp, ## subordinate management fee

hurdles =12"pc, ## equity gets 12% IRR before inc.mng.fees are paid
hurdleFees = 25"bp, ## incentive management fees, perc. of pf-size
intReinvTest =103.4, #1# interest diversion (reinvestment) test tranche D
percReinvTest = 50*pc, ## perc. reinvested

print = 0, ##

PCA0=0

###H## assign interest rate simulations ###
curr.rf <- RF$curr.rf

curr.rate <- currRates(RF, tranches=tranches)
disc.rf <- discount(RF)

orig.pf <- pf

k <- nrow(tranches)
tnames <- rownames(tranches)

n <- nrow(pf)

### initialize time series: ###
feeNames <- c("Upfront", "Trustee", "Administration”,

"SeniorManagement", "SeniorSubManagement", "SubManagement", "Incentive")

allCF <- array(0, dim=c(nSim, k, nPer),
dimnamess=list(1:nSim, thames, 1:nPer))
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feeCF <- array(0, dim=c(nSim, length(feeNames), nPer),
dimnames=list(1:nSim, feeNames, 1:nPer))

seriesNames <- c("IP", "def", "rec", "mat", "pre",

pfSize", "tests")

testNames <- c(paste("IC", thames), paste("OC", thames), "interest Diversion D")

series <- array(0, dim=c(nSim, length(seriesNames), nPer),
dimnamess=list(1:nSim, seriesNames, 1:nPer))

HEHHEHHHA R A S SIMULATION LOOP ###HHHHHHHHHHHHEHHHHH AR

for(iSim in 1:nSim) {
timeForecast(iSim, nSim, 10)

pf <- orig.pf ## not in all deals needed, but ...
dtimes <- DT[iSim, ]
rtimes <- RT[iSim, ]
rrates <- RR[iSim, ]

rectimes <- 1 - (dtimes<=years) + pmin(dtimes+rtimes, years)

remain.size <- tranches$Size

all.def <- all.rec <- all.mat <- rep(FALSE, n)

deferred <- rep(0, k) ## cumulative deferred interest (of pikable tranches)
payTrust <- payAdmin <- paySen <- paySenSub <- paySub <- payInc <- 0

nHurdle <- length(hurdles)  ## number hurdles for "FL"
paidFL.irr <- rep(0, nHurdle) ## PV discounted by (1+hurdles) for "FL" (equity)

#4# initialize the interest reserve account

interestReserve <- 1.8 * mm

feeCF[iSim, "Upfront", 1] <- sum(tranches$Size) - sum(pf$Notional) - interestReserve

for (i in 1:nPer) {

t0 <- CDCJi] ## start time of this period
t1 <- CDC[i+1] ## end time of this period

## interest compound rate for unpaid fees etc. ...
ir <- ifelse(i==1, 1, (1 + curr.rf[iSim, i-1]*bp) * DC[i-1])

#it# the factor which is >1 for pikable Mezz (often pf$Notional is multiplied by this):

pikMulti <- (1 + pf$SwapRatePIK*bp) * t0

new.def <- (dtimes >=t0 & dtimes < t1 & lall.mat)

all.def <- (all.def | new.def)

new.rec <- (rectimes > t0 & rectimes <= t1 & lall.mat)
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all.rec <- (all.rec | new.rec)

new.mat <- (pf$Maturity > t0 & pf$Maturity <= t1 & lall.def)

all.mat <- (all.mat | new.mat)

perf <- I(all.def | allLmat) ## performing == not defaulted nor matured (indicator)

#it##HHE CASH IN #HHHH#H

### interest proceeds from portfolio
IP <- interest(pf, ind=lall.def & (lall.mat | new.mat), rf=curr.rf[iSim,i], DC=DCJi], multi=pikMulti)

### interest reserve account is paid during ramp up ... (too simple)
if(i > 1) {

pay <- min(interestReserve, 1.8*mm * DCJi])

IP <- IP + pay

interestReserve <- interestReserve - pay

### only for further interest
pp.def <- sum(pikMultiinew.def] * pf$Notional[new.def])

### principal proceeds from recoveries
PP.rec <- sum(pikMultiinew.rec] * pf$Notional[new.rec] * rrates[new.rec])

### principal proceeds from maturities
PP.mat <- sum(pikMultiinew.mat] * pf$Notional[new.mat])

### principal proceeds from prepayments
PP.pre <- sum(pikMulti[perf] * pf$Notional[perf]) * PR[iSim, i] * DC[i]
pf$Notional[perf] <- pf$Notional[perf] * (1 - PR[iSim, i] * DC][i])

PP <- PP.mat + PP.pre
if(i == 1)

PP <- PP + PCAO
IP <- IP + PP.rec
AP <-PP +IP

#####H# COUPONS for tranches (including from pik's) ######

coupons <- (remain.size + deferred) * curr.rate[iSim, i, ]*bp * DCIi]
couponslk] <- Inf ## equity

pfSize <- sum(pf$Notional[perf]) + PP  ## nominal portfolio size PLUS PP!!!!
### save values for summary information

series[iSim, 1:6, i] <- c(IP, pp.def, PP.rec, PP.mat, PP.pre, pfSize)

#i##H INTEREST AND PRINCIPAL WATERFALL ##t###
##H trustee fees #it#
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payTrust <- payTrust + trusteeFees * pfSize * DCJi]
pay <- min(AP, payTrust)

payTrust <- payTrust - pay

feeCF[iSim, "Trustee", i] <- pay

AP <- AP - pay

### administrator fees ###

newFee <- adminFees * pfSize * DCJi]

pay <- min(AP, payAdmin * ir + min(newFee, adminFeesCap))
payAdmin <- payAdmin * ir + newFee - pay

feeCF[iSim, "Administration”, i] <- pay

AP <- AP - pay

### senior management fees ###

paySen <- paySen * ir + seniorFees * pfSize * DCJi]
pay <- min(AP, paySen)

paySen <- paySen - pay

feeCF[iSim, "SeniorManagement", i] <- pay

AP <- AP - pay

IP4IC <- max(0, AP - PP.mat - PP.pre)

shortfall <- rep(0, k) ## current shortfall

## part over cap is paid after "D"

OC.OK <- IC.OK <- rep(TRUE, k) ## indicates if one of the tranches failed

#iHi#HHE loop for tranches 1 to k-1 ####H##

for (jin 1:(k-1)) {

### senior subordinated management fees ###
ifj == 5) {

paySenSub <- paySenSub * ir + senSubFees * pfSize * DCJi]

pay <- min(AP, paySenSub)

paySenSub <- paySenSub - pay

feeCF[iSim, "SeniorSubManagement", i] <- pay
AP <- AP - pay

### pay coupon of tranche j ###

pay <- min(AP, coupons[j])

AP <- AP - pay

allCF[iSim, j, i] <- allCF[iSim, j, i] + pay

### accumulate deferred interest, if pikable and not all the coupon paid

if (tranches$Pikablel[j]) {
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shortfall[j] <- coupons|j] - pay
deferred[j] <- deferred[j] + shortfall[j]

### OC and IC test of tranche

res|C <- IC(tranches, currSize=remain.size+deferred,
rates=curr.rate[iSim, i,]*bp, CF=IP4IC, nr=j, DC=DCJi])
resOC <- OC(tranches, currSize=remain.size+deferred-shortfall, pfSize=pfSize, nr=j)

redeem <- max(0, resOC$redeem, resIC$redeem, na.rm=TRUE)

if (redeem > 0) {
if(j <= 5 || lall(c(OC.OK, IC.OK)) || resOC==0) {
## redeem as usual starting with most senior, with IP+PP
pay <- min(redeem, AP)
AP <- AP - pay

redeem <- waterfall(remain.size, pay)
remain.size <- remain.size - redeem
allCF[iSim, , i] <- allCF[iSim, , i] + redeem
}else {
## Class C, D Turbo Pay (only IP)
## pay first tranche C or D, then from most senior...
IP <- max(0, AP - PP.mat - PP.pre)
pay.j <- min(redeem, remain.size[j], IP)
pay.all <- min(redeem, IP)
AP <- AP - pay.all

## pay first only IP to this tranche
remain.size[j] <- remain.size[j] - pay.j
allCF[iSim, j, i] <- allCF[iSim, j, i] + pay.j

## if test not satisfied, redeem from most senior
redeem <- waterfall(remain.size, pay.all - pay.j)
remain.size <- remain.size - redeem
allCF[iSim, , i] <- allCF[iSim, , i] + redeem

}

OC.OK]j] <- (resOC$redeem == 0)

IC.OK[j] <- (resIC$redeem == 0)

#iHHHEHE after the tranches 1 to k-1 ##t##HH

reinvest <- 0

IP <- max(0, AP - PP.mat - PP.pre)
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PP <-AP-IP

### with all PP: reinvest or redeem tranches ###
if(t1 < reinvest.years) {
reinvest <- reinvest + PP
PP<-0
}else{
### redemption of tranches
redeem <- min(PP, sum(remain.size[1:(k-1)]))
PP <- PP - redeem
payment <- waterfall(remain.size, redeem)
remain.size <- remain.size - payment
allCF[iSim, , i] <- allCF[iSim, , i] + payment
}
AP <-IP + PP

### pay back deferred interest of pikable tranche
for(jj in 1:(k-1))
if(deferred[jj] > 0) {
pay <- min(AP-PP, deferred[jj])
deferred][jj] <- deferred[jj] - pay
allCF[iSim, jj, i] <- allCF[iSim, jj, i] + pay
AP <- AP - pay

### subordinated management fees ###

paySub <- paySub * ir + subFees * pfSize * DCJi]
pay <- min(AP, paySub)

paySub <- paySub - pay

feeCF[iSim, "SubManagement", i] <- pay

AP <- AP - pay

### interest reinvestment test class D, before equity ###
RT.OK <- TRUE ## indicator for info
if(t1 < reinvest.years) {
max.size.OC <- (pfSize)
curr.size <- sum( (remain.size+deferred-shortfall) [1:(k-1)]) * (intReinvTest/100)
redeem <- max(curr.size - max.size.OC, 0)
if(redeem > 0) {
reinvD <- min(redeem, percReinvTest * (AP-PP)) ## additional reinvestment
reinvest <- reinvest + reinvD
AP <- AP - reinvD
RT.OK <- FALSE
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## for summary information only:
tests <- ¢(IC.OK, OC.OK, RT.OK)
series[iSim, "tests", i] <- other2dec(tests, 2) ## compress binary vector to scalar

### reinvestment (manipulation of portfolio ...) ###

if(reinvest > 0) {
### reinvestment in remaining(*) names
notional <- sum((pf$Notional * pikMulti)[perf]) ## sum notional + pik
invest.ratio <- 1 + reinvest / notional

pf$Notional[perf] <- pf$Notional[perf] * invest.ratio
time2maturity <- pf$Maturity[perf] - t1
new.time2maturity <- (time2maturity + (invest.ratio - 1) *
pf$Maturity[perf]) / invest.ratio
pf$Maturity[perf] <- new.time2maturity + t1
}
#it# pay any due and unpaid fees ###

pay <- min(AP, payAdmin)

payAdmin <- payAdmin - pay

feeCF[iSim, "Administration”, i] <- feeCF[iSim, "Administration", i] + pay
AP <- AP - pay

### hurdles & incentive fees ###

if (NHurdle > 0) {
## calculate current hurdles:
currHurdle <- (1 + hurdles) " t1

payFL.irr <- rep(AP, nHurdle)

for (iHurdle in 1:nHurdle) {

## pay to FL until hurdle is reached:

dueFL <- max(0, tranches$Size[k] * currHurdle[iHurdle] - paidFL.irr[iHurdle])
payFL <- min(AP, dueFL)

AP <- AP - payFL

allCF[iSim, k, i] <- allCF[iSim, k, i] + payFL

## cumulate incentive fees due
paylnc <- payInc + pfSize * hurdleFees[iHurdle] * DCJ[i] ## fees are % of pfSize!

## pay incentive fees (unpaid, too, but without interest!)

pay <- min(AP, payInc)

paylnc <- paylnc - pay

AP <- AP - pay

feeCF[iSim, "Incentive", i] <- feeCF[iSim, "Incentive", i] + pay
payFL.irr[-(1:iHurdle)] <- payFL.irr[-(1:iHurdle)] - pay
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paidFL.irr <- (paidFL.irr + payFL.irr) * (1 + hurdles) * DC[i]

## pay remaining CF to FL
allCF[iSim, k, i] <- allCF[iSim, k, i] + AP

#iHi#HHHE Pay back bonds, that have not yet matured ###
PP <- sum(pf$Notional[perf] * pikMulti[perf])

pay <- waterfall(remain.size, PP)

allCF[iSim, , i] <- allCF[iSim, , i] + pay

}

### Create object ###

obj <- list(
tranches = tranches, ## input parameter
defaults = defaults, ## input parameter
CF = allCF, ## cash flows per (simulation,tranche,period)
CF.fees = feeCF, ## cash flows per (sim.,fee-account,period)
series=series, ## series of interesting statistics (PP, IP, pfSize, ...)
testNames=testNames, ## names of the items in series], "tests", ]
indTranches = 1:k ## tranches which should be evaluated

class(obj) <- c("cdocf", "cdo")
invisible(summary(obj, print=print))
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