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Uvod do problematiky

Nech G je koneény neorientovany graf bez sluéiek s vrcholovou
mnozinou V(Q) = {vy,...,v,,} a hranovou mnoZinou E(G) (nésobné hrany sa
pripastaji). Matica susednosti A = (a;;) grafu G je stvorcova matica typu
nxn ktorej prvok a;; je rovny poctu hran spajajacich vrchol v; s vrcholom
v;. Zrejme graf G je jednoznacne urceny (az na izomorfizmus) maticou A ,
ale obratene to neplati - matica A zavisi od oznacenia vrcholov. Preto
grafu G mézeme priradit triedu matic A = A(G), kde dve matice Aa A”
patria do tejto triedy prave vtedy, ked existuje taka permutaéna matica P,
7e A= PAP. Zaujimavym invariantom triedy A je charakteristicky
polyném Pg(A) = det(Al - A), kde A € A(G), resp. spektrum Sp(G) =
[Agy-eeshp), kde A, @ = 1,...,n je koren rovnice Pg(A)=0ai; >... 2 A,.

Spektra grafm} zacali ako prvi skimat L. M. LICHTEMBAUM [Jlux
56] a L. COLLATZ a U. SINOGOWITZ [CoSi 57], hoci teoreticki chemici
sa zaujimali o spektra grafov ovela skér, napr. EHUCKEL [Huck 31],
ktori vsak pouzivali in terminolégiu.

Jednou z motivacii preco sa Studuja spektra grafov je pouzitelnost:
vysledkov spektralnej teorie grafov v kvantove] chémii: v kvantovej
chémii Struktirne vzorce urcitych nenasytenych uhlovodikov mozZno
reprezentovat grafmi - tieto grafy nazyvame aj molekularne alebo
Huckelove grafy. Molekularny graf ma zvycajne parny pocet vrcholov.
Potom energia najvyssieho obsadeného molekularneho orbitalu (HOMO -
the highest occupied molecular orbital) je A,,5. Energia najnizZsieho
neobsadeného molekularneho orbitdlu (LUMO - the lowest unoccupied
molecular orbital) je A,/9,;; HOMO-LUMO separacia je rozdiel

Ans2 - Anjosz- [CDGT 88]. V kvantovej chémii je vela pozornosti venovanej
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prave tejto HOMO-LUMO separacii - je totiz zname, ze vela fyzikalno -
chemickych parametrov uhlovodikov je urCenych resp. zavisi od tejto
separacie [St 61].

HOMO-LUMO separacia je vo véééihe pripadov rovna rozdielu medzi
najmensim kladnym a najvacésim zapornym vlastnym cislom
molekularneho grafu. V pripade bipartitn)’rch grafov (s parnym pocétom
vrcholov) HOMO-LUMO separacia je prave dvojnasobok najmensieho
kladného vlastného ¢isla, ktoré nazyvame dualny index grafu. Preto je

skimanie dualneho indexu zaujimavé z hladiska chemickej aplikacie.

Nech G je konecny graf na n vrcholoch so spektrom :
L(G) <A, 1(G) ... < M(B) < A4(G),
kde A(G) # O pre vSetky ¢ = 1,2, ,...,n (t). matica susednosti A(R) je

regularna). Graf H budeme nazyvat inverznym grafom ku G prave

vtedy, ked H je graf na n vrcholoch so spektrom :

1 1 1 1
An(G) "2, 4(G) 7T724(G) "2,(G)

Inverzny graf ku G nie je urceny jednoznacne, kazdy kospektralny
graf (t.j. majaci to isté spektrum) s inverznym grafom ku G je tiez
inverznym grafom ku G. Najvacsie kladné vlastné cislo grafu budeme
nazyvat index grafu. Kedze spektrum inverzného grafu tvoria prevratené
hodnoty spektra p6vodného grafu, zrejme duilny index grafu dostaneme
ako prevrateni hodnotu indexu inverzného grafu. Pre index grafu
existuji roézne metdédy a odhady ako ho ziskat, ktoré vSak nemozZno

priamo pouzit na dualny index. V pripade, Ze pozniame inverzny graf k
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nejakému grafu, moéZeme pomocou neho ziskat informéciu o dualnom
indexe pdvodného grafu. Preto je zaujimavé skimat pre aké grafy existuje
inverzny graf, ako ho ziskat a o mozno z neho zistit o dualnom indexe
povodného grafu. |
Zrejme nutnou podmienkou existencie inverzného grafu ku grafu G
je, aby kazdé A, (G) = 0 a to je prave vtedy, ked matica susednosti A(G) je

regularna.

Nutna a postacujaca podmienka, kedy k matici susednosti stromu T
existuje inverzna matica vychadza z koeficientovej vety (veta 1.2 v [CDS
80). Pre stromy je zujimavé, Ze charakteristicky polyném stromu T s n
vrcholmi je rovny nasledovnému polynomu (tzv. matchingovému
polynému):

4]

WTx) = > (~1)* m(T k)2
k=0

kde m(T,k) vyjadruje pocet pareni v T na k vrcholoch. Z toho vyplyva, ze
A(T) je invertovatelna prave vtedy, ked T obsahuje parenie na n
vrcholoch, teda ked T obsahuje 1-faktor ([(GoGu 81], [Go 84], [HL 72],
[LoPe 73]).

Skiimanie dualneho indexu grafu cez inverzny graf zac':ali- Gutman,
Cvetkovié a Simié v [CGS 78]. Dokazali, Ze inverznia matica A™1(T) k
matici A(T) je matica, ktorej prvky sa len 0,1,-1 a matica A" (T), ktora
vznikne z matice A" (T) zdmenou -1 na +I je podobna s maticou A™*(T).
Na maticu A*(T) sa potom moZno pozerat ako na maticu susednosti
inverzného grafu. Maticu A*(T) mozno teda povazovat za algebraicka

konstrukciu inverzného grafu.
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Spektralnymi vlastnostami stromov sa zaoberali dalSie prace. V
praci [LoPe 73] Lovasz a Pelikdn skiimali charakteristicky polynom
stromu a index stromu a uréili maximilnu a minimélnu hodnotu indexu
medzi vSetkymi stromami na n vrcholoch. V [GoMcK 78] Godsil a McKay
definovali korenovy sacin grafov a na zaklade tohto podali spektralnu
charakterizaciu Speciadlnej triedy stromov. V [Go 84] Godsil uviedol
odhady pre dualny index lesa. V [HoYu 86] je uvedeny odhad pre k-tu
vlastna hodnotu stromu.

V [Go 85] Godsil skimal, kedy existuje inverzny graf ku grafu, ktory
nie je strom. Dokazal, Ze postacujicou podmienkou pre existenciu
inverzného grafu ku grafu G je existencia jediného 1-faktoru M a
podmienka, aby G/M bol bipartitny graf (G/M znadéi kontrakciu po
hranach parenia). Tato podmienka nie je vSak nutnou. Zaroven dokazal
algebraicki konstrukciu inverzného grafu. V tomto délanku je tiez
ukazané, Ze cesta s 1-faktorom na n vrcholoch ma minimélny dualny
index spomedzi vsetkych stromov (dokonca lesov) s 1-faktorom na n
vrcholoch.

V [Si 87] s uvedené niektoré vysledky, tykajice sa indexu stromov

ale aj niektorych grafov, ktoré nie st stromy.
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Hlavné vysledky prace

\" prvéj kapitole je uvedena nutna a postacujica podmienka, kedy je
nejaka Stvorcova matica diagonalne podobna s nezapornou maticou.
Kazdej matici mézeme istym sp6sobbm priradit bud orientovany alebo
neorientovany graf. Hlavny vysledok prvej kapitoly je dalej

preformulovany v reci grafov priradenych k stvorcovej matici.

V druhej kapitole aplikujeme vysledky z prvej kapitoly na odvodenie
nutnej a postacujicej podmienky, kedy je ohodnoteny (di-)graf D silne
“invertovatelny. Zial, pre pouzitie tejto podmienky je nutne poznat
inverzny (di-)graf k D. A vsak pre triedu grafov G s jedinym 1-faktorom
uvedieme v zavere tejto kapitoly cisto grafovi konstrukciu inverzného

(ohodnoteného) grafu G ku grafu G

Trieda stromov s 1-faktorom je z pohladu invertovania grafov
zaujimava. Ako uz bolo v Gvode spomenuté - inverzna matica k matici
susednosti takéhoto stromu je vidy diagonalne podobna (0,1)-matici.
Tretia kapitola sa zaobera takouto triedou stromov. Obsahuje disto
grafova konstrukciu silne inverzného grafu k stromu s 1-faktorom, ktora
je modifikaciou konstrukcie z druhej kapitoly. Na zaklade tejto
konstrukcie st potom odvodené vlastnosti silne inverzného grafu k
stromu a tiez dudlneho indexu stromu. Vysledky z I. a II. kapitoly
zjednodusuji dokazy uvedené v clanku [PaKr 90]. Preto sa niektoré

ddkazy v praci odlisuji od dokazov uvedenych v [PaKr 90].

Stvrta kapitola sa zaoberd invertovanim a dudlnym indexom
bipartitnych grafov s jedinym 1-faktorom, ktoré st po kontrahovani po
hranach 1-faktora bipartitné. KonsStrukcia z L. kapitoly je modifikovana
pre tato triedu Vgrafov. Na zaklade tejto konstrukcie je potom odvodena

charakterizacia inverznych grafov k stromom. V tejto kapitole uvedieme
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tieZ rozsirenie doteraz znamej triedy silne invertovateInjch grafov. V
triede stromov s 1-faktorom ma cesta zvlastny vyznam - dualny index
cesty ma minimalnu hodnotu. V tejto kapitole je uvedena konstrukcia
Specialneho grafu L,,, ktory méa takjto vyznam pre triedu grafov, ktorymi
sa zaobera tato kapitola, t.j. dudlny index tohto grafu L, m4i miniméalnu
hodnotu spomedzi vsetkych grafov s jedinym 1-faktorom, ktoré sa po
kontrahovani po hranach 1-faktora bipartitné.



Pouzité oznacenia

Pod grafom budeme rozumiet koneény neorientovany graf bez
sluéiek v ktorom pripastame nasobné hrany. Orientované grafy budeme
nazyvat digrafy, v orientovanych grafoch tiez pripﬁét’amé nasobné
hrany. Neorientované hrany budeme znacit okrahlymi zatvorkami (.,.),
orientované hrany hranatymi zatvorkami [.,.].

Hranovi mnozinu grafu G budeme znacit E(G), vrcholovii mnoZinu
V(G). Budeme pisat G = H ak G a H st izomorfné a G cc H, ak G je
podgraf H a G 2 H . Ohodnotenie grafu G je zobrazenie I: E(G) - R,
kde R je mnozina realnych éisel. Ak e = (u,v) tak namiesto /(e) niekedy
piSeme [(u,v). Ak mame dané ohodnotenie [ na grafe G s vrcholovou
mnozinou V(G) = {v,,..,v,;} definujeme maticu susednosti A(G) = (aij)

grafu G ako stvorcovi maticu radu n, kde

Neohodnoteny graf moézeme povazovat za ohodnoteny graf, v
ktorom kazda hrana je ohodnotena jednotkou. Podobne ohodnoten;’r‘
digraf D s vrcholovou mnoZinou V(D) a mnozinou orientovanych hran
E(D) je orientovany graf s priradenym zobrazenim l:E(D)» - R.

Nech A je stvorcova matica radu n. Maticu s(A) = (s;;) s vlastnostou

1 ak aij>0
sij =1 0 ak a; j=0
-1 ak ' ai J <0

budeme nayyvat signum matice A,
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Nech A a B su stvorcové matice rovnakého radu Budeme hovorit,
Ze matice A a B majui rovnaké signum ak s(A) = s(B).

Graf G budeme nazyvat bipartitnym grafom, alebo kratko
bigrafom, ak neobsahuje kruZnicu neparnej dizky. Ak budeme chciet
zdoraznit, Ze graf G je bigraf, tak ho ozna¢ime G;. Hovorime, zZe
neprazdne mnoziny R c V(G) a C < V(G) tvoria biparticiu bigrafu G =
V(G),EG)ak RnC=Ca R u C = V(G) a ziadne dva vrcholy z
mnoziny R, resp. C, nie si spojené hranou. Ak mame dant
biparticiu (R,C) bfgrafu G moézZeme definovat |R| x |C| maticu Bg(G) =

(b;) (R| znaéi kardinalitu mnoziny R) :

b = < l(vi,vj) ak (vi,vj) € E(G), kdev,e R,v;e C
Y7\ 0 inak

Tato maticu budeme nazyvat bipartitnou maticou grafu G
priradent k biparticii (R,C).
Je zrejmé, Ze

A(G) - ( 0 By (G))

B%c(G) 0

a naviac plati, ze ak Br-(G) je Stvorcova regularna matica, potom aj
A(G) je regularna. Ak biparticia (R,C) je znama z kontextu alebo nas
nezaujima budeme ju z Bz(G) vynechavat. |

Budeme hovorit, Ze graf G obsahuje 1-faktor ak existuje taky
faktor grafu G ktorého kazdy vrchol ma stupenn 1. Symbolom M(G),
resp. M, budeme oznacovat 1-faktor grafu G (v pripade, ze G ho
obsahuje) a G/M bude oznacovat graf, ktory ziskame z G kontrakciou po
hranach 1-faktora M. Cestu s n vrcholmi budeme znadit P,,. Cesta P v G

dizky k je podgraf G izomorfny s P, ;. Nech G obsahuje 1-faktor M(G).
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Budeme hovorit, Ze cesta P je v G alternujuca vzhladom na M(G) ak
spifia prave jednu z nasledovnych podmienok:

(i) P je cesta dizky 1, t.j. hrana

(1) z kazdej dvojice susednych hran v P je prave jedna patriaca

M(G) a P zaéina aj konéi hranou nepatriacou M(G).
Budeme hovorit, Ze P je parna (resp. neparna) alternujuca cesta ak
P obsahuje parny (resp. neparny) pocet hran nepatriacich M(G). Ak P je
len hrana tak ju budeme povazovat za parnu (resp. neparnu)

alternujucu cestu ak patri (resp. nepatri) do M(G).

Cestu P v grafe G budeme nazyvat voInou, ak spiﬁa nasledovné
podmienky:

(i) vsetky vrcholy cesty P maja v grafe G stupen 2,okrem
koncovych vrcholov cesty P

(i) jeden koncovy vrchol cesty P ma stupen 1 v grafe G a druhy ma
stupenn aspon 2 v grafe G - tento vrchol budeme nazyvat vrcholom
spojenia cesty P v G.

Cesta P je maximalna voIna cesta v G ak P je volna cesta v G a

zaroven vrchol spojenia cesty P v G ma stupen aspon 3.
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Obr. 1.

Na obr.1 sa cesty P,, P,, a P; volne, P,, a P, si maximéalne volne
cesty. Vrchol v, je vreholom spojenia P, v G, v, je vrcholom spojenia P,,
ajP;vG

Pre U < V(G) budeme oznacévat symbolom G[U] indukovany
podgraf grafu G s vrcholovou mnozinou U. Pre F c E(G) je G\F graf,
ktory dostaneme z G odstranenim hran mnoziny F. Pre v € V() a e ¢
E(G) budeme pisat G\v resp. G\e namiesto G\{v} resp. G\{e}. Pre
vrchol v bude deg(v) oznacovat stupen vrchola v.

Nech G je neorientovany alebo orientovany graf a nech A(G) je
jeho matica susednosti. Vlastné hodnoty matice susednosti A(G)

nazyvame spektrom grafu G. Nech teda G ma spektrum
MG <A, (G < ... <M(G) < A(G),

kde 1,(G) # 0 pre vSetky i = 1,...,n. Graf H budeme nazyvat inverznym
grafom ku G ak H je graf na n vrcholoch so spektrom :

1 1
A(G) "1, 4(G) TT7A,(G) ", (G)
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Graf H budeme nazyvat silne inverznym grafom ku grafu G ak
jeho matica susednosti A(H) je diagonalne podobna s maticou A (G).

Graf G budeme nazyvat invertovateInym ak existuje k nemu
aspon jeden inverzny graf.

Graf G s maticou susednosti A(G) budeme nazyvat silne
invertovateInym ak A(G) je diagondlne podobna nezapornej
celociselnej matici t.j. ak existuje taka regularna diagonalna matica C,
7e matica CA1(G)C™? je celodiselna a nezaporna.

Pre graf G budeme oznacovat maximalne kladné vlastné &slo
symbolom A(G) a nazyvat index grafu G a minimalne kladné vlastné

gislo alebo tiez dualny index grafu G symbolom A* (G).
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I. Vysledky pre matice

Godsil v clanku Inversees of Trees [Go 85] uviedol postacujacu
podmienku pre silnii invertovatelnost bigrafu G s jedinym 1-faktorom
M(G) - staci ak graf G/M(G) je bigraf. Tato podmienka vsak nie je nutnou.
Godsil preto zadal problém charakterizovat vsetky silne invertovatelné
grafy s jedinym 1-faktorom.

Na tento problém sa moézeme pozerat aj cez matice - je zname, zZe k
matici susednosti A(G) bigrafu G s jedinym 1-faktorom inverzna matica
A(G) existuje a ak determinant det(A(G))= +1, tak A (G) je celodiselna
[Go 85]. Ak inverzni matica A'(G) je diagonalne podobna s nejakou
nezapornou maticou B tak (kedZze podobné matice maja rovnaké
spektrum) tato maticu B mdZeme povaZovat za maticu susednosti
inverzného grafu ku grafu G. V jazyku matic mozno Godsilov problém
transformovat naledovne: charakterizovat vsetky celoCiselné matice,
ktorych inverzné matice sG diagonadlne podobné s nezipornymi
celoCiselnymi maticami.

Vysledky uvedené v tejto kapitole st pokusom o hladanie takejto
charakterizacie. Aj ked sa tento problém nepodarilo Gplne vyriesit,
ukazeme v nasledujicej kapitole, Ze vysledky uvedené v tejto kapitole sa
daji pouzit na rozhodnutie, ¢ dany graf je alebo nie je silne
invertovatelny. Hlavny vysledok tejto kapitoly udava nutni a postadujacu
podmienku, kedy je celofiselna matica podobna s nezapornou celoéiselnou
maticou.

Zavedieme niektoré potrebné oznadenia. Ak matica ma prvky len
0,1,-1 hovorime o (0,1,-1)-matici. Ak A a B s Stvorcové matice a
A= CBC, kde C je diagonélna matica, tak budeme hovorit, 7e A a B si1
diagonalne podobné; ak C je diagonilna (0,1,-1)-matica, tak budeme
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hovorit, Ze A a B st (0,1,-1)-diagonalne podobné. Pripominame, Ze ak C
je diagonalna (0,1,-1)-matica, tak C = C',
Nech € = (¢;;) je diagonalna matica radu n, C je n X n matica

definovana rovnostou C = (c—g)= (c

i ¢ ). Potom pre kazdu maticu A plati:

CAC'=Ax*C 1)
kde * je nasobenie po prvkoch matic definované rovnostou (aij) * (cij) =
(aij cij .

Rovnost (1) vyplyva z nasledujacich dvoch zrejmych tvrdeni :

Lema 1.1. Nech A = (a;j) a B = (b;)) st diagondlne podobné matice.
Potom A aj B maji na rovnakych miestach nuly, t,. a;; = 0 prdve vtedy

ked bU = 0.

Lema 1.2. Nech A = (a;;) a B = (b;;) st $tvorcové matice ktoré maji
nasledovné vlastnosti pre kazdé i, j:

() ak b; = Opotom a;=0

(ii) ak a;; = c, kde c je redlne cislo rézne od nuly, potom b;; = a;; .
Potom diagondlna podobnost matice B s nezdpornou maticou implikuje

diagondlnu podobnost matice A s nezdpornou maticou.

Nasledujica lema bude uzitoéna pre zjednoduSenie niektorych
dokazov, ktoré buda dalej uvedené. Je tiez zaujimava aj vzhladom na

Godsilov ¢lanok [Go 85].

Lema 1.3. Nech A je S$tvorcovd matica rddu n. Potom A je
diagondlne podobnd s nejakou nezdpornou maticou prdve vtedy, ked A je

(0,1,-1)-diagondlne podobnd s nejakou nezdpornou maticou.
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Dékaz: Postadujica podmienka je trivialna. Aby sme dokazali nutna
podmienku, uvazujme diagonilnu maticu €, pre ktora CAC™' = B je
nezaporna matica. Nech matica E znaéi signum matice C t.j. E = s(C).
Polozme C = (c;) = (¢;; ¢; ") a E = (¢;) = (ej; ;7). Zrejme matice C a E
maji rovnaké signum a z nezapornosti matice CAC?! = A * C vypljva

nezapornost matice EAE' = A * E .1

Désledok 1.4. Stvorcovd matica A je diagondlne podobnd

nezdpornej matici prdve vtedy, ked A je diagondlne podobnd matici

Dékaz: Dokaz vyplyva priamo z lemy 1.3. a lemy 1.1.8

Nech A je stvorcova matica radu n a nech oo a B st neprazdne
podmnoziny mnoziny {1,2,...,n} . Nech |S| znaci kardinalitu mnoziny S.
Potom AlalB] je lalxIpl podmatica matice A, ktora obsahuje riadky
matice A s indexami v o a stipce matice A s indexami v B v priredzenom

poradi. Napr. pre A = (; ?) dostaneme A[{1}1{1,2}]=(1,2). Dokazeme teraz

hlavny vysledok tejto kapitoly.

Veta 1.5. Nech A je stvorcovda matica radu n. Potom A je diagondlne
podobnd nezdpornej matici prdve vtedy, ked existuje rozklad indexovej
mnoziny (1,2,...,n} na neprdzdne mnozZiny a a f s vlastnostou, Ze Alal al a

A[p) fi] st nezdporné matice a Alal fi] a A[f] o st nekladné matice.

Doékaz: Najskor dokazeme nutnit podmienku. Nech € je diagonalna
matica taka, Ze matica CAC™ je neziporna. Podla lemy 1.3. méZeme

predpokladat, Ze C je (0,1,-1)-matica. Definujeme a = (i (1,2,...,n} | ¢c;;=1} a
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p=( €(1,2,...,n}c;=-1}. Zrejme anB=L a kedze C je regularna diagonilna
(0,1,-1)-matica, je tiez awp=(1,2,...,n}. Podla definicie matice C = (c;) =
(cj; ¢j) a a dostaneme, Ze Clal al=(c; ¢;j) kde ica a jea je nezaporna
matica. Z nezépomosﬁ matice Alal al*Clal a] vyplyva, Ze matica Al al
je tiez nezaporna. Podobne, z nezapornosti matice Ala| a]*E[ﬁl fla E[ﬁl p
] vyplyva nezapornost matice A[f| f]l. Na druhej strane z toho, Ze matica
Clal f] resp. ClSlal a Alal f1*Clal ] resp. A4l al*Cl4l @] je nekladna
vyplyva, Ze matica Ala| f] resp. A[f] a] je nekladna.

Na dokaz postacujacej podmienky predpokladajme, ZzZe existuje
rozklad mnoziny {1,2,...,n} na mnoziny « a [ s vlastnostami opisanymi v

zneni vety. Definujme Stvorcovi maticu € = (c;;) radu n nasledovne:

j +1 aki =j, i,j € a
-1 ak: =.j7 i,jE ﬂ
0 aki #j

Je zrejmé, zZe takto definovana matica C je regularna diagonalna

matica s vlastnostou , Ze matica CAC™ je nezaporna . B
Nasledujuci dosledok je preformulovanie vety 1.5.

Dosledok 1.6. Nech A je $tvorcovd matica rddu n. Potom A je
didgondlne podobnd s nejakou nezdpornou maticou prdve vtedy, ak

existuje takd permutacnd matica P, Ze

(A A
PAP! = ( 11 12}
Ay Ay

kde A;; a Ay, si nezdporné Stvorcové matice a matice Ay a Ay st

nekladné.
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V dalSom bude uzitoéné previest preformulovanie vysledku z vety
1.5. na grafy resp. digrafy pripradené Stvorcovej matici A = (a;j). Graf
resp. digraf priradime matici nasledovne:

1./ Matici A typun xn pﬁradime ohodnoteny digraf D{A} s vrcholmi
V15Vg...sV, kde orientovana hrana ide z vrchola v; do vrchola v; prave
vtedy, ked a;; # 0 a ohodnotenie je definované rovnostou l(Iv;v;D) = a;;.

2./ matici A moézeme priradit aj ohodnoteny neorientovany bigraf
Gp{A} s 2n vrcholmi ryry,...¥, a €j,¢y,...,C,, kde r; a ¢; st susedné prave
vtedy, ked a;; # 0 a ohodnotenie / je definované rovnostou I(r;cj=a;;.

Mnoziny R={r;r,...,r,} a C={e;c,,...,c,} tvoria biparticiu bigrafu Gy, {A}.

Poznamka. Pri Gvahach o savislosti bigrafov a matic sa zvycajne
diava prednost orientovanym bigrafom.(Pod orientovanym bigrafom s
biparticiou (R,C) rozumieme digraf, v ktorom orientované hrany ida z
vrcholov mnoziny R do vrcholov mnoziny C). V tejto praci budeme
pouzivat len neorientované bigrafy; bude to uzitocné aj vzhladom na vetu
2.4 v druhej kapitole a vysledky v ktorych sa tato veta vyuziva. Vsetky

tieto vysledky je mozné transformovat pre orientované bigrafy.

Dg’isledok 1.7. Nech A je Stvorcovd matica rddu n a nech Gu{A} je
bigraf priradeny matici A. Potom A je diagondlne podobnd nezdpornej
matici prdve vtedy, ked existuje taky rozklad mnozZiny (1,2,...n} na
neprdzdne podmnoziny a a f, Ze podbigraf Gy, resp. Gyg bigrafu Gy{A}
indukovany vrcholovou mnozinou {r;lieal U {c;liea}, resp. {r;liep} U
{c;lief} obsahuje vsetky hrany z bigrafu Gy{A} ohodnotené kladnymi

éislami a neobsahuje Ziadnu hranu ohodnotent zdpornym éislom.

Preformulujeme dalej vetu 1.5. pre digraf D{A}. Aby sme to mohli

urobit potrebujeme zaviest niektoré oznacenia. Nech D je dany
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(ohodnoteny) digraf. Priradeny graf k digrafu D je graf , ktory
dostaneme zanedbanim orientacie (a ohodnotenia) orientovanych hran
digrafu D a budeme ho oznacovat symbolom GP. Digraf D sa nazyva
slabo suvisly, ak graf GP je savisly; digraf, ktory nie je slabo savisly sa
nazyva nesuvisly.

Nech V,V,,...,V,, st po dvojiciach disjunktné podmnoZiny vrcholovej
mnoziny neohodnoteného grafu G. Potom GI1V,V,,....V, je graf, ktory
dostaneme z G spojenim vsetkych vrcholov z V; do jedného vrchola pre
vSetky i=1,...,k a spojenim vSetkych vyslednych nasobnych hran do jednej.
Pre podgrafy H; H,,....H, grafu G budeme pisat G IHH,,....H, namiesto
G| V,(Hy,...,V,(H). Symbol D, resp. D. bﬁde znacit faktor digrafu D
vytvoreny z hran ohodnotenych klanymi,resp. zapornymi &islami. Ak D je
digraf priradeny k matici A, tj. D = D{A}, potom symbolom GP“
oznadéime graf priradeny k tomuto digrafu D.

Dosledok 1.8. Nech A je stvorcovd matica rddu n a nech D je digraf
priradeny matici A . Potom A je diagondlne podobnd s nejakou
nezdpornou maticou prave vtedy, ked
(1) D, je nesuvisly digraf so slabo sivislymi komponentami C;, C,,...,C;,

(k22); .
(i1) indukovany digraf D[C,]. pre vSetky i=1,..k je digraf ,ktorého
hranovd mnoZina je prdzdna;

(iii) graf GP-1Cy, Cs,...,C,, je bigraf.

Doékaz: Podla dosledku 1.6. existuje taka permutacna matica P, ze:

X Y
B=PAP“I=( )
u v
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kde X a V sii nezaporné neprazdne stvorcové matice a Y a U st nekladné.
Oznacme symbolmi W(X) resp. W(V) mnozZinu silne suvislych
komponentov digrafu priradeného matici X, resp. matici V. Potom
WX) u W(V) = {Cy, C,,...,C.} je mnozina vSetkych slabych kdmpbnentov
digrafu D, ; zrejme k > 2 a teda D, je nesuavisly. Naviac D[C;] obsahuje
len kladne ohodnotené hrany, kedze tieto koresponduji s podmaticou
nezapornej matice X alebo V . Z toho vyplyva, ze D[C,]. je graf , ktorého
hranova mnozina je prazdna a tym sme dokazali (ii).

Budeme teraz dokazovt (iii). Oznaéme si ako o; (resp. ;) podmnozZinu
mnoziny {1,2,...,n}, ktord zodpovedad riadkom (resp. stipcom)
korespondujicim s V(C;), inymi slovami D{B[o;IB;]}] = C,;. Potom
o ={o;li = 1,..,k} a B = (B;li = L,...,k} st rozklady indexovej mnoZiny
{1,2,...n). Naviac a. = o' U a? a B = B! U B2kde pre vietky o € o' a
B € B' matica B[alB] je podmatica matice X a pre vietky ac o>a B € p2
je matica Blolpf] podmatica matice V. Budeme definovat nasledovnii
Stvorcovii (0,1)-maticu B = (B‘;) radu k:

b. = 1 prave vtedy, ked Blo; I B;] obsahuje aspon jednu zaporna

ij
hodnotu
b, =0, inak
Potom graf G®® je izomorfny s grafom, GP-1C;, Cy,...,C;, a z definicie

matice B vyplyva , Ze

kde O; a O, st Stvorcové neprazdne nulové matice. Teda graf G*® ako aj

graf GP-1Cy, Cy,...,C;, je bigraf a dokaz (iii) je skoneny.
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Obratene, predpokladajme, zZe A spiﬁa (i) az (iii) a nech A je
skonStruovania z A takym istym spdésobom ako B z B. Potom (iii)

implikuje, Ze existuje permutaéna matica P radu % s vlastnostou, Ze:

kde 0'1 a 0'2 st Stvorcové neprazdne nulové matice. Naviac (i) implikuje,
zZe matica P moZe byt vybrana tak, Ze (nulové) podmatice A_[o;!p;]
koreSponduji s diagonalnymi hodnotami matice PAP™.

Roziirenim A na n x n maticu A. dostdvame, Ze existuje taka

permutacéna matica Q, Ze :

QA.Q- [01 Y )
u o,

kde O, a O, si Stvorcové neprazdne nulové matice a A_[o; | ;] st nulové

diagonalne podmatice matic O; a O,. teda

(F, 010 \
| [}
, 0 F'o0 Y
_———Z Y ——
2 _ |0 0F,
QAQ - | Fm«0’1 0 : 0 ’
(] 1
u _9___'_='2+_2_L0_
\ 0 0 'F

kde m > 1 je kardinalita mnozZiny o' . Kedze pre vietky i = 1,2,...,n matica
F, koreSponduje so silne stvislym komponentom C; , podla (ii) je F;
neziporna matica a U’ = U ako aj Y' = Y sii neziporné matice.

Aplikovanim désledku 1.6 dostavame, 7e matica A je diagonéalne podobna

nezapornej matici.l
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Zosumarizovanim vysledkov o celo¢iselnych maticiach dostavame:

Veta 1.9. Nech A je Stvorcovd matica rddu n. Potom nasledovné
podmienky st ekvivalentné: |
(a) A je diagondlne podobnd nezdpornej matici;
(b) A je (0,1,-1)-diagondlne podobnd nezdpornej matici;
(c) A je diagondlne podobnd A
(d) Existuje permutacnd matica P typu n x n s vlastnostou , Ze

P =
PA (U v

X Y)
kde X a V st nezdporné Stvorcové matice a U a Y sit nekladné;

(e) existuje taky rozklad mnoziny (1,2,...,n} na neprdzdne podmnoziny a a
p, 2e podbigraf Gy, resp. Gyp, bigrafu Gu{A} indukovany vrcholovou
mnozinou (r;liea} U {c;lieaj, resp. {r;liefl U (c;lief}, obsahuje
vSetky hrany z bigrafu Gy{A} ohodnotené kladnymi Cdislami a
neobsahuje Ziadnu hranu ohodnotentt zapornym cislom.;

() Nech D je digraf priradeny matici A, t.j. D = D{A}. Potom plati

(1) D, je nesuvisly digraf so slabo suvislymi komponentami C,,
C,...C, (k22);

(it) indukovany digraf D[C;]. pre vsetky i=1,..,k je digraf ,ktorého
hranovd mnoZina je prdzdna; |

(iii) graf G?-1Cy, C,,...,Cy, je bigraf.



II. Vysledky pre grafy.

V predchadzajiicej kapitole sme priradili Stvorcovej matici A
ohodnoteny digraf D{A} a ohodnoteny bigraf Gg{A}. Obratene, pre
ohodnoteny digraf D s n vrcholmi A(D) bude znacit maticu, pre ktort
D{A(D)} = D. Ohodnoteny graf G moézeme povazovat za symetricky
ohodnoteny digraf D ; to znamena, ze kazda hrana (w,v) grafu G (s
ohodnotenim I(u,v) = lj) je povaZovana za dvojicu orientovanych hran
[u,v] a [v,u] digrafu D ohodnotenych rovnakym ohodnatenim [, Je
zrejmé, Ze A(D) je standardna matica susednosti digrafu D.

Nech D je ohodnoteny digraf s maticou susednosti A(D). Oznacme
symbolom D™ digraf priradeny k matici A™(D) t.j. D™'= D{A™(D)}; inymi
slovami D™ je ohodnoteny digraf, ktory koresponduje s inverznou
maticou k matici susednosti digrafu D. Oznaéme symbolom D*

ohodnoteny digraf, ktory dostaneme z digrafu D™ zamenou vsetkych

-1
+ 2

zapornych ohodnoteni za ich absoliitnu hodnotu. Symbol D7, resp.D”},
pre digraf D™'m4 ten isty vyznam ako symbol D, resp. D_, pre digraf D v
predchadzajicej kapitole. Podobne, G™ oznacuje graf priradeny digrafu
| D J

Prirodzenym rozsirenim silnej invertability pre vSetky ohodnotené
digrafy je nasledovna definicia: ohodnoteny digraf D sa nazyva silne
invertovateIny, ak existuje ohodnoteny digraf H, ktorého vsetky
orientované hrany st oznacené kladnymi ¢islami a s vlastnostou, zZe
matica A(D™) je diagonélne podobna s maticou A(H).

V tejto kapitole budeme aplikovat vysledky predchadzajacej kapitoly

na odvodenie nutnej a postaéujﬁéej podmienky pre silnt invertabilitu

digrafli D. Zial tato nutna a postalujiica podmienka neodraza Struktiru
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digrafu D — ak chceme zistit, ¢i digraf D je silne invertovateIny musime
poznat digraf D~'.

V zavere kapitoly uvedieme pre ohodnoteny bigraf G s jedinym
1-faktorom &isto grafova konstrukciu grafu G™ (pripominame, Ze kazdy
neohodnoteny graf moéZeme povazZovat za ohodnoteny tak, Ze kazdej hrane
priradime hodnotu 1). Potom danému bigrafu G s jedinym 1-faktorom
mébZeme jednoznaéne priradit podla vety 2.4 bigraf G a ak tento bigraf
G™' povaZujeme za orientovany digraf (zdmenou kaZzdej hrany za dvojicu
opacne orientovanych hran) moézeme podla vety 2.1 urcit, ¢i pdévodny

bigraf G je alebo nie je silne invertovatelny.

Veta 2.1. Nech D je ohodnoteny digraf ktorého matica susednosti
A(D) je reguldrna. Potom nasledovné tvrdenia st ekvivalentné:

(a) D je silne invertovatelny
(b) D* je inverzny graf ku D
(c) platia nasledovné tri podmienky:

3] D;I Je nestvisly digraf so slabo stvislymi komponentmi
C.C,....,C,, kde k>2;

(ii) indukovany digraf D7'[C;]. pre vietky i = 1, 2,..., k
Jje digraf ktorého hranovd mnozina je prdzdna;

(iii) graf G™ 1C;,Cs,...,Cy, je bigraf.
Dékaz: Tvrdenie vety vyplyva priamo z tvrdeni (a), (c) a (f) vety 1.9.

Nech G je bigraf s maticou susednosti A = A(G) a nech B = B(G) je
bipartitn4 matica bigrafu G. Zrejme

it

a matica B je reguldrna prave vtedy, ked A je regulérna a



Naviac plati:

Lema 2.2. Nech B je §tvorcovd matica. Ak B je diagondlne podobnd

. B) . . . .
s nezdpornou maticou, potom A = (BT 0), Je tiez diagondlne podobnd s

nezdpornou maticou.

Dokaz: Nech D je diagonalna (0,1,-1)-matica taka, ze DBD je

D 0
0 D

nezaporna. Polozme D = ( ) Potom priamym vypoctom a pouzitim

jednoduéh)’rch vlastnosti matice D, e D' =D a DT = D dostavame

BAD =( 0 "B"]

(pBD)" 0

Z predpokladu nezapornosti matice DBD '=DBD vyplyva

nezapornost matice DAD .1

Doésledok 2.3. Nech G je bigraf, ktorého bipartitnd matica B(G) je
reguldrna. Ak matica B™(G) je diagondlne podobnd s nezdpornou

maticou, potom bigraf G je silne inverzny graf ku G.

Obratené tvrdenie z lemy 2.2 a dosledku 2.3 neplati a teda silna
invertibilita G neimplikuje, Ze matica B™'(G) je diagonalne podobna s
nezapornou maticou, je to postacujica, ale nie nutna podmienka. Inymi

slovami mézeme pouzit dosledok 2.3 na dékaz silnej invertibility
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bipartitného grafu G, ale nie na dokaz toho, Zze G nie je silne
invertovatelny.
Désledok 2.3 bol v Godsilovom ¢lanku [Go 85] implicitne pouzity,

hoci nebol ani vysloveny ani dokazany.

Konstrukcia grafu G™

Na zaciatku tejto kapitoly sme uviedli, Zze na to, aby sme mohli
aplikovat vetu 2.1 na zistenie silnej invertibility bigrafu G musime
poznat graf G™'. Tato kapitolu zakonéime ¢isto grafovou konstrukciou

grafu G~ pre triedu bigrafov s jedingm 1-faktorom.

Poznamka. Je zname [Go 85], Ze graf G s 2n vrcholmi ma jediny
1-faktor prave vtedy, ked jeho vrcholy mézeme oéislovat ¢islami 1, 2, ..., n
a C¢islami 1°, 2 '; ...,n' tak, ze hrana ide z vrcholu i do vrcholu j'len ked
i = j' Znamena to, zZe bipartitna matica B(G) tohto grafu G je dolna
trojuholnikova matica s jednotkami na diagonale. Nasledujacu vetu 2.4
mozno povazovat aj za navod na ivertovanie regularnej trojuholnikovej
matice (ktort mozZno pomocou permutacii riadkov a stipcov previest na
dolna trojuholnikovii maticu s jednotkami na diagonale) pomocou grafov.
O invertovani trojuholnikovych regularnych matic st zname vety, ktoré
vyuzivaju grafy, napr. [Fi 81, veta 13.1] ale aj dalsie prace: [Fi 77], [Fi
63]. Vo vete 2.4 vsak popiseme ind metodu invertovanie, ktora bude

uzitocna pre odvodenie vysledkov v nasledujacich kapitolach.

Nech G je bigraf bez nasobnych hran s jedinym 1-faktorom M(G).
Nech u a v sii TubovoIné vrcholy v G, potom p,(u,v) (resp. p.(u,v)) znadi
pocet vSetkych parnych (resp. neparnych) alternujacich ciest spajajticich

vrcholy u a v.
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Veta 2.4. Nech G je bigraf s jedinym 1-faktorom M(G). Potom
(ohodnoteny) bigraf G s ohodnotenim l: E(G) —» Z dostaneme
nasledovne:

(@) V(G™) = V(G)

(b) nech vrcholy u,v € V(G™). Potom hrana (u,v) € E(G™) prdve

vtedy, ked p, (u,v) # p.(w,v) a l(u,v) = p,(u,v) - p(u,v).

Dékaz: Je zrejme Ze graf G™ skonStruovany vo vete 2.4 je bigraf.
Naviac, ak (R,C) je taka biparticia grafu G, Ze bipartitn4 matica Bz (G)
grafu G je dolﬁé trojuholnikova s jednotkami na diagonéile, zrejme aj
bipartitna matica Byo(G™) bigrafu G'ma tato vlastnost. Stad dokazat,
7e Bpo(G™) = Bzo(G). Definujeme maticu D = (d;) =Bypi(G)Br(G™)
Dokazeme, ze D =1, kde I je jednotkova matica.

Nech r; a ¢; st Tubovolné vrcholy grafu G™ anechr; € R a¢; € C.
‘Oznacme okolie r; v G ako N(r,) a definujme N'(r;) = {u € V(@) I(u,v) e M
av € N(r;)}, t.j mnozina N (r;) obsahuje tie vrcholy z mnoZiny R, ktoré st

v 1-faktore M s vrcholmi mnoziny N(r;) (obr.2). Zrejme r; € N '(r;).

)
)

dL
NN/
Nr) Nir)
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Preformulovanim néasobenia matic do rec¢i grafov dostaneme, Zze

prvok d;; matice D sa rovna

d;. Y Ue)

ecky
kde E;; = {(u,e) € E(G™")lu e N(r))} je mnozina vietkych hran v G,
ktora spaja vrchol x; s niektorymi vrcholmi v N '(r;).

Uvazujeme dva pripady:

(1) Nech (ri,cj) e M.

KedZe matice Byro(G) a Bgi(G™) st vybraté tak, Ze diagonalne
hodnoty koresponduji s 1-faktorom M, tento pripad je ekvivalentny s
tym, Ze i = j. Predpokladajme, Ze existuje hrana v E;j rézna od (r;,¢;), nech
je to hrana (r,c;). Potom ale r; € N '(r;) a teda musi existovat cyklus ¢;r;cr
v G - to je spor (obr.3). Teda E;; = {(r;,c;)} a podla definicie ohodnotenia [
grafu G, d;; = d;; = 1 pre v3etky i.

N(r,) Nir,)

Obr. 3
(i1) Nech (r;,c)) ¢ M.
Tento pripad zaroven zahrfmje aj pripad, ked (r;,c;) ¢ E(G), naviac
implikuje, ze 1 # J. Oznacme ako H+(r,~,cj) (resp.]]_(ri,cj)) mnozinu vsetkych
parnych (resp. neparnych) alternujicich ciest P, ktoré spajaja vrchol ¢; s

vrcholmi v N'(r;) a ako p(P) oznac¢me pocet hran cesty P, ktoré nepatria
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do M(Q); vSetky tieto cesty st podgrafy grafu G. Z konstrukcie grafu G™

dostavame, ze Z l(e) = 0 prave vtedy, ked pocet parnych alternujtcich

ecE;
ciest, ktoré spajaja vrchol ¢; s vrcholmi v N'(r;) sa rovna poctu neparnych
alternujucich ciest ktoré spajaju vrchol ¢; s vrcholmi v N '(x;)

Dokazeme, Ze pre kazdé P e Il (r;,c)) existuje cesta P' € /i(r;c) a
naopak, pre kazdé P e H_(ri,cj) existuje cesta P' e 17+(ri,cj).

Oznaéme Iir;,c;) = I,(r,c) v IiL(r,c) a uvazujme Iubovolné
P € Ir;c;). Najskor nech P = e je hrana v G. Ak e e Il (r;c)), potom
eecMall)=+1latedae= (ri,cj). KedzZe i #j a r; € N'(r;) dostaneme, Ze
(c;x;) € E(G)\M a teda (c;x;) € P' € I1(r;X)). Obrétene, ak e € i(r;,c)),

potom c;e N(r;) a z toho vyplyva, Ze (c;x;) e P’ € I1,(r;,c;) (obr.4b).

N'(r,) N'(r,)
(a) (b)

Obr. 4

Teraz nech p(P) > 1. Jeden koncovy vrchol cesty P je ¢; a oznaéme
druhy ako r, r € N'(r)). Dalej uvazujeme opat dva pripady: r = r,ar#r;

(a) r = r;. Oznacme ako ¢ vrchol cesty P susedny s r v P. Je zrejmé,
Ze ¢ € N(r;) a naviac ¢ # c; teda w(P) > 1. Oznaéme ako P' = P\{r,c}.

Potom P' ¢ H(ri,cj) a naviac W(P") = p(P) - 1. Teda ak P ¢ 1, (r;c))
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potom P’ € Ii(r;c)) a naopak, ak P € Ii(r;c;) potom P’ e 7],
(r;,c;) (obr.5a). ‘

(b) r # r; (obr.5b). Potom existuje také &, Ze r = r;. Potom x;.€ N(r;),
c; # ¢ Skutotne, inak by cesta obsahujica hranu (rj,c,) = (r;c))
vytvarala cyklus v G, v ktorom by M indukovalo 1-faktor - a to je spor.
Teda P spolu s hranami (r;,c;) a (c,,r;) vytvara cestu P' e ﬂ(ri,cj) suPh
=uP)+ 1. Tedaak P e IL(ri,cj) potom P' € H_(ri,cj) a naopak, ak P € 71
(r;,c)) potom P’ € I1,(r;,c)).

Doékaz je skonceny. B
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II1. Invertovanie a dualny index stromov

V predchadzajucej kapitole sme uviedli ¢isto grafoviai konsStrukciu
(ohodnoteného) inverzného grafu G™ pre graf G s jedinym 1-faktorom.

Nech T je strom a nech A(T) je jeho matica susednosti. Je zname [Go
85], ze silne inverzny graf T*k stromu T existuje vzdy, ked existuje aj
inverzny graf T~ (to je prave vtedy, ked T ma 1-faktor). Inymi slovami
matica susednosti A(T) stromu T je regularna prave vtedy, ked T ma 1-
faktor a teda A-Y(T) = A(T™) existuje a naviac existuje aj regularna (0,1,-1)
diagonalna matica C, ze A*(T) = A(T*) = CA-(T)C.

Pripominame, e graf T*dostaneme z grafu T~ zimenou zapornjch
ohodnoteni za ich absoliitnu hodnotu. Dalej je zndme, Ze matica susednosti
A(T) grafu T je (0,1,-1) matica; ¢o znamena, 7e graf T'neobsahuje
nasobné hrany.

Godsil v [Go 85] dokazal aj nasledovné dva vysledky:

Veta A. Nech G je bigraf s n vrcholmi a jedinym 1-faktorom M a
nech graf G /M je bipartitny. Potom plati:

(¢) matica A(G) je diagondlne podobnd nezdpornej celociselnej
matici

A+(G)

¢t) Gc G

(iii) ak G je strom potom G c P, kde P, oznacuje cestu s n

vrcholmai.

Veta B. Nech G je bigraf s n vrcholmi a jedinym 1-faktorom M a
nech graf G/M je bipartitny. Potom |

(i) MG)A (G) 2 1 a rovnost plati prave vtedy, ked G = G*

(ii) ak G je les, potom 1" (G) 2 A* (P,)
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V tejto kapitole uvedieme modifikaciu konstrukcie z vety 2.4 pre silne
inverzny graf T* k stromu T. Tato konsStrukciu aplikujeme na odvodenie
vysledkov tykajacich sa duilneho indexu stromov v zavislosti od
koncovych vrcholov stromu. Uvedieme tieZ niektoré vlastnosti grafu T*. V
zavere tejto kapitoly skonstruujeme strom s n vrcholmi, ktory ma
maximalny dualny index spomedzi vsetkych stromov s n vrcholmi a 1-

faktorom.

Konstrukcia a zakladné vlastnosti grafu T™.

Nech T je strom s 1-faktorom M. Konstrukcia grafu T* =
(V(T*),E(T"))je nasledovna:

i) V(T*)=V(T)

(ii) E(T*) o E(T); T*ziskame z T tak, Ze do T priddime novii hranu
spdjajicu vrcholy u a v prdve vtedy, ked vrcholy u a v sit v T spojené
alternujiicou cestou dizky aspori 3.

Kedze T je strom, alternujica cesta medzi dvoma vrcholmi je
jednoznaéne urena (ak existuje) a je jedina t. j. graf T je dobre

definovany.

Veta 3.1. Nech T je strom s I-faktorom. Potom graf T*

skonstruovany vyssie je silne inverznym grafom k stromu T.

Doékaz: Kedze v strome T medzi kazdymi dvoma vrcholmi u a v
existuje najviac jedna alternujiica cesta, ktora je bud parna alebo neparna
(poznamenavame, 7e aj hranu (u,v) povaZujeme za parnu alternujiicu
cestu ak (u,v) € M a za neparnu alternujacu cestu ak (u,v) ¢ M) potom

- ohodnotenie hran grafu T™je nasledovné:
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1 ak existuje parnaalternujiica cesta medzi vrcholmi u a v
l(u,v) = -1 ak existuje neparna alternujica cesta medziua v
0 inak

Graf Tt dostaneme z T™! zadmenou zépornjch ohodnoteni hran za
kladné (pretoZe matica A(T™) je (0,1,-1)-diagonslne podobna s maticou
A(T*)). .

Zrejme T musi obsahovat’ vSetky hrany, ktoré obsahuje T a este
naviac nové hrany, ktoré spijaji vrcholy medzi ktorymi existuje

zvacsujica alternujaca cesta dlzky aspon 3.l

Uvedieme teraz zoznam niektorych jednoduchych ale zaujimavych a

uzitoénych vlastnosti grafu T*:

Lema 3.2. Nech T je strom, T silne inverzny graf k stromu T.
Potom:

@TcT"

(b) mnozina koncovych vrcholov grafu T* je rovnakd ako mnozina ’

koncovych vrcholov stromu T.

Dékaz:(a) vyplyva z konStrukcie grafu T*. Zrejme koncovy vrchol
stromu T nembze byt koncovy vrchol Ziadnej alternujticej cesty dizky apor

3 a z toho vyplyva (b).l

Lema 3.3. Silne inverzny graf T* k stromu T je bipartitny graf s
Jedinym 1-faktorom a M(T) = M(T*) je jediny 1-faktor v T*. Naviac

biparticia (R,C) stromu T je aj biparticiou grafu T*.
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Lema 3.4. Nech F c T je les s 1-faktorom a vlastnostou, ze M(F) c
M(T). Potom kazdd alternujica cesta v F je aj alternujicou cestou v T, a

plati  F 'cT".

Poznamka 38.5. Godsil v [Go 85] dokédzal, 2e ak T je strom s n

vrcholmi, potom T* c P,:' (veta A, (iii)). Podla lemy 3.3.silne inverzny graf

k ceste P, je bigraf s jedinym 1-faktorom a dd sa lahko overit, Ze P: md

prdve m(m+1)/2 hrdan, kde n = 2m. Je zaujimavé, Ze vo vSeobecnosti ak G

je bigraf s jedinym 1-faktorom a s 2m vrcholmi, tak E(G) < m(m+1); toto

vyplyva napr. z [Go 85], Lemma 2.1. Teda P: Jje extremdlny graf

vzhladom na tito vlastnost.

Poznamka 3.6. Podla vety B, (i) AT (T) = 1/A(T) prdve vtedy, ked T' =
T*. Grafy s touto vlastnostou budeme nazyvat samoinverzné.
Samoinverzné stromy boli charakterizované Godsilom v [Go 85]: Strom T
s 2m vrcholmi a  1-faktorom je samoinverzny prdve vtedy, ked méozZe byt
zostrojeny zo stromu T s m vrcholmi tak, 3e na kasdy vrchol v T zavesime

novy koncovy vrchol. Tito charakterizdciu je mozZné ziskat aj z vety 3.1.

Poznamka 3.7. Konstrukciu T* mobZeme preformulovat aj
nasledovne (je vhodnejsia pre praktické odvodenie T* z T). Pre kazdi
dvojicu koncovych vrcholov v T skonstruujeme inverzny graf k ceste
(jednoznadne urdenej), ktord ich spdja v T (k ceste ako podgrafu stromu
T). Ak vo vyslednom grafe dostaneme ndsobné hrany, tak berieme do

dvahy len jednu z nich. Vysledny graf je T™.

Poznamku 3.4. mdzZzeme nasledovne zovseobecnit:
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Veta 8.8. Nech T je strom s 1-faktorom a nech F je podles grafu T* s
1-faktorom takym, Ze M(F) c M(T*) = M(T). Potom F*cc T*.

Dékaz: Nech e je hrana v F*. Ak e € E(F), potom e € E(T"). Na
druhej strane ak e = (u,v) ¢ E(F), potom musi existovat alternujica cesta
P diZky asponi 8 v F, ktara spaja vrcholy u a v. Ak vietky hrany cesty P
patria E(T) potom (kedze M(F) c M(T)) P je tiez alternujica cesta v'T a
tedae € E(TY).

Nech teraz k hran cesty P nepatri T, vyberme jednu z nich, napr. f.
Potom ak f € E(T") musi existovat alternujica cesta Q v T taka, Ze
obsahuje koncové vrcholy f. M6Zeme teraz skombinovat cesty P\f a Q
takym spdsobom, Ze dostaneme alternujiicu cestu P spajajicu vrcholy u a
v, ktora obsahuje najviac k-1 hran nepatriacich do T (obr.6.). Opakovanim
tejto procediry dostaneme alternujicu cestu P v T spéjajiicu vrcholy u a

v, a teda (w,v) € E(T*). m

 Obr. 6.
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Dalsie vlastnosti grafu T+

V nasledujacich vetdch sa budeme zaoberat extremalnymi

problémami vzhladom na silne inverzné grafy k stromom.

Veta 3.9. Nech T je strom s 2m vrcholmi s 1-faktorom a biparticiou
(R,C). Nech pocet koncovych vrcholov stromu T, ktoré prislichaji k
mnoZine R (resp.C) je rovny k; (resp.ks). Potom pre kij+ks < m plati

nasledovny odhad pre podet hrdn silne inverzného grafu T* ku stromu T:

IE(T*)| se=L0nGm + 1) — kylky — 1) — kolky — 2))

a tento odhad je najlep$i mozny.

Doékaz: Podla liem 3.2. a 8.3., T" je nadgraf stromu T s biparticiou
(R,C) a koncové vrcholy v T* si tiez koncové vrcholy v T (a obratene).
Uvazujme nasledovné mnoZiny vrcholov v T*: Ej - mnoZina koncovych
vrcholov v R, A; - mnoZina vrcholov v C, ktoré st susedné s vrcholmi v
mnozine E, E, - mnozina koncovych vrcholov v C, A, - mnozina vrcholov

v R, ktoré st susedné s vrcholmi v E; a nakoniec B - mnoZina zvySnych

vrcholov (obr.7.)

k, <

Obr. 7.
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Je zrejmé, ze |Egl = |Agl =k,

Oznaéme ako §,, 8,, 85, 8, a 85 sumu stuphov vrcholov v mnozinach
Eg, Eq, Ag, A; a B. Potom 8, + 8, + 83 + 3, + 85 je rovné sume stupriov
vietkych vrcholov v T, teda je rovné 21 E(T*)1.

Podla definicie §, = k;, 8, = k.

Nech v je vrchol v A susedny s u v E. Zrejme vrchol v nie je susedny
so ziadnym vrcholom v R ani so ziadnym vrcholom v E, okrem vrchola u.
Teda :

d3(V)=m — ky +1 a teda 8; < ky(m — ky + 1)
Podobne:
S8, <k(m—Fk;+1)

Uvazujme teraz mnozinu B. KedZe T™ je bigraf s jedinym 1-faktorom,
podgraf F grafu T indukovany mnoZinou B je bigraf s jedinym 1-

faktorom a teda (podla poznamky 3.5.)

2IEE)| <L IVIIGIVIO + 1) =(m — k; — ky)m — k; — ky+ 1)

Kazdy vrchol v B, ktory patri do R (resp.C) musi byt spojeny s

nejakym vrcholom v A, (resp. Ag) v grafe T . Toto implikuje nasledovné:

653('"' - kl - k2)(m - kl - k2+ I +(k1 +k2)(m - k1 — k2)=
=(m+ 1I)im — k; — ky)
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Zosumarizovanim predchadzajucich vysledkov dostaneme:
21E(T*)l =8; + 8, + 83 + 6, + &

<k, +kyg+k(m—Fk; +1)+ky(m — ky +1) +
+(m+ 1)(m — k; — ky)

=k, — k) +ky— k) +(m + I)k; + ky) + (m + Dim. -
-(m + 1)k, + ky)

=mim +1) — k;(k; + 1) — kylky+1)

Tym sme dokazali nerovnost z tvrdenia vety.

Aby sme dokazali, ze tento odhad je najlepsi mozny, uvazujme graf z
obr.8. Dizka [ cesty spajajticej vrcholy u a v z obrazka je rovna I=2m-2k -
2k,, | > 0 pretoze podla predpokladu %, + k&, < m.

Nie je tazké overit. ze pocet hran v inverznom grafe ku stromu T z

obr. 8 je rovny hornému odhadu z tvrdenia vety. Tym je dokaz skonéeny. &

Obr. 8

Poznamka 3.10. V pripade, Ze k; + kg = m, neméZeme na doékaz
rovnosti v (1) pouzit strom z obr.8. Avsak podla poznamky 3.6. toto je
pripad samoinverzného grafu a v tomto pripade |\E(T*)I=1E(T)| = 2m—
1. Naviac Je zrejmé, Ze graf, ktory md k; + ky > m koncovych vrcholov nie

- Je invertovatelny. Veta 3.9. a pozndmka 3.6. pokryvaji vietky pripady.
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Podla poznamky 3.2. T je kostra grafu T*. UkazZeme, ze kazdy graf

T* obsahuje int1 zaujimavi kostru. Najskor dokaZeme nasledovnii lemu:

Lema 3.11. Nech T je strom s 2m vrcholmi a s 1-faktorom. Oznadéme
S mnoginu vsetkych vrcholov v T, ktoré sii susedné s jeho koncovymi
vrcholmi. Potom podgraf grafu T*, ktory je indukovany mnoZinou S je
stvisly podgraf grafu T/ M(T™).

Dékaz: Dokaz urobime indukciou vzhladom na m. Pre m —1 je lema
trivialna. Nech m > I a nech v je koncovy vrchol stromu T a nech vrchol u
je susedny s v. Komponenty Ty,....T, grafu T\{u,v} st stromy s 1-
faktorom, nech S; je mnozina vSetkych vrcholov v T;, ktoré st susedné s
koncovymi vrcholmi. Kedze T ma 1-faktor, tak existuje najmenej jeden
vrchol s; € S; taky, Ze existuje alternujuca cesta dizky aspotr 3 v T
spajajuca u a s; pre kazdé i, a teda (u,s;) € E(T™), naviac (u,s;) ¢ M(T"). Z
druhej strany T;c T pre kazdé i a podla poznamky 3.4 a podla

indukéného predpokladu mnozina S; indukuje savisly podgraf v

T*/M(T*). TedaSc Y 8; v {u} indukuje savisly podgraf v T*.®
i=1,....k

Veta 3.12. Nech T je strom s 1-faktorom M. Potom T* obsahuje

kostru, ktord je samoinverznd.

Dokaz: 1-faktor M = M(T) rozdeluje vrcholy v T do dvojic. Tato
mnozina vSetkych dvojic mo6ze byt rozdelendA na dve disjunktné
podmnoZiny: na mnozinu A, ktora obsahuje dvojice vrcholov, z ktorych
prave jeden je koncovym vrcholom v T a na mnoZinu B, ktora obsahuje
dvojice‘vrcholov, z ktorych ani jeden nie je koncovym vrcholom. Zoberme

teraz z kazdej dvojice mnoZiny A vrchol, ktory nie je koncovym vrcholom a
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oznaéme mnoZinu tychto vrcholov S. Mnozinu S vytvara indukovany
podgraf grafu T*/ M, ktory je podla lemy 3.11. savisly.

Vyberme teraz Iubovolny vrchol v v nejakej dvojici mnoziny B. Kedze
T je strom s 1-faktorom je Tahké overit, Ze existujia aspon dva vrcholy u; a
u, v S také, ktoré st spojené s v cestou dizky aspori 3. Naviac jedna z
tychto ciest je alternujaca, nech je to cesta z vrcholu u;, preto existuje
hrana (v,u;) v T*, ktora nepatri do M. Z toho vyplyva, Ze existuje siivisly
podgraf H grafu T*/ M, ktory obsahuje prave jeden vrchol z kazdej dvojice
A U B. Nech H je Tubovolna kostra H a nech G je graf, ktory dostaneme z

H pridanim zvysnych vrcholov v dvojiciach z A U B, ktoré koreSponduja s

hranami z H. Potom G je kostra grafu T™, ktor4 je samoinverzna. B

Podla vety A, (iii) T* je podgraf silne inverzného grafu k ceste na
rovnakom pocte vrcholov 2. Dokazeme trochu silnejsi vysledok: Ak T nie je
cesta, potom T* je podgraf grafu Z;, , kde Z, je graf s n vrcholmi podla obr.
9.

Obr. 9

Najskor dokazeme tento vysledok pre stromy, ktoré maja prave 3
koncové vrcholy. Kazdy strom s 1-faktorom, ktory ma 3 koncové vrcholy
mbze byt skonsStruovany zlepenim koncového vrcholu cesty P; s
IubovoInym vrcholom (nie koncovym) cesty P,, kde % je parne; vyberme
niektorj koncovy vrchol v cesté P, a oznatme d vzdialenost medzi

vybranym koncovym vrcholom a vrcholom spojenia P; s P, (obr. 10).
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Ozna¢me vyssie opisany strom ako Ty ; ;. Je zrejmé, ze T, ;o = Ty ;5.7 =

Pryjer-

o

A
s I
o ——@ - ° 1"\. . 0 o ————@
-

Obr. 10

Lema 3.13. Nech strom T}, ; ; mé 1-faktor, k je pdrne a k>3 a nech P,

Je cesta v T, ; 4. Potom
(a) szd o Tz,j,d+2 pre kazdé d parne, d <k - 3

& T ;aC T}, ;.a.z pre kaZdé d nepdrne, d <k - 1

Dékaz: Nech d <k - 3 je parne a oznatme ako u vrchol v P, ktorého

vzdialenost od vybraného koncového vrchola v P, je rovna d + 2 (obr. 11).

>0

-




42

Podla konstrukeie silne inverzného grafu k stromu plati, ze E(T', i)

= E(T;’ jd +2) VY {(wyv),(u,v3),(u,vg) ,...,(w,v; 1)} Pripad, ked d je neparne je
taky isty ako predchadzajuci, pretoze T, ;; je izomorfny s T} ;.47 a & je
parne (kedze P, je alternujtca cesta v T}, ; ;), potom & —d — 1 je parne ak d

je neparne.®

Lema 3.14. Nech T je strom s n vrcholmi a s 1-faktorom. Nech T md

prdve 3 koncové vrcholy. Potom T c Z7,.

Doékaz: T jye iéomorfn;’r s nejakym T, ; ; pre nejaké %, j, d, kde P}, je
cesta v T ; 4, kde d je parne, 0 <d <k -1 aj je neparne. Ak d <k -1,
potom T} jd C T}, ;2 (vyplyva z opakovaného pouzitia lemy 3.13. (a)).
Plati Ty o = Thijz 3.1 kde Py, 3 je alternujica cesta v Ty,j33 1
Kedze j - 1 je parne opat z opakovaného pouzitia lemy 3.13,(a) vyplyva, ze:

P.j.53j1 Phijsse=Z, "

Nasledujaca lema, tykajica sa struktary stromov s 1-faktorom, nam

umozni zovSeobecnit lemu 3.14.

Lema 3.15. Nech T je strom s 1-faktorom, ktory nie je izomorfny s

P,. Potom existuje maximdlna volna cesta v T pdrnej dizky r.

Doékaz: Najskor dokazeme, ze v strome T existuje cesta dizky 2, ktorej
stupen vnutorného vrcholu je 2. Nech & je pocéet koncovych vrcholov v T.
Vrcholy susedné s tymito koncovymi vrcholmi st po dvojiciach rozne
(pretoZze T mA 1-faktor) a ak Ziadnym z tychto vrcholov neprechadza cesta

dizky 2, na ktorej stupen vnatorného vrchola je 2, potom vietky tieto
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vrcholy musia mat stupen aspon 3. Teda v T potom musi existovat aspon &

vrcholov stupna 1, aspon k vrcholov stupna 3 a n - 2k vrcholov stupna 2 v

T. Potom plati:

Z deg(v) >4k + 2(n - 2k) =2n

veV(T)

a to je spor s tym, ze T je strom. A teda preto musi niektorym vrcholom
susednym s koncovym vrcholom prechadzat cesta diiky 2, ktorej vnutorny
vrchol ma stupen 2.

Teraz dokadzeme lemu indukciou vzhladom na n. NajmenSie n, pre
ktoré existuje strom s 1-faktorom a nie je izomorfny s cestou je n = 6 a
tento strom je jediny; je to T, 5 ;. Nech n > 6 a vyberme nejakd maximalnu
volnu cestu P, ktorej dizka je r > 2. Ak r je parne, tak sme s dékazom
hotovi. Ak r je neparne, potom odstranme z T aspon dva vrcholy na ceste
P tak, aby sme dostali strom T. T m& menej vrcholov ako T a podla
indukéného predpokladu existuje maximalna volna cesta P v T, ktord méa
pozadované vlastnosti a parnu dizku r > 0. Ale cesta P je tiez maximalnou

volnou cestou s poZzadovanymi vlastnostami parnej dizky v T. ®

Veta 3.16. Nech T je strom s n vrcholmi a s 1-faktorom. Ak T nie je

izomorfny s P, potom T* c Z;,.

Dokaz: Podla lemy 3.15 existuje maximalna volna cesta P; parnej
dizky j - 1v T; oznaéme v vrchol spojenia tejto cesty v T. Podla definicie
maximélnej volnej cesty stupeii vrchola v je asponi 3. Polozme T-=
T\(P;\v). Podla vety A, (iii) T* c P}, kde k = |V(T)I. Naviac, kedZe na
v sa moézeme pozerat ako na vrchol v T * ako aj na vrchol v P}, tak plati

TcT c P} ,. KedZe v je vrchol v troch grafoch, stotoZnenim koncového
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vrchola cesty P; a v dostaneme tri grafy: pév odny T (z T) a dva nové

grafy: H(z T*) a F (z P}). Je zrejmé, Ze T cc H cc F. Podla konstrukcie
grafu F, F obsahuje T}, ; ; pre nejaké d. Je zrejmé, Ze F cc T}, j.q- KedZe
degp(v) 22 a v nie je koncovy vrchol cesty P, v neméze byt koncovy vrchol
grafu PZ a preto plati 0 <d < % - 1. Podla lemy 3.14 dostavame TZ’ jd C
Z;, . Retazec inklizie je takto kompletny: Tc HcF c T} ;; < Z;,. A teda

plati: T c T}, ;.q @ podla vety 3.9 plati T ' ccZ;.n

Pomocou jednoduchej metédy pouzitej v dokaze lemy 3.11. moéze byt
vela dvojic stromov usporiadanych vzhladom na duélny index. Napriklad,

ak T; a Ty st stromy s 1-faktorom podla obr. 12, potom T} < T} a plati
X (T,) <x(T,)

Obr. 12
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Dokazali sme niekolko viet tykajacich sa Strukturalnych vlastnosti

inverznych grafov k stromom. Teraz ukazeme dosledky pre dualny index.
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Vlastnosti dualneho indexu.

Vety 3.9., 3.12., 3.16. majia priame dosledky tykajace sa dualneho
indexu. Zaéneme désledkami vety 3.9. - tato veta dava horné ohranicenie
pre polet hran v T*. Existuje vela vysledkov v teérii matic, ktoré
odvodzuji horné ohranicenie indexu nezapornej matice zo suctu jej
prvkov.

Nasledujuci vysledok je grafovo-teoretickym preformulovanim
Friedlandovho vysledku [Fr.85]. Poznamenavame, Ze v mnoZine
prirodzenych cisel plati Ze pre kazdé cislo e existuje jediné k& a jediné [ tak,

zee=k(k-1)+1,0<]<2k.

Veta C (Friedland [Fr.85]). Nech G je graf s e vrcholmi, nech e = k(k-1) +
l, kde 0 <l < 2k. Potom

k-1+4(k-1) +21

AG) < 3

Dékaz: [Fr.85], veta 9.

Veta 3.17. Nech T je strom s I-faktorom s 2m vrcholmi a s
biparticiou (R,C). Nech k; koncovych vrcholov patri mnozZine R a ks

koncovych vrcholov patri mnoZine C. Nech e = %(m(m +1)-kik;-1) -

ko(kg +1— 1)) a nech e=k(k -1)+1,0<1 <2k Potom

2

< AT(T)
k-1+y(k-1)" +21
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Dékaz: Oznaéme K =k — 1 + \/(k—1)2+2l. Podla vety 3.9 IE(T*)| <e a

tedé podla vety C MT*) < K/2. Pretoze A* (T) = 1/MT"), dostavame A*(T)
>2/K.m

Definujme teraz §,= max A*(T), kde maximum berieme cez mnoZinu
vSetkych samoinverznych stromov na n vrcholoch. Z vety 3.12. vyplyva, ze
ak T je strom na n vrcholoch, potom A* (T) < 8y Pre samoinverzné stromy
plati A (T) = 1/M(T) a problém uréit §,, je ekvivalentny problému uréit
minA(T) na mnozine vsetkych samoinverznych stromov na n vrcholoch.
Zodpovedajuci problém na mnozine vsetkych stromov s n vrcholmi bol
rieSeny davnejsie nezavisle viacerymi autormi, napr. L;)vész a Pelikan
[LoPe.73]. Metoda, ktora pouzili tito autori, sa ukazala vhodna aj na

rieSenie tohto problému:

Lema 3.18. Oznacme ako S_n a P: samoinverzné grafy podla obr.13. Ak

T je lubovolny samoinverzny strom na n vrcholoch, potom plati:

MP ) <MT)<sMS )
P,
S,

Obr. 13
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Débkaz: Pouzijeme oznaéenia a niektoré lemy z clanku [LoPe 73]. Ozna¢me
ako fg(A) charakteristicky polyném grafu G. Nech T; a Ty st Tubovolné
stromy. Budeme znaéit, ze T; < Ty ak f,(A) = f5,(A) pre kazdé A > A(T)y).
Uvedieme zakladné vlastnosti relacie <:

D T;<Ty = MT) <MTy)

T;<Ty=>T;<Ty

(iii) Nech e = (uz,vy) ae' = (uy,vy) s hrany v T; a T9. Potom

(To\(uy,vy)) < (T7\(uy,vy)

a (T)\{uz,v;}) > (To\{uy,vy))
implikuje Ty < T; ([LoPe 73], lemy 2 a 3).

Nech T je Iubovolny samoinverzny strom s n = 2m vrcholmi a nech T je

priradeny strom s m vrcholmi, ktory dostaneme z T odstranenim jeho

koncovych vrcholov. Najskor dokazeme, 7e P, < T.

Musime dokazat, 7e ak T je samoinverzny strom s n vrcholmi s
vlastnostou, Ze neexistuje iny samoinverzny strom T* s rovnakym poétom
vrcholova T* <T,potom T = 13,: Predpokladajme, Ze existuje vrchol u
stupna asponn 8 v priradenom strome T a nech aspon jeden komponent
grafu T\u je cesta. Oznacme v; a v, koncové vrcholy tejto cesty, v; nech je
susedny s u v T. Nech (w,u) je ina hrana incidentna s u a polozme T =
| (T \(w,uy) U (wW,vy)) (obr.14). Je Iahké overit, Ze T* je samoinverzny
strom, naviac T* mé viac koncovych vrcholov ako T a teda T* = T. Dalej
T \(w,uw) = T* \(w,u,) a T \{u,v} je izomorfny podgrafu stromu T * \{u,v,}.

Preto podla (i) a (ii) dostaneme, Ze T* < T a to je spor.
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-

Obr. 14

Nerovnost T < S, dokaZeme indukciou vzhladom na n. Prvy
zaujimavy pripad je pre n = 8 - v tomto pripade existuju prave dva
neizomorfné samoinverzné stromy a to P, a S, a plati P, < S—B. Teraz
nech n > 10. Nech u je koncovy vrchol priradeného stromu T a nech (w,u)
je hrana v T. Potom T \(w,u) = T; U Ky, kde T je samoinverzny strom s n
— 2 vrcholmi. Nech e = (v;,Vy) je nejaka hrana hviezdy priradenej ku
grafu S, . Potom S, \e = g; U K. Podla indukéného predpokladu T <
S, pa teda fr(\) > f— (%) plati pre kazdé A > AMS,_,). Charakteristicky
polyném grafu TI u K, je rovny A%-1). fﬁ(l) a pre §;—2- u K, je
rovny (A%- 1) . fs‘g()“)- Kedze MG) > 1 pre Tubovolny graf G, ktory ma
aspon jednu hranu, fleO‘) > f§;; (A) pre kazdé A2 M—S:__z—) implikuje
-1 . fr(W) 2 -1). f— () pre kazdé A > AMS, ,) ateda T\(wv) = T, U
K; <S_, UK, = 8§, \e. Z druhej strany S, \{v;,vy} c T \{w,u} a plati
(S, \{v;,vs) < (T \{w,u}) podla (ii). Teda T < S, podla (iii). Dokazali sme,
7e P, <T <8, . Podla (i) toto implikuje AP, ) < MT) < A(S,). m

Z lemy 3.18 vyplyva nasledovna veta:
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Veta 3.19. Nech T je strom s n vrcholmi. Potom

AH(T) < x*(P_n)

Veta 3.19 riesi problém uréenia stromu s n vrcholmi a 1-faktorom,
ktory ma maximalny dualny index. Ako uz bolo uvedené na zaciatku tejto
kapitoly, problém urcit strom s minimalnym dualnym indexom bol
vyrieSeny Godsilom (minimalny dualny index ma cesta P;). Priamym
dosledkom vety 3.16 je, Ze strom s druhym najmensim dualnym indexom

jeZ,.

Veta 3.20. Nech T je strom s n vrcholmi a s 1-faktorom, ktory nie je

izomorfny s P;,. Potom
A (Z,) <A (D)

Ak zosumarizujeme uvedené vysledky dostaneme:

Nech T je strom z vety 3.20, potom

AYP,) <A (Z,) <AT(T) <A (P,).
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IV. Invertovanie grafov s jedinym 1-faktorom

V tejto kapitole sa budeme zaoberat prevaine triedou P-grafov -
triedou bigrafov s jedinym 1-faktorom, ktoré su po kontrakcii po hranach
1-faktora bipartitné. Na zadiatku vSak wukazeme, ze trieda silne
invertovateInych grafov sa da rozsirit. Skonstruujeme graf s jedinym
1-faktorom, ktory nie je po kontrakcii po hranach 1-faktora bipartitny a je
silne invertovatelny. Potom zadefinujeme binarnu operaciu na grafoch o
ktorej ukazeme, Ze zachovava silna invertovatelnost.

Godsil v [Go 85] dokazal vetu, ktora hovori, Zze ku kazdému P-grafu
G modzeme zostrojit inverzny graf G* : vypoéitame inverznii maticu k
bipartitnej matici tohoto grafu a zamenime zaporné hodnoty za kladné -
t.j. kazdy P-graf je silne invertovatelny. Takto dostaneme bipartitna
maticu silne inverzného grafu G* ku grafu G. V druhej kapitole sme
uviedli konstrukciu grafu G™'. V tejto kapitole modifikujeme tato
konstrukciu pre P-grafy tak, aby vysledkom bol inverzny graf G* ku
grafu G (teda spdsob ako ziskat inverzny graf k P-grafu bez pocitania
inverznej matice). Tato konstrukciu potom pouzijeme na dokaz
charakterizacie inverznych grafov k stromom.

V triede stromov s 1-faktorom ma cesta zvlastny vyznam - dualny
index cesty ma najmensiu hodnotu. V tejto kapitole je uvedena
konstrukcia Specidlneho grafu L,,, ktory ma takyto vyznam pre triedu

P-grafov.

Graf s 1-faktorom a n = 2m vrcholmi budeme oznacovat Q,,, ak ho
moézeme dostat z kruZnice s 20m - 1) vrcholmi tak, Ze na jej dva susedné

vrcholy zavesime po jednom novom koncovom vrchole (obr. 15).
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Obr. 15

Lema 4.1. Graf Q,, je silne invertovatelny.

Dékaz.Zrejme pre kazdé m je graf Q,, bigraf s jedinym 1-faktorom M
a ak m je parne tak Q, /M je bigraf a teda graf Q,, je silne invertovatelny.
Da sa Tahko overit, Ze bipartitna matica grafu Q,, v dolnom
trojuholnikovom tvare B(Q,,) = (b;;) sa 1i5i od bipartitnej matice cesty Py,
v dolnom trojuholnikovom tvare len v prvku b,,;, pre graf Q,, je b,,; = 1.
Ak m je neparne potom matica CB-1(Q,,)C, je nazaporna matica (dokonca
(0,1)-matica), pricom diagonalna (0,1,-1)-matica C je totozna s maticou,

ktora transformuje maticu B-1(P,,,) na nezapornt maticu.ll

Veta 4.2. Nech G je P-graf. Silne- inverzny graf G* ku grafu G
dostaneme tak, Ze ku G priddme nové hrany nasledovne: kazdé dva
vrcholy w a v spojime tolkymi novymi hranami, kolko je alternujicich

ciest dIky aspori 3 medzi u a v v grafe G.

Dékaz: V dokaze vyuzijeme vetu 2.4. Kedze G je P-graf, potom ak
medzi u a v je nejaka parna (népérna) alternujica cesta, tak vsetky
alternujice cesty medzi u a v musia byt parne (neparne). Kedze podla

[Go85] kazdy P-graf je silne invertovatelny, silne inverzny graf G*
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dostaneme z G zamenou kazZdej zaporne ohodnotenej hrany za kladne

ohodnoten® hranu, resp. za prislusny pocet hran (ohodnotenych 1).l

Vetu 4.1. vyuZijeme na dékaz charakterizacie inverznjch grafov k
stromom. Najskor vSak zavedieme nasledovni operaciu "prekryvania
hran" na grafoch. Nech G; a Gy si dva grafy, ktoré maji aspon jeden
koncovy vrchol. Hranu incidentnit s koncovym vrcholom budeme nazyvat
koncova hrana. Nech teda G; ma koncovii hranu e; a G, nech ma
koncovii hranu ey;. Hovorime, Ze graf G sme ziskali operaciou
"prekryvania hran" z grafov G; a G5 ak hrany e; a ey stotoZznime (obr.16)

a oznacme tato novu hranu e. Je zrejmé, Ze hrana e je v grafe G mostom.

G1 G,

Obr. 16
Nasledovné dve vety vyuzijeme v dalSom:

Veta 4.3. Nech G; a Go st grafy s jedinyml-faktorom a nech st
silne invertovatelné. Nech G je graf, ktory dostaneme operdciou
prekryvania hrdn z grafov G; a Gy a nech B(G) je jeho bipartitnd matica.
Potom matica B(G)™ je diagondlne podobnd nezdpornej celociselnej B* (G)

matici, t.j. graf G je silne invertovatelny:

B'(G)=B(G")
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Dékaz: Kedze G dostaneme operaciou prekryvania hran incidujacich

s koncovymi vrcholmi z grafov G; a Gy mdzeme maticu B(G) napisat v

tvare:
B(G,) o0 o
BG)=[ b, 1 0
0 b; B(G,)
kde B(G,) = B'(GI) 0 a B(G)) = 1 0 t.j. predpokladame, Z
17 = bl 1 2/ = bg B'(Gz) y L) P P y Z€

bipartitné matice grafov G; a G, st v dolnom trojuholnikovom tvare (to

sa da vzdy zariadit). Vypocitame B(G)™ :

BG,) 0 0
BG'=| b, 1 0 |
Q b; B(G,)

4 [(B(G,) o L (1 0
kde B(G)) " =| = 11 BGy) ' =|— - .
e BGY ( b, 1) @) (b; B'(G2))

Lahko sa presvedéime ze Q je matica, ktora ma niektoré riadky
nulové a v niektorych nasobky vektora —5; (vyplyva to z invertovania
matic). Nech D; resp.D, je diagonédlna matica, ktora transformuje B(G;)™
resp. B(Gy)™" na nezapornt celoéiselnit maticu. Nech matica Dy, ma prva

diagonalnu hodnotu 1 a nech matica D; ma posledna diagonalnu hodnotu
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1. To sa da vzdy zariadit, pretoZe ak matica DB'D je nezaporna

celodiselna, kde D je diagonalna matica, tak aj —-DB™"(-D) je takA.

Polozme

D. 1 0
kde D, = [I:)I (1)) aD, = (0 .I.)_._)
2

Ukazeme, ze DB(G)'D je nezaporna celofiselna matica. Podla

predpokladu podmatice

budi po transformovani nezaporné celociselné. Ak v matici Q je v
¢

nejakom riadku cS; resp. —cb;, kde ¢ € N tak z vlastnosti matice D,
vyplyva, Ze v prislusnom riadku matice D musi byt diagofxélna hodnota s
rovnakym, resp. opatnym znamienkom ako je prva hodnota v podmatici

D,. To znamen4, Ze vynasobenim matice B(G)™" zlava maticou D buda v

matici Q vSetky nasobky vektora b_z s rovnakym znamienkom ako vektor

E;. Z toho vyplyva, Ze DB(G)'D je neziporna celoéiselna matica. B

Poznamka 4.4. Graf G z vety 4.3 je silne invertovatelny. Z grafu G
a nejakého silne invertovatelného grafu G3 moZeme opdf operdciou

prekryvania hrdan zostrojit graf, ktory je silne invertovatelny. Vetu 4.3
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moéZeme teda prirodzene rozsirit na konecny pocet grafov Gi,Go,...,G,,

ktoré su silne invertovatelné.

Popiseme teraz grafovii konstrukciu inverzného grafu G, ktory
dostaneme operaciou prekrjvania hran grafov G; a Gy. Oznacme si N(x)
okolie vrchola x,.t.j. mnozinu vsetkych vrcholov, ktoré susedia s vrcholom
X.

Nech G; a G, st silne invertovateIné bipartitné grafy s jedinym 1-
faktorom M; a My a nech G; a Gj su ich inverzné grafy. Nech G; resp.
G5 ma 2n, resp. 2m vrcholov oznacenych v;,...,v,, V'I,...,v'n, resp. Uy,...,u,,,
u'1, ,u,, tak, aby (vi,v;.) € Mj resp. (uj,u'j) € M; a nech hrany (v,,v,) a

(az,u;) su koncové.

Veta 4.5. Nech G je grof, ktory dostaneme zo silne invertovatelnych
grafov G; a Gy operdciou prekryvania hrdn (vn,v'n) a (ul,u'l). Silne
inverzny graf G* ku G dostaneme nasledovne:

(1)- z grafov G; a G vytvorime operdciou prekryvania hrdn (v, v'n) a
(ul,ull) novy graf G (vrcholy v, a uy v'na u'l povaZujeme v G za
totozné)

(ii) Polodme v grafe G

V=N, - (v,}
U =N(v,) - (v}
Kazdému vrcholu v € V resp u € U priradime ¢islo s, resp. ¢islo r,

ktoré sa rovnd poétu hrdn (v, V'n), resp. ( v'n ,u) (obr. 17).
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G

Obr. 17
Kazdu dvojicu (u,v), kde v € V, u € U spojime novymi rs hranami

(obr.18).

Obr. 18

Dékaz: Ukazeme, ze graf G* skonstruovany podla znenia vety je

inverznym grafom ku G. Podla dékazu predchadzajtcej vety

BG,) 0 o
BG)' = b, 1 0 |,
Q" b} B(G,)
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kde Q* je matica s vlastnostou, Ze ak na i-tom mieste vo vektore b—g je
prvok k, tak na i-tom riadku matice Q* je k-nasobok vektora 171— Nech G
dostaneme operaciou prekryvania hran (vn,v'n) a (ul,u'z) z grafov G a

G}, . Potom bipartitna matica grafu G je

BG,) 0 ©
BG)=| b, 1 0 |,
0 b} B(G,)

Vidime, 7e z grafu G dostaneme graf G* tak, 7e do G pridame
hrany odpovedajice matici Q. Z vlastnosti matice Q* vyplyva, Ze ak

vrchol u; susedi s vrcholom u'l v G cez r hran, tak v grafe G* bude w;

susedit s kazdym vrcholom v i ktory susedi s v,, prave r s hranami, kde s
je pocet hran (v'j,vn). Teda v G spojime kazda dvojicu vreholov (u,v), kde

v e Vau € Unovymi r.s hranami. &

Veta 4.5. (Charakterizdcia inverznych grafov k stromom). Nech G je
bipartitny graf s jedinym 1-faktorom M a nech neobsahuje ndsobné
hrany. Graf G je inverznym grafom k stromu T prdve vtedy, ked pre
kazdit hranu (u,v) € M plati:

@) indukovany podgraf H na vrcholovej mnoZine U U V, kde U =
N(u)\{v} a V=N(v)\{u} je kompletny bipartitny graf s biparticiou
(U,V)

(it) v grafe, ktory dostaneme odstrdanenim vsetkych hrdn grafu G, ktoré
patria podgrafu H je hrana (u,v) mostom

(iti) ak st(w)=1 alebo st(v)=1 pre vietky (u,v) € H, tak G je strom.
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Dékaz: Nutnia podmienka. Kazdy strom T s 1-faktorom moézeme
dostat operaciou prekryvania hran z dvoch stromov s perfektnym parenim
T; a Ts. Oznaéme si (u,v)-hranu patriacu do parenia s vlastnostou, zZe u je

koncovy vrchol stromu T; a v je koncovy vrchol stromu Ty (obr.19).

Obr. 19

Podla predchadzajucej konstrukcie (veta 4.5) silne inverzny graf k
stromu T zostrojime tak, ze vytvorime grafy T, a T, a spojime ich
operaciou prekryvania hran. Kedze matice B(T;)* a B(Ty* su (0,1)-
matice, vSetkym vrcholom v mnozinach U a V z vety 4.5 priradime
hodnotu 1. Z toho vyplyva, Ze kazdy vrchol x € U spojime novou hranou s
kazdym vrcholom y € V. Dostavame, ze podgraf indukovany vrcholovou
mnozinou U U V je kompletny bipartitny graf s biparticiou (U,V). Zrejme,
ak z G odstranime vsetky hrany patriace podgrafu H, tak hrana (u,v):
bude mostom.

Postacujaca podmienka: Nech st splnené predpoklady vety.
Indukciou dokazZeme, Ze G je graf inverzny k nejakému stromu.

Nech m=|M]| > 2.

1°. Pre m = 2 veta trivialne plati, pretoZe jediny graf splhajici
podmienka vety so Styrmi vrcholmi je cesta P4 a ta je samoinverzna.

2°. Predpokladajme, Ze veta plati pre vSetky grafy, pre ktoré |M| < m.
Nech (u,v) € M a nech st(u) > 2 a st(v) > 2 (obr. 20).
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Obr. 20

Ak taka hrana v grafe G neexistuje t.j. ak pre kazda hranu (u,v) €
M je deg(u) = 1 alebo deg(v) = 1, potom podla [Go85] je G samoinverzny
strom a veta plati. |

Podla predpokladu (ii) indukovany podgraf H na vrcholovej mnozine
U u V je kompletny bipartitny graf a odstranenim vsetkych hran z
podgrafu H bude hrana (u,v) mostom. Oznacme graf, ktory vznikne
odstranenim hran z podgrafu H ako G. Odstranenim hran z podgrafu H
"nepokazime " vlastnosti podgrafov G; a G, (obr.20), t.j. podgrafy G; a G2(
budi spinat predpoklady vety. Podla indukéného predpokladu st G; a G,
silne inverzné grafy k stromom T; a T, Z vety 4.5 vyplyva,ze G je
inverzny graf k stromu T, ktory dostaneme operaciou prekryvania hran

zo stromov T; a Ty. B

Poznamka 4.7. Veta 4.5 ndm ddva ndvod ako spdtne skonstruovat
strom T z grafu G, o ktorom vieme,zZe je silne inverznym grafom k stromu
T. Graf G moézeme rozkladat na mensie grafy, (ktoré st opdt inverzné

grafy k stromom s mens$im poctom vrcholov) aZ kym sa nedostaneme k
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samoinverznym stromom. Spdtnym skladanim stromov dostaneme

povodny strom.

Konstrukcia grafu L.

Nech G je bipartitny graf s jedinym 1-faktorom M a s vlastnostou, ze
G/M je bipartitny a |[V(G)] = 2m. Nas ciel je skonstruovat graf L,, s
vlastnostou G* < L;,. Graf L,, budeme konstruovat rekurentne.

1°. Graf L;, Ly, resp. L3 je izomorfny s cestou P,, Py, resp. Pg a

vrcholy Pg oznac¢ime postupne 1,1/,2,2',3,3".

- o
1 i 2 2' 3 3'

2°. Nech graf L,,.5 = Lgg,.;) mame skonstruovany a nech vrcholy
grafu Ly, ;) s postupne oznaéené 1,1',2,2',...,(n-1),(n-1)". Ku grafu Ly, ,
priddme dva nové vrcholy n a n' nasledovne: vrchol n spojime s

vrcholmi n'a (n-1)'a vrcholmi (n-3-21) '’, kde i= 0, 1,2,...,["2;3].



Na obr.21 je graf Lg skonStruovany z grafu

skonstruovany z grafu L.

62

1 1
2 2'
3 3'
4 4'
5 5'
Ls
Obr. 21

1 T

2 2'

3 3"

4 4'

5 5'

6 6'
L¢

L5( a graf L5 je

Poznamka 4.8. Konstrukciu grafu L,, moéZeme popisat aj pomocou

bipartitnych matic:

1°.

2°.

S

-

B(L,) =

e
oo
o

juy

B(L,, )

\(m-1) mod 2

01 1)
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Poznamka 4.9. Je zndme, Ze graf je bipartitny s jedinym 1-
faktorom prdve vtedy, ak jeho vrcholy moZno tak ocislovat, Ze jeho
bipatitnd matica je dolnd resp. hornd trojuholnikovd matica, ktord md
| na diagondle samé jednotky. Z konstrukcie bipartitnej matice grafu L,,
vyplyva, Ze graf L,, je bipartitny s jedinym I1-faktorom. Dalej graf L,
konstruujeme tak, Ze ak medzi dvoma vrcholmi uw a v je nejakd pdrna
(resp. nepdrna) alternujica cesta, tak potom vsetky alternujiice cesty
medzi vrcholmi u a v st pdrne (resp nepdrne) a je ich maximdlny mozZny
pocet. To ale znamend, Ze kaZdd kruznica obsahujiica vrcholy u a v je po

stiahnuti po hrandch pdrenia pdrna. Teda graf L /M je bipartitny.

Poznamka 4.10. Z konstrukcie grafu L vyplyva,Zze ma nasledovné
vlastnosti:
(i) ak pre vrcholyia j'plati
(¢ + )mod2 = 0, potom vrcholy i a j' s spojené parnymi alternujiacimi
cestami
(Gi) ak (¢ + j)mod2 = 1, tak vrcholy i a j' st spojené neparnymi
alternujacimi cestami
(iii) pocet parnych resp. neparnych alternujacich ciest medzi vrcholmi i a

j'jeli -jl-1,ak|i-jl>1ajel, ak i -j|<1.

Veta 4.11 Nech G je bigraf s jedinym 1-faktorom M s 2n vrcholmi a
nech graf G /M je bipartitny. Potom
G'cL;,.

Dékaz: Vyuzijeme vetu 2.4 o konStrukcii inverzného grafu. Nech
B(G) = (g;) a B(L,,) = (b;) st bipartitné matice ku grafom G a L,, v

dolnom trojuholnikovom tvare s jednotkami na diagonale (podla [Go 85]
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takéto matice vZdy existuja). Nech vrcholy grafu G zodpovedajtice

riadkom matice B(G) s oznacené 1,...,n a vrcholy zodpovedajace stipcom

1',...,n". Podla vety 2.4 a vety 1.9. pre prvky matice B" (G) = (g;j ) plati :

gy = HEIN = 1p,(13") - p(15)1

kde p,(1,j") resp. p.(1,j') je pocet parnych resp. neparnych
alternujtcich ciest medzi vrcholmiiaj'

Kedze graf G ma vlastnost, Zze G/M je bigraf, tak vsetky alternujtace
cesty medzi vrcholmi i a j' musia byt bud len parne alebo neparne. Kedze
matica B(G) je v dolnom trojuholnikovom tvare a kedze G/M je bigraf, tak
pocet tychto ciest nemoze byt vacsi ako [f —j| — 1 pre |i —jl > 1 a nie je
vacsi ako jedna pre |i - j| < 1. Dokonca pre |i - j| > 1 plati , Zze ak
(@ + j)mod2 = 0 resp. @ + j)mod2 = 1 a i a j' st spojené parnymi, resp.
neparnymi alternujicimi cestami, tak pocet tychto ciest je ostro mensi ako
[i - jl-1. Podla predchadzajaceho pre |i - j| > 1 plati:

g;'j = HEID! = Tp (1§01 <bj
apreli —-j<1
g;} = LHEIN! = LpyE3O1 <1=b;
kde py(i,j") znadi bud p,(1,j) alebo p_(i,j') podla toho ¢i medzi i a j' st
parne “alebo neparne alternujuce cesty Takto sme dostali pre kazdé

i=1,..,n;j=1,...,n nerovnost g;} < blfj a teda B(G") <B(L;). ®

Dosledok 4.12. Nech G je bipartitny graf s jedinym 1-faktorom M

na 2n vrcholoch a nech graf G /M je bipartitny. Potom plati
AT (L,,) s 2" (G).
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Dékaz: Kedze podla vety 4.10 G* c L7, tak MG*) < M(L},), a plati

A" (G)=ﬂé7)" AT (Lm)=I(£T)-, potom dostavame nerovnost
m

AL, A (G). .
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV

A, A(G), A=(ay) matica susednosti grafu G

B, B(G), B=(b;) bipartitna matica grafu G

A-(GQ) inverzni matica

det(A) determinant matice

s(A) signum matice

Ala| Bl podmatica matice A

G neorientovany graf

D orientovany graf, digraf

G-1 inverzny graf

G+ silne inverzny graf

Gy, bipartitny graf, bigraf

G{A} graf priradeny k matici

V(G) vrcholova mnozina grafu G

E(G) hranova mnozina grafu G

u, v, u, v, X vrcholy

e hrana

GD graf priradeny k digrafu D

G[U] indukovany podgraf grafu G vrcholovou
mnozinou U

M, M(G) 1-faktor grafu G

G/M graf, ktory dostaneme z G kontrakciou
po hranach 1-faktora M

A(G) vlastné dislo grafu G

MG) index grafu G

A G) dualny index grafu G

P, cesta s n vrcholmi

R,0) biparticia bigrafu

l(a,v), l(e) ohodnotenie hrany e = (u,v)

deg (V) stupeni vrcholu v

IR kardinalita mnoZiny
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faktor grafu vytvoreny z hran
ohodnotenych kladnymi éislami

faktor grafu vytvoreny z hran
ohodntenych zapornymi éislami



