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1 UVOD 1

1 Uvod

Modely trokovych mier popisuju ¢asovi Struktiru trokovych mier, t.j. zavislost vynosu
diskontného bezkuponového dlhopisu od ¢asu zostavajiuceho do jeho splatnosti. Tieto
modely st casto formulované pomocou stochastickej diferencialnej rovnice pre okam-
zit urokovu mieru. Pomocou konstrukcie bezrizikového portfélia a principu vylac¢enia
arbitraze sa potom odvodi parcidlna diferencidlna rovnica pre ceny dlhopisov (pozri
napr. [4]). Ceny dlhopisov P potom urc¢uji tirokové miery R vztahom P = e %" kde 7
je ¢as do splatnosti dlhopisu. Ukéazky redlnych vynosovych kriviek a ich r6zne mozné
tvary mozeme vidiet na obr. 1.
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Obr. 1: Vynosy statnych dlhopisov: Austrélia, Brazilia, Japonsko, Spojené kralovstvo
(27. maj 2008).

V jednofaktorovych modeloch je vyvoj okamzitej irokovej miery popisany stochas-
tickou diferencialnou rovnicou tvaru

dr = u(t,r)dt + o(r,t)dw, (1)

kde w je Wienerov proces. Ak je case t hodnota okamzitej urokovej miery rovné r,
tak cena P(t,r) diskontného dlhopisu so splatnostou v ¢ase T je rieSenim parcidlnej
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diferencialnej rovnice

oP OP ot r) %P
E + (H(ta T) - )\(ta T)U(tﬂd))a + 9 W —rP = 07 (2)

ktora plati pre vsetky ¢ € (0,7), r € (0,00), s koncovou podmienkou P(T,r) = 1
pre vsetky r € (0, 00). Funkcia A(¢,r), vystupujtaca v rovnici (2) je tzv. trhova cena ri-
zika. Prikladom jednofaktorovych modelov je napriklad Vasickov model a Cox-Ingersoll-
Rossov (CIR) model, pre ktoré je pri vhodnej volbe trhovej ceny rizika mozné explicitne
vyjadrit rieSenie rovnice (2). Modely tito vlastnost vo v8eobecnosti nemaju, prikladom
je napriklad zname zovseobecnenie uvedenych modelov, ktoré navrhli Chan, Karolyi,
Longstaff a Sanders.

V jednofaktorovych modeloch je vynosova krivka uréend okamzitou trokovou mie-
rou a parametrami modelu. To vSak znamena, Ze po Specifikicii parametrov modelu je
vynosova krivka jednoznac¢ne urcena hodnotou okamzitej irokovej miery. Toto je zjed-
nodusSenim reality, kde mame v roznych éasovych okamihoch moznost pozorovat rozne
vynosové krivky vychadzajtce z tej istej okamzitej irokovej miery. Na zachytenie tohto
javu sa pouzivaju dvojfaktorové modely, v ktorych st dva zdroje neistoty. Vo formula-
cii modelu pomocou stochastickej diferencialnej rovnice to znamené pritomnost dvoch
Wienerovych procesov. Dlhopisy sa znovu ocenuju pomocou parcialnej diferencialne;j
rovnice, ktora sa odvodi podobne ako v pripade jednofaktorovych modelov. Dlhopisy,
a teda aj vynosové krivky, su teraz funkciou oboch faktorov. V zavislosti od hod-
noty druhého faktora teda dostavame rézne vynosové krivky aj pri rovnakej hodnote
okamzitej trokovej miery. Je viacero sposobov ako do modelu zahrnit druhy faktor -
stochasticky charakter niektorého z parametorv jednofaktorového modelu, konstruk-
cia okamzitej irokovej miery pomocou viacerych procesov alebo uvazovanie ndhodnej
premennej, ktora stuvisi s okamzitou irokovou mierou a ovplyvnuje ju.

Podrobnejsie informécie o modelovani arokovych mier a pouzivanych modeloch sa
dajt néjst napriklad v knihach [1], [4] a mnohych inych.

2 Ciele prace

e Priblizné analytické riesenie pre ceny dlhopisov v jednofaktorovom modeli - d6-
kaz jednoznacnosti rieSenia rovnice pre ceny dlhopisov, odhad chyby priblizného
analytického rieSenia [2], vylepSenie aproximéacie.

e Kalibracia jednofaktorovych modelov - otazka existencie Gaussovkyjch odhadov
[5], pouzitie priblizného analytického riesenia z predchadzajiceho bodu pri kalib-
racii.

e Spriemernenia v dvojfaktorovych modeloch - vypocet pravdepodobnostnych roz-
deleni a spriemerneni cien dlhopisov a trokovych mier vzhladom na limitné roz-
delenie skrytych faktorov, ich vlastnosti.
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3 Hlavné vysledky dizertacnej prace

3.1 Priblizné analytické riesenie ceny dlhopisu v jednofaktorovom mo-
deli

Zaoberame sa pribliznym analytickym rieSenim pre ceny dlhopisov, ktoré navrhli Choi
a Wirjanto v ¢lanku [2]. Uvazujeme teda model pre okamzitt irokova mieru v rizikovo
neutralnej pravdepodobnostnej miere v tvare

dr = (a+ pr)dt + or”dw.

Cena dlhopisu je v tomto pripade riesenim parcialnej diferencialnej rovnice

or 1 ,,0°P O0*P
“or 27" o
pre r >0a 7 € (0,7), so zaciatonou podmienkou P(0,r) = 1.

(a+ﬁr)%—7’]):0 (3)

Veta 3.1. [2, Veta 2| Priblizné analytické rieSenie P?? je dané nasledovnym vztahom:

In P?(1,7r) = —rB+%(7‘—B)+( 27+q7‘) 4; [BQ ;(T—B):|
o? 3 6
~a55 | B*(207 —1) - 2B (27— 5) + 27 — %} . ()

kde q(r) = v(2y — 1)o?r?®=) 1 29 (a + Br) a B(1) = (e — 1)/3.

Odvodenie tohto priblizného riesenia je zaloZené na reprezentacii presného riesenia
P pomocou strednej hodnoty vzhladom na rizikovo neutralnu pravdepodobnost a na
aproximacii integralu vystupujiceho v uvedenej strednej hodnote. Autori ukazali, ze
ich priblizné rieSenie sa zhoduje s presnym v pripade Vasickovho modelu a numericky
porovnali presné riesenie s pribliznym v pripade CIR modelu.

V dizertacnej praci odvodzujeme rad presnosti tejto aproximéacie pomocou odhadu
rozdielu In P — In P¢*:

Veta 3.2. Nech P je priblizné riesenie (4) a P** je presné riesenie rovnice (3). Potom
In PP(7,7) — In P (1,7) = c5(r)7° + o(7°)

pre 7 — 07, kde

1
cs(r) = —Eofyr( -2) ;2 [2042(—1—1—27)7“2—1—45277’4—87”3*2702
+26(1 = 57+ 69°)r* 0?4 0" (2y — 1)*(4y - 3) (5)

+2ar (B(=1+49)r* + (2v = 1)(3y — 2)r*0?)] .

Konvergencia je rovnomernd vzhladom na r na kompaktnych intervaloch [ri,r5] C

(0, 00).
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Tabulka 1: Ly, a Ly — chyba aproximacif In P2 . a In P2h%.

T [In P%? —1n P?] | EOC [ [[In P%? —In P°*|» | EOC
1 2.774 x 10~ 7 4.930 4.682 x 10~10 7.039
0.75 6.717 x 108 4.951 6.181 x 1011 7.029
0.5 9.023 x 10~7 4.972 3.576 x 10~ 12 7.004
0.25 2.876 x 1010 - 2.786 x 1014 -
T [In P%? —1In P%|z [ EOC [ |[In P%PZ —1n P°*|2 | EOC
1 6.345 x 10~° 4.933 9.828 x 10~ 11 7.042
0.75 1.535 x10~8 4.953 1.296 x 10— 11 7.031
0.5 2.061 x10~9 4.973 7.492 x 10~ 13 7.012
0.25 6.563 x10~11 - 5.805 x 10~ 1 -

Z predchadzajtcej vety vyplyva, Ze In P% — c5(r)7> je presnejSou aproximéciou
In P¢* ako povodna aproximéacia In P%. Je vSak mozné odvodit aj ¢len radu O(7%) a
ziskat tak taka aproximaciu P%? Ze rozdiel In P%?? — In P** je radu o(7°).

Nech In P* je dané vztahom (4) a c5(7) vztahom (5) vo vete 1 a

o) = g (5971640 - a+ Br)r) — k) )

kde ¢ a ¢Z je prva a druha derivacia c5(r) podla r a

2
J9_2(-247) (6076 (=1 4+ 27) r* + 126%yr* — 10(1 — 27)2rit4gt

k(r) = 19
+66%0% (1 — 5y + 69%) 720+
+8r70% (=10 (54 27) r® + 3(1 — 29)* (=3 + 47) r¥0?)
+2ar <352 (=1449)r* + 38 (2 — 7y + 69°) r¥0?
—5(—=1+4+27) r1+2702)} . (6)
Definujme

In P*P%(7,7) = In P*P(1,7) — c5(r)7° — c6(r)7°. (7)

Potom plati:

Veta 3.3. Pre rozdiel medzi novou aproximéciou In P%? a presnou hodnotou In P¢*
plati: In P2 — In P = o(79).

V tabulke 1 uvadzame experimentalny rad konvergencie v pripade CIR modelu.
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3.2 Kalibracia jednofaktorovych modelov

Uvabujeme jednofaktorové modely okamzitej Grokovej miery, ktoré maji linearny drift
pri realnej aj rizikovo neutralnej pravdepodobnosti a ich volatilita ma tvar or”. Tieto
predpoklady o tvare procesu ndm umoznuju pouzit priblizné rieSenie rovnice pre ocerio-
vanie dlhopisov (a teda priblizné vynosové krivky) z predchadzajicej Casti, a tiez Gaus-
sovski metoldgiu [5] zaloZent na aproximécii funkcie vierohodnosti. Poznamenajme, ze
volatilita procesu v rizikovo neutralnej a realnej pravdepodobnosti je rovnaka. Drift je
rozny, rozdiel urcuje trhova cena rizika.

V suvislosti s Gaussovskou metodolégiu odhadovania parametrov sa zaoberame
otazkou existencie odhadov. Pouzita aproximacia funkcie vierohodnosti modelu

dr = (a+ fr)dt + or”dw

sa aZ na konstantu rovna

1 g2
logL =—= Z <log 7 —g) : (8)
Vi

t=2

\)

kde

- 2@y ®
— (e =1)r, e =1 — = (e —1) —e'ry.
Qﬂ t—1 t t 6 t—1
Mbze sa vsak staf, Ze vierohodnostné funkcia nemé maximum, a teda maximélne vie-
rohodny odhad neexistuje. Hlavnym vysledkom je tvrdenie, podla ktorého nutnou a
postacujicou podmienkou existencie odhadov je splnenie nerovnosti

N N N N
(Z rtrt_ff) (Z 7",51__127) — (Z 7}7"2_]27) (Z r,ff) < 0. (10)
=2 =2 =2 =2

Skonstruovali sme teoreticky priklad, v ktorom neexistuje maximum vierohodnostne;j
funkcie a zistovali sme jeho existenciu, resp. neexistenciu v pripade redlnych dat. Vy-
sledky pre rozne hodnoty parametra ~ st velmi podobné - v pripade malého poctu
pozorovani je problém s neexistenciou odhadov castejsi, pri pouziti dat z jedného me-
siaca uz odhady existuju takmer vzdy.

Pri pouziti pribliznych vynosovych kriviek pri kalibracii ich porovnavame so sku-
toénymi vynosovymi krivkami. Uvazujeme pritom model

2 _
vy =

dr = (a + Br)dt + or?dw

pri rizikovo neutralnej pravdepodobnosti. Vychéddzame pritom z ¢lankov [6], [7], kde
autori minimalizuja ucelova funkciu

E : 2
F= wzg 7’2,7’] Rm) )
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kde R;; su skutocné trokové miery a R(r;, 7;) s urokové miery dané modelom. Vahy
w;; vyjadruju, aky vplyv maja rozdiely medzi vynosovymi krivkami v roznych ¢asoch a
pre rozne maturity. Zvolime hodnotu parametra vy a Gaussovskou metédou odhadneme
parameter o. Zostéva teda odhadnit drift procesu, budeme odhadovat parametre « a
0 z rizikovo neutralnej formulacie modelu. Pouzijeme aproximaciu vynosovych kriviek
R 1celova funkcia potom je

Wi u
Fla, ) = Z 7'2] (7 Rij + In P*(ry, TJ))2'
i, J

Po dosadeni R sa F' da napisat ako kvadratickd funkcia premennej «. Pre kazdua
hodnotu 3 teda vieme dopocitat optiméalnu hodnotu a. Optimaliza¢na uloha sa teda
dé zredukovat na jednorozmernt. Najskor minimalizujeme funkciu

Zzg 7-2 (T]RU + a1 W;
F(ﬁ) = - JZ: Wij 9 } + Z U TJRij +Cl)27 (11)

. . D)
2y Tj 2 7]

¢im dostaneme optimélnu hodnotu 3. Optimélna « sa nasledne vypocita zo vztahu

Zzg T62(7—J‘RZ] + Cl)

Oé(ﬁ) - - ZZ] tw Cg 9
kde
a = a(rT,p0o )Z—TBJrU—z BQ+2(T—B) (r + ¢o7) —
1 i\r,T,0,0,7% 45 6 q2
2
—%852 <B2(257—1)—2B (27—%) + 27 2_%)
2
Cop = 02(T77—757Ua7):7—_ﬁ8+q17—4ﬁ (BQ+%(T—B)>—
2
_Q18ﬁ2 (BQ(ZﬁT—l)—QB (27—%) +or 2—%7)
a

@ = qry) =29,
@ = ar,7,0) =72y = 1)o@ 4 29®
Postup, ktory navrhujeme, je teda nasledovny:

1. Gaussovskou metodolégiou odhadneme parameter o z volatility.

2. Zvolime vahy w;; a zostavajice parametre rizikovo neutralneho procesu odhad-
neme pomocou vynosovych kriviek.
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Obr. 2: Odhadnuta volatilita or” (Euribor, 2007).

3. Zopakujeme pre vSetky uvazované hodnoty parametra v a vyberieme optiméalnu.

Aplikovali sme ho na data Euriboru z roku 2007. Vysledky pre dve volby vahovej
funkcie, wy; = 77 a w;; = 1/77, st na nasledujucich obrézkoch:

e Obr. 2: Odhadnutéa volatilia procesu.
e Obr. 3: Odhadnuty rizikovo neutralny drift procesu.

e Obr. 4: Volba parametra v - zndzornime optimalnu hodnotu ucelovej funkcie do-
siahnutelnt pre dany parameter . Optimalna v je té, kde tato funkcia nadobtda
minimum. Ako vidime, tato optiméalna hodnota zavisi od pouzitych vah.

0.2 0.2

.L‘g —— gamma=0 ,:é —— gamma=0
< 0.1 _ < 0.1 -
~ gamma=1 = gamma=1
S S
= Oo—— — gamma=2 < 0 — gamma=2
= =
'4% -0.1 —— gamma=3 % 0.1 —— gamma=3
9] . 9] .

-0.2 -0.2

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
short rate r short rate r

Obr. 3: Odhadnuty drift o+ #r (Euribor, 2007) pre vahy w;; = 77 (vlavo) a wy; = 1/77
(vpravo).

3.3 Pravdepodobnostné rozdelenia cien dlhopisov a trokovych mier v
dvojfaktorovych modeloch a ich spriemernenia

Zaoberame sa dvojfaktorovym Vasickovym modelom, dvojfaktorovym CIR modelom a
Fong-Vasickovym modelom. Vo vSetkych tychto modeloch vystupuji nepozorovatelné
premenné. Dvojfaktorovy Vasickov a CIR model je formulovany pomocou dvoch fakto-
rov, ktorych sicet urcuje okamzitt trokova mieru. Tieto faktory vSak nepozorujeme,
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Obr. 4: Ucelova funkcia F ako funkcia parametra  pre vahy w;; = 77 (vlavo) a w;; =
1/77 (vpravo).

znamy je len ich sucet. Podobne vo Fong-Vasickovom modeli vystupuje volatilita tro-
kovej miery, ktorej hodnota nie je zndma. Zaujima nds preto limitné rozdelenie tychto
skrytych velicin. Dlhopisy a trokové miery, ktoré od nich zavisia, potom povazujeme
za ndhodné premenné vzhladom na uvedené limitné rozdelenie.

3.3.1 Dvojtaktorovy Vasickov model

e Model: Okamzita trokova miera r sa modeluje ako sucet r = ry + 79, kde 71, 7o
st nezavislé procesy, vyhovujuce stochastickym diferencialnym rovniciam

d?“i = /11(91 — Tz)dt + O'Zdwl

(12)

e Ceny dlhopisov: Ak trhové ceny rizika jednotlivych faktorov st konstanty A;, Mg,
tak cena dlhopisu P(7,r1,73) sa da napisat v tvare

P(T,T’l,rg) = Pl(T,T’l)PQ(T, 7’2),

Pi(T, T'i) = A,L (T)eiBi(T)r,

Al = exp |(Bir) - ) (0,

1—e™7

Bi(1) =

o? O’i/\i) B O'?BZ(T)Q}

Ki 2K7 K 4k,

e Limitné rozdelenie: Je zndme, Ze limitné rozdelenie procesov (12) je normélne
2

rozdelenie so strednou hodnotou 6; a disperziou ;7 = 7=-.
7

e Dosiahnuté vysledky: Kedze stucet faktorov je zndma hodnota (aktuélna troven
okamzitej trokovej miery), uvazujeme z hore uvedeného limitného normalneho
rozdelenia faktorov podmienené rozdelenie, ak r;4+ry = r . Rozdelenia a momenty
v nasledujucich tvrdeniach st pocitané vzhladom na toto podmienené rozdelenie.
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Veta 3.4. 1. Podmienené rozdelenie urokovej miery R(7,r1,73), ak 11 +19 =7,

je dané hustotou

Y
1 -4 2:2R)

f r,T,7) = —F/——¢€ L
A ) V2mo%

kde
In A InA 1 B16? + By5?2
HrR = — ( -+ 2) - [B1Q1 + Bals + %(7’— (01 +62))],
T T T oy + 05

1 5 B (B162 +Bg~2)2
R 72 ( 191+ 202) (01 + 02)(3101 + 32 )

2. Podmienené rozdelenie ceny dlhopisu P(7,r1,73), ak r1 + 7o = r, je dané
hustotou

1 1 _ (nz—pp)?
fr(z) == e P

T\ /2o’

pre x > 0 a fp(z;7,r) = 0 inak, kde

B ~2+B ~2
,uP = lnAl —|— ].HAQ — ((316‘1 —|— 3292) —|— M(T — (6'1 + (92))> 5

o1+ 02
(Blé'%‘i‘BQO'Q) )
o1 + 63)(Bi5} + B303)

0% = (Bi5i+ B353) (1—(

To znamend, 7e rozdelenie irokovych mier je normdlne rozdelenie N(ug,0%) a
rozdelenie cien dlhopisov je lognormalne, pricom logaritmus ceny dlhopisu ma
normélne rozdelenie N (jp,0%). Toto nAm umoziuje jednoducho vypocitat sprie-
mernené ceny dlhopisov a trokovych mier.

Veta 3.5. Spriemernené ceny dlhopisov P(r,r) = (P(1,r1,m3)|r1 + 12 = 1) a
spriemernené urokové miery R(7,7) = (P(T,71,72)|r1 + re = r) st nasledovné:
Lo R(rr) = = (28 4 22) 1 1By, + Byt + DEEE (- — (6 +63)),

2. P(r,r) = A(r)e B kde

~ ~2
A(T) = A1A2 exp (—(Bl - Bz) (91 — (91 -+ 92)5_20_-'_15_2> —+

1 {53 2
5 ~ ~ (Bl - B2) )
252 +
. i G5
B = = B + Bs. 13
(T) 01 + 0 2 ! O'%—i-O'% 2 ( )
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bond price P

Obr.

0.075

0.065

0.055

interest rate R
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maturity 7 maturity 7

5: Spriemernené hodnoty a intervaly spolahlivosti pre ceny dlhopisov a vynosové

krivky v dvojfaktorovom Vasickovom modeli.

3.3.2

Ceny dlhopisov a trokové miery su (pre pevne zvolené 7 a r) monoténnou fun-
kciou faktora r;. Podmienené rozdelenie ry, ak r; + ro = 7 je normalne a jeho
parametre sa daju lahko vypocitat. MdZeme teda ziskat interval spolahlivosti pre
tento faktor v tvare (rl,r%). Z monoténnej zavislosti potom vyplyva, Ze dosa-
denim krajnych bodov tohto intervalu dostaneme hranice intervalu spolahlivosti

pre ceny dlhopisov a trokové miery.

Pre dlhopisy a trokové miery s dlhym ¢asom do splatnost klesa variabilita vzhla-
dom na skryty faktor. Plati nasledovna veta:

Veta 3.6. 1. Podmienend disperzia trokovych mier Var(R(7,r1,72)|r1+r2 =7)
konverguje k nule pre 7 — oc.

2. Ak \ ) \ )
O1A1 0'1 [ YaY) 0'2

0, — — L 0, — 2 14

( L 2“@) i < — 2“3) -0 (14

tak podmienena disperzia cien dlhopisov Var(P(r,ry,r3)|r1 +re = 1) kon-
verguje k nule pre 7 — oo.

Poznamenajme, 7Ze podmienka (14) v predchadzajtcej veta je ekvivalentna s tym,
ze limita vynosovych kriviek pre 7 — oo je kladna.

Numericka ukézka vypoctu spriemerneni a intervalov spolahlivosti je na obr. 5

Dvojfaktorovy CIR model

Model: Okamzita trokova miera r sa modeluje ako sucet r = ry + 1o, kde ry, ry
st nezavislé procesy, vyhovujuce stochastickym diferencialnym rovniciam
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e Ceny dlhopisov: Ak trhové ceny rizika jednotlivych faktorov st nasobkom odmoc-
nin tychto faktorov, t.j. rovnaja sa A\j,/r1, A2/71, tak cena dlhopisu P(7,71,73)
sa d4 napisat v tvare

P(7,11,79) = Py(7,71) P32(T,72),

kde
Pi(1,1;) = Ai(T)e_Bi(T)T,
o&ti)T/2 2r:0: )0} & o
Ay = | 2 } B = TN
(& + i) (e85 — 1) + 2 (& + i) (e85 — 1) +2¢;

Vi = ki + Nioy, & = \[VF + 207

e Limitné rozdelenie: Je zname, Ze limitné rozdelenie procesov (15) je gama rozde-
lenie s hustotou

b;
filz) = %e‘a”xbi_l pre x >0 (16)
a fi(z) = 0 inak, s parametrami
2K 2K
a; = —H> bi = - 0;
i O

e Dosiahnuté vysledky: Rovnako ako v pripade dvojfaktorového Vasickovho mo-

delu, aj teraz uvazujeme podmienené rozdelenie vzhladom na dany studet rq+ry =
r.

Veta 3.7. 1. Podmienené rozdelenie urokovej miery R(7,71,73), ak 11 +79 =7,
je dané hustotou

7)) — 91(77)92(7" - 7:) 1
T(@) = s = ra)d 1Batr) = Bi()] ()

kde
72 — (—In A(T) + Bs(7)r)

By(7) = Bs(7)
pre & medzi —1InA(7) + LBi(1)r a —2InA(7) + LBy(7)r a fr(z) = 0
otherwise.

F=

2. Podmienené rozdelenie ceny dlhopisu P(7,71,73), ak 1 + ro = r, je dané

hustotou . .
fP(ZE) = %fR (——hlif) ) (18)

T

kde fgr je hustota urokovej miery (17).



3 HLAVNE VYSLEDKY DIZERTACNEJ PRACE 12

Veta 3.8. 1. Spriemernené ceny dlhopisov P(7,7) = (P(7,71,72)|r1 + 15 = 7)
st dané vzorcom
5 - Fy(by, by + ba, —((B1 — By) + (a1 — a)r))
P(r,r) = AjAe Pl ’ d ,
(m.7) 1 1F1(b1, b1 + by, — (a1 — ag)r)

kde 1 F je Kummerova konfluentna hypergeometricka funkcia.

2. Spriemernené trokové miery R(7,7) = (R(T,71,72)|r1 + 19 = 1) st dané
vzorcom

~ InAA B B B b
R(r,r) = — - 7-1 : +_2T+ (71_72) rb1—;b2
1Fi(b1,b1 + b2 + 1, —(ay + a2)r)
1F1(b1, b1 + be, — (a1 + az)r)

kde 1 F} je Kummerova konfluentna hypergeometricka funkcia.

Rovnako ako v pripade dvojfaktorového Vasickovho modelu, ceny dlhopisov a
urokové miery su pri danom r a 7 monoténne funkcie faktora r1, a teda moézeme
analogickym sposobom konstruovat intervaly spolahlivosti.

Veta 3.9. Podmienené disperzie trokovych mier Var(R(7,r1,re)|r1 + 12 =1)) a
cien dlhopisov Var(P(7,r1,72)|r1 + 72 = 1)) konverguji k nule pre 7 — oo.
3.3.3 Fong-Vasickov model so stochastickou volatilitou
e Model: Volatilita okamzitej tirokovej miery je ndhodné, ich spolo¢ny vyvoj je
popisany systémom stochastickych diferencialnych rovnic:
dr = k(61 —r)dt + \/yduw,
dy = ke(b2 — y)dt + v\/ydws, (19)

kde korelacia E(dw;dws) medzi prirastkami Wienerovych procesov wy a wsy je
pdt.

e Ceny dlhopisov: Ak st trhové ceny rizika ndsobkami hodnoty /¥, t.j. rovnaju sa
A1V, A2\/Y, tak cena dlhopisu P(7,r,y) ma tvar

P(r,7,y) = A(1)e  BIr=Cy,

pricom funkcie A = A(7), B = B(7), C' = C(7) vyhovuju systému obyc¢ajnych
diferencialnych rovnic

A,(T) = —A (IilelB + RQQQC) s
B'(r) = —rkiB+1,
B2 202
C'(t) = —MB—kC —\vC — — — —— —vpBC, (20)



3 HLAVNE VYSLEDKY DIZERTACNEJ PRACE 13

so zadiatonymi podmienkami A(0) = 1, B(0) = 0, C(0) = 0. Z toho vyplyva, Ze
tieto funkcie sa daju reprezentovat nasledovnym sposobom, ktory dalej vyuzivame
v dokaze tvrdeni:

1 —R1T
B(r) = —(l—e"7), (21)
1
B? v?
C'(r) = “MB == = (ka+ v +vpB)C = C% C(0) =0, (22)
A(r) = exp (—917 + 6B — /<o292/ C(S)ds) . (23)
0

e Limitné rozdelenie: Procesom toho istého typu, ako je proces riadiaci volatilitu
Yy, sme sa uz zaoberali. Jeho limitné rozdelenie je gama rozdelenie s parametrami
B =22 o= 2820, 3 hustotou
v v

fy(z) = Fﬂ(z)eﬁ%al (24)

pre x > 0 a f,(z) = 0 inak.

e Dosiahnuté vysledky: V dalSom predpokladame, Ze je splnené podmienka

1
A< ——.
t= 2/€1

pre trhov cenu rizika. D4 sa dokazat, Ze kladna hodnota A; by viedla k zdpornym
urokovym mieram. Podmienka, ktorej splnenie predpokladame, je silnejsia, ale
potrebujeme ju na dokaz nasledovnych tvrdeni.

Veta 3.10. 1. Rozdelenie dlhopisov P(7,r,y) je dané hustotou

B B(r) 1 x 1
10 = 1y (-6~ o " 10 e >

kde f, je limitnd hustota volatility (24).

2. Rozdelenie urokovych mier R(7,r,y) je dané hustotou

fal@) = f, ( 027) (12 + In A(r) — B(T))) et (26)

kde f, je limitnd hustota volatility (24).

Veta 3.11. 1. Spriemernené ceny dlhopisov P(7,7) = (P(7,7,y)), st dané vzor-
com

P(r,r) = A(r)e B0 (1 + CTT)> -
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2. Spriemernené tirokové miery R(7,7) = (R(1,7,y)), s dané vzorcom

R(r,r) = —% In A(T) + B(T)r + 057)92.

T

Cena dlhopisu aj Grokova miera je monoténna funkcia volatility y, preto moézeme
pre ne konstruovat intervaly spolahlivosti rovnakym spdsobom ako v predcha-
dzajucich modeloch.

Veta 3.12. Disperzia cien dlhopisov Var, P(r,r,y) a Grokovych mier Var,R(7,r,y)
konverguje k nule pre 7 — oc.

3.4 Vztah spriemernenia v dvojfaktorovom modeli a jednofaktorovych
modelov.

Spriemernena cena dlhopisu je vo vSetkych studovanych pripadoch funkciou okamzite;j
urokovej miery r a maturity 7. Je to zavislost rovnakého typu ako v pripade jednofak-
torovych modelov. Preto nas zaujimalo, ¢i sa d& najst taky jednofaktorovy model, v
ktorom sa cena dlhopisu rovna spriemernenym hodnotdm z uvedenych dvojfaktorovych
modelov.

Obmedzime sa pritom na triedu jednofaktorovych modelov tvaru

dr = u(r)dt + o(r)dw,

v ktorych drift a volatilita si spojité funkcie zavislé len od turokovej miere r a nie
Case t. To isté predpokladame aj o trhovej cene rizika A(r). V pripade dvojfaktorového
CIR modelu a Fong-Vasickovho modelu navyse predpokladame, ze o(0) = 0. Tento
predpoklad je potrebny na zabezpecenie kladnosti procesu r.

Odpoved, ktord je v dizertacnej praci dokdzana pre vSetky tri modely, je nega-
tivna. Jednofaktorovy model, pre ktory by spriemernené ceny y dvojfaktorového mo-
delu splnali prislusni rovnicu pre ceny dlhopisov, neexistuje.

3.5 Rychla casova skala volatility vo Fong-Vasickovom modeli

Rychlejsia casova skala, v ktorej sa pohybuje volatilita, je empiricky potvrdené pre
viaceré finan¢éné trhy, pozri napr. [3]. Touto problematikou sa zaoberdame v pripade
Vasickovho modelu pre tirokové miery. Najskér vylucime pripad, ktory vedie k neko-
necne velkym trokovym mieram pre rychlu ¢asovi skalu volatility. Potom dokézeme,
ze zéavislost rozdielu trokovych mier pre rovnaki troven volatility od rychlosti ¢asovej
skaly je monotonne klesajica. Tento efekt je znazorneny na obrazku 6.

3.6 Zhlukovanie volatility

Vo Fong-Vasickovom modeli ma volatilita limitne gama rozdelenie. Je to rozdelenie,
ktorého hustota ma jedno maximum, ktoré zodpoveda dlhodobej limitnej tirovni vo-
latility. Zaoberame sa zovseobecnenim tohto modelu, v ktorom ma vysledna limitna
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Obr. 6: Vynosové krivky y a zvySujicu sa rychlost volatility. Vynosové krivky na kaz-
dom grafe zodpovedaji tym istym hodnotam volatility. Lisia sa vsak casova skala
volatility, ¢asova skala vpravo je rychlejsia.

hustota dve lokalna maxima. Tieto zodpovedaji dvom hodnotam volatility, okolo kto-
rych proces osciluje. Ukazka takéhoto procesu a jeho limitnej hustoty je na obr. 7.
Pre zadanu limitni hustotu v tvare kombinacie dvoch gama rozdeleni skonstruujeme
proces, ktory ju generuje.

6
0.5
5
0.4 4
f=s
2 0.3 Z 3
< <
a 2
0.2
1
N 10 15 '\)&W
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
time value of the process
Obr. 7: Simlacia procesu (vlavo) a jeho limitna hustota (vpravo).
/
4 Zaver

Hlavné vysledky dizertacnej prace su:

1. Doékaz jednoznacnosti rieSenia parcidlnej diferencialnej rovnice pre ocenovanie dl-
hopisov v jednofaktorovom modeli. Odvodenie presnosti aproximécie priblizného
analytického rieSenia, navrhnutie aproximacie vyssieho radu.

2. Sttdium existencie Gaussovskych odhadov. Pouzitie priblizného analytického rie-
Senia pri kalibracii modelov.
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3. Vypocet pravdepodobnostného rozdelenia cien dlhopisov a vynosovych kriviek

vzhladom na limitné rozdelenie nepozorovatelnych faktorov v dvojfaktorovych
modeloch (dvojfaktorovy Vasickov model, dvojfaktorovy CIR model, Fong-Vasickov
model). Vypocet spriemernenych hodnét a intervalov spolahlivosti.

. Dokaz neexistencie jednofaktorového mdoelu. generujuceho rovnaké ceny dlhopi-

sov, ako st spriemernené ceny z dvojfaktorového modelu uvedené v predchédza-
jucom bode.

. Rychla casova skala volatility vo Fong-Vasickovom modeli - dokaz monotdénnej

klesajucej zavislosti rozdielu medzi Grokovymi mierami zodpovedajicimi tej istej
urovni volatility od rychlosti casovej skaly.

Zhlukovanie volatility - konstrukcia procesu pre volatilitu, ktorého limitné rozde-
lenie je kombinacia dvoch gama rozdeleni.
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Abstract

In the thesis we study and analyze several questions and problems that are related to
short rate interest rate models. The main goals of the thesis can be summarized as
follows:

1. Approximate analytical solution for one-factor models. We study the approximate
analytical solution for bond prices derived by Choi and Wirjanto. We prove the
order of accuracy of their formula and present numerical examples. Afterwards,
we provide a new approximation of higher order of accuracy.

2. Calibration of one-factor models. We use the approximate analytical solution
mentioned above to calibrate one-factor models. We use Nowman’s Gaussian
estimates to estimate the volatility and the comparison of real term structures
with theoretical ones to estimate the drift. Here we also study the question of
existence of the estimates, i.e. the existence of maximum of likelihood function.
Then we consider different weights when comparing the term structures and we
see the differences in estimates caused by different criteria used.

3. Averaging in two-factor models. We consider the following two-factor models:
two-factor Vasicek, two-factor Cox-Ingersoll-Ross and Fong-Vasicek. In all these
models, not all of the factors is are observable on the market. We consider their
limiting distribution and compute the distribution of bond priced and interest
rates. Afterwards, we compute their averaging, i.e. the expected values with res-
pect to limiting distribution of unobservable factors. The averaged bond prices are
functions of maturity and short rate. It is the same dependence as in one-factor
models. Hence we study the question, whether there exists a one-factor model,
which yields the same bond prices as the averaged values from the two-factor
model. In all the models considered, the answer is negative.
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