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1 Uvod

V tejto praci sa zaoberame primarne formulaciou matematickych modelov
vol'by portfolia zloZeného z redlnych aktiv, s vyuzitim pomerne nového kon-
ceptu podmienenej hodnoty rizika (CVaR). Tento koncept je v tejto praci
aplikovany na volbu optimalnej skladby investicii v energetickom sektore
pod vplyvom neistej ceny emisii.

Investicie v oblasti energetiky st spojené so zna¢nou mierou neistoty,
prameniacou z viacerych zdrojov. Do istej miery je tato neistota sposobené
liberalizaciou v energetickom sektore [3, 19|, ktorej efektom je neistota v
trhovych cenach, ¢i uz vstupov alebo vystupov. KedZze vyse 40% celkovych
emisii CO, je sposobenych vyrobou elektriny [10], délezitt ulohu v tomto
sektore hra aj neistota ohladne budtcej ceny emisii. Znacné cCast kapacit v
krajinac OECD je relativne zastarala a ocakava sa jej nahradenie v priebehu
najblizsich rokov [9]. Investicie do novych kapacit su vSak charakterizované
vysokymi stratenymi nakladmi a dlhou Zivotnostou, meranou v desiatkach

rokov [8], a teda ich efekt bude dlhodoby.

Kym neistota ohladne cien vstupov a vystupov je spésobené trhom, kde
zaroven trh poskytuje aj viaceré nastroje ako sa voéi pritomnym rizikdm
zabezpecit [7], neistota ohladne ceny emisii je tazko kvantifikovatelna. Na-
jnovsie vysledky predpovedaju kvalitativne rézne scenare vyvoja ceny emisif
v zavislosti od roznych predpokladov. [15, 11|. Tieto predpoklady sa daju
rozdelit do dvoch kategorii. Jedna sa tyka vyvoja Sirokého spektra ukazo-
vatelov, ¢i uz demografickych, socalnych alebo hospodéarskych. Druhé sa
tyka vplyvu emisii na zmenu klimy. Vysledné ceny emisii st diametralne
rozliéné v zéavislosti od uvazovanych predpokladov. Mnohé investicie sa vSak
uskutocnia skor ako zistime, ktoré predpoklady su tie spravne. Tieto investi-
cie by preto mali zohladhovat tuto neistotu a ich skladba by mala zarucit
ziskovost investicie v kazdom zo scenéarov.

Teoria portfolia skiima, aké kombinacie aktiv je vhodné drzat spolo¢ne,
aby takto vytvorené portfolio malo isté, vopred dané vlastnosti. Problém
vol'by portfolia bol prvy krat formulovany pre oblast finanénych aktiv uz v
péatdesiatych rokoch Markowitzom [12]|, nositelom Nobelovej ceny prave za
tento prinos. Jeho vysledky boli rozsirené mnozstvom préac v tejto oblasti
(napr. [13, 14, 5]). Ekonomovia si rychlo uvedomili, ze uvedené vysledky
mozno aplikovat aj pre pripad redlnych aktiv, prva aplikacia z oblasti ener-
getiky pochadza zo sedemdesiatych rokov [2]. Napriek tomu sa vyraznejsie



vyuzitie teorie portfolia v energetike objavilo az nedavno (napr. [1, 18]). Vo
vSeobecnosti vSak publikované aplikacie vyuzivaju zdkladny model navrhnuty
Markowitzom, zalozeny na minimalizacii rizika portfélia meraného varianciou
lozena na viacerych predpokladoch, ktoré mnohokrat v oblasti energetiky
nie st splnené. Azda najzékladnej$im predpokladom je normalne rozdelenie
vynosov podkladovych aktiv. Tento predpoklad byva vSak casto poruseny v
pripade investicii do realnych aktiv [4], ¢o sposobuje, Ze uvedeny zakladny
model nie je vhodny na rieSenie takejto tlohy.

Preto v praci pracujeme s modelmi portfolia zaloZenymi na minimalizécie
podmienenej hodnoty rizika (CVaR). Koncept podmienenej hodnoty rizika a
jeho aplikaciu pre problém volby portfélia bol predstaveny v [17, 16]. Tento
pojem bol definovany pre rozdelenie moznych strat spojenych s investiciou.
a-CVaR predstavuje alternativnu mieru rizika oproti variancii. Zjednodusene
ho mozno definovat ako strednt hodnotu strat vyssich ako a-VaR, kde a-VAR
je a-percentil rozdelenia strat spojenych s investiciou. Koeficient « je hladina
vyznamnosti, v aplikdciach volenéa vacsinou na trovni 90-99 %.
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Obréazok 1: C'VaR a VaR pre pripad normdlne rozdelenijch strdt

Vyhoda aplikiacie minimalizdcie CVaR na problém volby portfolia tkvie
v nasledovnom: Problém volby portfélia minimalizujaceho CVaR vedie na
tlohu konvexnej optimalizacie, v pripade diskrétneho rozdelenia vynosov jed-
notlivych aktiv dokonca na tilohu linearneho programovania, kde tlohy tohto



typu vieme velmi dobre algoritmicky riesit.

2 Ciele

Cielom dizertacnej prace bolo vybudovat model optimalnej skladby portfolia
redlnych aktiv a jeho aplikacia na investicie v oblasti energetiky pod vplyvom
neistych cien jednotlivych vstupov. Model by mal byt schopny zohladnit
Specifika tejto oblasti prestavené v iivode. Uvedeny problém sme rozdelili na
nasledovné podilohy:

e Formulécia a rieSenie problému optimalneho vyuzitia jednotlivych real-
nych aktiv pod vplyvom neistych cien vstupov,

e Formulécia a rieSenie zédkladného problému optimalnej skladby investi-
cii za predpokladu, ze st podkladové aktiva vyuzivané optimalne,

e Rozgirenie zédkladného modelu na problém zohladnujuci

— potrebu volby robustného portfolia
— Casovu Strukturu prijmov pocas zivotnosti redlnych aktiv

— pripadné pldnované zmeny portfélia v budicnosti

e Aplikicia formulovanych modelov na reélne data, porovnanie a analyza
vysledkov

Nami navrhnutym rieSenim je integrovany model zloZeny z dvoch samostat-
nych urovni, kde vystup modelu prvej tirovne je pouzity ako vstup do modelu
druhej trovne. Prva troven predstavuje tlohu optimalizaciu vyuzitia jed-
notlivych realnych aktiv pod vplyvom neistych cien vstupov, ktort vieme
formulovat ako model redlnych opcii. Jej vystupom je pre kazdé aktivum
rozdelenie zisku daného aktiva za predpokladu, Ze je vyuzivané optimélne.

Na druhej trovni sa riesi optimaliza¢ny problém volby portfolia, kde vs-
tupmi st zisky jednotlivych aktiv, t.j. vstup je tvoreny vystupom z prvej
optimalizacnej trovne pre jednotlivé aktiva. V tejto praci st navrhnuté tri
rozdielne modely volby portfolia zohl'adiujice uvedené Specifika. Uvedené
modely su zalozené na minimalizacii podmienej hodnoty rizika spojeného s
investiciou.



3 Dosiahnuté vysledky

3.1 Model realnych opcii

Uloha optimélneho vyuzitia realneho aktiva je v préaci formulovana pre pri-
pad optimalnej prevadzky elektrarne dané¢ho typu pod vplyvom neistej ceny
paliv a emisii CO,, ktoré st modelované geometrickym Brownovym pohy-
bom. Uloha vedie na problém stochastického optimélneho riadenia v diskrét-
nom c¢ase, ktory je rieSeny numericky pomocou Bellmanovej rovnice dynam-
ického programovania. RieSenim je optimalne riadenie v tvare spatnej vazby
v zmysle [6]. Pomocou Monte Carlo simulacii budicich cien paliv a emisii
vieme na zaklade uvedenej spatnej viazby vypocitat zisk dosiahnuty v danej
simulacii. Primarnym vystupom je potom vektor tychto ziskov, reprezentu-
juci rozdelenie zisku spojeného s investiciou do elektrarne daného typu, za
predpokladu, ak je prevadzka optimalna. Presna formulécia a postup riese-
nia je prezentovany v kapitole 4 dizertacnej prace. Analyza jednotlivych
rozdeleni potvrdzuje domnienky formulované v tivode - vysledne rozdelenia
sa vyrazne liSia od normalneho, ¢o len zdoraznuje potrebu analyzovat v en-
ergetike skladbu portfolii vyuzitim inej miery rizika ako variancie. Aplikacie
modelu redlnych opcii navrhnutého v praci a jeho rozsireni boli publikované
v pracach [s1][s2][s3][s4].
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Obrazok 2: Priklad rozdelenia ziskaného ako vystup modelu redlnych opcii.
Histogram rozdelenia pre paroplynovi elektrdareri v porovnani s rozdelenim
ziskangm ndahodnym vgberom z normdleho rozdelena s rovnakou strednou hod-
notou a varianciou



3.2 Model portfélia

V praci formulujeme tri rézne modely portfolia: zdkladniyj, robustng a dynam-
icky. Zakladny model je prevzaty z literatury [17] a je zaloZeny na minimal-
izacii podmienenej hodnoty rizika. Pre tucely testovania modelov na realnych
datach st jeho vysledky v praci pouzité ako referenéna hodnota pre porov-
nanie vysledkov ostatnych dvoch modelov.

V suicasnej literature v oblasti energetiky stale prevazuju aplikacie Markow-
itzovej tedrie portfolia zaloZzené na minimalizécii variancie. Preto je potrebné
v prvom rade objasnit, aky je rozdiel medzi vysledkami zakladného modelu
a vysledkami ziskanymi minimalizéciou variancie. Tomuto porovnaniu sa v
praci venujeme v kapitole 5 jednak teoreticky, za predpokladu normélneho
rozdelenia vynosov jednotlivych aktiv, rozdiel vSak ilustrujeme aj na vysled-
koch v pripade rozdeleni ziskanych z modelu redlnych opcii, ktoré uvedent
vlastnost nesplitaju.

3.2.1 Porovnanie zdkladného modelu s Markowitzovym modelom

Pripad normalne rozdelenych vynosov

Uvazujeme y € R"™ nadhodny vektor vynosov, y ~ N(u,X). Portfolio je defi-
nované vektorom x € R" podielov jednotlivych aktiv. Uvazujeme pripad, kde
kratke pozicie nie st mozné. Porovnévame rieSenie 5y (R) Markowitzovho
problému

(1)

s rieSenim Ty ,r(R) zdkladého problémom volby portfélia minimalizujiceho

CVaR:

min - ¢q(x)
st. a2Tu>R

=1

[L’ZZO izl,...,n,



kde ¢(7) oznacuje CVaR rozdelenia —x7y, t.j. straty portfolia.

Zékladné vysledky dosiahnuté v praci mozno zhrnut nasledovne. Oz-
nac¢me (1)* problém volby portfélia, kde je podmienka 27y > R nahradena
podminekou z¥'y = R. Ozna¢me jeho rieSenie v zavislosti od parametra R
Zyrv (R). Analogicky ozna¢me (2)* problém volby portélia minimalizujice-
ho CVaR, kde je podminenka na o¢akavany vynos v tvare 27y = R a jeho
rieSenie ako Zov.r(R). Potom plati nasledovné veta:

Veta 3.1. RieSenia problémov (1) a (2)* si rovnaké, Zover(R) = Tyv(R).

Uvedeny vysledok vsak neimplikuje, Ze rieSenia povodnych problémov
(1) a (2) st rovnaké. V praci ukazujeme, Ze vo vSeobecnosti dané tvrdenie
neplati. Ozna¢me Ruv vynos portfélia s minimalnou varianciou (bez pritom-
nosti ohranicenia na ocakavany vynos). Analogicky oznac¢me Rever VYnos
portfolia minimalizujiceho CVaR (bez pritomnosti ohranic¢enia na ocakavany

vynos). Potom plati
Veta 3.2. Ryv < Revar.

kde v uvedenej vete moZe nastat nerovnost, napriklad v pripade ¥ = o21.
Zaroven vsak plati:

Veta 3.3. . .
_ Tyv(Ruv) R < Ruv
R) — !
Zarv (R) { tyv(R) R > Ruy
Veta 3.4. ) )
_ Tevar(Rover) R < Revar
a R) = ~ >
Tovar(R) { Tovar(R) R > Revar

To znamena Ze ak pri normélne rozdelenych vynosoch podkladovych ak-
tiv plati Ruv < Rovar, tak rieSenia problémov (1)a (2) nie su rovnaké pre
R < Revan. Dany vysledok navyse dokazuje, ze portfélio vytvorené min-
imalizaciou CVaR dominuje portfélio vyvorené minimalizaciou variancie v
zmysle oc¢akédného vynosu.

Pripad rozdeleni z modelu realnych opcii

V pripade vynosov ziskanych modelom redlnych opcii vedie zakladny model
na tlohu linedrneho programovania. Jeho rieSenie pre tri uvazované akti-
va je porovnané s rieSenim Markowitzovho modelu (1) pre rézne hodnoty
obmedzenia na ocakavany zisk. Vysledky ukazuji, ze vysledné portfolia
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Obrazok 3: Podiel jednotlivigch aktiv - Porovnanie rieseni Markowitzovho
modelu (MV) and zdkladného modelu (CVaR)

sa zasadne lisia ¢o sa tyka podielu jednotlivych aktiv (Obrazok 3). Avsak
vidime, 7ze pre R > Revag je rozdiel ¢o(Zayv(R)) — da(Zcvar(R)) zaned-
batelny (Obrazok 4). To naznacuje, Ze volba adekvatneho modelu pre volbu
portfolia je rozhodnujica najmé pre investora, ktory je zamerany v prvom
rade na minimalizaciu rizika a nevyzaduje vysoky vynos. Aplikicie inte-
grovaného modelu v pripade zakladného modelu volby portfélia boli pub-
likované v pracach [s5][s6]

3.3 Robustny model

Robustny model navrhnuty v praci sa snazi podat odpoved na problém nas-
toleny v tivode. Predpokladajme, Ze rozdelenie zisku jednotlivych aktiv zavisi
od scenara s = 1,...5, kde pre kazdy scenér je rozdelenie zname, avsak v
case rozhodovania nevieme, ktory scenér v buducnosti nastane. V tom pri-
pade je potrebné zvolit takia skladbu portélia, ktora prinesie minimalne riziko
aj v najhorSom moznom scenari, t.j je rieSenim problému

min,  max, ¢5(x)

s.t. Z?:l €T, = 1 (3)
x; >0 fori=1,...,n

Uvedena formulacia zachovava vyhodné vlastnosti zakladného modelu, t.j.
vedie na tlohy konvexnej optimalizacie. Takisto v pripade zisku y majice-
ho diskrétne rozdelenie pre kazdy scenar s vieme tlohu previest na problém
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Obréazok 4: Efektivna hranica - porovnanie zdvislosti CVaR vysledného port-
folia od ohranicenia R pre riesenia Markowitzovho modelu (MV) and zdklad-
ného modelu (CVaR)

linearneho programovania.

V pripade, ak by bol scenar znamy, investor by volil skladbu podla zaklad-
ného modelu. Ak vSak nevie, ktory scenar nastane, voli rieSenie robustného
modelu. Porovnanim tychto dvoch rieseni teda vieme analyzovat vplyv neis-

toty reprezentovanej scenarmi na skladbu investicii, napr. vplyv neistej ceny
emisii.
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Obrazok 5: Porovnanie vyjsledkov zdikladného modelu (B) s robustnym mod-

elom zohladnujicim casovi $truktiru (MP) pre rézne scendre vijvoja ceny
emisii.



Pomocou uvedeného modelu vieme zohladnit aj ¢asova Struktdaru prij-
mov pocas zivotnosti realnych aktiv. Staci rozdelit Zivotnost aktiva na S
rovnako dlhych period. V pripade, ak zisk spojeny so scenarom s vyjadruje
zisk daného aktiva pocas s-tej periody, je rieSenim robustného modelu taka
skladba aktiv, ktorej CVaR je robustny v case.

Oba uvedené pristupy su aplikované v praci na realne data a porovnané
s vysledkami zékladného modelu. Vplyv zohladnenia ¢asovej Struktury na
vysledné portfolio je znaény (Obréazok 5). Kym zakladny model pre mnohé
scenare odporica vyrazny podiel paroplynovych elektrarni, v skladbe robust-
ného portfélia je rozhodujuci podiel uholnych a veternych elektrarni. Tento
efekt je este zosilneny pridanim poZziadavky robustnosti portfolia vzhladom
na cenu emisii. Robustnému modelu portfolia a analyze zohladnenia ¢asovej
struktiry je venovana kapitola 6 dizertacnej prace. Analyza neistej ceny
emisii s vyuZitim robustného modelu volby portfolia bola publikovana v

[s7][s10].

3.4 Dynamicky model

Dynamicky model vol by portfolia umoziuje investorovi zohladnit planované
investicie v budticnosti pri rozhodovani sa o skladbe sucasnych investicii.
Tym umoziuje investorovi diverzifikovat riziko nielen medzi jednotlivymi
aktivami ale aj v case. Uvazujme n roznych technologii a T period, kde
podiel kapacit vybudovanych v periode ¢ vzhladom na celkové investicie je
dany ohrani¢enim b;, t = 1,...T, ZiTzl b = 1. Vo vsSeobecnosti moézme
model formulovat ako

ming ¢ ()
st > ab=b, t=1,...,T, (4)
x>0,

kde z € R"T.

Uvedené formulécia v pripade diskrétneho rozdelenia vynosov jednotlivych
aktiv vedie na tlohu linedrneho programovania. Jej rieSenim je optimalna
skladba portfolia, tentokrat dana nie podielom jednotlivych technolégii, ale
podielom technolégii vybudovanych v jednotlivych periodach. Dané portfélio
mozme teda uvazovat ako T' ¢iastkovych portfolii, kazdé predstavujice op-
timalnu skladbu investicii do jednotlivych technologii v peridéde ¢. V prvom
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Obrazok 6: Porovnanie podielu uholngch elektrdrni na sucasnej a celkovej
skladbe portfolia v pripade by = 0.3. Zndzorneny je rozdielom medzi dynam-
ickym a statickym modelom.

rade nas zaujima odpoved na nasledovnu otazku: M4 zohl'adnenie budicich
investicii vplyv na skladbu stc¢asného c¢iastkového portfolia?

V pripade ak budtce investicie nie st do problému zahrnuté, je optimalna
skladba sucasného ¢iastkového portfélia dana b; nasobkom riesenia zaklad-
ného modelu. Rozdiel medzi vysledkami dynamického a vysledkami zaklad-
ného modelu preskilovanymi vahou b; teda vyjadruje prave efekt zahrnutia
budicich investicii na sicasné rozhodnutia.

Vysledky ukazuja, Ze uvazované rozsirenie mé naozaj nezanedbatelny
vplyv na sucasné investicie (Obrazok 6). Vplyv v8ak do zna¢nej miery zavisi
na vahach b. V pripade, Ze investicie st rozvrhnuté v ¢ase rovnomerne, sa
zahrnutie budtcich investicii prejavi vo va¢Som zasttupeni uholnych elektrarni
v stcasnom Ciastkovom portfoliu, aj ked celkovy podiel uholnych elektrarni
klesne. Investor teda diverzifikuje riziko v ¢ase investujuc do uholnych ka-
pacit teraz a do obnovitelnych zdrojov neskor. Podrobnejsia analyza vysled-
kov je uvedena v kapitole 7 dizertacnej prace. Aplikacie dynamického modelu
vol'by portfolia boli publikované v [s8][s9)].



4 Zaver

Hlavné prinosy dizertacnej prace si:

1.

Teoretické porovnanie problémov vol'by portfélia minimalizujuceho vari-
anciu s problémom vol'by portfélia minimalizujiceho podmienent hod-
notu rizika pre pripad normalneho rozdelenia vynosov podkladovych
aktiv.

. Vybudovanie modelu pre urc¢enie optimalnej skladby investicii do real-

nych aktiv s aplikidciou v energetike. Model je zaloZeny na dvojuroviiovej
optimalizécii, kde problém na druhej irovni vedie na tlohu vol'by port-
folia, ktorej vstupom je rozdelenie ziskov jednotlivych realnych aktiv.

. Formulécia a rieSsenie modelu redlnych opcii, ktorého vystupom je vek-

tor reprezentujuci rozdelenie zisku spojeny s investiciou do daného real-
neho aktiva za predpokladu, ze dané aktivum je vyuzivané optimélne.
Model tvori prvi tiroven integrovaného modelu, jeho vystup je vstupom
pre problém volby portfolia.

. Formulacia problému vol'by robustného portfolia a navrh rieSenia vedu-

ci v pripade diskrétneho rozdelenia zisku na problém linedrneho pro-
gramovania.

. Roz&irenie zakladného problému volby portfélia o zohladnenie moZznos-

ti buducich investicii, veduci na dynamicky model vol'by portfolia.

. Implementécia navrhnutych modelov, ich analyza na realnych datach

a porovnanie vysledkov jednotlivych navrhutych modelov vzhladom k
zakladnému modelu.
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Abstract

The focus of this thesis is on the application of conditional Value-at-Risk
to the optimal portfolio selection problem. In particular, portfolios of real
assets are analyzed, the motivation being the investment into new electricity
generating capacities under climate policy uncertainty.

We present a combined real options and portfolio optimization framework.
It enables to account both for the optimization on the plant level and at a
larger scale. The formulated real option model is used to derive the optimal
management strategy under stochastic CO5 and fuel prices on the power plant
level for each electricity generating technology considered. Following this
strategy implies a distribution of profit flows representing the profitability of
the technology in case it is operated optimally. These profit distributions are
used as an input for the portfolio model.

Three different portfolio models are formulated, accounting for the specifics
of the underlying problem. For the profit distributions derived by the real
options model, these models are shown to lead to linear programming prob-
lems. For real data, the results of the individual models are presented and
compared.

In addition, the difference between the standard Markowitz portfolio
framework and portfolio optimization based on conditional Value-a-Risk is
analyzed in case of normally distributed asset profits.
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