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Abstrakt

Tato dizertacna praca sa zaobera modelovanim stochastickych tirokovych mier a vyno-
sov dlhopisov v oblasti zivotného poistenia a skimanim vyplacania dochodkov z tspor
v druhom pilieri na Slovensku. Praca obsahuje podrobni charakterizaciu Vagickovho,
CIR, Nelsonovho-Siegelovho a Svenssonovho modelu vynosovych kriviek standardnych
bezkupénovych dlhopisov. Jej dalsou sicastou s teoretické kapitoly o zdkladoch mate-
matiky Zivotného poistenia a metdéde sparovania aktiv a pasiv Zivotnej poistovne.
Hlavnym vysledkom prace si Specidlne formuly odvodené pre vypocet vysky dozivot-
nych dochodkov vyplacanych z druhého piliera, navrh riesenia tlohy metody sparovania
aktiv a pasiv a detailné analyzy modelového vyplacania dochodkov z druhého piliera

a stresovych scenarov pre urokové a demografické rizika.

KTiicové slova: stochastické modely tirokovych mier, metéda sparovania aktiv a pasiv

7ivotnej poistovne, dochodky z druhého piliera, stresové testy, dlhovekost.



Abstract

This dissertation deals with modelling of stochastic interest rates and bond yields in
area of life insurance and examining the payout of pension benefits from the second
pension pillar in Slovakia. The thesis contains a detailed characterization of Vasicek,
CIR, Nelson-Siegel and Svensson yield curve models of standard zero-coupon bonds.
It also includes the basics of life insurance mathematics and asset-liability matching
method for life insurance companies. The main results of the thesis are special formulas
derived for the calculation of the pension benefits paid out from the second pillar,
proposal of solution for optimization problem the asset-liability matching method and
detailed analysis of annuity payouts from the Slovak second pillar and stress scenarios

for interest rate risk and demographic risk.

Keywords: stochastic models of interest rates, asset-liability matching method for life

insurance companies, annuities from second pillar, stress scenarios, longevity.



Predhovor

Stochastické modely tirokovych mier st v dnesnej dobe neoddelitelnou stcastou
modernej tedrie zivotného poistenia. Tie najpouzivanejsie modely ndhodne sa menia-
cich urokovych mier postupne prenikli z oboru finan¢nej matematiky a finanéného
modelovania aj do sveta poistovnictva. Trhovo konzistentnd valudcia poistnych pro-
duktov je dnes uz prirodzenou sicastou aparitu zivotnych poistovni a aj regulacného
balika Solventnost II. Tito vyskumni oblast povazujem za zaujimavi a progresivnu,
preto som sa rozhodol, Ze prave tejto tematike sa budem venovat pocas doktorandského
studia. Vysledkom je predlozend praca, ktora okrem zhrnutia ucebnicovych modelov
urokovych mier obsahuje aj ukazku ich aplikacie v zivotnom poisteni.

Moj vyskum dostal novy impulz na zaciatku roku 2014, ked sa intenzivnejsie
zacala riesif otdzka vyplacania dochodkov z druhého dochodkového piliera. Islo o velmi
citlivi zalezitost, pretoze “v hre” bol osud dlhoroénych ispor sporitelov v dochodkovom
sporeni. Svoju pozornost a prakticki cast tejto prace som preto venoval modelova-
niu vypldcania doZivotnych anuit z druhého piliera. Okrem iného som chcel poukézat
aj na to, aké rizikové faktory mozu pri takychto dlhodobych produktoch ohrozovat
ucastnikov poistnych kontraktov. Vysledkom mojej prace su podrobné analyzy a ko-

mentare, ktoré verim, Ze budi pouZitelné aj v redlnom Zzivote.

autor
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Uvod

Stochastické modelovanie vo finanénictve a poistovnictve patri medzi zndme a ¢as-
to skimané odvetvia aplikovanej matematiky. Rozmach stochastického pristupu vo fi-
nancnej matematike nastal v 60-tych a 70-tych rokoch 20. storocia, prave v tomto ob-
dobi boli publikované prace takych vyznamnych odbornikov, ako Friedman, Ito, Black,
Scholes ¢i Merton. Novy impulz sposobeny rozsirenim vykonnych osobnych pocitacov
prisiel okolo roku 1990 a odvtedy zaziva stochastické finanéné modelovanie velkd expan-
ziu.

Pocas tvorby tejto prace sme sa zaoberali viacerymi sivisiacimi oblastami a skii-
mali sme odborné publikacie napriklad z tedrie finanénej matematiky a financ¢ného
modelovania, z okruhu stochastickych procesov, ale aj z oboru aktudrskej matema-
tiky ¢i penzijného poistenia. Pri priprave tedrie finanéného modelovania sme sa pre-
dovsetkym spoliehali na knihu [48] od Melicheré¢ika a kol., ¢lanok [80] od Vasicka, pub-
likdciu [21] od Coxa a kol. ¢ préacu [76] od Sevcovica a Urbanovej Csajkovej. Zéklady
matematiky zivotného poistenia sme zhrnuli pomocou tedrie z knihy [31] od Ger-
bera a monografie [64] od Potockého, kym pocas studii penzijnych schém sme cerpali
z diela [19] od Cipru, z uéebnice [77] od Skrovénkovej a kol. a z d'alsich odbornych
publikécii.

Prakticki cast naSej prace sme venovali modelovaniu a analyze vypldcania do-
chodkov z tispor v starobnom dochodkovom sporeni. I§lo o velmi aktudlnu tému, ked'ze
prvi dochodcovia zacali poberat svoje dochodky z druhého piliera na zaciatku roku
2015. S podobnou tematikou sme sa zaoberali aj v nasich odbornych prispevkoch [49]
a [50] publikovanych v roku 2014, resp. 2015. V ¢lanku [73] zverejnenom v tyzdenniku
.tyZderi sme chceli poukdzat na mozné dovody vzniku rozdielov vo vyskach mesaénych
dochodkovych davok, ktoré zverejnili odbornici z Instititu finanénej politiky Minis-
terstva financii Slovenskej republiky, resp. ktoré pontikali Zivotné poistovne. V ramci
nasich analyz uvedenych v tejto zaverecnej praci sme predpokladali existenciu mode-
lovej Zivotnej poistovne, ktord vypldca dozivotné dochodky z druhého piliera, pricom
berie do tivahy aj niektoré redlne obmedzenia (napr. pravne Specifikd). Na druhej strane
sme vSak pouzili aj mnozstvo takych predpokladov, ktoré zjednodusovali modelovanie

vypldcania anuitnych ddvok. KedZe sme sa zaoberali len s dochodkami vyplacanymi



z druhého piliera a dochodky zo statneho prvého piliera sme neskimali, komplexni

otazku dochodkového zabezpecenia budicich dochodcov sme v tejto préci tiez neriesili.

Hlavnymi prinosmi prace su formuly pre prvotna kalkulaciu vysky mesacnych
dochodkov vyplédcanych z tspor v druhom pilieri, pricom pri ich odvodeni sme prihlia-
dali aj na niektoré zakonné predpisy Specifikované v zakone o starobnom dochodkovom
sporeni. Dalsfm vysledkom préce je vlastnd formuldcia metédy sparovania aktiv a pasiv
Zivotnej poistovne a navrh riesenia jej tlohy vo vieobecnom, aj v konkrétnom prak-
tickom pripade. V neposlednom rade by sme spomenuli aj nasu dokladni analyzu
modelového vyplacania dochodkov a skiimanie vplyvu moznych rizikovych faktorov

v ramci roznych stresovych scenarov.

Predkladans dizertacnd praca obsahuje p#t kapitol. Prva kapitola sa zaoberd
polozenim teoretickych zakladov finanénej matematiky a finanéného modelovania a de-
finovanim dolezitych pojmov z tedérie ndhodnych procesov. V poslednej casti kapitoly
st uvedené 4 zdkladné smery finanéného modelovania (afinné a bezarbitrazne mo-
dely, rovnovazne modely okamzitej irokovej miery, priame modely vynosovych kriviek

a diskrétne modely urokovych mier zalozené na modeloch ¢asovych radov).

V druhej kapitole, ktora sa zaobera modelmi irokovych mier a vynosovych kri-
viek, s najprv prezentované najznamejsie typy rovnovaznych modelov, potom su
dokladne skimané modely Vasicka, resp. Coxa, Ingersolla a Rossa. V podkapitole 2.4
su definované dva zname modely vynosovych kriviek, a to Nelsonov-Siegelov model

a Svenssonov model, pricom této ¢ast obsahuje aj ich vlastnosti a postupy kalibracie.

Tretia kapitola obsahuje zaklady zivotného poistenia a poistnej matematiky. V jej
prvej casti je struéne predstavens zdkonnd tprava poistovnictva na Slovensku, kym
dalsia cast je venovand klasickej tedrii Zivotného poistenia. Podkapitola 3.3 zahfiia
odvodenia Specialnych formil pre prvotné ocenovanie modelovych dozivotnych dochod-

kov vyplacanych z tspor v starobnom doéchodkovom sporeni.

Definicia metédy sparovania aktiv a pasiv Zivotnej poistovne je prezentovana
vo stvrtej kapitole tejto prace. Okrem definicie metddy je sformulovand aj jej tloha,
ktora je vlastne nelinedrnou maximaliza¢nou ulohou s viacerymi hraniénymi podmien-
kami. V casti 4.2 su uvedené teoretické poznatky a vysledky z odbornej literatury,

s ktorou sme sa zaoberali pocas nasich studii.

V piatej kapitole si publikované praktické vysledky nasho vyskumu. Najprv su



uvedené nase modelové predpoklady vztahujice sa na vyplacanie dozivotnych dochod-
kov zo starobného dochodkového sporenia. V casti 5.2 st prezentované demografické
modely, ktoré sme Specidlne vytvorili pre slovenské podmienky pomocou metédy posu-
nutych pravdepodobnosti a Leeho-Carterovho modelu. V d’alsej podkapitole sti uvedené
odhadnuté modely tirokovych mier a vynosov dlhopisov (opit pre slovenské pomery)
a ukazovatele ich kvality. V casti 5.4 sa nachadzaju vysledky nasich vypoctov — pr-
votné odhady mesac¢nych dochodkovych davok pri roznych kombinaciach demografic-
kych a urokovych modelov pre pripad dozivotnych dochodkov bez zvySovania davky.
V poslednych dvoch podkapitolach su publikované vysledky, zavery a komentéare nasich
stresovych testov, ktoré boli vykonané pomocou statickej, resp. dynamickej metddy
sparovania aktiv a pasiv pri roznych nastaveniach demografickych a trokovych streso-
vych scendrov. Stresové testy boli zamerané na mozni dlhovekost budicich dochodcov

a mozné vykyvy trhovych irokovych mier.
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1. Zaklady finan¢nej matematiky a finanéného
modelovania

Pocas tvorby tejto zaverecnej prace sme cerpali z bohatej tedrie finanénej mate-
matiky a finan¢ného modelovania. V ramci tejto kapitoly sme prezentovali matematicky
aparat, ktory sme pouzivali pri nasom vyskume. V niektorych pripadoch sme uviedli
zjednoduseny vyklad odbornych pojmov a principov financnej matematiky. Ako sme
uz spominali v Uvode, jednym z cielov tejto préace bolo aplikovat metodiky finanéného
modelovania v roznych aktuarskych vypoctoch zameranych hlavne na valuaciu pro-
duktov Zivotného poistenia. Prave preto v niektorych pripadoch sme si dovolili upustit
od presného a hlbokého vykladu ucebnicovej finan¢nej matematiky. Napriek tomu sme
sa snazili, aby v ramci jednotlivych podkapitol nevznikli nekonzistentnosti, aby vsetky
vztahy a suvislosti boli zrozumitelné, a tiez aby tato dizertacnd praca tvorila uceleny

celok.

1.1 Zlozené urokovanie, sticasna a akumulovana hodnota

Zlozené urokovanie sa pouziva vo viacerych oblastiach aktuarskej tedrie, napr.
aj v klasickej tedrii zivotného poistenia (vid [31], [64]). Oznacenia uvedené v tejto
podkapitole sme vyuzivali aj v tretej kapitole, v ramci ktorej sme prezentovali zakladné

formuly valuacie produktov zivotného poistenia.

Pozn.: Pri pisani tejto podkapitoly sme zvolili trochu volnejsi §tyl a namiesto striktne;
Struktiry Definicia-Veta-Dokaz sme zaviedli jednotlivé pojmy vo volnejsej forme, ¢im

7 . R . . ’ . b) . 7’ . ’ . . .
sme ziskali VACST priestor na interpretaciu vztahov a vysvetlenie suvislosti medzi nimi.

Uvazujme nejaku ¢asovi jednotku (oznacime skratkou €. j.), pri ktorej sa definuju
vSetky nizsie uvedené velic¢iny. (V nasich praktickych aplikdcidch sme najéastejsie pouzi-
vali roéni alebo mesa¢nu ¢asovi jednotku). V pripade diskrétneho tirocenia, nech i
znaci efektivnu trokovi mieru (effective interest rate) za danu ¢asovu jednotku, alebo
investi¢nui irokovi mieru, resp. efektivny vynos z nejakej investicie. V pripade spojitého

sposobu urokovania, nech r oznacuje intenzitu tirokovania (force of interest) za dant

11



¢asovi jednotku.! Hovorime, ze efektivna tirokova miera i a intenzita tirokovania 7 si

ekvivalentné, ak platia medzi nimi nasledovné vztahy
r=1In(1+1), i=¢ —1, v=(1+i) " =e". (1.1)

Dalej nech d oznacuje diskontni mieru (discount rate) za dant ¢asovi jednotku a v dis-
kontny faktor (odurocitel, discount factor) za dant ¢asovi jednotku. Za predpokladu,
ze d je ekvivalentnd s efektivnou mierou i, resp. intenzitou urokovania r a v k nim

patriaci diskontny faktor, platia vztahy

dzliizl—e’r, v=(1+i) =T =1—d (1.2)

Nech T' € (0;00) je di7ka investicnej doby vyjadrend v danej éasovej jednotke (pri ktorej
st vyjadrené aj velic¢iny i, r, d a v). Si€asni hodnotu jednej penaznej jednotky (p. j.)
splatnej o T' ¢. j. pri efektivnej irokovej miere ¢, resp. ekvivalentnej intenzite tirokovania

r oznacujeme P a pocitame ako
P=1p.jx(1+49)T=1p.jxe™=1p.j xol. (1.3)

Akumulovant hodnotu jednej p. j. investovanej pri efektivnej tirokovej miere 7, resp.

ekvivalentnej intenzite urokovania r oznacujeme ako S a pocitame pomocou rovnice
S=1p.jxA+9)"=1p.j xe?. (1.4)

Pozn.: Kvoli ispornejsim zépisom v dalsej ¢asti tejto kapitoly nepiSeme skratku periaz-

nej jednotky (p. j.) do jednotlivych vztahov.

1.2 Standardny dlhopis a jeho ¢asova Struktira

Nech platia vsetky oznacenia z podkapitoly 1.1. Vo finan¢nej matematike sa ¢asto
pouziva vSeobecnejsi nastroj na diskontovanie penaznych velicin, tzv. diskontny dlho-
pis, ktory je bezkupénovym cennym papierom (zero coupon bond, ZCB) s nominalnou
hodnotou 1 p. j. V dalsej casti prace sme pre takyto cenny papier pouZivali pome-
novanie Standardny dlhopis. Za predpokladu, ze efektivna irokova miera 7, resp.

s niou ekvivalentnd intenzita urokovania r st konstantné, pre (sticasnt, diskontovani)

!Niekedy sa pouziva aj pomenovanie spojitd tirokovd miera, ¢o je rovhocenné s terminom intenzita

urokovania.

12



hodnotu v ¢ase ¢ Standardného dlhopisu so splatnostou (maturitou) v ¢ase T plati
vztah

Po=(1+i) Tt = @0 = T, (1.5)

Vseobecnejsie, uvazujme tzv. asova struktiru (term structure) ceny a vynosu
Standardného dlhopisu s maturitou v ¢ase T. Oznaéme vynos do splatnosti? (yield
to maturity, YTM) standardného dlhopisu v ¢ase t ako R(t,T), t € (0;T). Hodnota

standardného dlhopisu v ¢ase ¢ sa oznacuje symbolom P(t,T), pricom plati
P(t,T) = ¢ BEDX(T=1), (1.6)

pricom plati P(T,T) = 1 pre vsetky T > 0. Zo vztahu (1.6) priamo vyplyva, ze pre
vynos (spojiti trokovi mieru) v ¢ase ¢ bezkupénového dlhopisu s maturitou v case T'

plati
I P@ET)

R(t,T) = — =

(1.7)

Nech 7 vyjadruje ¢as do maturity (v ¢ase t) definovany vztahom 7 = T —t. Potom pre

cenu, resp. vynos Standardného dlhopisu v ¢ase t plati

P(r)=e B0 R(r)= —m]z(T), (1.8)

pricom krivku {R;(u) : uw € T}, kde mnozina T je obvykle nejakym uzavretym in-
tervalom typu (Tin = 0; Thues), nazyvame vynosovou krivkou (yield curve, YC)
standardného dlhopisu (vyjadrenou v ¢ase t). Vynosovym krivkdm, ich typickym tva-

rom a dalsfm vlastnostiam sme sa venovali v druhej kapitole tejto prace.

Casova struktira standardného dlhopisu sa d4 popisat aj pomocou tzv. okamzitej
forwardovej urokovej miery (instantaneous forward rate), ktori oznac¢ujeme zapisom
f(t,T). Okamzita forwardova trokova miera je tirokovou mierou dohodnutou “dnes”
(v case t), prindsajicou uroky v ¢ase T, na kratku dobu. Za predpokladu vylicenia
arbitraze medzi cenou dlhopisu P(t,T) a forwardovou mierou f(t,T) plati vztah (od-
vodenie vid napr. v knihe [48])

Ol P@,T)

F6.T) =~

(1.9)

2Dalej pouzivame len skratené pomenovanie vynos, pricom tym myslime vynos za dand ¢asovi

jednotku, napr. roény alebo mesaény vynos.
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V praktickych aplikdcidch nds ¢asto zaujima aj vzfah medzi vynosom do splatnosti

R(t,T) a forwardovou mierou f(t,T). Zo vztahov (1.6) a (1.9) vyplyva, ze

t,T
FT) = B T) + (7 — ) 2BET) (1.10)
oT
Ak opit uvazujeme oznacenie 7 = T — ¢, tak moZeme pisat
dln P(7) dR(7)
=tV 1.11
fir) = - _ (4 L ARD) (11)

kde {fi(u) : u € T} je okamzita forwardovd krivka (instantaneous forward rate curve)
standardného dlhopisu platnd v ¢ase t. Pre uplnost dopiﬁame aj opacné vyjadrenie
medzi vynosom do splatnosti a forwardovou mierou, resp. medzi vynosovou krivkou

a forwardovou krivkou standardného dlhopisu
I I
R(t,T) = —— f(t,u)du, Ry(1) = — fi(u)du. (1.12)
Tr—tJ, T Jo

Pozn.: V niektorych odbornych publikacidch (aj v rdmci tejto prace, pri niektorych
uvahach) pre vynosovi krivku, resp. okamziti forwardovi krivku standardného dlho-
pisu sa pouziva oznacenie R(t,T), resp. f(t,T) (s premennou T').

Pozn.: V praktickych aplikdcidch ak pozndme jednu z trojice ¢asovych struktir P(t, T),
R(t,T), f(t,T) pre véetky T € T v danom ¢asovom bode t, tak dokdzeme jednozna¢ne

urcit aj zvysné dve casové struktiry, a to pomocou vztahov (1.6), (1.7), (1.9), (1.10).

Vynosové krivky R(t,T) a k nimi patriace forwardové krivky f(¢,7) mozu mat
viacero moznych priebehov, jedna vlastnost je vSak vzdy nemennd: krivky maji spolo¢-

ny zaciatoény bod, ktory ozna¢ime symbolom r; a formélne mozeme pisat
re=R(t,t) = f(t;t) Yt € (0;tma),

kde t,,4; je hornou hranicou sledovaného casového obdobia. Veli¢inu r; nazyvame
okamzitou urokovou mierou (instantaneous short rate) v ¢ase t a definujeme ju jednym
zo vztahov

dln P(t,T)

. 1.1
or S (1.13)

N IERT T _
ry = r(t) —F}FlgiR(t,T) —lTn\n(tf(t,T) =

Vo vyssie uvedenych vztahoch pre ¢asové struktiry sme predpokladali, ze P(t, T),
R(t,T) a f(t,T) su spojité funkcie premennej 7' € T v kazdom ¢asovom bode ¢t < T,

V niektorych aplikdcidch je mozné dodrzat tento predpoklad, ked niektort z ¢asovych

14



struktir modelujeme vhodnou spojitou funkciou. V praxi vSak ceny standardnych dl-
hopisov, resp. ich vynosy sledujeme v diskrétnych ¢asovych okamihoch ¢ a pri koneé¢nom
(diskrétnom) pocte maturit 7. Napriek tomu sa s casovymi struktirami P(¢, T, R(t,T')
a f(t,T) po $pecifikovani dodatocnych predpokladov d& pracovat aj v pripade, ked
definiény obor T je diskrétnou mnozinou maturit 7. S modelmi vynosovych a forwar-

dovych kriviek sme sa dalej zaoberali v podkapitole 1.4 a v druhej kapitole.

Pozn.: V dalsej ¢asti tejto kapitoly sme pouzivali spojité irokovanie a pod pojmom

tirokova miera sme rozumeli spojiti trokovi mieru (teda intenzitu urokovania).

1.3 Stochasticky kalkulus

K dalsiemu postupu vo finanénom modelovani drokovych mier & vynosovych
kriviek bolo nevyhnutné, aby sme uviedli zaklady stochastickej finan¢nej matematiky.
V tejto kapitole sme zhrnuli vsetky potrebné definicie, oznacenia a vztahy, ktoré boli
dolezité pri nasich d'alsich tivahach. Uviedli sme zéklady stochastického kalkulu, defini-
cia ndhodného procesu a Brownovho pohybu, d'alsie pojmy ako podmienend strednd

hodnota, martingal, filtracia, [toov integral, Itoov proces a Itoova lema.
1.3.1 Nahodné procesy a ich vlastnosti

Definicia 1.1. Uvazujme pravdepodobnostny priestor (€2, S, Pr). Stochasticky proces
(alebo ndhodny proces) X je parametricky systém ndhodnych premennych defino-

vanych na (2, S, Pr) a oznac¢ujeme ho ako
X={X,te T} & {X(t,w),t €T, weQ},

kde T je obvykle interval typu (a,b), (a,b), (a,00) pre a < b alebo diskrétna mnozina

indexov, pricom premennd t sa nazyva cas.

Néahodny proces X je vlastne funkciou dvoch premennych. Pre pevne zvolené
t €T je X(t,w) = X(w) (oby¢ajnou) ndhodnou premennou pre w € 2 na (2, S, Pr).
Ak zafixujeme elementdrnu udalost w, tak X(t,w); w € Q je funkciou ¢asu ¢, ktort

nazyvame trajektoria.

Definicia 1.2. Hovorime, Ze stochasticky proces X = {X;,t € T} je gaussovsky, ak

jeho konecnorozmerné rozdelenia st multivariacné normélne rozdelenia.

15



Pozn.: Podrobnosti o konecnorozmernych rozdeleniach nadhodného procesu si uvedené
napr. v knihe [53].
V nasledujiicej ¢asti tejto podkapitoly sme zaviedli d'alsie dolezité pojmy a ozna-

¢enia, pomocou ktorych je mozné charakterizovat stochastické procesy.

Definicia 1.3. [64] Hovorime, ze ndhodny proces X = {X;,t € T} je cadlag, ak jeho
trajektorie s spojité sprava skoro vSade a existuji limity zlava. Ak si trajektorie
spojité skoro vsade, tak je proces X spojity.

Hovorime, Ze ndhodny proces X = {X;,t € T} ma nezdvislé prirastky, ak pre Tubo-

volné prirodzené n a kazdé redlne delenie t) = 0 < t; < ty < --- < t,, st ndhodné
premenné X; — X;,, X¢, — Xy, ..., Xy, — Xy, _, nezdavislé. Ak navyse tieto ndhodné
premenné a nahodné premenné X 1 — Xio+n, Xigtn — Xigthy -5 Xtn+h — Xty 1+h

ako ndhodné vektory maju rovnaké rozdelenie pre vsetky h > 0, tak proces X ma

stacionarne prirastky.

Definicia 1.4. Uvazujme ndhodny proces X = {X;,t € (0,00)} definovany na prav-

depodobnostnom priestore (2, S, Pr), pre ktory s splnené nasledovné predpoklady:

a) X md nezavislé prirastky a vSetky prirastky typu X;,, — X; maji normadlne roz-
delenie so strednou hodnotou u7 a disperziou o7,
b) Xy =0.

Potom proces X sa nazyva Brownov pohyb.

Definicia 1.5. Brownov pohyb s parametrami ;¢ = 0 a 02 = 1 sa nazyva Wienerov

proces.

Pozn.: Wienerov proces je v niektorych publikacidch uvedeny pod nazvom standardny
Brownov pohyb.

Brownov pohyb bol pomenovany po skétskom botanikovi Robertovi Brownovi
(1773-1858), ktory svoje najvécsie vedecko-vyskumné tspechy dosiahol v 20-tych ro-
koch 19. storocia. Matematicku teériu o Brownovom pohybe rozvinuli az o sto rokov
neskor taki vyznamni vedci ako Louis Bachelier, Albert Einstein ¢ Norbert Wiener.

V nasledovnej vete si uvedené najdolezitejsie vlastnosti Brownovho pohybu.

Veta 1.1. Nech B = {B;,t € (0,00)} je Brownov pohyb, s,t € (0,00). Plati
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Jedna realizacia Wienerovho procesu 30 realizacii Wienerovho procesu
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Obr. 1: Ukédzka realizacii Wienerovho procesu (Zdroj: vlastné spracovanie)

a) Brownov pohyb B je gaussovsky ndhodny proces s funkciou strednej hodnoty

E[B;] & ug(t) = ut a kovariancnou funkciou
cov (B, B;) £ vg(s,t) = o* min(s, t),

b) néhodné premenné B; , a B; — By maju N(0,¢ — s) rozdelenie pre s < t,
c) trajektérie Brownovho pohybu st spojité s pravdepodobnostou 1,

d) trajektérie Brownovho pohybu nie si diferencovatelné v ziadnom bode.

Doékaz. Vid v knihe [53] na strandch 35 az 42.

Definicia 1.6. [64] Uvazujme o-algebru S a rastiici systém o-algebier {S;,t € T} £
{S:}, t. j. pre vetky s,t € T, s < t plati Sy C ;. Systém o-algebier {S;} nazyvame
filtraciou na S, ak §; C S pre vSetky t € T.

Hovorime, ze ndhodny proces X = {X;,t € T} je adaptovany na {S,;}, ak funkcia X;
je Si-meratelnd pre vietky t € T.

Prirodzenou filtraciou nahodného procesu X rozumieme najmensiu filtraciu, na ktoru

je proces X adaptovany.

Definicia 1.7. [64] Nédhodny proces X = {X;,t € T} je S;-martingal, ak
i) je adaptovany na {S;},
ii) E(|X¢|) < oo pre véetky t € T,
iii) E(Xy|Ss) = X, pre vSetky s,t € T také, ze s < t.
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Pozn.: Zapis E (X;|S;) v predchadzajicej definicii znamend podmienent stredni hod-
notu ndhodnej premennej X, vzhladom na c-algebru S,. Podrobnosti o podmienene;j

strednej hodnote st uvedené napr. v monografii [64].

Veta 1.2. Nech B = {B;,t € (0,00)} je Brownov pohyb a S; je g-algebra generovana
trajektoriami Brownovho pohybu B do ¢asu s, t. j. S; = o (B, 7 < s ). Potom Brownov

pohyb B je S;-martingal.

Dékaz. Pozri publikdciu [53], strany 73 a 82.

1.3.2 Itoov proces, Itoova lema

V tejto casti sme zadefinovali tzv. zovSeobecneny Wienerov proces, sformulovali
sme Itoovu lemu a Itoovu izometriu. Definicie a vysledky z tejto podkapitoly sme

vyuzivali predovsetkym pri skiimani stochastickych modelov trokovych mier.

Nech W = {W;,t € (0,00)} je Wienerov proces na pravdepodobnostnom pries-
tore (2, S, Pr). Uvazujme “malicki” zmenu casu dt a ozna¢me prirastky Wienerovho
procesu za ¢as dt symbolom dW, teda dW, = W, 4 — W;. Kedze Wienerov proces je
$pecidlnym pripadom Brownovho pohybu, tak podla Definicie 1.4 plati, Ze prirastky

dW (t) st navzajom nekorelované a plati
E(dW,) =0, D (dW,) = dt.

Veta 1.3. Nech platia predchadzajice oznacenia. Potom nahodna premennda dWW; ma

normalne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a disperziou dt, teda mozeme pisat
dW; ~ N (0, dt).
Dokaz. Tvrdenie vety vyplyva priamo z bodu b) Vety 1.1.

Uvazujme teraz ndhodny proces X = {X;,t € (0, t,4.) } a nasledovnu diferencial-

nu rovnicu
dXt = N<t7Xt) dt—i-O'(t,Xt) th, (114)
kde u (t,z) a o (t,z) st deterministické funkcie.
Na rozdiel od klasickych (deterministickych) diferencidlnych rovnic obsahuje vys-
Sie uvedend rovnica (1.14) aj ndhodnu ¢ast, ktord je vyjadrend pomocou diferencidlu

dW,. Z Vety 1.1 v8ak pozname, Ze trajektérie Brownowho pohybu nie si diferencovatel-

né v ziadnom bode. Napriek tomu sa da definovat vyraz dW,, mozeme ho chapat ako
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analogiu diferencie dW;. Podrobny vyklad o konstrukcii diferencialu dW; je uvedeny

napriklad v knihe [53].

Definicia 1.8. Nahodny proces X = {X;,t € (0, t,0,) } definovany na (2, S, Pr), ktory
vyhovuje diferencidlnej rovnici (1.14), sa nazyva Itoov proces (alebo zovseobecneny
Wienerov proces). Funkcia p(t,x) sa nazyva drift Itdovho procesu, kym o (¢, z) je

volatilita Itoovho procesu.

Stochastickd diferencidlna rovnica (1.14) sa dd prepisat aj do integrdlneho tvaru
t t
X = Xo+/ u(S,Xs)ds+/ o (s, Xs)dWs, 0 <1t <ty (1.15)
0 0

kde posledny vyraz je tzv. Itoov stochasticky integral. Formula (1.15) sa obvykle
v odbornej literatire nazyva Itéova stochastickd diferencidlna rovnica. Dalsie detaily
o Itoovom integréle resp. Itoovej stochastickej diferencidlnej rovnici st uvedené v knihe

[53] alebo v praci [58].

V nasledujicej vete st uvedené zakladné vlastnosti Itoovho integralu.

Veta 1.4. Nech W = {W,,t € (0,00)} je Wienerov proces. Potom plati
t
/ dW, ~ N(0,1),

0

t
1) /dWSZWt—WOZWt A
0 ¢
ii) ak g = ¢ = konst., tak / g(s)dWs =cW; A
0

¢
/ g(s)dW, ~ N(0,c*t),
0

iii) ak pre meratelnui funkciu g : (0,¢) — (—o0, c0) plati fot g*(s)ds < oo, tak exis-

t
tuje Itoov integral / g(s)dWy, ktory md normdlne rozdelenie a platia vztahy
0
t
E {/ g(s)dWS} =0, (1.16)
0

E [( / tg(s)dwsﬂ -/ (99) s (1.17)

Dékaz. Pozri [75] alebo [48].

Pozn.: Identita (1.17) sa nazyva Itoova izometria.

Definicia 1.9. Nahodny proces X = {X;,t € (0, t,0,) } definovany na (2, S, Pr), ktory

vyhovuje linearnej stochastickej diferencialnej rovnici

t t
Xt:Xo—i—u/ Xsds—l—a/ dWw, 0<t<tma, n>0 0>0, (1.18)
0 0
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sa nazyva Ornsteinov-Uhlenbeckov proces.

Pozn.: Formula (1.18) sa d4 prepisat aj do tvaru diferencidlnej rovnice

dX; = pXdt + odW, 0<t<tmna- (1.19)

1.4 Smery finanéného modelovania

Ako sme uz spominali v predchadzajicich uvahach, z rozsiahlej tedrie finanéného
modelovania nas zaujimali hlavne modely tirokovych mier a vynosov standardnych dl-
hopisov, ktoré by sa dali aplikovat na ocenovanie peniaznych tokov a valudciu poistnych
produktov v zivotnom poisteni. Pocas studii odbornej literatiry sme sa stretli s via-
cerymi pristupmi modelovania irokovych mier a vynosovych kriviek, ktoré sme zhrnuli
(bez naroku na tiplnost) v nasledujicich styroch bodoch:

1. afinné a bezarbitrazne modely (affine and no-arbitrage models),
2. rovnovazne modely okamzitej irokovej miery (equilibrium models of instantane-

ous short rate),

3. priame modely vynosovych alebo forwardovych kriviek (yield curve models, for-

ward curve models),

4. diskrétne modely urokovych mier zalozené na modeloch ¢asovych radov.

Pozn.: Na tomto mieste by sme poznamenali, ze afinné, bezarbitrazne a rovnovazne
modely uvedené v 1. a 2. bode v odbornej literatire si znac¢ne prepojené a vacsinou

st zaloZené na velmi podobnej baze predpokladov.

1.4.1 Afinné modely

Afinné modely casovej struktury vynosov su takymi faktorovymi modelmi, pri
ktorych sa predpokladd, ze funkcia vynosovej krivky je pre vsetky maturity T a v kaz-
dom ¢ase t afinnou funkciou pozorovanych vynosov standardnych dlhopisov (podrob-
nejsie vid [29]). Tieto modely dokladne skiimali napriklad autori Duffie a Kan v ¢ldnku
[29], ¢i Dai a Singleton v publikacii [23].

1.4.2 Bezarbitrazne modely

Bezarbitrazne modely su vo vécsine pripadov zalozené na principe vylicenia ar-

bitraze pri stanoveni cien a vynosov Standardnych dlhopisov, pripadne inych podkla-

dovych aktiv. V odbornej literatire pri bezarbitrdZznom modelovani sa mozeme stretntt

s dvoma pristupmi:
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1. klasickym Vasickovym pristupom z clanku [80],
2. vSeobecnej$im martingalovym pristupom (vid napr. [6], [48], [68]), ktory je za-
loZeny na vhodnej volbe numéraire, teda zékladného meradla (jednotky ocenova-

nia).

Vasickova konstrukcia je zalozend na predpoklade, ze trhova cena rizika (market price
of risk) nezavisi od maturity standardného dlhopisu. Prave v pripade Vasickovho bez-
arbitrazneho pristupu prichddza k uz spominanému vyraznému prepojeniu medzi be-
zarbitraznymi a rovnovaznymi modelmi, pretoze v pripade tohto pristupu sa obvykle
zavedie nejaky podkladovy (rovnovézny) proces okamzitej tirokovej miery, od ktorého
sa potom odvadzaju vynosové krivky alebo sa ocenuji standardné dlhopisy a ich de-
rivaty. Vasickov pristup mé nasledovné technické predpoklady [80]:

(i) okamzitd tirokova miera sa riadi podla spojitého markovovského procesu®,

pricom sa najcastejsie pouziva model tvaru
dry = p(r, t)dt + ~(r, t)dWs, (1.20)

kde p(r,t) je funkcia driftu, v*(r,t) je funkcia variancie procesu {r;},-, a W;
je Wienerov proces na (2, S, Pr); Markovov predpoklad znamend, ze hodnota
a rozdelenie okamzitej irokovej miery v fubovolnom intervale (s, t), s < t z4visi
len od zac¢iatocnej hodnoty rs (za predpokladu, ze pozndme vyvoj okamzite;

urokovej miery do ¢asu s);

(ii) cena diskontného dlhopisu v ¢ase s; (oznacovali sme ju P(sq,$2)) je uréend

vyluéne len pomocou podkladového procesu {r, : s; < u < s9},4

(iii) predpoklad efektivneho trhu (efficient market assumption), pri ktorom pred-
pokladame, Ze nie su ziadne transakéné naklady na trhu, nie je informacna
asymetria, vSetci investori maju k dispozicii informécie suc¢asne a v rovnakej

miere a investori sa spravaju raciondlne (podrobnejsie vid v [48], [80]).

V stivislosti s bodom (ii) by sme dodali, Ze ak chceme zdoraznit, Ze cenu dlho-

pisu odvadzame od podkladového procesu okamzitej tirokovej miery, tak pouzivame

3Markovovsky proces so spojitym ¢asom sa nazyva difiizny proces (diffusion process).
4To znamend, ze cena dlhopisu zavis{ len od vyvoja podkladového procesu okamzitej trokovej

miery medzi ¢asovymi bodmi s; a s, t. j. minuly vyvoj okamzitej tirokovej miery nemé vplyv na cenu

dlhopisu po case s7.

21



oznacenie P(sy,s2) = P(s1,52,7s,). V praktickych aplikdciach ¢asto polozime s; = ¢
sy = T, potom hovorime, ze P(t,T), je uréend vyluéne len pomocou podkladového

procesu {r, : t < u < T}, kde T je doba splatnosti dlhopisu.

Dalsim prikladom na bezarbitrdzne modelovanie je jednofaktorovy HJM rdmec
(Heath-Jarrow-Morton framework, [35]), v ktorom sa modeluje okamzitéd forwardova

urokova miera f(t,7") pomocou stochastickej diferencidlnej rovnice prvého radu typu
def(t,T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW,, (1.21)

kde t je “dnesny” ¢asovy bod, T je ¢as splatnosti Standardného dlhopisu, d;(-) oznacuje
diferencidl podla premennej ¢, a(t,T) a o(t, T) si S}V -adaptované deterministické fun-
kcie a W, je Wienerov proces na (2, S, Pr).5 Po vhodnej volbe funkcif «(t,T), o(t,T)
sa od forwardovych mier f(¢,T) daji odvodit vynosy do splatnosti R(t,T), okamzité
tirokové miery r;, pripadne ceny §tandardnych dlhopisov P(t,T). Klicovym bodom
vylicenia arbitrdze pri nastaveni HJM rdmca je vhodna volba funkcie driftu a(t,T)
v diferencidlnej rovnici (1.21) pre forwardovi mieru (detailné vysvetlenie sa d4 najst
napr. v knihe [48]). Zovseobecnenim jednofaktorového HJM rdmca je viacfaktorovy
HJM rdmec, v ktorom ndhodnost forwardovej miery f(¢,T') je generované n nezdvislymi

Wienerovymi procesmi W}, W2, ..., W/, n > 2 (vid [35], [48])

dif(t,T) = a(t,T)dt + i o (t, T)dW;, (1.22)

i=1
kde a(t,T), o1(t,T), ..., 0,(t,T) st §}-adaptované deterministické funkcie. Pozna-
mename, ze podkladové HJM modely sa v odbornych publikacidch pouzivaji skor na
ocenovanie finanénych derivatov (napr. opcii viazanych na standardné dlhopisy) ako

na modelovanie casovych struktiur standardného dlhopisu.

Jednou z formuldcif veobecného HJM modelu je tzv. Ho&Lee model z préce [39)],
v ktorom sa priamo modeluje okamzita trokova miera r; a od nej sa odvadzaji ¢asové
struktury f(¢,T) a R(t,T). Vseobecny Ho&Lee model pri rizikovo-neutrélnej miere )
ma tvar

th = tht + O'dVVt, (123)

5Zo vztahu (1.21) mozeme posidit, Ze okamzita forwardova tirokovd miera sa riadi podla Itdovho

procesu, ktory sme uviedli v Definicii 1.8.
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kde 60; deterministickd funkcia driftu a o je konstantny parameter (podrobnejsie vid
v [48]). V praktickych aplikdcidch Ho&Lee model sa len zriedka pouziva na priame mo-
delovanie okamzitej tirokovej miery, ovela ¢astejsie sa od nej odvadzaji ceny derivatov

urokovej miery (s vyuzitim Blackovej-Scholesovej tedrie ocenovania derivatov).

1.4.3 Rovnovazne modely

Ako sme uz spominali, rovnovazne modely okamzitej tirokovej miery su uzko pre-
pojené s bezarbitrdznymi modelmi, vyuzivaji velmi podobné zdklady a predpoklady.
Pri rovnovaznych modeloch sa modeluje okamzita trokova miera konvergujica k danej
dlhodobej hladine (equilibrium level) a od nej sa vicsinou odvodi casovéd Struktira
vynosov dlhopisov, casova struktira forwardovych trokovych miery a samotné ceny
bezkupénovych dlhopisov s nomindlnou hodnotou jednej penaznej jednotky (teda Stan-
dardnych dlhopisov). Spolotnou ¢rtou rovnovaznych modelov je aj to, ze okamzita

urokova miera sa obvykle definuje pomocou diferencialnej rovnice.

Popularnymi modelmi okamzitej trokovej miery si napriklad Vasickov model
(vid [80]) a Coxov-Ingersollov-Rossov model (CIR model, [22]), s ktorymi sme sa
podrobnejsie zaoberali v druhej kapitole tejto prace. Dalsim zndmym modelom je
takzvany CKLS-rémec (Chan-Kérolyi-Longstaff-Sanders framework, [18]), ktory je
zovSeobecnenim dvoch predchddzajicich modelov a tiez sme sa s nim zaoberali v ramci
d'alsej kapitoly. Vsetky tri uvedené modely boli tzv. jednofaktorovymi modelmi, v kto-
rych sa predpokladd, ze dlhodobéd hladina okamzitej tirokovej miery je konstantna.
Existuji vsak zovSeobecnenia tychto modelov, tzv. dvoj- a viacfaktorové modely®.
Napriklad v ¢lanku [47] od autorov Longstaff a Schwartz je uvedeny vseobecny dvojfak-
torovy rovnovazny model. Poznamenali by sme, ze v ramci tejto prace sme sa podrob-
nejsie nezaoberali s dvoj- a viacfaktorovymi modelmi okamzitej irokovej miery. Dalej by
sme spomenuli publikacie [16] a [17] od Cairnsa, ktoré sa tiez zaoberaju s rovnovaznymi

a bezarbitraznymi modelmi a odvéadzaji sa v nich ¢asové struktury dlhopisov.

Aplikacia rovnovaznych modelov je rozsirena nielen v oblasti finanéného modelo-
vania a ocenovania derivatov, ale aj v obore poistnej matematiky. Napriklad v ¢lanku
od Parkera (1995, [61]) okamzita trokovd miera sa modeluje pomocou diferencidlne;

rovnice druhého rddu, kym v d’alsej publikécii [62] sa riesi valudcia poistnych produk-

6V dvojfaktorovych modeloch rovnovézna hladina tirokovej miery nie je konstantnd, ale modeluje

sa pomocou stochastického procesu, napriklad prostrednictvom Vasickovho alebo CIR modelu.
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tov za predpokladu, ze podkladova trokové miera sa riadi podla rovnovazneho modelu
(Orsteinovho-Uhlenbeckovho procesu). V élanku od Stehlika a kol. (2014, [71]) sa tiez
pouzivaju diferencidlne rovnice druhého radu, a to hlavne na valudciu dochodkov pri
roznych tirokovych a demografickych modeloch. V d'alsej publikacii [46], od autorov
Lin a Tan, sa tiez skimaju anuity a ich ocenovanie za predpokladu, ze podkladové
tirokové miery, resp. ceny akcif sa riadia podla danych stochastickych diferencidlnych
rovnic. Aplikdciu CIR modelu v oblasti zivotného poistenia ndjdeme v ¢élanku [26] od

autorov Deelstra a Delbaen, resp. v publikécii [25] od autorky Deelstra.

1.4.4 Priame modely vynosovych a forwardovych kriviek

Priame modely vynosovych a forwardovych kriviek sa vyrazne lisia od afinnych,
bezarbitraznych a rovnovaznych modelov. Pri modeloch vynosovych kriviek dané kriv-
ka sa modeluje vhodnou funkciu, pricom sa nevylucuji abritazne prilezitosti medzi
modelovanymi vynosmi, ¢o moéze byt nevyhodou. Hlavnd vyhoda priamych modelov
spociva v ich jednoduchosti a vysokej kvalite fitu realnych vynosov. Do tejto triedy patri
napriklad Nelsonov-Siegelov model (vid [55]) a Svenssonov model (vid [72]), s kto-
rymi sme sa podrobnejsie zaoberali v druhej kapitole prace. V publikacii od autorov
Diebold a Li sa poukazuje na vyhody aj obmedzenia Nelsonovho-Siegelovho modelu pri
praktickom modelovani forwardovych kriviek. Osobitnui skupinu tvoria v tejto triede
tie publikacie, v ktorych pri odhade vynosovych kriviek sa vyuziva metodika analyzy

hlavnych komponentov (principal component analysis, PCA).

S poslednym z uvedenych smerov financného modelovania, diskrétnymi modelmi
urokovych mier, sme sa pocas tvorby tejto prace podrobnejsie nezaoberali. Spome-
nieme len ¢lanok [27] od Dhaeneho, v ktorom stochastickd intenzita tirokovania sa mo-
deluje pomocou ARIMA-procesu (autoregressive integrated moving average process),
a publikdciu [32] od Graya, kde na popisanie spravania sa okamzitej trokovej miery
sa pouzivaju GARCH-modely (generalized autoregressive heteroskedaticity models).
V prispevku [36] od Hestona a Nandiho sa tiez aplikuji GARCH-modely pre mode-
lovanie volatility v kombindcii s dvojfaktorovym modelom pre podkladovi trokovi

mieru.
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2. Modely trokovych mier a vynosovych kriviek

Stidium modelov trokovych mier a vynosovych kriviek tvorilo doleziti ¢ast nasho
vyskumu, ktorti sme potom vo velkej miere vyuzili v praktickej asti prace. V tejto kapi-
tole sme najprv prezentovali najznamejsie typy rovnovaznych modelov irokovych mier,
potom sme sa detailne zaoberali Vasickovym a CIR modelom. Uviedli sme ich definiciu,
vlastnosti, postupy odhadovania ich parametrov a metédy pouzivané na postdenie
kvality odhadnutych modelov. V podkapitole 2.4 sme definovali dva zname modely
vynosovych kriviek (Nelsonov-Siegelov model a Svenssonov model), zhrnuli sme ich

vlastnosti a $pecifikovali sme pristupy kalibracie ich nezndmych parametrov.

2.1 Rovnovazne modely drokovych mier

Modely okamzitej tirokovej miery (instantaneous short-rate models) sa obvykle
vyuzivaju na modelovanie podkladovej okamzitej tirokovej miery a nasledné ocenovanie
jeho derivatov, napriklad dlhopisov, opcii na dlhopisy, swapov, floorov a pod. V ramci
tejto prace nas zaujimali predovsetkym ceny Standardnych dlhopisov a ¢asové struktiry
odvodené od short-rate modelov. Rovnovazne modely (equilibrium models) tvoria
jednu $pecidlnu triedu short-rate modelov a vo finanénej matematike maji velmi bo-
hatt teériu a Siroké spektrum praktickych aplikdcif. My sme sa vsak do velkej miery
obmedzili len na jediny rdmec (framework) v rdmci rovnovaznych modelov okamzite;

urokovej miery, ktory sme formulovali v nasledujicej definicii.

Definicia 2.1. [18] Nech {r,t € (0,t,42)} je stochastickym procesom okamzitej tiro-
kovej miery so spojitym ¢asom. Hovorime, zZe r; sa riadi podla CKLS procesu (CKLS
ramca, Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders framework), ak spiﬁa stochasticku diferencidl-

nu rovnicu

dry = (b—a ry) dt + or] dW,, (2.1)

kde W; je Wienerov proces (Standardny Brownov pohyb), a, b si parametrami driftu

CKLS procesu, koeficient ~ §pecifikuje zdvislost smerodajnej odchylky procesu od
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aktudlnej urovne okamzitej irokovej miery (intenzity irokovania), kym o > 0 je para-

meter volatility (smerodajnej odchylky).

V niektorych odbornych publikacidch sa pouziva ina parametrizacia stochasticke;j

diferencidlne rovnice (2.1), a to v tvare
dry = k(0 — ry) dt + or] AW, (2.2)

kde 6 je tzv. rovnovazna troven okamzitej tirokovej miery v dlhodobom ¢asovom hori-
. . . . ’ ) . 7 : .
zonte (mean-reversion coefficient) a r vyjadruje rychlost konvergencie irokovej miery

k parametru 6.

Stvorparametrovy CKLS ramec (2.1) je velmi vSeobecny, v praxi sa obvykle po-
uzivaju jeho jednoduchsie, Specidlne verzie. V nasledujicej casti tohto odseku si uve-
dené najzndmejsie Specidlne verzie CKLS rdmca (pre d'alsie podrobnosti vid napriklad

[57], [64]).
e Mertonov model (1973): a=0,7=0:

d?”t = bdt + O'th,

Vasickov model (1977): v =0:

dry=(0b—-ar)dt+ocdW, <& drp=xr(0—r,)dt+ odW,,

Dothanov model (1978): a=0,b=0,7y=1,resp. k =0,0=0,v=1:

d?”t = O'Ttth,

Geometricky Brownov pohyb:
a=—a,b=0,vy=1resp. k =—a,0=0,v=1:

dr; = ar,dt + or, dW;,

Coxov-Ingersollov-Rossov model (1980):

a=0,b=0,v=3/2,resp. k =0,0=0,v=3/2:

dr, = Urf/ng/Vt,
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e Brennanov-Schwarzov model (1980): = 1:

dry=(Mb—-—ar)dt+ordW, < dry=rk(0—ry)dt+ordWi,

e Coxov-Ingersollov-Rossov model (CIR-model, 1985): ~v=1/2:

dri=(b—ar)dt+oyrdW, < drp=rk(0—r)dt+ /ridW;,

e Constant elasticity variance model (CEV model):

a=—a,b=0,resp. k = —a, b=0:

d'f’t = Oé?”tdt + UT’?th.

Poznamendme, ze CKLS rdmec bol formulovany v roku 1992 (vid Definiciu 2.1),
teda az po publikovani jeho Specidlnych verzii. Na CKLS model preto naozaj mozeme
pozerat ako na akysi rdmec, ktory zdruzuje Mertonov, Vasickov, CIR, Dothanov a dal-
Sie modely. Chceli by sme podotknit aj to, Ze nie vsetky §pecidlne verzie CKLS
ramca uvedené v predoslom zozname si rovnovaznymi modelmi. Napriklad v pripade
Mertonovho modelu okamzitd trokova miera ma rastici trend, kym pri Dothanovom
a Coxovom-Ingersollovom-Rossovom modeli (z roku 1980) 7; v dlhom ¢asovom hori-
zonte konverguje k nule. Skutoénymi rovnovaznymi modelmi s danou dlhodobou trov-
niou (nazyvame ich aj mean-reversion procesmi) si napr. Vasickov model a za urcitych
podmienok aj Brennanov-Schwarzov model a CIR model (publikovany roku 1985).
V niektorych odbornych publikacidch mean reversion procesy sa pouzivaju na mode-
lovanie a overenie konvergencie trhovych urokovych sadzieb. Napriklad v ¢lanku [34]
autorky skiimaju konvergenciu slovenskych a estonskych urokovych mier pred prijatim
eura v danej krajine. Chceeli by sme podotkntt, Ze v rdmci tejto prace sme neskiimali
ani neoverovali mean-reversion vlastnost realnych kalibra¢nych trokovych sadzieb.!
Vasickov, resp. CIR model sme pouzili len ako vhodné podkladové procesy, od ktorych

sme odvodili ceny standardnych dlhopisov, resp. jeho ¢asové struktury.

2.2 Vasickov model

Uvazujme Vasickov model, ktory navrhol ¢esky ekoném Oldrich Vasicek vo svojej

publikdcii [80] v roku 1977. Poznamendme, ze Vasickov ¢lanok sa primarne zaoberal

IT4to skutoénost moze znamenat vyskyt uréitych nepresnosti a moze znizovat doéveryhodnost

niektorych vysledkov uvedenych v piatej kapitole.
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casovou §truktiurou vynosov a naslednym odvodenim parcidlnych diferencialnych rovnic
~ . . ’ z . . a ) ’ ’ 7 .
na ocenovanie derivatov urokovej miery. Pre tplnost teraz uvadzame presni definiciu

Vasickovho modelu.

Definicia 2.2. Nech r; oznacuje okmaziti tirokovi mieru (intenzitu drokovania) v ¢ase
t € (0, tyas). Hovorime, ze ry spliia Vasickov model, ak vyhovuje stochastickej dife-
rencialnej rovnici

dry = (b —ary) dt + odW,, (2.3)

kde W; je Wienerov proces, a, b a o su kladné realne parametre modelu. V reparamet-

rizovanom zapise Vasickov model ma tvar
dry = k(0 — ry) dt + odWy, (2.4)
kde k, 6 a o su kladné realne koeficienty.

9 ~ . o . . ’ -~ -~ 7 . . ’ . 7 9
Pozn.: V dalsej casti tejto prace sme prevazne pouzivali parametrizaciu dani vztahom

(2.4).

2.2.1 Vlastnosti Vasickovho modelu

Ako sme to uz uviedli v podkapitole 2.1, Vasickov model je Specidlnym pripadom
CKLS modelu, patri k jeho najznamejsim verzidam. S Vasickovym modelom a jeho
atribtitmi sa zaoberali v uplynulych desafroc¢iach desiatky odbornych publikdcii, teraz
uvedieme len tie najdolezitejsie vlastnosti tohto modelu. Formulovali sme ich do tvaru
matematickych tvrden{ a uviedli sme k nim len velmi struéni verziu dokazov, nakolko
hlavnym cielom tejto prace nebola detailnd analyza modelov okamZitych trokovych

mier a uplné dokazy uvedenych viet uz boli publikované vo viacerych publikédciach.

Veta 2.1. Nech okamzitd trokova miera 7y, t € (0, tq,) sa riadi podla Vasickovho

modelu. Potom pre lubovolné ¢asové body s, u € {0, tae) také, ze s < u, plati
ry =1, e ) 4 g (1 — ef””(”*s)) + 0/ e AW, (2.5)

Dokaz. Ku vztahu (2.5) je mozné dopracovat integrovanim formuly (2.3), podrobnosti

vid' v knihe [11]. O

Veta 2.2. Nech okamzitd trokové miera 7y, t € (0,t,4,) sa riadi podla Vasickovho

modelu a nech s < wu, pricom s,u € (0,ty4,). Oznaéme symbolom Sg o-algebru
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generovanu vyvojom okamzitej urokovej miery do casu s. Potom podmienené rozdelenie
veli¢iny r, vzhladom na S, je normdlne rozdelenie a plati

2

—(1- e_2”(“_5))) : (2.6)

,
“ 2K

S, ~ N (rs e ru=s) 4 g (1 — e_’“‘(“_s)) ;

Dékaz. Parametre podmieneného rozdelenia sa daji odvodit z tvrdenia Vety 2.1, teda
zo vztahu (2.5), kym normalita veli¢iny r, vyplyva z vlastnosti standardného Brownov-
ho pohybu, resp. Itoovho integrdlu (vid Vetu 1.1 a Vetu 1.4). Pre dalsie podrobnosti
pozri napriklad pévodny Vasickov ¢lanok [80]. O

Vasickov model je zndmy uz niekolko desatroci a v oblasti finanéného modelova-
nia trokovych mier patri k najznamejsim a najpouzivanejsim modelom. Jeho najvacsia
vyhoda spoc¢iva v pomerne jednoduchej definicii a lahko interpretovatelnom tvare.
Model dry = k(0 —ry) dt + odW; uz bol dokladne preskimany, vysledky odvodené
od Vasickovho short-rate procesu boli mnohokrat overené, co tiez zvysuje jeho hod-
notu v oblasti financnej matematiky. V niektorych odbornych publikaciach sa uvadza,
ze najslabsim ¢lankom Vasickovho modelu je predpoklad o normalnom rozdeleni ge-
nerdtora nahodnosti (jedna sa o normalite Wienerovho procesu), resp. markovova vlast-
nost procesu okamzitej tirokovej miery. Obidva predpoklady zna¢ne zjednodusuji ma-
tematické odvodenia a vedu k sofistikovanym vysledkom. Na druhej strane sa vsak
ukazalo, ze predpoklad normality ndhodnych odchylok pri vyvoji okamzitych trokovych

mier nie v kazdom pripade je realisticky.

Definicia 2.3. Uvazujme casovy rad okamzitych drokovych mier X = {ry,ro,...7,}
a (nenahodni) okamziti urokovd mieru ry platnd v ¢ase 0. Hovorime, ze ¢asovy rad

X je diskrétnou verziou Vasickovho procesu (2.4), ak pre vsetky t € {1,2,...,n} plati
t
rn=e "ri_;+60 (1 - e’“) + a/ e =0 qmy,. (2.7)
t—1

Veta 2.3. Diskrétnu verziu Vasickovho procesu definovant v Definicii 2.3 je mozné
zapisat tvare

ry=e "r_,1+40 (1 — e_”) + &4, t=1,2,...,n, (2.8)

kde {e;};_, je postupnost nezdvislych, rovnako rozdelenych nghodnych premennych

a plati, ze g, ~ N (0;v?), kde v? = g (1—e2)pret=1,2,...,n.

Dokaz. Nezévislost a normalita ndhodnych premennych &, vyplyva z vlastnosti Itcovho
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integralu. Parametre normdlneho rozdelenia (predovsetkym predpis funkcie varian-

cie v2) je mozné odvodit zo vztahu (2.6) uvedeného vo Vete 2.2. O

Veta 2.4. Logaritmus funkcie vierohodnosti ¢asového radu okamzitych trokovych mier
X ={ry,ry,...7,}, ktoré sme definovali vztahom (2.7), ma tvar

1 < A%
InLY4% £ InL(k,0,0) = ~3 Z [lnvt2 + (—t) ] , (2.9)

v
=1 t

kde v? je definovany vo Vete 2.3 a g, =r,—e "r, 1 —0(1—e ") pret=1,2,....n

(podla vztahu (2.8)).

Dékaz. Vztah (2.9) je vSeobecne znamym vyjadrenim logaritmu funkcie vierohodnosti
pre postupnosti normélne rozdelenych ndhodnych premennych (pre detaily vid napr.

publikacie [30], [79]). O

Spomenme si teraz na tri zdkladné predpoklady z Vasickovho ¢lanku [80], ktoré
sme uz uviedli v prvej kapitole (vid podkapitolu 1.4). Nech parameter A(t,r;) = A
specifikuje trhovi cenu rizika (market price of risk) nezavisli od ¢asu t a aktudlne;

tirovne okamZitej tirokovej miery r;. 2

Veta 2.5. Uvazujme Standardny dlhopis s maturitou v ¢ase T. Za predpokladu, ze
okamzita irokova miera sa riadi podla Vasickovho procesu (2.4), hodnota standardného

dlhopisu v ¢ase t sa d4 vyjadrit v explicitnom tvare (vid v ¢ldnku [34])
2

P(t,14) = P(7,7) = exp {T (Roo = 7¢) — RooT — P (1- e_m)2} , (2.10)

kde 7 = T — t je doba do maturity, 7; je hladina okamzitej irokovej miery v cCase t
kKO — \o o2

Ry=————.
& K 2k2

Dokaz. Predpokladajme vylucenie arbitraznych prilezitosti a nech trhova cena rizika
A(t, ) = X nezavisi od ¢asu t a aktudlnej urovne okamzitej irokovej miery r;. Potom
pomocou Itoovej lemy sa d4 odvodit diferencidlna rovnica

OP(T,14) OP(r,r)  o® O*P(1,1) _
e 4 <,€(9 —7y) — Ag) o + 5 (‘9—7}2 —ry P(r,r) =0. (2.11)

2Bezarbitrdznost modelu vo Vasickovom ¢ldnku [80] je zaloZend na predpoklade, Ze trhovd cena
rizika A(t,7:) nezavisi od maturity Standardného dlhopisu T. VSimnime si, Ze v nasom méme eSte
jednoduchsiu podmienku, pretoze trhova cena rizika je konstantnd, a teda nezavisi ani od ¢asu ¢, ani

od aktudlnej irovne okamzitej irokovej miery 7.
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Kone¢ny tvar ceny Standardného dlhopisu (2.10) sa hlad4 ako explicitné riesenie dife-
rencidlnej rovnice (2.11). Pre d'alsie podrobnosti pozri napriklad origindlnu Vasickovu

publikéciu [80]. O

Pozn.: V niektorych aplikaciach je vyhodné, aby hodnotu standardného dlhopisu sme
vyjadrili v tvare P(7,r;) = A(r)exp{—B(7)r:}, kde A(7) a B(r) si determinis-
tické funkcie premennej 7 a originalnych Vasickovych parametrov x, 8 a o. Definicie
pomocnych funkcii A(7) a B(7) Specidlne pre Vasickov model okamzitej trokovej
miery sa daju néjst napriklad v préci [74]. Poznamendme, ze v podkapitole 2.2.2
tejto prace aj my sme vyuzivali vyjadrenie hodnoty standardného dlhopisu v tvare

P(r,r) = A(1) exp{—B(7)r:}, ale pri inej parametrizaciu modelu.

Podla tvrdenia Vety 2.5 vynosovii krivku standardnych dlhopisov tiez mozeme

vyjadrit (v pripade Vasickovho modelu) v explicitnom tvare

1 /1—e " o2
R(1,m) & Ry(7,71) = — <T (Roo = 11) — RooT — e (1- e’”)2) . (2.12)

, 0 — A\ 2
kde 7 =T —t je opéat doba do maturity a R, = W= %.
K K

Uvazujme opét zakladny Vasickov model pre okamziti dirokovii mieru v paramet-
rizécii danej vztahom (2.4). V ¢ldnku [34], resp. v knihe [43] odportcaji autori zave-

denie novych, pomocnych parametrov
a =kl — Ao, b= —k, (2.13)

kde parametre «, [ sa nazyvaju rizikovo neutralne parametre. Potom hodnota Stan-
dardného dlhopisu (za predpokladu, ze okamZit4 tirokovd miera sa riadi podla podkla-

dového Vasickovho procesu) sa d4 vyjadrit pri parametroch o a 0 v tvare

P(r,1) = exp {do(T, B)ry 4 di (7, B+ dy (T, ﬁ)02} : (2.14)

kde 7 = T — t je doba do maturity, r; je hodnota okamzitej irokovej miery v case t

a funkcie do(7, 8), di(7, B), da(7, B) st definované predpismi

_ BT
dO(T76>_1 66 )
BT
d1(7a6>_%(1 ; +T)7
_ BT 1 — eB)?
d2<r,ﬂ>=2iﬁ2(1 e e )>



Po aplikovan{ funkcie logaritmu na vztah (2.14) dostaneme
In P(,7,) = do(7, B)r + di (7, )+ do(7, B)o?. (2.15)
Potom pre vynos dlhopisu s ¢asom do maturity 7 pri okamzitej irokovej miere r, plati

R(1,7) = Ry(1,10) = —% do(7, B)r¢ + dy (7, B+ do(T, B)0?| . (2.16)

Na nasledujuicich grafoch si prezentované rozne simulované vyvoje okamzitej
urokovej miery a tvary vynosovych kriviek pri réznych hodnotach parametrov Vasickov-
ho modelu, jednotnej zaciatoénej hodnote okamzitej irokovej miery ro = 0,017 p. a.

a casovej jednotke 1 pracovny rok (252 dnf).

06=0,038; 0=0,015; 6=0,038; 0=0,015;
k=0,65 § |- k=0,65
g | k=0,20 S — - k=0,20 '
o |+ k=0,01 — k=0,01
o 5 o .' _ -
3 8 e
o S s
~ 7
- 8 — iy 7/
o = 9 /
¥ o /
I © R /
S . /
o N4
N .
g - Ry
o o/
I I I I I I I I I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 2 4 6 8 10
t T

Obr. 2: Simulované vyvoje okamzitej tirokovej miery (vlavo) a tvar
vynosovych kriviek (vpravo) v pripade Vasickovho modelu pri réznych

hodnotéach parametra x (Zdroj: vlastné spracovanie)

Na Obr. 2 vidime, ze ¢im vicsia je hodnota parametra s, tym rychlejsie sa ge-
nerované okamzité irokové miery priblizuji k rovnovaznej irovni 8 = 0,038. Na Obr. 3
moZeme spozorovat vplyv zmeny rovnovazneho koeficientu 6, ktord sposobuje ver-
tikdlnu zmenu aj vo vyvoji simulovanych trokovych mier, aj v pripade vynosovych
kriviek. Obr. 4 sved¢i o tom, ze ¢im Vacsi je koeficient smerodajnej odchylky o, tym

vécsie vykyvy sa objavia vo vyvoji generovanych okamzitych mier a tym sé vyssie aj
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vynosy standardnych dlhopisov. Tiez si moézeme véimnit, Ze vietky Vasickove vynosové
krivky zobrazené na pravej strane Obr. 2, Obr. 3 a Obr. 4 maju rastici tvar (na zobra-
zenom 10-ro¢nom intervale), ¢o vyslo len zhodou okolnosti, pri danych kombinacidch
parametrov. Vieobecne plati, Ze Vasickove vynosové krivky mozu mat okrem rastiiceho

aj klesajuci a rastico-klesajuici tvar (vid Obr. 5).
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Obr. 3: Simulované vyvoje okamzitej tirokovej miery (vlavo) a tvar
vynosovych kriviek (vpravo) v pripade Vasickovho modelu pri réznych

hodnotéach parametra 6 (Zdroj: vlastné spracovanie)

2.2.2 Odhad parametrov Vasickovho modelu

V tejto casti si prezentované dve metdédy odhadu parametrov Vasickovho modelu.
Prvy z nich bol publikovany v ¢lanku [34] od trojice autoriek Halgasova, Stehlikova,
Buckové, kym ten druhy v knihe [43] od Kwoka a tiez v préci [79] od Urbanovej Csaj-
kovej. Pri prezentovani metodik sme si zvolili volnejsiu struktiru a namiesto striktnych
konstrukeii typu Definicia-Veta-Dokaz sme dali skor zalezat na lepSej interpretdcii
jednotlivych vztahov a stvislosti. Kvoli dalsiemu zjednoduseniu vykladu pri odhade
neznamych parametrov Vasickovho modelu sme predpokladali, ze (v okamihu odha-
dovania) sa nachadzame v zaciatotnom casovom bode ¢t = 0. Potom plati, ze doba
splatnosti standardného dlhopisu 7' sa rovna casu do maturity 7, pretoze 7 = T — t.

Prave preto v tomto pripade sme si dovolili oznacit symbolom 7; dobu splatnosti (matu-
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Obr. 4: Simulované vyvoje okamzitej tirokovej miery (vlavo) a tvar
vynosovych kriviek (vpravo) v pripade Vasickovho modelu pri réznych

hodnotach parametra o (Zdroj: vlastné spracovanie)

ritu) j-teho standardného dlhopisu (vyjadrenid v danych ¢asovych jednotkdch) namiesto
povodného oznacenia T}. Dalej predpokladajme, ze mame k dispozicii standardné dl-

hopisy s maturitami 7 < 7 < - -+ < T,. Dalej ozna¢me R;; rocny vynos standardného

dlhopisu s maturitou 7; pozorované v ¢ase i = 1,2,...,n. Potom {R;;; 7 =1,2,...,m}
reprezentuje historickd vynosovu krivku v ¢ase i. Nech {Rij; j=12,... ,m} je vyno-
sova krivka v case ¢ = 1,2,...,n skonstruovana pomocou podkladového Vasickovho
procesu. Uvazujme ¢asovy rad Vasickovych okamzitych trokovych mier ri,7ry,...,7,
a oznaéme r = (11, 7y, ...,1,) . Podla vatahu (2.16) plati

R(7j, 1) = Rij = —le [do(Tj,ﬁ)m + dy (74, B)a + da(74, B)o?| . (2.17)

Pri prvej metéde odhadu parametrov Vasickovho procesu prezentovanej v ¢lan-
ku [34] hra doélezitu ulohu ndkladova funkcia F, ktord definujeme pomocou vézenej

strednej kvadratickej chyby nasledujicim predpisom

1 m n B 9
F£F ’r) = — i (Rij — Rij)”, 2.18
(o, B,0%,1) mn;;w]( J ]) ( )
kde w;; je vhodne zvolend vaha Standardného dlhopisu s maturitou 7; v pripade i-

teho pozorovania. Po dosaden{ zo vztahu (2.17) do defini¢nej rovnice (2.18) a d'alsich
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R(t, 1)

0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

Obr. 5: Tri typy vynosovych kriviek odvodenych od Vasickovho modelu:
rastica, klesajica a rastico-klesajica vynosova krivka

(Zdroj: vlastné spracovanie)

upravach dostaneme

m n 2

1 Wy
D D) D {TJRZ‘J‘*do@"ﬁ)“+d1<7ja6>a+d2<n,ﬁ>az O (219)
j=1 i=1 J

Podla postupu v ¢ldnku [34] teraz uvazujme linedrnu stistavu (n + 2) rovnic dani

v maticovom tvare

«a
A B u
x| g2 | = , (2.20)
C D v
r

oy . A A A A A A
pricom matice A = Asy1, B = Boy,, C = C, 2, D = D, , avektory u = usy1, v=
Vix1 st definované v publikécii [34], a zdvisia len od nezndameho rizikovo neutrélneho
parametra 3, maturit 7;, vahovych koeficientov w;; a pozorovanych vynosov R;; pre

i=12,....,naj=12...,m, t.j. nezdvisia od parametrov o, o? a r. Po dalsich
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tipravdch vztahu (2.20) dostaneme

(A-BD'C) [ " | =u-BD v, (2.21)
2
r=D"'|v-C : (2.22)

Pomocou vztahov (2.21) a (2.22) pri danej hodnote parametra § postupne moze-

me vypocitat odhady nezndmych parametrov a a o

, oznacéme ich G, resp. 63 a vektor
Vasickovych okamzitych tirokovych mier, ktory oznacime 5. Vznikd otdzka: ako zvolit
hodnotu rizikovo neutrdlneho parametra 3? Jednou z odpovedi moze byt to, Ze za od-
had koeficientu S zvolime prave ti hodnotu, pri ktorej nakladova funkcia F' nadobudne
minimalnu hodnotu, teda

B = argmin F(ag, 8,62, 15)

BeR~
. . 1 m n Wi ) X R 2
f = argmin — Z Z 7_—2] |:7—jR7jj + do(75, B) (£g), + di(75, B)dis + da(75, 8)63

_ mn -
BER j=1 i=1 'J

(2.23)

A~ c) oA A A TH A A2 A A 4 - .
Potom mozeme oznacit & = ag, 02 = ‘72’ r = r;. Findlne parametre Vasickovho
short-rate procesu dostaneme spatnou transformaciou

A ~

R=—B, 6=V, 0=

(2.24)

pri danej hodnote trhovej cene rizika .

Pri konstrukcii odhadnutej Vasickovej vynosovej krivky, oznacme ju symbolom
R(T,TO), sme pouzivali vztah (2.17), odhady rizikovo neutralnych parametrov (&, B)

a odhad parametra smerodajnej odchylky (&), resp. odhad okamzitych trokovych mier
(E).

Pozn.: Spominany ¢lanok [34] od trojice autoriek Halgasovd, Stehlikova, Buckova sa
zaoberal jednak s odhadom parametrov Vasitkovho modelu, ale aj pouZzitelnostou tr-
hovych kratkodobych trokovych mier namiesto okamzitych mier. Autorky totiz okam-
7ité irokové miery (short rates) povazovali za ¢isto teoretické a nepozorovatelné velici-
ny. V ramci publikdcie overovali, & je mozné pouzit velmi kratkodobi trokovi mieru

EONIA (Euro OverNight Index Average) ako “nahradu” za okamzité trokové miery
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a porovnavali sadzby EONIA s Vasickovymi odhadmi okamzitych irokovych mier r.
V ¢lanku [34] bolo ukdzané, ze za urcitych predpokladov je mozné pouzit trhové velmi
kratkodobé miery ako short rate, aj ked tento krok moze sposobit isté nepresnosti.
V rdmci nasej prace sme sa riadili podla tohto odporicania a pri odhade parametrov

Vasickovho modelu v praktickej ¢asti pouzivali prave sadzby EONIA.

Chceli by sme podotkniit, Ze kalibracnd procedira v pripade Vasickovho mo-
delu je velmi citlivd na déta (na akost ddtového siboru). Ked sibor ddtovych bodov
(matica hodnét historickych drokovych mier a vynosov) nespiﬁa urcité predpoklady;,
tak kalibracna procedira moze zlyhat: postup zaloZeny na optimalizdcii parametra /3
(minimalizacie ucelovej funkcie F') sice vyprodukuje nejaké odhady parametrov, no
tie nemajui ziadnu finanénu interpretdciu, takze v tom pripade uz nemozeme hovo-
rit o Vasickom modeli pre okamzité tirokové miery (len o vseobecnom Ornsteinovom-
Uhlenbeckovom procese).? Ako sme to uz uviedli v podkapitole 2.2.1, Vasitkova vyno-
sova krivka moze mat tri rozne tvary: rastici, klesajuci a rastico-klesajici (vid Obr. 5
v ¢asti 2.2.1). Typickou pri¢inou zlyhania minimalizacnej procediry je nerespektovanie
obmedzenia na tri mozné tvary Vasickovej vynosovej krivky v rdmci datového suboru
historickych vynosov. Vtedy hovorime, ze dané irokové miery, resp. vynosy sa neriadia

Vasickovym modelom.

Ako sme uz uviedli na zaciatku tejto casti, druhy postup pre odhad paramet-
rov Vasickovho modelu bol publikovany v knihe [43] a podrobnejsie skimany v praci
[79]. V nasledujicej ¢asti prace si uvedené podrobnosti spominaného postupu. Nech
teda platia vSetky predchadzajice oznacenia a predpoklady. Definujme nové pomocné

premenné
¢ = exp(—k), E=0— — — —, p=—. (2.25)

Pre tiplnost by sme dodali aj spitni transformdciu, teda vyjadrenia povodnych Vasic-

kovych short-rate parametrov pomocou novych premennych ¢, &, p

k=—Iny, o = 2,\/pkK, =¢{+—+—. (2.26)
K

Hodnotu standardného dlhopisu P(¢,T) = P,(7,r;) £ P(r,r;) pre 7 = T — t je mozné

3Ak pri riesenf optimaliza¢nej lohy (pri danom déatovom stibore) dostaneme napriklad zdporni

hodnotu parametra x alebo parametra 6, tak hovorime, zZe rieSenie je nepripustné pre Vasickov model.
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vyjadrit pri pomocnej parametrizacii v tvare

P(r,r;) = A(T) exp {—B(T)’I“t} . kde (2.27)
Br) 2 Blr.p) & Byas= -2 (225)
A(r) £ A(7,0,6,p) & Ayas = exp {5 (B(r) - r) - pBQ(T)} : (2.29)

kde (¢,&,p) € Q = (0;1) x R x R. Predpokladajme opét, Ze sa nachddzame v case
t = 0, na trhu existuji standardné dlhopisy s dobami do maturity 7; pre j = 1,2,...,m
a pozname hodnotu trhovej okamzitej irokovej miery v ¢ase ¢ = 1,2,...,n, oznacme
ju symbolom R;p. Potom na zdklade rovnosti (2.27) a zdkladného vztahu medzi cenou

a vynosom dlhopisu méZzeme pisat vztahy
P(1j, Rjo) = A(Tj) exp {—B(Tj)Rio} AN Pt=0,T=rj)=exp {—Riﬂj} . (2.30)

Z toho vyplyva

Ry7; = B(r;)Rig — In (A<Tj)) . (2.31)

Definujme nékladovy funkciondl U(p, &, p) predpisom

U(p. & p) 2 ZT )’ (2.32)

kde R;; je opét trhovy vynos standardného dlhopisu s maturitou 7; v case i (v tejto

chvili povazujeme R;; za ndhodnt premennd), kym R;; je vynos dlhopisu s maturi-
tou 7; odvodeny od podkladového Vasickovho procesu. Po dosaden{ vztahu (2.31) do

funkcionalu (2.32) a d'alsich tpravéich sa mozeme dopracovat k rovnosti

Ulp, &, p) Z Z (T] i — B(1j)Rip — In (A(T]))>2 (2.33)

V zmysle priemernych ¢asovych struktur standardnych dlhopisov a vyuzitim znamych
vztahov E [W?] = E? [W] + D (W), resp. D(W + k) = D (W) pre Tubovolné k£ € R
dostaneme (pre podrobnosti vid napr. pracu [79])

Ulp..p) = Z[( - BE(R) + 1 Alr)) 4 D (8 = B o) |

(2.34)
kde E(R;), resp. D(R;) pre j = 1,2,...,m je stredna hodnota, resp. disperzia nahod-
ného vektora (Ryj, Raj, . . ., an)T, teda stredna hodnota, resp. disperzia vynosov Stan-

dardnych dlhopisov s maturitou 7;. Analogicky, E(Ry), resp. D(R)) je stredna hodnota,
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resp. disperzia ndhodného vektora (Rig, Rog, - - -, Rno)T, teda strednd hodnota, resp.

disperzia trhovych okamzitych urokovych mier.

Autorka Urbanova Csajkova v praci [79] prezentovala dvojfazovi kalibraéni me-
tédu pre odhad nezndmych parametrov Vasickovho modelu okamzitej tirokovej miery.
V prvom kroku sa riesila vSeobecna minimalizacna tloha

min  U(y, &, p), (2.35)

(0,€,p)EQ

kde 2 = (0;1) x R x R. Pri rieSen{ minimalizacnej tilohy (2.35) sa vlastne hlada taku
trojicu (p,¢&, p), ktord minimalizuje ndkladovy funkciondl U, teda pri ktorej redlne
trhové vynosy R;; st “najblizsie” k odhadnutym Vasickovym vynosom R;;, pricom
ich “vzdialenost” meriame pomocou funkciondlu U. V diele [79] sa vsak ukézalo, ze
v pripade Vasickovho modelu pri danej hodnote ¢ odhady parametrov p a ¢ je mozné
vypoécitat zo ststavy rovnic

> [mE) - Bl B + & (Blroo) = )] (Broo)

po = = _ : |
Z (B(Tjﬂp))
(2.36)
i {TJE(R]) — B(15,0)E(Ro) + py, (B(T],gp))Z] <B(7‘j’ - TJ)
b=t m ; o (2.37)
> (Blrse) = 73)

a tym padom povodnd minimalizaéna iloha (2.35) pre trojrozmerni vektorovi pre-

menni (¢, €, p) sa zredukuje na jednorozmerni optimalizaciu cez premenni ¢ € (0; 1)

¢ = argmin U(p, &, f,)- (2.38)
p€e(0;1)

Oznaéme & = ép, resp. p = pp. Po spétnej transformdcii pomocnej trojice (gb,é, 1)

podla vztahu (2.26) do povodnych parametrov dostaneme
F=—Ing, s=2/pk, =+ 4+ (2.39)
K

pricom (%,6y,5,)) € Rt x R x Rt x R. V&imnime si, ze odhady parametrov s a o

st uz jednoznacne urc¢ené, no odhad parametra 6 stale zavisi od hodnoty neznameho
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koeficientu trhového rizika A. V druhej etape kalibraé¢ného postupu sa preto hlada
odhad nezndmeho A, a to riesenim maximaliza¢nej tilohy

maxInL (&, 0,5), (2.40)

AER

kde &, 0y, & st urcené vztahmi (2.39) a predpis logaritmu funkcie vierohodnosti In L je
specifikovany vztahom (2.9). Oznaéme symbolom A riesenie tilohy (2.40), d'alej oznaéme
= é;\. Potom nasim findlnym odhadom parametrov podkladového Vasickovho pro-
cesu (2.4) okamzitych trokovych mier je trojica (F@, 0, (7) ziskand vyssie uvedenym dvoj-
etapovym minmax optimalizacnym postupom, pri odhadnutej cene trhového rizika .
Pomocou §tvorice odhadnutych parametrov (/%, 0,5, 5\) a vztahu (2.12) mézeme skon-
Struovat aj odhadnutd Vasickovu vynosovi krivku, oznac¢ime ju E’(T,ro), kde ry je

zaciatoénd droven okamzitej irokovej miery.*

2.2.3 Posudenie kvality odhadnutého Vasickovho modelu

V praktickych aplikdcidch je dolezité, aby sme dokdzali overit presnost odhad-
nutého Vasickovho modelu, prave preto prezentujeme nickolko metéd a ukazovatelov,
pomocou ktorych mozeme urcit kvalitu ndsho findlneho modelu. Prvotnym testom kva-
lity (pri oboch prezentovanych postupoch) moze byt napriklad vizudlne posidenie
fitu odhadnutej Vasickovej vynosovej krivky R(T, 7o), resp. R(T,70), T € (0; timae) VOG
historickym vynosovym krivkam {R;;; j =1,2,...,m} prei € {1,...,n}. Okrem toho
v pripade prvej metodiky zalozenej na odhade rizikovo neutralnych parametrov «, 3
mozeme pouzit test dobrej zhody medzi historickymi okamzitymi tirokovymi mie-

rami Ry; a odhadnutymi Vasickovymi short-rate-mi r, pricom aj pri tomto porovnavani

prichadza do tvahy grafické porovnanie spominanych dvoch short-rate vektorov.

Na meranie kvality dvojetapového minmax odhadu (/%, 0,5, 5\) (pri druhej pre-
zentovanej metéde) mozeme aplikovat d'alsie dve ukazovatele (podla [76] a [79]): pomer
vierohodnosti (maximum likelihood ratio, M LR) a nelinearny koeficient determinacie

(nonlinear R? ratio).

4Poznamendme, ze obidve metédy odhadovania parametrov Vasickovho modelu sme prezentovali
pri zjednodusujicom predpoklade, ze dany postup vykonavame v ¢ase t = 0. Prezentované postupy
sa samozrejme daji zovSeobecnit aj pre pripad vseobecného éasového bodu t a koneénom doésledku

mozeme zostrojit aj vieobecni odhadnuti vinosovi krivku Ry (7, 7;) platni v case t.
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Oznacéme (k" 0", c") trojicu, ktora je rieSenim neviazanej maximalizacnej tlohy

(K", 0% 0") = argmax InL(k, 0, 0), (2.41)
(H,O,U)GR?“_

pricom logaritmus funkcie vierohodnosti Vasickovho modelu In L(-, -, ) sme zaviedli vo
Vete 2.4 (vztah (2.9)).° Pomer vierohodnosti definujeme vzfahom

InL(%,6,5)
InL(kY, 6%, o)’

MLR = (2.42)

pricom je zrejmé, ze M LR < 1. Ak hodnota indikatora M LR je blizko k hodnote 1,
tak to znamena, Ze viazanad maximdlna hodnota funkcie In L (¢itatel zlomku (2.42)) je
blizko ku globdlnej maximalnej hodnote tejto funkcie (menovatel zlomku (2.42)). Inymi
slovami, ked hodnota M LR je “dostatocne blizko” k maximéalnej hodnote 1, tak pod-
kladovy Vasickov model odhadnuty dvojfazovou minmax optimaliza¢nou metédou by

mal byt pouZitelny na odhad celej ¢asovej struktiry vynosov standardnych dlhopisov.

Nelinearny koeficient determindcie R? je dolezitym indikdtorom kvality ne-

linedrnych regresnych modelov. Definuje sa vztahom

L U@ p)
R*=1- TLL1) (2.43)
kde
U(1,1,1) = Z#E [(R; — Ro)?],

pricom E[(R; — Rp)?] je druhy pociatoény moment ndhodného vektora

{Rij — Rio; i =1,2,...,n} a (,,p) je jediné globalne minimum nékladového funk-
ciondlu U. Hodnota R? blizka k jednej znamend, ze U(p,€,p) < U(1,1,1), teda ze
hodnota nakladového funkciondlu v bode (,£, p) je blizka k nule. Inymi slovami, od-
hadnuta vynosova krivka odvodenda od podkladového Vasickovho procesu dobre fituje
realne vynosy, teda dala by sa pouzivat na modelovanie skutoénych trhovych vynosov

(pre podrobnosti pozri ¢lanok [76] a pracu [79]).

2.2.4 ZovSeobecnenia VasSickovho modelu

Klasicky Vasickov model definovany v Definicii 2.2 mé niekolko zovieobecneni.

Jednym z nich je tzv. zovseobecneny dvojfaktorovy Vasickov model (generalized Vasi-

SHorny index u pri trojici (k%, 0%, o) oznaéuje to, ze hodnota maxima je v tomto pripade neviazand

(unrestricted) vzhladom na hodnotu $tvrtého parametra \.
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éek two-factor model), ktory sa moze definovat napr. predpisom

dry = k (0 — 1) dt + od W} pre t € (0; timaz), (2.44)

df, = p (9 — 6,) dt + cdW}? pre t € (0; tmaz), (2.45)

kde k, o, u, ¥ a ¢ st kladné redlne parametre modelu a {W}!}, {W?} st nezdvislé
Wienerove procesy definované na (€, S,P). Zo vztahu (2.44) vidime, ze v pripade
zovseobecneného dvojfaktorového Vasickovho modelu rovnovézna troven (equilibrium
level) okamzitej tirokovej miery nie je deterministickym parametrom, ale riadi sa podla
stochastického procesu — jednofaktorového Vasickovho modelu (2.45). Najvicsia vyho-
da uvedeného dvojfaktorového Vasickovho modelu spociva v jeho vicsej flexibilite:
dvojfaktorovy model moze lepsie zachytit zmenu tendencie v konvergencii okamzitej
urokovej miery ako jednofaktorovy model. Nevyhodou je naroc¢nejsi odhad parametrov

procesu (2.45), ked'Ze rovnovazna tiroveti je nepozorovatelnou veli¢inou.

Dalsfm zovieobecnenim procesu (2.4) je tzv. viacetapovy Vasickov model (re-

gime-switching Vasicek model), ktory sa obvykle definuje predpisom

dry = Ky (6) — o) dt + o dW} pre t € (to;t1),
d?"t = K9 (02 — T’t) dt + O-QthQ pre te (tl, t2>7
(2.46)
dry = kp (0, — 1) dt + o, dW) pre t € (tn_1;tn),
kde n > 2 je prirodzené &islo urcujice pocet etap, k;, 6;, o; pre i € {1,2,...,n} st

(nendhodné) kladné redlne parametre modelu, ¢ty < t; < --- < t,, st body ¢asového de-
lenia a {W}'}, ..., {W}} st Wienerove procesy na (2, S, Pr). Model (2.46) sa obvykle
pouziva v tych pripadoch, ked chceme zachytit spravanie sa okamzitej tirokovej miery
v dlhodobom ¢asovom horizonte. Prvym krokom takého modelovania je identifikécia
etap®, potom v jednotlivych etapach prebehne odhad parametrov Vasickovho modelu
(podla postupov prezentovanych v podkapitole 2.2.2) a na zdver sa zostroja ¢asové

struktury a vynosové krivky pre definované casové obdobia. Vyhodou viacetapového

6Etapy st vo vicsine pripadov uréené prirodzene (napr. obdobie rastu, obdobie stagncie, ob-
dobie prepadu, a pod.), a to vyvojom historickych trokovych mier alebo prostrednictvom roznych
ekonomickych ukazovatelov. Poznamendme, e uréovanie etdp nie je tiplne objektivnou zdlezitostou,
nesie v sebe ur¢iti mieru subjektivity (napr. pri vybere pomocného ekonomického ukazovatela, podla

ktorého sa vytvoria jednotlivé etapy).
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Vasickovho modelu je predovsetkym to, Ze presnejsie dokaze pokryt stredne dlhé a dlhé
horizonty. Ako jeho nevyhodu moézeme uviest nejednoznacnost vyberu odhadnutych

procesov pri modelovani budicich trokovych mier a vynosovych kriviek.

Poslednym zovseobecnenim Vasickovho modelu, ktoré je prezentované v ramci
tejto prace, je tzv. negaussovsky Vasickov model (non-gaussian Vasicek model) defino-

vany diferencidlnou rovnicou
dry =k (0 —r,)dt + odZ; pre t € (0; tmaz), (2.47)

kde {Z;} je Tubovolny diftzny proces (okrem Brownovho pohybu). Vsimnime si, Ze
model (2.47) sa lisi od Vagickovho modelu (2.4) len generatorom nahodnosti okamzitych
urokovych mier. Je zndme, ze prirastky Wienerovho procesu (v origindlnom Vasickovom
modeli) maji gaussovské normélne rozdelenie. Zovseobecnenie prichddza prave v tom,
ze prirastky procesu {Z;} maju ini distribiiciu, napr. rozdelenie s tazsimi chvostami
ako normélne rozdelenie alebo nesymetrické rozdelenie. Vyhoda negaussovskych mo-
delov spociva v ich prisposobivosti k danej situacii, vyberom vhodného rozdelenia totiz
mozeme dosiahnut lepsiu kvalitu modelu ako pri klasickom pristupe. Nevyhodou vsak
je, ze teoretické vysledky pre negaussovské modeli okamzitej irokovej miery su maélo
zndme a nemozeme pre nich pouzivat ani odhadovacie procediry (prezentované v casti

2.2.2) zalozené na normalnom rozdeleni Vasickovho modelu.

2.3 Coxov-Ingersollov-Rossov model

Dalsou $pecidlnou verzion CKLS procesu je Coxov-Ingersollov-Rossov model,
ktory bol publikovany trojicou autorov v ¢lanku [22] v roku 1985. V rdmci tejto pod-
kapitoly sme zvolili podobnt formu vykladu ako v pripade podkapitoly 2.2 a ¢asto sme
sa odvolavali na suvislosti, interpretacie a vysledky zo spominanej predchadzajicej

podkapitoly.

Definicia 2.4. Nech r; oznacuje okamziti irokovi mieru (intenzitu irokovania) v ¢ase
t € (0, tmaz). Hovorime, 7e r, splita Coxov-Ingersollov-Rossov model (CIR model),

ak vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici
dry = (b—a ry) dt + o/rdW, (2.48)
kde W, je Wienerov proces, a, b a o su kladné redlne parametre modelu. V pripad inej,
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tiez zauzivanej parametrizacii CIR modelu plati
d?“t = KR (9 - Tt) dt -+ U\/?"_tth, (249)

kde k, 6 a o su kladné redlne parametre.

Z definicie Coxov-Ingersollov-Rossov modelu a vztahu (2.49) vidime, ze okamzité
urokova miera r; konverguje v nekone¢ne dlhom ¢asovom horizonte k parametru 6,
ktori, podobne ako v pripade Vasgickovho ¢i vseobecného CKLS modelu, nazyvame aj
rovnovdznou troviiou procesu (equilibrium level). Parameter  opét $pecifikuje rychlost
konvergencie k rovnovaznej hladine, kym ¢ je parametrom smerodajnej odchylky mo-
delu. Vsimnime si, Ze na volatilitu CIR procesu vplyva aj aktudlna hodnota okamzitej
urokovej miery. Z toho vyplyva, ze pre hodnoty intenzity irokovania blizke k nule vo-
latilita CIR procesu bude mala, kym pre vyssie hodnoty miery r; CIR proces generuje

vicsie vykyvy. Navyse ak medzi trojicou parametrov «, 6, o plati nerovnost
2K0 > o, (2.50)

tak vsetky okamzité drokové miery ry, t € (0, tna) 2 CIR procesu (2.49) st nezaporné
(za predpokladu, ze zaciatoénd hodnota procesu ry je nezapornd). Prave v tychto,
vyssie uvedenych faktoch spoc¢ivaji hlavné rozdiely medzi Vasickovych a CIR modelom,
pretoze v pripade Vasickovho procesu volatilita okamzitej irokovej miery je nezavisla

od aktudlnej hodnoty 7, a Vasickove short rate-y mozu nadobidat aj zdporné hodnoty.

Uvazujme teraz standardné dlhopisy s maturitami v ¢ase T' € (0, Ty,qz) & ich ceny
P(t,T) platné v case t. Nasledujica veta vyslovuje tvrdenie o hodnote standardného

dlhopisu viazaného na okamziti drokovi mieru, ktord sa riadi CIR procesom.

Veta 2.6. Nech platia vSetky vyssie uvedené oznacenia. Ak predpokladame, ze pod-
kladovy proces okamzitej irokovej miery {ry; ¢ € (0, t,naz)} sa riadi podla CIR modelu,

tak pre hodnotu standardného dlhopisu v ¢ase t plati
P(t,T) = P(t,7,) & P(r,7r,K,0,0,\) = A(T) exp {—B(T)T’t} , (2.51)

kde 7 =T —t € (0; Ty — t) vyjadruje ¢as do maturity, r; je hodnota CIR procesu

okamzitej trokovej miery v case t a funkcie B(1) a A(7) st definované nasledovne
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[43], [76]:

2(6Xp(?77’) — 1) (252)

B(r)4 B 2 Borg =
() = B(7. 8,0, 0) = Berr = (o et = D+ 2

2k0
. . . nexp (M) o\
A(T) 2 A(1,5,0,0,0) 2 Acig = B(T) : (2.53)

exp(nr) — 1

kde 7 = /(k + A\)2 + 202 a parameter A vyjadruje trhovii cenu rizika (market price of

risk). Potom vynosova krivka v pripade CIR modelu mé tvar

B(r)r; —In A(7) '

R(T>Tt) é Rt(Tvrta/iaeao_a )\> = (254)

-
Dékaz. Pozri [43], [76], [79].
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Obr. 6: Tri typy vynosovych kriviek odvodenych od CIR modelu: rastica,

klesajuca a rastuco-klesajica vynosova krivka

(Zdroj: vlastné spracovanie)
Autori v ¢lankoch [63] a [76] poukézali na to, ze koeficient trhovej ceny rizika A

sa vyskytuje vo funkcidch A(7) a B(7) v kazdom pripade iba vo vyraze k + A. Préve

tato idea viedla k zaveru, ako sa dé 4-parametrova funkcia (2.51) vyjadrujica hodnotu
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Standardnych dlhopisov reparametrizovat pomocou trojice novych parametrov

K+ A+n 2K0

¢ = eXp<_77)7 C = TJ 0= ?7 (255>

kde k, 0 a o si povodné parametre podkladového CIR procesu (2.49), A je trhova
cena rizika a pomocny parameter 71 je definovany vo Vete 2.6. Potom pre hodnotu

standardnych dlhopisov plati

P(r,1) 2 B, T,11,6,€, 0) = A(r) exp { = B(r)n. } (2:56)

kde 7 =T —t € (0;T), o je zaciatotna hodnota okamzitej urokovej miery a funkcie

A(7) a B(7) st definované nasledovne [43], [76]:

LA N - 1 1— o
B(r) = B(1,¢,() = Beir = "o - gbjf—l— o (2.57)
A A p=O7 ¢

A(r) = A(1,9,(,0) = Acir = (Q(l — o ¢T> (2.58)

kde ¢ € (0;1), ¢ € (0;1) a o € R. Potom pre vynosovi krivku standardnych dlhopisov
odvodenych od podkladového CIR procesu (2.49) plati
B(T)?”t —1In A(T)

T

R(T, Tt) = Rt(7-7 T, Qb, Cu Q) =

(2.59)

Pre tiplnost uvddzame aj spéitni transforméciu parametrov, t. j. vyjadrenie po-

vodnych parametrov CIR modelu pomocou pomocnych parametrov ¢, ¢ a ¢ v tvare

0o

n=—-In¢, K=n2¢—-1)—X\ o=ny/2¢(1-), 6:211' (2.60)

2.3.1 Odhad parametrov CIR modelu

Metodika odhadu neznamych parametrov CIR modelu, ktora je prezentovana
v tejto casti, je velmi podobnou metédou, ako druhy postup odhadovania parametrov
Vasickovho modelu prezentovany v podkapitole 2.2.2.7 Pre jednoduchost opit predpo-
kladajme, ze pri odhadovani sa nachddzame v case t = 0 a mame k dispozicii Standardné
dlhopisy s maturitami 71 < 7 < -+ < Tp,. Definujme ndkladovy funkcionél Z(¢, ¢, o)

predpisom
Z(9,¢,0) %Z%Z j (Rij - Rij>2a (2.61)
7j=1 =1

"Pocas vypracovania teoretickych zékladov metédy odhadu nezndmych parametrov CIR modelu

sme sa spoliehali na prace [76], [79].
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kde {Ri;; 7=1,2,...,m} opit reprezentuje historickii vynosovi krivku v case i =
1,...,n a {Rij; J=12... ,m} je vynosova krivka v case ¢ = 1,2, ..., n skonStruo-
vana pomocou podkladového CIR procesu pri pomocnych parametroch ¢, ¢, 0 a plati

Ri; = R;i(j,74,¢,C, 0). Potom pre hodnotu standardného dlhopisu platia vztahy
P(Tj, RzO) = A(T]) exp {B(TJ)RZO} A\ P(t = O, T = Tj) = €exXp {—Rij’rj} s (262)

pre maturity 7;; j = 1,2,...,m, kde R;y je hodnota trhovej okamzitej trokovej miery
v case i = 1,2,...,n. Plati teda

Ry = B(1;)Rip — In <A(T])> :

Po dosadeni tohto vztahu do funkciondlu (2.61), v zmysle priemernych ¢asovych struk-
tir Standardnych dlhopisov (pozri tivahu v podkapitole 2.2.2 pod vztahom (2.33))

dostaneme

m

Z(6,¢,0) = %Z [ (TjE(Rj) — B(;)E(R,) + 1HA(TJ')>2 +D (TjRj - B(Tj)Roﬂ ,
"~ (2.63)
kde E(R;), resp. D(R;) pre j = 1,2,...,m je strednd hodnota, resp. disperzia nahod-
ného vektora (Ryj, Raj, ..., Ryj) a E(Rp), resp. D(Ry) pre j = 1,2,...,m je strednd

hodnota, resp. disperzia ndhodného vektora (Ryg, Rap, . . - ,RnO)T‘

Podobne ako v pripade druhého pristupu odhadu parametrov Vasickovho modelu,
aj teraz sme zvolili dvojfazovi odhadovaciu metodu pre odhad neznamych parametrov
CIR modelu, ktori publikovali autori Sevéovic a Urbanova Csajkovd v ¢ldnku [76].

V prvom kroku dvojetapového postupu sa riesi minimaliza¢na 1iloha

Z(): min  Z(¢,C, ), 2.64
¢.¢.0) = min (¢,¢, 0) (2.64)
kde © = (0;1) x (0; 1) x R. V tilohe (2.64) vlastne hladéme taki trojicu (¢, C, 9), ktord
minimalizuje ndkladovy funkciondl Z, teda pri ktorej redlne trhové vynosy R;; si “naj-

blizsie” k modelovanym CIR-vynosom R;;, pricom ich “vzdialenost” meriame pomocou

Rl
funkciondlu Z. Po spitnej transformdcii pomocnej trojice <¢A5, ¢, @) podla vztahu (2.60)

do povodnych parametrov dostaneme

>N

A A 00

/%A=—1n$><<2§—1>—)\, ry=-Idx\/20((1-C), b=

, (2.65

2k (2:65)

pricom (x, by, o2, ) € B3 x A, kde A = (—oo, “Iné x (26 — 1)).
Nasledujica veta je analogiou Vety 2.3 a Vety 2.4 uvedenej v casti 2.2.1.
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Veta 2.7. Uvazujme diskretizovani verziu CIR procesu (2.49) v tvare (vid [8], [76])
Ary=ry—ri1 = (0 — 1) (1—e7") + &, t=1,2,..., (2.66)

kde 7y je okamzitd tirokova miera platna v ¢ase 0, £; je normélne rozdelena ndhodna

premenn s nulovou strednou hodnotou a disperziu o?r,_;. Potom logaritmus funkcie

vierohodnosti ¢asového radu {ry,rq,...,r,} odvodenej od procesu (2.49) ma tvar
InLEE &2 InL(k,0,0) = 1 En no? + (2 2 (2.67)
» Y 2 — t v ) .
o2
kde v? = o (1 —e_2’"‘) ree1 a g =r—¢e"r1—0(1—e") pre t=12...,n
K

(podla vztahu (2.66)).

Dékaz. Pozri [79].

Logaritmus funkcie vierohodnosti CIR modelu uvedeny vo Vete 2.7 vyuzivame
v druhej etape kalibra¢ného postupu. Rovnako, ako pri Vasickovom modeli, aj v tomto
pripade sa hlad4 koeficient trhovej ceny rizika ), a to rieSenfm maximalizacnej tilohy

maxInL (&A, by, &A> , (2.68)
AEA

kde &y, 0y, & st definované vzfahmi (2.65) a A = <—oo, “Iné x (26 — 1)), kde ¢, ¢
st riesenim minimalizacnej tlohy (2.64). Ozna¢me symbolom X riesenie ulohy (2.68),
d'alej nech & £ R, g 2 0}, g = 05. Potom nasim findlnym odhadom parametrov
podkladového CIR procesu (2.49) je Stvorica (7%, 5, 5,X> definovans vztahmi

= arg max In L (/%,\,éx,ff,\> 5
AeA

Fo—lgx (1) =% 5-—ldx 210 5_@;2 (2.60)

a ziskand prezentovanym dvojetapovym minmax optimaliza¢nym postupom. Na zaver

podla (2.54) moézeme zostrojit odhadnuti CIR vynosovi krivku pri zaciatoénej okamzi-

tej miere ry, oznacime ju R(7,79) a nech plati

R(7,70) 2 R(r,710,7,0,5, ) = B(r)ro - hlA(T), (2.70)

T

kde funkcie A(7), resp. B(7) st definované vzfahmi (2.53), resp. (2.52) a ich hodnoty

pocitame pri parametroch &, 5, o, A
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2.3.2 Posudenie kvality odhadnutého CIR modelu

Pri uréeni kvality a miery pouZitelnosti odhadnutého CIR procesu s parametrami

K, 5,5,5: (resp. pomocnymi parametrami QAS, é ,0) sme pouzivali rovnaké ukazovatele

ako v pripade Vasitkovho modelu (vid podkapitolu 2.2.3), t. j. pomer vierohodnost{

(maximum likelihood ratio, M LR) a nelinedrny koeficient determinécie (nonlinear R*

ratio). Oznacme teraz (k",0",0™) trojicu, ktora je rieSenim neviazanej maximalizacnej
ulohy

(k",0",0") = argmax InL(k,0,0), (2.71)

(n,@,o)eRi
kde predpis logaritmu funkcie vierohodnosti je uvedeny vo vztahu (2.67). Pomer vie-
rohodnosti potom definujeme vztahom
InL (7{ g, '5)

MLR = .
InL (k™ 07, 0m)

(2.72)

Podobne ako v pripade posiudenia kvality odhadnutého Vasickovho modelu, aj teraz
moézeme vyhldsit, Ze ak hodnota indikatora M LR je blizko k hodnote 1, t. j. via-
zand maximalna hodnota InL (%, 5, 5) je blizko ku globalnej maximélnej hodnote
InL (k™ 0" 0"), tak podkladovy CIR model odhadnuty dvojfédzovou minmax optima-
lizatnou metédou (podla ¢ldnku [76]) by mal byt pouzitelny na odhad celej ¢asovej

struktiry vynosov standardnych dlhopisov.

Nelinearny koeficient determinécie R? definujeme teraz vztahom

 Z(6,¢,0)
Z(1,1,1

) (2.73)

kde
Z(1,1,1) ZTQER Ry)?],

kde Z je ndkladovy funkcionél deﬁnovany rovnicou (2.63), E[(R; — Ro)?] je druhym
pociatoénym momentom pomocného nahodného vektora {R;; — Rio; i =1,2,...,n}
a (quS, f ,0) je jediné globdlne minimum ndkladového funkciondlu Z definované vztahom
(2.64). Hodnota R? blizka k jednej znamena, ze Z(¢,(, 9) < Z(1,1,1), teda ze hodnota
nékladového funkciondlu v bode (¢,(, 6) je blizka k nule. V tom pripade odhadnuté
vynosova krivka odvodenad od podkladového CIR procesu dobre fituje realne vynosy,
teda by sa dala pouzivat na modelovanie skutoénych trhovych vynosov (podrobnejsie

vid v ¢lanku [76]).
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Na zdver tejto podkapitoly by sme eSte v kratkosti uviedli niekolko moznych
zovseobecneni CIR modelu. Kedze CIR model sa 1i§i od Vasickovho modelu len vo
funkcii volatility, tak vSetky zovSeobecnenia Vasickovho modelu uvedené v casti 2.2.4
mozeme naformulovat aj pre CIR. Analégiou modelu (2.44), (2.45) je zovseobecneny
dvojfaktorovy CIR model (vid [25], [26]), dalej mozeme definovat aj viacetapovy CIR
model, kym obdobou procesu (2.47) moze byt negaussovsky CIR model.

2.4 Modely vynosovych a forwardovych kriviek

Ako sme uz uviedli v prvej kapitole prace, priame modely vynosovych a for-
wardovych kriviek sa podstatne liSia od bezarbitrdznych a rovnovaznych modelov. Ich
najvicsia vyhoda spociva v pomerne jednoduchych definicidch, v ktorych sa predpo-
klad4, Ze vynosové a forwardové krivky sa daji popisat pomocou nejakej kombindcie
exponencidlny (pripadne aj inych) funkcii. Nevyhodou priamych modelov je to, ze ne-
vylucuju arbitrazne prilezitosti, no aj napriek tomu sa v praxi ¢asto pouzivaji, pretoze
vo velkej vicsine pripadov dévaji spolahlivé vysledky.

Pri nizsie uvedenych definicidch sme vyuZivali vztahy a oznacenia zavedené v pod-
kapitole 1.2. Nech T" € (0; T4 ) je doba splatnosti (maturita) a 7 = T — ¢ je ¢as do
maturity §tandardného dlhopisu v ¢ase t. Dalej nech {fi(u) : v € (0; Tjhaz)} oznacuje
okamziti forwardovi krivku a {Ry(u) : u € (0; Thyas) } vynosovi krivku. Okamzitu tro-
kovii mieru v ¢ase t opit oznac¢ime symbolom ry, pricom plati 7, = R.(0) = f4(0).

V nasich praktickych aplikacidch, najmé pri kalibracii parametrov vynosovych
kriviek a odhade neznamych vynosov, sme vyuzivali statisticky softvér R a jeho Special-
ny balik YieldCurve (vid [20], [33]). Prave preto pri definicidch sme pouzivali tie tvary

parametrizacii kriviek, ktoré si implementované v spominanom baliku.

2.4.1 Nelsonov-Siegelov model forwardovej a vynosovej krivky

Definicia 2.5. [28], [55] Nech By, it Bat, Ae st redlne parametre pre ¢ € (0;t,00)-

Nelsonova-Siegelova okamzita forwardova krivka v case t sa definuje predpisom

Ji(T) = Bot + Breexp(—Me) + B A exp(—N\iT), 7 € (0; Thnaz ), (2.74)

pricom Nelsonova-Siegelova vynosova krivka (pouzivame aj skratené pomenovanie

NS-krivka) méa tvar

Ry(1) = Bor + 517&1

— exp(—N\T) \ By (1 — exp(—=\7)

Nt N — exp(—)\tr)) , (2.75)
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pre T € (0, Tmax>7 priéom Rt(o) = ft(o) =T = BOt + 61t-

() (b)
N -
o 1\
Tl o _|
s g 2 3] %\
x o o N
_ 3 7 ~
S S s - - e __
8 T T T T T T T © T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
T T
() (d)
S = -
o N 7 \\ <
- / N o
% 8 4 7 \\\ % St
o
41 S~ s |
8 11 S
o 1 T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
T T

Obr. 7: Mozné tvary Nelsonovej-Siegelovej vynosovej krivky: (a) rastuci,
(b) klesajuci, (c) rastico-klesajuci, (d) klesajiico-rastici

(Zdroj: vlastné spracovanie)

Na zdklade definicnych vztahov (2.74) a (2.75) mozeme posudit, Ze parameter
\; uréuje rychlost poklesu exponencialnych funkcif (pri malych hodnotéch ); je pokles
pomaly, kym velké hodnoty parametra zarucuji rychly pokles exponencidlnych ¢lenov
rovnice). Podla ¢lanku [28] na parametre So;, B1¢, B2¢ sa moZeme pozerat ako na dyna-
mické latentné faktory. Uvazujme teraz vztah (2.75) pre vynosovi krivku v nejakom
zafixovanom case t. Faktor 3y moZzeme interpretovat ako vynos standardného dlhopisu
s “velmi dlhou dobou splatnosti”, pretoZe pre 7 — oo faktorové ndklady pri d'alsich
dvoch parametroch fy; a B9 klesaju do nuly a plati lim,_,, Ri(7) = p1;. Koeficient pri
(¢ pre rastice 7 klesd od zaciatocnej hladiny 1 pomerne rychlo k nule, kym faktorové
néklady na f9 pre 7 = 0 si nulové, potom (pre rastiice 7) po rasticej faze tiez kle-
saju k nule. Parameter 3;; teda mozeme interpretovat ako kratkodoby faktor a B ako

strednodoby latentny koeficient (d'alsie podrobnosti sa daji ndjst v ¢ldnku [28]).
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2.4.2 Svenssonov model forwardovej a vynosovej krivky

Definicia 2.6. [72] Nech agy, avys, ag, iz, A1y, Aoy 81U redlne parametre pre t € (0;t,00) -

Svenssonova okamzita forwardova krivka v case t sa definuje predpisom

T T T T

-
_ T T [T T oep (-1, (276
fir) = ao + arpexp ( )\tl) o A1t b ( )\lt) M Aot P < )\21&)  { )

kym Svenssonova vynosova krivka (pouzivame aj skratené pomenovanie SV-krivka)

ma tvar

1—eXp<—)\Ln> 1—eXp<—ALH) ( T) .
— exp

Rt(T) = Qo + Q¢ pu + Qo p —)\—
>\_1t >\_1t 1t
1 —exp (—/\i%) -
+ o3y p — eXp (__) ) T E (Oa Tmax)a (277)
)\_Qt )\Qt

pricom pre 7 = 0 sa d4 dodefinovat R;(0) = f;(0) = r; = ags + ayy.

Z predpisu forwardovej krivky (2.76), resp. vynosovej krivky (2.77) je zrejmé, ze
Svenssonov model je rozsirenim Nelsonovho-Siegelovho modelu, vznikol pridanim para-
metra Ay a d'alsie latentného faktora ;. Posledny ¢len vo vztahoch (2.76), resp. (2.77)
moze zabezpeéit viicsiu presnost pri fitovani kratko- alebo strednodobych vynosov. TieZ
si mozeme vsimnit, Ze v pripade Svenssonovej krivky na popisanie rychlosti konver-
gencie k faktoru dlhych maturit sa pouziva dvojica parametrov v tvare )%u, resp. /\%M,
kym pri NS-krivke jediny koeficient v tvare A. T4to odlisnost (recipro¢ny vztah) v pa-
rametrizacii dvoch vynosovych kriviek vznikol len z toho dovodu, ze sme uvazovali tie

tvary kriviek, ktoré sa pouzivaji v baliku YieldCurve Statistického softvéru R (vid

20], [33]).

2.4.3 Odhad parametrov vynosovych kriviek a urcenie kvality fitu

V praktickych aplikdcidch je dolezité, aby sme boli schopni odhadnif nezndme
parametre Nelsonovho-Siegelovho modelu na zéklade pozorovanych tidajov (napriklad
vynosov standardnych dlhopisov v danom ¢asovom bode). Vysledni NS-krivku potom

A~ ~ 7 ) . ’ . s’ . z /.
mozeme pouzivat na interpolaciu alebo extrapolaciu neznamych vynosov.

Predpokladajme, ze mame k dispozicii standardné dlhopisy s maturitami 7 <

Ty < --- < Tp a historické vynosové krivky {R;;; j =1,2,...,m} pre ¢asové body
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Obr. 8: Mozné tvary Svenssonovej vynosovej krivky: (a) rastici,
(b) klesajuci, (c) rastico-klesajuci, (d) klesajico-rastici,
(e) rastuco-klesajico-rastiici, (f) klesajico-rastico-klesajici

(Zdroj: vlastné spracovanie)

t =1,...,n. Pri odhade parametra \; a kalibrécii latentnych premennych By, 81, B
pre nejaky pevne urceny casovy bod t € {1,2,...,n} sme vyuzivali programové kédy
implementované v baliku YieldCurve Statistického softvéru R (vid [20], [33]). Postup
je zalozeny na nelinedrnej metode najmensich Stvorcov, pricom na NS-krivku dant
vztahom (2.75) sa pozera ako na nelinearny regresny model s nezndmym vektorovym
parametrom 6; = (/\t760t751t752t)T a pozorovaniami Ry(7;) & Ry; j = 1,2,...,m

v bodoch 7y, 7, ..., T, (daldie podrobnosti st uvedené napr. v ¢lanku [28]).

Analogicky ako v pripade Nelsonovho-Siegelovho modelu, aj pri odhade paramet-
rov SV-krivky sme sa spoliehali na Statisticky softvér R. Vynosovu krivku (2.77)
v pevne zvolenom case ¢t sme interpretovali ako nelinedrny regresny model s nezndmym

, T .
vektorovym parametrom ¢; = (A1y, Aoy, Qop, 1g, Qog, vgg) @ odhad nezndmeho para-

metra sme hladali pomocou nelinedrnej metédy najmensich stvorcov.®

8Spravnost vysledkov ziskanych z automaticky implementovanych funkcii Nelson.Siegel (), resp.

Svensson() z balika YieldCurve sme overili naprogramovanim vlastnej NS-krivky, resp. SV-krivky
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. N,
Po vykonani tychto postupov a ziskani odhadov 6, = (At,ﬁot,ﬁlt,ﬁ%) pre

N - T

Nelsonov-Siegelov model, resp. ¢; = <)\1t,)\Qt,dot,dlt,dgt,dgt> pre Svenssonov mo-
del, podla (2.75), resp. (2.77) mozeme skonstruovat odhadnuti NS-krivku Ry (7), resp.
odhadnutit SV-krivku Ry (7).

Podobne ako pri Vasickovom alebo CIR modeli, aj teraz sme cheeli uréit presnost
a kvalitu odhadnutych vynosovych kriviek. Prvotnou skiskou adekvatnosti nakalibro-
vanej NS-krivky, resp. SV-krivky moéze byt vizudlny test, teda zobrazenie trhovych
vynosov (datovych bodov pouzitych pri odhadovani parametrov) a odhadnutej krivky.
Ako dal§i prirodzeny indikator kvality modelu uvddzame Pearsonov y>-test dobrej
zhody medzi pozorovanymi trhovymi vynosmi a odhadnutymi vynosmi (pocitanymi
pomocou odhadnutych kriviek Rt(T), resp. Rt(T) v maturitach 7, 79, ..., 7,) Vo zvole-
nom casovom bode t. Testovacia Statistika ma tvar

m <Rtj - }?t(rj)>2

X = resp XQZ 3 <Rtj_Rt(Tj)>2

Rt(Tj)

(2.78)

j=1
Pri teste dobrej zhody testujeme platnost nulovej hypotézy, Ze vynosy standardnych
dlhopisov sa riadia podla Nelsonovho-Siegelovho, resp. Svenssonovho modelu. Nulovi
hypotézu zamietame na hladine vyznamnosti o, ak hodnota testovacej statistiky x? je

viicsia ako kritickd hodnota y?-rozdelenia, t. j.
> qe(l—a,df =m —1), (2.79)

kde ¢,2 je kvantilovd funkcia x*-rozdelenia a df = m — 1 je pocet stupiiov volnosti.
Potom p-hodnota testu sa pocita zo vztahu p = 1 — F,2(x?,df = m — 1), kde F\2 je
distribuéné funkcia y2-rozdelenia.

Dalsfmi ukazovatelmi presnosti odhadnutych kriviek (v pevne zvolenom ¢ase t)

st koeficient determindcie (R?) a upraveny koeficient determinécie (R;;). Pre

a vyuzitim funkcie nls(), ktord slizi na odhad parametrov nelinedarneho modelu pomocou metédy
najmensich stvorcov. Nase vlastné vysledky sa zhodovali s automatickymi odhadmi parametrov

Nelsonovej-Siegelovej, resp. Svenssonovej vynosovej krivky.
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Nelsonov-Siegelov model, resp. Svenssonov model sa definuji vztahmi

. R 2
m—1 ijl (Rtj - Rt(Tj))
m—k " (R;—R)’
. . 2
m—1 ijl (Rtj - Rt(Tj))
m—k Z;nzl (Rtj - Et)z

> im (Rtj - Rt(Tj)>2
- Sy (R — R)’

Z;‘nzl (Rtj - Rt(Tj)>2
- > (Ry— Ry’

kde R, je aritmeticky priemer vynosov pozorovanych v ¢ase t, kym k $pecifikuje pocet

2
) adj

R? =

Y

2
) adj

Y

odhadnutych parametrov (k = 4 v pripade NS-modelu a k = 6 pre SV-krivku).? Ked

2

hodnota ukazovatelov R?, resp. R3,

je blizka k jednej, tak to znamenad, ze odhad-
nutd vynosové krivka by mohla byt pouZitelnd na fitovanie realnych trhovych vynosov

Standardnych dlhopisov.

2.4.4 Dynamika vynosovych kriviek

Pri modelovani budicich vynosovych kriviek vSeobecne odportic¢anym postupom
je, aby na zaklade odhadnutych historickych vynosovych kriviek sme pochytili zmeny
kriviek v ¢ase a nasledne pomocou odhadnutej dynamiky vynosové krivky projekto-
vali do budiicnosti. Autori v ¢élanku [28] spravili dokladni analyzu moznosti predikcie
budtcich vynosovych kriviek. Porovnali 10 roznych predikénych pristupov a ich pres-
nost. Tieto pristupy boli vicsinou zalozené bud na regresii, alebo na autoregresnom
pristupe. V publikécii [28] sa ukdzalo!?, Zze uz v pripade trojroéného predikéného hori-
zontu vietky typy predpovedi stracaji svoju presnost, pretoze predlzovanim budiiceho
¢asového horizontu sa zvacsuju predikéné chyby, narastd sirka predikénych intervalov
a doveryhodnost predpovedi klesa k nule. Ako sme uZ spominali v Uvode tejto prace,
v rdmci nadich analyz uvedenych v piatej kapitole sme potrebovali modelovat az 40-
roéné budice obdobie, takze zauzivané predikéné postupy sme nemohli pouzivat. Spo-
lichat sme sa mohli jedine na rozumne nastavené scendre vyvoja budicich vynosovych

kriviek (d'alsie podrobnosti st uvedené v 5. kapitole).

9Upraveny koeficient determinécie R? q4j mozeme aplikovat iba v tom pripade, ked poéet pozorovani

je viicsi ako poet odhadnutych parametrov, teda ked m > k.
10 Autori Diebold a Li pri porovnavani jednotlivych pristupov a overeni presnosti predpovedi

pouzivali ddta z minulosti, priCom na prvom ¢asovom tseku odhadli parametre a dynamiku vynosovych
kriviek, a nasledne na d’alsom ¢asovom obdobi porovnali predikcie s historickymi vynosmi z toho
)

druhého obdobia.
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3. Zivotné poistenie

Zivotné poistenie hra dolezitd rolu v kazdom vyspelom spolocenstve, pretoze pre-
berd urcité druhy rizik od niektorych ¢lenov spolocenstva (od poistencov). Mozeme
vyhlésit, Ze Zivotné poistovne st vlastne “siborom” aktiv a pasiv. Medzi aktiva pois-
tovne patri poistné, ktoré zaplatia poistenci a ktoré poistoviia ndsledne investuje d'alej
do réznych typov aktiv (napr. do dlhopisov, akeii, zdloznych listov, a pod.). Pasiva
zivotnej poistovne st (z technického hladiska) jej zdviizky voci svojim poistencom
vyplyvajiice z povinnosti poistovne poskytnif poistné plnenie v pripade, Ze nastane
poistnd udalost. Jednou z hlavnych tloh aktudrskej matematiky je vyvijanie vhodnych
modelov, ktoré sa daji pouzit pri vytvarani poistnych produktov, pri ich analyze a pri
ohodnocovani a riadeni rizik, ktoré stvisia s nimi.

Cielom Zzivotnych poistovni (ako obchodnych spolo¢nosti) je dosiahnut zisk a pri
danych trhovych, spolo¢enskych a legislativnych podmienkach maximalizovat jeho hod-
notu, aby splnili poziadavky svojich investorov (majitelov, akcionarov). Z technického
hladiska ich najdolezitejsou tilohou je asi to, aby spravne a ¢o najpreciznejsie ocenili
sucasnu hodnoty svojich budicich prijmov a zavéazkov. V ramci tejto odbornej prace
sme sa zaoberali predovSetkym so skiimanim takych modelov, ktoré sa pouzivaju na od-
had stucasnej hodnoty penaznych tokov spojenych s poistnymi produktami pri réznych
trhovych, investi¢nych a demografickych predpokladoch. Motivaciu do praktickej casti
prace nam davalo vyplacanie dochodkov z tspor v druhom déchodkovom pilieri, ktoré
budi vykonavat prave Zivotné poistovne. Prave preto sme povazovali za dolezité, aby

sme aspon na zakladnej irovni vysvetlili mechanizmus zivotného poistenia.

3.1 Pravna uprava zivotného poistenia na Slovensku

Na tizemi Slovenskej republiky v siicasnosti podnikd viac ako 30 poistovacich
spolo¢nost{, z nich pribliZzne 20 posobi na trhu Zivotného poistenia, pricom dohlad
nad poistnym trhom a poistovnictvom vykondva Nérodna banka Slovenska (NBS).

Najdolezitejsim pravnym predpisom v tejto oblasti je Zakon o poistovnictve [84], ktory
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upravuje vztahy stvisiace so vznikom, riadenim a vykondvanim éinnosti poistovni
a podrobnosti o vykone dohladu nad poistovnictvom.! Okrem toho urcuje pravidla
tvorby technickych rezerv, zasady ich vypoctu, sposob umiestnenia prostriedkov tech-
nickych rezerv, metédy uréenia miery solventnosti a mnohé d'alsie pravidld. Dalsim
stvisiacim predpisom je Zdkon ¢. 747/2004 Z. z. o dohlade nad finanénym trhom
[82], ktory vymedzuje pravomoci Narodnej banky Slovenska pri vykondvani dohladu
nad poistovnictvom. Do oblasti poistovnictva ¢iastoéne zasahuje napriklad aj Zakon
¢. 40/1964 Z. z. (Obéiansky zakonnik), ¢i Zékon ¢. 513/1991 Z. z. (Obchodny zakonnik).
V neposlednom rade by sme spomenuli aj aktudlne znenie Zakona ¢. 43/2004 Z. z. o sta-
robnom doéchodkovom sporeni [85], pretoze dochodky z druhého piliera vyplacaji na
Slovensku Zivotné poistovne, teda aj tento zakon na nich scasti vplyva.

Pozn.: Cinnost zivotnych poistovni reguluji nielen zakony, ale aj opatrenia a vyhlasky,
ktoré vydava NBS, respektive Ministerstvo financii Slovenskej republiky (podrobnejsie
vid' [92]).

3.1.1 Investiéna politika Zivotnych poistovni

Zivotné poistovne maji Specidlne postavenie na trhu, pretoze ich tlohou je nie-
len preberanie rizik od poistencov, ale aj investovanie a akumulécia inkasovaného po-
istného, a preto je investicna politika poistovni velmi dolezitou sticastou ich celkovej
firemnej stratégie. Limity a sposob umiestnenia prostriedkov technickych rezerv urcuje
Zakon ¢&. 39/2015 o poistovnictve [84] a Opatrenie NBS ¢. 7/2008. Zivotné poistovne

investuju prostriedky technickych rezerv obvykle do nasledujucich typov aktiv:
a) Statne dlhopisy,
b) dlhopisy vydané bankami,
c) pokladniéné poukazky,
d) akcie,
e) podielové listy podielovych fondov,
f)  hypotekédrne zélozné listy,

g) vkladové listy,

1Predosly zakon o poistovnictve m4 éislo . 8 /2008 Z. z., kym nové znenie zédkona je vedené v Zbierke

zédkonov pod ¢islom ¢. 39/2015.
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h) nehnutelnosti,
i) iné cenné papiere,

j) alebo prostriedky technickych mozu poistovne vlozit aj na terminované tcty

v bankéch.

Dalsie podrobnosti (napr. maximalne percentudlne casti prostriedkov technickych
rezerv, ktoré sa mozu investovat do jednotlivych druhov aktiv) st uvedené v spomina-
nom zakone o poistovnictve [84] a opatreni Narodnej banky Slovenska. V rdmci tejto
zéverecnej prace sme predpokladali, Ze nasa modelova Zivotna poistoviia investuje do
jediného typu trhovych aktiv, do statnych dlhopisov a spominané zakonné limity pri

investovani prostriedkov technickych rezerv sme nebrali do tvahy.

Pri investicnom rozhodovani stoji poistoviia pred otdzkou: uprednostnit aktiva
s nizkym, ale istym vynosom alebo rizikovejsie investicie s vysSou vynosnostou? Pocas
celého procesu musi dbat aj na d'alsie okolnosti, napr. na likviditu investiénych aktiv,
pozadovani mieru solventnosti a iné dolezité faktory. Pre Zivotné poistovne je dolezité,
aby dokdzali efektivne pokryt svoje zavizky vyplyvajiice z poistnych zmliv. Pri analyze
efektivneho pomeru investiénych aktiv a zdvizkov poistovne sa pouziva niekolko po-
stupov, jednou z nich je tzv. metoda sparovania aktiv a pasiv, ktora je definovana vo

stvrtej kapitole tejto prace.

3.2 Klasicka tedria zivotného poistenia

Korene poistnej matematiky, teda aj aktuarskeho vedeckého odboru, siahaji az
do 17. storocia, presnejsie do roku 1693, kedy vyznamny anglicky astroném, matematik
a fyzik Sir Edmund Halley publikoval historicky prvé tabulky Zivota. Halley pouzival pri
zostrojeni imrtnostnych tabuliek deterministickii metodu, vyuzival zaznamy o novoro-
dencoch a poé¢te zomretych na tizemi Anglického kralovstva. Az neskor sa zaviedol tzv.
stochasticky pristup, v rdmeci ktorého sa zivoty Iudi obvykle modelovali prostrednictvom
teoretickych rozdeleni pravdepodobnosti. V poslednom storoc¢i presla aktuarska mate-
matika niekolkymi zmenami, pouzivané metdédy sa postupne upravovali a vylepSovali.
Medzi zédkladné diela zndme na Slovensku patri kniha [31] od Gerbera a monografia [64]
od Potockého. Obe publikdcie obsahuji prehladné zhrnutie aktudrskej teérie, modelov

a symbolov pouzivanych v poistnej matematike zivotného poistenia.
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3.2.1 Zaklady klasickej tedrie zivotného poistenia

V zékladnej tedrii poistnej matematiky rozoznavame dve metodologie: determi-
nisticky pristup a stochasticky pristup. Deterministicky model Zivotného pois-
tenia je zalozeny na tzv. principe fiktivneho siiboru, ktory méa nasledujice bazické

predpoklady:
e predpoklada sa existencia uzavretej populacie, ktorda ma na zaciatku ¢, ¢lenov,

e vstup do populacie nie je umozneny, vystup z nej je mozny len z dovodu tumrtia

¢lena populacie,
e vsetci ¢lenovia sa narodili na zaciatku roka,
e maximalny vek osob vo fiktivnom sibore sa oznacuje symbolom w,
e kazda poistna zmluva sa uzatvori na zaciatku roka,
e zivoty prislusnikov fiktivneho siboru si nezavislé,

e tmrtnost sa riadi podla pevne danych dmrtnostnych tabuliek.

V klasickej tedrii poistnej matematiky x obvykle znaci vek osoby, pricom x €
{0,1,2,...,w}. V deterministickom modeli Zivotného poistenia symbolom ¢, sa ozna-
¢uje pocet zijucich ¢lenov populacie vo veku x rokov, d, je pocet tych osob, ktoré
zomreli vo veku x rokov (dozili sa teda veku = rokov, ale zomreli este pred vekom
(x + 1) rokov), p, je pravdepodobnost toho, Ze osoba vo veku x prezije nasledujiici
rok, kym ¢, = 1 — p, vyjadruje pravdepodobnost tej udalosti, Ze z-ro¢nd osoba zomrie
v priebehu najblizsicho roka. V&eobecnejsie, ,p, oznacuje pravdepodobnost, Ze osoba
vo veku = rokov prezije najblizsich k rokov. Nazyvame ho faktorom prezitia k rokov

a plati
k—1

kPz = Pz Pz+1 ---px+k—1:Hpg;+h, k=1,2,...,w—x,
h=0

pricom plati ,_,p, = 0. Analogicky, »q. = 1 — p. je pravdepodobnost tej udalosti, Ze
osoba vo veku x zomrie niekedy v obdobi najblizsich k rokov. Plati

k—1

ke = 0Pz Gz + 1Pz Qu+1 + -0 F k—1Pa Qurk—1 = thx Qotn, k=1,2,... ,w—uz,
h=0

kde op, =1 a 1p; = p,. Dalsim pojmom je tzv. odlozena pravdepodobnost tmrtia,

oz1.: k¢, ktord vyjadruje pravdepodobnost toho, ze osoba, ktord mé v sicasnosti
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x rokov, zomrie presne vo veku (z + k) rokov. Definujeme ju vzfahom

Kz = kPz Quvk, k=1,2,...,w—uz.

Dalsie podrobnosti o principe fiktivneho siboru a oznaceniach pouzivanych v determi-

nistickom modeli si uvedené napr. v monografii [64].

Na rozdiel od deterministického pristupu, stochasticky model zivotného pois-
tenia pocita s nahodnou budiicou dlzkou zivota x-roénej osoby, ktorda sa oznacuje
symbolom T, a definuje sa na (€2, S, Pr). Stredni hodnotu spojitej ndhodnej premenne;
T, nazyvame strednou budicou dlzkou Zivota x-rocnej osoby, oznacujeme ju symbolom

¢, a definujeme vztahom

é = E(T,) = /Ow_m tf,(t) dt,

kde f.(-) je funkcia hustoty ndhodnej premennej 7. Diskrétnou analégiou budicej
diZky zivota T}, je tzv. skratena budica dlzka zivota jedinca vo veku x rokov, ktoru

oznacujeme K, a definujeme vztahom K, = |T,]|. Pre jej rozdelenie plati
Pr(K,=k)=Pr(k<T,<k+1)=ips — k+1Px =
= 1Pe (1 — Dotk) = kDs ok, k=0,1,...,w—uz.
Strednt skrdtent budicu dizku zivota osoby vo veku x rokov oznacujeme symbolom
e, a plati pre nu

e EE(K,) =Y kPr(K,=k)=> > Pr(K,=j)=

k=1 j=k

k=1 k=1

Veta 3.1. Nech platia predchadzajice oznacenia. Ak iimrtia st rozlozené rovnomerne
v kazdom jednoro¢nom intervale (z,x + 1), tak medzi strednou budicou dizkou zivota

a strednou skratenou budicou dlzkou zivota osoby vo veku x rokov plati vztah

1

1
b=ty B)=E(l)+5  Vee{012.. w}

Dokaz. 7 predpokladu o rovnomernom rozlozeni imrti v rdmci jednoro¢nych interva-
lov vyplyva, Ze priemerna osoba v poslednom roku svojho zivota prezije presne prvi

polovicu roka (a neprezije druhu polovicu roka). Formalne teda plati
1

B(K,) = B(|T.)) = B(T,) - 5.
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Pre podrobnejsi dokaz pozri [31]. O

Pozn.: Kedze predpoklad o rovhomernom rozloZeni timrt{ v rdmeci vsetkych jedno-
ro¢énych intervalov (z,z + 1) je len tazko overitelny, obvykle sa pouZiva priblizna for-

muldacia tvrdenia Vety 3.1 v tvare
6~ eyt % B(T,) ~ B(K,) + % (3.1)
Dalsfm “zakladnym kameiom” klasického modelu zivotného poistenia je tzv.
princip ekvivalencie, ktory spoc¢iva v tom, Ze sa predpokladé rovnost sicasnej hod-
noty prijmov a vydavkov poistovne. V praxi to znamens, Ze v ¢ase podpisu poistne;j
zmluvy diskontovand hodnota budicich zdvizkov poistovne vyplyvajicich z poiste-
nia sa rovnd diskontovanej hodnote budiceho inkasovaného poistného. Vztah medzi
diskontovanou hodnotou zavéazkov a diskontovanou hodnotou inkasovaného poistného
nazyvame rovnicou ekvivalencie. Tato rovnica slizi predovsetkym na vypocet poistného
a kalibraciu poistnych produktov, pricom sa vyuziva aj pri deterministickom, aj pri sto-
chastickom pristupe. Pod netto-principom klasickej tedrie zivotného poistenia roz-
umieme subor predpokladov zalozenych na principe ekvivalencie, pri ktorych zivotna
poistoviia neuvazuje ziadne dodatoéné naklady a vydavky spojené s danym poistnym
produktom. Pri netto-principe teda plati, Ze stic¢asnd netto-hodnota zavézkov vyplyva-
jucich z poistnej zmluvy sa rovna stucasnej netto-hodnote prijmov inkasovanych od
poistenej osoby. Na rozdiel od netto-principu pri brutto-principe klasickej tedrie
zivotného poistenia Zivotnd poistoviia uz moze brat do ivahy néklady a vydavky spo-
jené so spustenim poistného produktu, inkasovanim poistného, vyplacanim poistnych

plneni, ako aj bezné spravne naklady spojené s danym poistnym produktom.

3.2.2 Klasické poistné produkty v pripade netto-principu

Zakladnou ulohou zivotného poistenia je poistenie zivota jednej osoby alebo viace-
rych osob, investovanie inkasovaného poistného v mene poistenych a poskytovanie kom-
penzacie (vyplacanie dohodnutého poistného plnenia) v pripade, Ze nastane poistnd
udalost. Poistnou udalostou moze byt napriklad dmrtie poistenca alebo pripad, Ze sa
poistena osoba dozije urcitého veku, ktory je urceny v poistnej zmluve. Klasické pro-
dukty Zivotného poistenia podla ich podstaty a funkcie élenfme do $tyroch zakladnych
skupin: (1) poistenia na dozitie, (2) poistenia pre pripad tmrtia, (3) zmiesané poiste-

nia, (4) dochodky. Ich spoloénou ¢rtou je, ze vyska davky, ktord sa vyplaca v pripade
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vyskytu poistnej udalosti, sa rovna jednej penaznej jednotke (p. j.), preto sa nazyvaju aj
bazickymi poistnymi produktami. Definicie klasickych poistnych produktov sa opiera-
ju o deterministicky, resp. stochasticky model zivotného poistenia, princip ekvivalencie
a zaklady zlozeného urokovania (uvedené v ¢asti 1.1). V nizsie uvedenych definiciach
sme uvazovali jednoroéni casovi jednotku, platnost netto-principu a nech i oznacuje
rocni efektivnu technicki trokovi mieru, v = (1 +4)7! je roény diskontny faktor, z je
vek poistenej osoby (v ¢ase podpisu poistnej zmluvy) a nech n € {1,2,... ,w—z} je

dizka poistnej doby.

Definicia 3.1. Pri poisteni pre pripad preZitia n-ro¢nej poistnej doby poistoviia vyplati
1 p. j. na konci n-tého roka, ak poistena osoba je nazive. Jeho stucasna hodnota sa

oznacuje symbolom AL a definuje sa vztahom
Ay = 0" s (3.2)

Definicia 3.2. V pripade doc¢asného poistenia pre pripad timrtia poistoviia vyplati
1 p. j. na konci toho roka (v rdmci n-roénej poistnej doby), v ktorom nastalo timrtie
poistenej osoby. Suc¢asni hodnotu docasného poistenia pre pripad tmrtia oznacujeme
symbolom Al a definujeme vztahom

n—1

Aglc:m = Z/Uh+1 hPz Qz+h- (33)

h=0

Stucasni hodnotu doZivotného poistenia zna¢ime symbolom A, a definujeme vztahom

Ax = Z'U}H_l hPzx Qux+h- (34)
h=0

Definicia 3.3. Zmiesané poistenie je spojenim poisteni pre pripad umrtia a prezitia.
Jeho hodnotu v ¢ase podpisu poistnej zmluvy oznacujeme symbolom A, a definujeme
rovnicou

n—1

szm = A;ﬁ\ + Aq:nl\ - Z vh+1 hpx Qerh + Un npa: (35)
h=0

Definicia 3.4. Docasny predlehotny dochodok poskytuje postupnost platieb vo vyske
1 p. j. na zaciatku rokov v ramci n-ro¢nej poistnej doby, kym poistena osoba je nazive.
Jeho hodnotu v ¢ase podpisu poistnej zmluvy oznacujeme symbolom a,.;; a definujeme

vztahom

p—— V" P (3.6)



Dozivotny predlehotny déchodok poskytuje postupnost platieb vo vyske 1 p. j. na
zaciatku rokov az do smrti poistenej osoby, pricom jeho sicasni hodnotu znacime

symbolom d, a definujeme vztahom

Ay = " pa. (3.7)

>
o

Veta 3.2. Nech d = i/(1 + i) oznacuje ro¢nu efektivnu diskontni mieru. Potom me-
dzi sucasnou hodnotou zmiesaného poistenia a sicasnou hodnotou docasného predle-

hotného dochodku plati vztah

Analogicky, medzi stcasnou hodnotou dozivotného poistenia a sicasnou hodnotou

dozivotného predlehotného dochodku plati vztah

A, =1-d ay,. (3.9)
Doékaz. Dokaz sa dd najst v knihe [31]. 0J
(m) (m)

Veta 3.3. Ozna¢me symbolmi a resp. d @ sucasnu hodnotu takého docasného,

x:nl?
resp. dozivotného predlehotného déchodku, ktory vyplaca sumu 1/m p. j. pravidelne,

na zaciatku kazdej m-tiny roka, kym poistena osoba je nazive. Potom priblizne plati

Aoy =~ Qm) — W (]_ - Az%) y (310)
resp.
—1
S(m) o m—1 311
a, (g T (3.11)

Dokaz. Vid zdroj [64]. Podobny dokaz sa nachadza aj pri Vete 3.5, vid na dalsich

stranach tejto dizertacnej prace. OJ

Definicia 3.5. Docasny polehotny dochodok poskytuje postupnost platieb vo vyske
1 p. j. na konci rokov v ramci n-ro¢nej poistnej doby, kym poistena osoba je nazive.
Jeho hodnotu v ¢ase podpisu poistnej zmluvy oznacujeme symbolom a,.;; a definujeme

vztahom
n

Qgm = th hPz- (312>
h=1
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Dozivotny polehotny déchodok poskytuje postupnost platieb vo vyske 1 p. j. na konci
rokov az do smrti poistenej osoby, pricom jeho sicasni hodnotu zna¢ime symbolom a,

a definujeme vztahom

Ay = th WP (3.13)
h=1

Pozn.: Vsetky vyssie uvedené definicie suc¢asnych hodnot poistnych produktov mézeme
interpretovat ako vysku bédzického jednorazového netto-poistného (¢isti bazicki cenu

poistenia), ktori by poistend osoba zaplatila pri podpise poistného kontraktu.

Veta 3.4. Medzi sucasnou hodnotou dozivotného predlehotného dochodku a sicasnou

hodnotou dozivotného predlehotného dochodku plati vztah
ay = 1+ ay. (3.14)
Dokaz. Pocitajme z definicie pre stic¢asnt hodnotu dozivotného predlehotného dochodku
iy = Svh’ wpa = 0" 0Py + ivh WD
h=0 h=1

Vyuzitim vztahov v =1 a op, = 1 dostaneme

amzl—i—thhpx:l—I—am. ]
h=1
(m) (m)

Veta 3.5. Oznac¢me symbolmi a,.;;, resp. az ~ sucasni hodnotu takého docasného,
resp. dozivotného polehotného dochodku, ktory vypldca sumu 1/m p. j. pravidelne, na

konci kazdej m-tiny roka, kym poistend osoba je nazive. Potom priblizne plati

.. m+ 1
ag::m) N am — 5 (1-A.m), (3.15)
resp.
(m) o 5 m+1 216
am Qy 2m ’ ( . )
" g+ L 3.17
ay ag + T (3.17)

Dokaz. Podla rovnice ekvivalencie v ¢ase podpisu poistnej zmluvy pre sic¢asnti hodnotu

docasného polehotného dochodku vyplacaného m-krat roéne plati

1 m
_ h+
~m g v hpm+t/m-
t=1 h=0

3
—

T
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Technickym problémom je, ze hodnoty ,p,i¢/m obvykle pozndme len v celociselnych
vekoch, t. j. mame k dispozicii len gp,, 10z, 2Pz - - -, nPe- Definujme pomocnu funkciu

oz, h,t) = vhtt/m hPa+t/m- Potom mozeme pisat

3
—_

—%i o(z, h,t).

t=1 0

>
Il

V d'alsom kroku nelinedrnu funkcie ¢(z, h, t) premennej ¢ aproximujeme linedrnou funk-

ciou. Nech teda plati

¢(z, h,t) = ¢(z, h,0) — * <¢(x, h,0) — ¢(x, h,m)) pret € {1,2,...,m}.

m

Potom priblizne plati

m n—1
m 1
aim)%—z {¢(I,h,0)——<q§(x h,0) — ¢z, k+1 0))1
m t=1 h=0
1 m n—1
a:(nmﬁ)\ ~— Z |:Uh WPz — — (U hPz — Uh ! h+1px>:|
m t=1 h=0
1 m n—1 ¢ n—1
aimﬁ)\ ~ E Z vh hPz — E Z (Uh hPz — U h+1px>]
t=1 Lh=0 h=0

Vyuzitim definicie pre sic¢asni hodnotu docasného predlehotného dochodku, resp. pre

stcasnt hodnotu poistenia na dozitie a pouzitim faktu v° yp, = 1 dostaneme

T B t
a:(cm)%EZ{%m—E(l_Ax%)}: : __X_Zt - x%

. 1 m(m+1
CLC(E:W)‘ ~ Qg7 3 ( 9 ) (1 - A:Eni\)
m . m+1
A > i — —— (1= Aum).

Tym sme ukézali platnost aproximécie (3.15). Dalsf vzfah (3.16) uvedeny vo Vete 3.5 je

priamym dosledkom pribliinej rovnice (3.15), staci formélne polozit n = w—x a vyuzit

vztahy _.p. = 0, resp. A, —— = 0. Potom dostaneme
(m>%-~_m_+11_A A (s S P
Ay g 2m ( z:m) Oy m ( ) om

Pouzitim prave dokdzaného vztahu (3.16) a vztahu (3.14) z Vety 3.4 medzi dozivotnym
predlehotnym a dozivotnym polehotnym dochodkom d, = 1 + a, dostaneme posledny

vztah (3.17), ktory sme chceli dokdzat

1 1 —1
2m 2m 2m
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Pozn.: Pri aproximacnych formuldch (3.15), (3.16) a (3.17) sme dostali jednoduché kom-
paktné vzorce pre sucasnu hodnotu polehotného dochodku vyplacaného m-krat rocne.
Spominané priblizné vzorce su zalozené na linedrnej aproximacii nelinedrnej funkcie
¢(x, k,t), pricom tento krok generuje urcité nepresnosti. Problém spociva v tom, ze
obvykle nemame k dispozicii idaje o pravdepodobnosti prezitia m-tin roka, tie musime
nejakym sposobom odhadovat. Zvolili sme postup z knihy [64], ktory je zaloZeny na
spominanej linedrnej interpolacii diskontovanych pravdepodobnosti prezitia ¢(z, k, t) =

k+t/12

v kDa+t/12 Vv jednoroénych tusekoch vzhladom na premennt ¢. V rdmci tejto prace

sme neskumali presnost tejto aproximdcie.

3.2.3 Urcenie vysky poistného v pripade brutto-principu

Ako sme uz uviedli v ivodnej ¢asti tejto podkapitoly, pri brutto-principe klasickej
tedrie Zivotného poistenia poistoviia moze brat do tivahy ndklady spojené s uzavretim,
spravou a vedenim poistného kontraktu. Podla monografie [64] ndklady delime na

—  zaciatocné jednorazové naklady, ozn. «, ktoré su spojené spravidla s uzavretim
poistnej zmluvy, zahffiaji, napr. odmeny pre agenta alebo maklérsku spoloénost,
naklady na reklamu, a pod., pricom obvykle sa vyjadruji v percentach z davky

(poistnej sumy),

— spravne ndklady, ozn. [, bezné (opakujice sa) ndklady spojené napr. s admi-
nistrativou, naklady na ndjomné, naklady spojené s vyplacanim poistnych plneni

a davok, a pod., pricom sa vyjadruju v percentach z davky (poistnej sumy),

— inkasné ndklady, ozn. -y, bezné (opakujice sa) néklady spojené s inkasovanim

poistného, pricom sa vyjadruju ako percenta z brutto-poistného.

V nasledujtcej Definicii 3.6 je prezentovana vSeobecnd formula na vypocet vysky
brutto-poistného za predpokladu, ze pozname vysku béazického netto-poistného pri da-

nom poistnom produkte.

Definicia 3.6. Nech JN P je vysku béazického jednorazového netto-poistného pri da-
nom poistnom produkte, pri ktorom poistné plnenia (ddvky) sa vyplacaji polehotne.

Vysku bazického brutto-poistného definujeme vztahom

1

kde «a, [ a v st koeficienty nakladov an € {1,2,...,w — x} je dizka poistnej doby.

66



3.3 Modelové dochodky z tspor v starobnom déchodkovom

sporeni

Ako sme uz spominali, jednou z hlavnych motivacii nasho vyskumu bolo mo-
delovat a analyzovat vypldcanie dochodkov zo starobného dochodkového sporenia na
Slovensku. Potrebovali sme preto odvodit vypoctové formuly, pomocou ktorych sme
potom mohli poéitat vysky mesacne polehotne vypldcanych davok (vid piatu kapitolu
tejto zaverecnej prace). Pri odvodeni formil sme vyuzivali klasicky netto- a brutto-
princip ekvivalencie, predpoklady deterministického a stochastického modelu zivotného
poistenia uvedené v podkapitole 3.2 a niektoré pravne Specifika zo zdkona [85] tykajice

sa vyplacania dochodkov z tspor v starobnom dochodkovom sporeni.

3.3.1 Pripad mesacéne vyplacaného dozivotného starobného déchodku

bez zvysSovania dochodku

Uvazujme mesacne vyplacany dozivotny starobny dochodok bez zvysSovania do-
chodku a bez pozostalostnych déchodkov (podla bodu a) 1. odseku 1 §46 zdkona [85])
pre sporitela vo veku z rokov. Oznaéme findlnu vysku tspor v starobnom déchodkovom
sporeni symbolom P (tato suma slizi ako jednorazové brutto-poistné pri kiupe dozi-
votného dochodku). Nech 4 oznacuje roéni technicki tirokovi mieru, v = (1 +17)7! je
rotny diskontny faktor, m = 12 je pocet vyplat v jednom roku (kedze sa zaoberdme
s mesacne vyplacanym dochodkom) a nech maximélna doba vyplacania je n = w —
x rokov. Nech S oznacuje roéni vysku davky vypldcanej mesacéne a nech S, =
SU2) /12 je vyska mesacnej ddvky. Berme do tivahy aj odsek 1 §41 zdkona [85], podla
ktorého starobny dochodok, predc¢asny starobny dochodok a pozostalostny dochodok
sa vypldca mesacne pozadu (t. j. polehotne). Uvazujme aj odsek 2 §32 zdkona [85]
o vrateni casti poistného, ak dochodca zomrie pred vyplatenim prvych 84 mesa¢nych
ddvok. Podla spominaného paragrafu pozostali dostant sumu zodpovedajiicu rozdielu
sumy urcenej na vyplatu tychto 84 mesac¢nych sim dozivotného dochodku a suétu
vyplatenych mesacnych sim dozivotného dochodku. Predpokladame, ze poistnd suma

sa vyplati okamzite po smrti dochodcu.

Oznaéme symbolom D; pre j = 1,2, ..., 7 davku, ktorti dostanti pozostalf v j-tom
roku, ak déchodca zomrie niekedy v j-tom roku (za predpokladu, ze zomrie v prvych

7 rokoch vyplacania dochodku). Dalej oznaéme symbolom Djpre j=0,1,...,7 nevy-
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platent cast tej sumy v ¢ase j, ktord sa vyclenila na vyplatenie prvych 84 mesaénych
dévok. Pri vypocte hodnot Dg, Dy, ..., Dg sme aplikovali aproximaénu formulu (3.15)

pre pripad m = 12 v tvare

.. 13
a’gclg ~ Agm — ﬂ (1 - Axni\) :

Polozme

Dy = suma, ktord sa vy¢clenila na vyplatenie prvych 84 davok,

Dy =512 12 ~ 5012 {a 13 (1 —A %)} ,

7 T 94
D, = 512 ailfi:ﬁ = = ailfi:m ~ S0 -da:+1:m - 5 (1 - A:v-‘rlzé)- ’
Dy = 512) ailf;:ﬁ = ailf;@ ~ 512 -dx+2zﬁ - 5 (1 o Ax-i—?:é)- ’
Dg = S ailfézm =512 ailfé:ﬂ ~ 50 -d:rJrG:ﬂ - 5 <1 o Ax+6:%>- ’
D; = 0.
Pozn.: Veliciny Dy, Dy, ..., D; sme pocitali ako prospektivne rezervy 7-roéného pred-

lehotného mesacne vypldcaného dochodku (vid' [64]).

Pozn.: Keby dochodca zomrel tesne pred niektorym vyroc¢im uzatvorenia poistenia
(v rdmci prvych siedmych rokov vyplacania dochodku), tak pozostali by dostali presne

sumy Dy, Dy, ..., D7 v danom vyroci poistenia.

Predpokladajme, Ze priemerny dochodca zomrie v strede roka, takze ddvku D;, j =
1,2,...,7 dostant pozostalf tiez v strede j-teho roka. Za aproximéaciu davky D; zober-

me aritmeticky priemer davok D;_; a Dj;, teda nech plati

_ Do+ D _ D1+ D . Dy+D _ D3+ D
DNO+1D~1+2D~2+3DN3+4

1~ ’ 2~ 3~ 4 ~

2 2 ’ 2 ’ 2 ’
_ D D _ D D _ D D
D%% Dw$, D7z%.
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Po dosadeni namiesto D;, j = 0,1,...,7 dostaneme vztahy typu

_ 1 13
e (12) o —_—— PR— 1
Dj~ 25 (aﬂsﬂ'—l:?—(j—l) 2 (1 Ax+j—1:7—(j—1)> +

. 13 .
Ty 751 7 51 <1 - Am:ﬁ)) pre j =1,2,...,6, (3.19)
SU2) I 13 ) S12) 13 .
D? ~ 9 |:a’:v+6:ﬂ - ﬂ <1 - Az+6:ﬂ>:| = T |:1 - ﬂ (1 - Az+6:ﬂ>:| =

SU2 M1 13 .
2 24 24 x+6:11

Pozerajme sa teraz na podmienku vratenia casti poistného ako na samostatny
poistny produkt, t. j. ako na docasné poistenie pre pripad dmrtia na dobu 7 rokov

s klesajicou vyskou davky. Sticasnt hodnotu tohto produktu moZeme poéitat z rovnice

ekvivalencie

(MA). =Dy opy ¢z (1+1)7"° + Dy 1py qusr (1+73)7° + -+

+ D7 6ps qure (1+17)7%°.
7

(MA) 7= 3" Dy jorpe dosgor (141)0709.
j=1
Po dosadeni namiesto Dj zo vztahu (3.19) dostaneme

(.MA);C:ﬂ ~

§(12) 6 13
s " (1-4 ! +
> |:am+_]1:7(]1) 24( x+j—117—(j—1))
j=

. 13 -
T a7~ oy (1 B Aa:—l—j:?le\)} 1Pz Qerjr (144)7V7 %)+

SU2) 111 13 o
5 [ﬂ + ﬂAH&%} 6De Quse (1 +1)755. (3.20)

) , s
Zaved me pomocne oznacenie

6

1T, 13 .
M = 92 Z {aﬂj—l:?—(]‘—l) Y (1 N Aa:+j—1:7—(j—1)> T
j=1

. 13 -
+ Ay jii—51 — ﬂ (1 o Ax+j:7T1j\>:| j—1Pz Qz+j—1 (1 + 2) v 075)—'—

111 13 L
- [ﬂ + ﬁAH&%] 6De GQuge (1+17)755. (3.21)

+ 2
Potom po dosadeni (3.21) do vztahu (3.20) dostaneme
(MA)! -~ 5" x M. (3.22)
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Pri nasich modelovych vypoctoch sme brali do tvahy aj naklady zivotnej po-
istovne spojené s vypldcanim dozivotného déchodku. Definujme preto nasledujice ko-
eficientu brutto-principu:

e zaciatocné naklady v prvom roku a (poé¢itani z mesacnych davok v prvom roku
vyplacania dochodku),

e ndaklady pri vyplacani dochodku 5 (pocitanti z kazdej mesacnej davky),

e inkasné naklady v (pocitani z prevedenych uspor z druhého piliera),

e marzu pri predéasnom vyplateni ¢asti poistnej sumy e (po¢itani z sumy poistného
plnenia, aplikovani v tom pripade, ked dochodca zomrie v prvych siedmich ro-

koch vyplacania dochodku).?

Rovnica ekvivalencie pre uvazovany mesacne vyplacany dozivotny starobny do-
chodok bez zvysovania dochodku a bez pozostalostnych dochodkov pre sporitela vo
veku x rokov a moznostou vratenia ¢asti poistného v pripade imrtia poistenca v prvych

siedmych rokoch poistenia ma tvar

1
P=i— S (12) 4 ,502) 4 g5(12) ((12) 4 (1 — 5)(MA)glcﬂ] ,
pricom sme vychddzali zo vztahu (3.18) uvedeného v Definicii 3.6 a predpokladali
sme, ze v pripade tmrtia poistenca v prvych siedmych rokoch pozostali dostanu len

100 x (1 — €) percentnu ¢ast vypocitanej vysky poistného plnenia. Po dosadeni zo

vztahov (3.16) a (3.22) dostaneme

1
~—— | 502 a
P 1_7{5 (1—1—5)(@r

13

-—ﬂ)+a§”H41—QSWMJ

Po vyjadreni nezndmej déchodkovej dévky a pouziti vztahu S, = S(1? /12, pre mesac-

nu dochodkovi davku dostaneme

1 1— )P
S A — X (1=) : (3.23)

2 04 (dz—g)—koﬁ—(l—s)M

kde premenna M je definovand vztahom (3.21).

Pozn.: Pri odvodeni formuly (3.23) sme pouzivali dve rozne typy aproximécii. Pri apro-

ximacii sucasnej hodnoty mesacéne vyplacaného polehotného dozivotného dochodku

2Dalsie podrobnosti st uvedené v podkapitole 5.4.

70



sme vyuzili ivahu z Vety 3.5, kym pri odhadnuti vysky poistného plnenia v pripade
umrtia dochodcu v prvych siedmich rokoch vyplacania dochodku sme predpokladali, ze
priemerny dochodca zomrie v polovici roka. V rdmci tejto prace sme nesktimali presnost

tychto aproximaécii, spoliehali sme sa pri nich len na odporucané postupy z knihy [64].

3.3.2 Pripad mesaéne vyplacaného dozivotného starobného déchodku

so zvySovanim dochodku

Uvazujme teraz mesacne vyplacany dozivotny starobny dochodok so zvysovanim
dochodku a bez pozostalostnych dochodkov (podla bodu a) 2. odseku 1 §46 zdkona [85]).
Nech platia vietky d'alsie predpoklady a oznacenie pouzivané v ¢asti 3.3.1. Nech S
oznacuje zakladnu roénu vysku davky vyplacanej mesacne v prvom roku a nech S,

S12) /12 je mesacnd vyska davky v prvom roku vyplacania déchodku. Predpokladajme,
7e v d'alsich rokoch sa ro¢nd dévka zvysuje konstantnym koeficientom g > 0, vidy vo
vyroci vzniku povinnosti poistitela plnit svoje zavizky vyplyvajice zo zmluvy o pois-
tenf dochodku (podla §42 zdkona [85]). Potom ro¢né vysky ddvok vyplédcanych mesacéne
v jednotlivych rokoch st postupne S12, SU2(1 + g), SU2(1 4 g)2, SU2(1 4 g)3,

Po analogickom odvodeni, aké sme prezentovali v ¢asti 3.3.1, pre mesacnu vysku davky

vyplacani v prvom roku sme dostali

-1

P(1—

S &
12

= .13 -
1+B;1+g ( +24A +a+(1-9)G

(3.24)

kde

U 11 13
k+j—1 1 1
Z (L+g9)"" (ﬂAzﬂ'—LE + ﬁAz—kj—l:M) -
k=0

T <1 + g)kJrJ (ﬂA.t-ﬁ-j:% + ﬁAl‘-i—jk—l-%‘)) jflpx qurjfl (1 —+ Z) (7-0,5) —+
0

Q
I
=2 DO | =
Lo
M-
—

e
Il

11 13 N
(1+¢)° (24+ﬂAI+6:%) 6Dz Qoye (1+7)7%°

N | —

+

Pozn.: Podrobné odvodenie formuly (3.24), ako aj jeho zovSeobecnenie pre pripad, ked

tempo rastu roénych davok g nie je konstantné, sme uviedli v Prilohe A.

Pozn.: V ramci praktickej Casti tejto prace sme neuvazovali dochodky so zvySovanim

davky, pre tento pripad sme nevykonali Ziadne modelové vypocty.

71



4. Metdda sparovania aktiv a pasiv a modely
penzijnych schém

V predchadzajicich kapitolach sme postupne uviedli zaklady financnej mate-
matiky, principy finanéného modelovania a klasickt tedriu zivotného poistenia. V ramci
tejto kapitoly sme sa posunuli dalej a vytvorili sme akisi nadstavbovii ¢ast zalozent
na predchadzajuicich teoretickych kapitolach. V prvom rade sme sa zaoberali s tzv.
metddou sparovania aktiv a pasiv Zivotnej poistovne, ktord bola dolezitym apardtom
nasho vyskumu. Pomocou tejto metdédy sme odhadovali zisk nasej modelovej zivot-
nej poistovne, a zaroven tato metéda slizila aj ako jednoduchd investicnd stratégia,
na zdklade ktorej poistoviia moze rozlozit inkasované poistné (resp. prostriedky tech-
nickych rezerv). Ked'ze prakticki ¢ast nasho vyskumu sme zamerali na analyzu vyplé-
cania dochodkov z druhého piliera slovenského dochodkového systému, povazovali sme
za dolezité, aby sme v patricnej miere spomenuli aj niektoré zname modely penzijnych
schém.

V podkapitole 4.1 sme definovali zdkladné pojmy a Specifické oznacenia metddy
sparovania aktiv a pasiv, pricom osobitne sme sa zaoberali s jej statickou, resp. dyna-
mickou verziou. V dalsej ¢asti tejto podkapitoly sme uviedli metédy odhadu akumu-
lovanej hodnoty poistenia pri investi¢nej schéme zalozenej na metode sparovania aktiv
a pasiv. Na riesenie ulohy metddy sparovania sme navrhli numericky pristup optima-
lizacie pomocnej ucelovej funkcie. Podkapitolu 4.3 sme venovali niektorym znamym
penzijnym schémam publikovanym v domadcej i zahrani¢nej literature. Zhrnuli sme
podobnosti a odlisnosti tychto schém s nasimi modelmi a porovnali sme nas pristup
a vysledky s vystupmi niektorych odbornych studii, ktoré sa zaoberali s vyplacanim

dochodkov zo stikromnych penzijnych planov.

4.1 Metoéda sparovania aktiv a pasiv

Solventnost Zivotnej poistovne je velmi dolezitym faktorom pri konstrukcii jej

. .o . o, . ~ . ¥ - ’ o . ~ . Y ~ ’ .
investicnej politiky, pretoze poistoviia musi nepretrzite udrziavat pozadovani mieru
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solventnosti. Metoda sparovania aktiv a pasiv je postupom, ktory v urcitom zmysle
prispieva k zniZovaniu pravdepodobnosti insolventnosti poistovne. V tomto kontexte
st aktiva poistovne napr. dlhopisy, akcie, terminované vklady a pod., teda prostriedky,
do ktorych poistoviia investuje inkasované poistné v mene poistenych. Pasfva poistovne
v tomto pripade znamenaju jej zavazky voci poistencom vyplyvajice z poistnych kon-
traktov. Princip sparovania aktiv a pasifv spoc¢iva v tom, Ze poistoviia ku kazdému
zavizku (poistnému plneniu) pripoji vhodné aktivum s rovnakou (budiicou) hodno-
tou a totoznym terminom splatnosti. Této metdéda sa dd pouzit predovietkym pri
produktoch s garantovanym poistnym plnenim (garantovanou poistnou sumou alebo
dochodkovou dévkou) a pevnym terminom (pevnymi terminmi) vyplaty poistného
plnenia. V d'alsej casti tejto podkapitoly st uvedené zékladné definicie a oznacenia
pouzivané pri spominanej metode. Kvoli jednoduchsiemu vykladu sme zvolili ¢asovia
jednotku 1 kalendarny rok a vsetky definicie pojmov sme uviedli pri tejto ¢asovej jed-
notke. Celii metédu by sme mohli definovat aj pri Tubovolnej inej ¢asovej jednotke,

napr. polroénej, §tvrtrocnej alebo mesaéne;j.

4.1.1 Zaklady metody sparovania aktiv a pasiv

UvaZzujme modelovii Zivotnt poistoviiu, ktord pontika osobdm vo veku x rokov
odlozeny poistny produkt na dobu n rokov s I-roénou dobou odkladu. Pre jednoduchost
predpokladajme, Ze poistoviia oceni svoj poistny produkt na zéklade netto-principu
a vyuzitim modelu fiktivneho stiboru (poistoviia pracuje na baze ocakdvaného po-
istného a ocakdvanych poistnych plneni). Nech poistné P sa plati raz ro¢ne, bezne
predlehotne v prvych m rokoch (ak poistend osoba je nazive). Poistné plnenie v pripade
timrtia vo vyske S sa vypldca na konci toho roka, v ktorom nastala smrt poistenca,
kym davky pri preziti tiez vo vyske S sa mozu vypldcat aj na zaciatku, aj na konci
rokov v rdmci poistnej doby. Ozna¢me symbolom T najneskorsi mozny ¢as ukoncenia
poistného kontraktu. Pri odlozenom predlehotnom déchodku ¥ = [ +n — 1, kym
v pripade odlozeného polehotného dochodku a ostatnych typoch poistenia plati, ze
T = [+ n. Predpokladajme, Ze poistoviia investuje inkasované prostriedky do jediného
bezrizikového aktiva — standardného bezkupdénového dlhopisu, pricom na trhu existuje
plné skala standardnych dlhopisov s 1-ro¢nou, 2-rocnou, ..., T-roénou dobou splat-

nosti.
Definicia 4.1. Nech platia vyssie uvedené oznacenia a predpoklady. Nech ;r; oznacuje
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ro¢ny spojity vynos Standardného dlhopisu s maturitou k& rokov platny v ¢ase t, pricom
t € {0,1,..., T =1} a k € {1,...,Y —t}. Maticu investicnych vynosov oznaCujeme

symbolom J a definujeme ako

o't o2 ... ofr-1 of7
171 1re ... 1T'r=1 0
J = 2T o2 ... 0 0
T-1T1 0 e 0 0
Prvky ori,ore, ..., ory matice J su nenahodné veli¢iny, kym ostatné prvky povazujeme

(v ¢ase podpisu poistnej zmluvy) za ndhodné premenné.

Realizaciu matice investicnych vynosov oznac¢ujeme symbolom 7 a pouzivame pre nu

Zapis
07:1 OfQ cee Of'rfl OfT
171 1Ty ... 1Ty_1 0
j = Qfl 27:2 . 0 0 5
v 0 ... 0 0

kde ;7 je realizdcia roéného vynosu k-roéného standardného dlhopisu v ¢ase t (nena-

hodnd veli¢ina), t € {0,1,...,T =1}, k€ {1,...,T —t}.

Pozn.: Realizicie vynosov 7, mozeme ziskat napr. pomocou odhadnutej vynosovej
krivky R(-) Vasickovho modelu, CIR modelu, NS modelu a pod., teda v tom pripade
mozeme pisat 7, = Rt(k), tef{0,1,...., T =1} ke{l,..., T —t}.

Definicia 4.2. Nech platia vyssie uvedené oznacenia a predpoklady. Maticu vynosov

faktorov oznacujeme symbolom Z a v pripade spojité typu trocenia definujeme ako

exp{ori} exp{2ore} ... exp{(T —1)orvr_1} exp{Y ory}
exp{ir1} exp{2ir} ... exp{(¥T —1)1ry_1} 0
7= exp{ar} exp{2ar} ... 0 0
exp{r_171} 0 e 0 0
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Realizaciu matice investicnych vynosov oznacujeme symbolom Z a pouzivame pre nu

Zapis
exp{or1} exp{2o7r2} ... exp{(YT —1)ofr_1} exp{Y o7y}
exXp {1?1} exXp {2 17:2} . exp {(T — 1)17ZT,1} O
I=| exp {o71} exp{2 272} ... 0 0 ;
exp {T,ﬂxl} 0 C 0 0

resp. skrateny zapis

YATRRN AT Lix—1 Ly

o1 I . -,Z—Z,T—l 0
I= j:31 i32 0 0

Iv; O 0 0

Definicia 4.3. Nech platia vSetky vyssie uvedené oznacenia a predpoklady. Oznacme
symbolom ¢, t € {0,1,..., T —1}, k € {1,...,T — ¢} relativnu cast poistného alebo
¢istého prijmu z investicie, ktord poistoviia investuje v ¢ase ¢ do dlhopisov s dobu
splatnosti k rokov. Premenné ;c; nazyvame investicnymi koeficientami a moézeme ich

zapisat aj v maticovom tvare

0o€1 o0C2 ... 0oCr-1 o0ofr
1C1 12 ... 1cy—1 O
C= 2C1 2Cy ... 0 0 )
T-1C1 0 c ce 0

pricom plati Zg;ftck =1;,Vt € {0,1,...,T —2}; ¢, € (0;1); Vt € {0,1,...,T —2};
Vk e {1,2,...,T —t} a y_1c; = 1. Maticu C nazyvame investicnou maticou.

Dalej, definujme pomocné vektorové premenné ¢; obsahujice povodné (skalarne) in-
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vesticné koeficienty ,c;_p, pre h=0,1,2,...,t—lapret=1,2,...

co = prazdny vektor,
C1 = (001)T,
Cy = (002, 101)T;

C3 = (003, 1C2,261)T,

N T
Cy_1 = (OCT—la 1Cr—2, ... ,T—201) )

T
Cy = ((]CT; 1CY—1,5- - - >T—101)

Vo vyssie uvedenych definiciach sme postupne definovali maticu vynosov, ma-
ticu tdrokovych faktorov a investiéné koeficienty. Dalej, nech p” oznacuje vektor prav-
depodobnosti aplikovany pri modelovani platenia poistného a nech CF¥ je vektor
penaznych tokov (cash-flow vector) pre platenie poistného. Analogicky, nech p°® je
vektor pravdepodobnosti pre vypldcanie poistnych plneni a dédvok a CF?® je vektor
penaznych tokov pre vyplacanie plneni a davok. Konkrétne vyuzitie uvedenej stvorice

vektorov sme ilustrovali prostrednictvom nasledujicich prikladov.

Priklad 4.1. Uvazujme odlozeny predlehotny dochodok s bezne platenym poistnym
s parametrami m, [, n, P, S. Potom vektory p”, CF p° CF?® moézeme definovat

v tvare

pP = (pra 1Pz - - - 7m—1pgi, 9, O, e ,Q)T’

TV NV
m n+l—m+1

CF' = (pP,P,...,P, 0,0,...,0)7,
N e e e’

m n+l—m-+1
pS: (0,...,0, 1Pzs1+1Pxy - - - y n—1Pz> O)T7
\—\l/—/ ~ >
CF®=(0,...,0, S,S,...,S8, 0)",
—_—— —— ——

l n

kde ,p, st faktory prezitia pre z-rocni osobu.

Priklad 4.2. Uvazujme odlozené zmiesané poistenie s bezne platenym poistnym s pa-
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rametrami m, [, n, P, S. Potom vektory p”, CF¥, p°, CF?® moézeme pisat v tvare

pP = ((]pm; 1Pzy - - 7m71p9£7 97 07 o 7Q)T7

?rr: n—l—l::n—i-l
CF" = (P,P,...,P, 0,0,...,0)",
—_— ———
m n+l—m+1
ps - (07 cee 707 l\|qx7 l+1\%:7 cee Jii-n—2|Qm7 l+n—1p:5)—r7
I+1 M
CF®=(0,...,0, S,8,...,9)7,
—_—— —— ——
+1 n

kde ,p, si faktory prezitia a g, st odlozené pravdepodobnosti timrtia pre z-roéni

osobu (definicie tychto pojmov si uvedené v tretej kapitole tejto prace).

Definicia 4.4. Nech platia vietky doteraz zavedené oznacenia. Nech AVj(cg) = AV, =
pl x CFF — pf x CFY. Akumulovanti hodnotu poistenia (accumulated value,
AV') v t-tom roku poistnej doby pre ¢t € {1,2,..., T} pri realizdcii matice vynosovych

faktorov Z definujeme pomocou rekurentnej formuly

AVi(er, e, e0) = ploy X CFLy = ply X CFS+
-1

+ Z AVi(co, ... en) X nCin X Tny1ion, (4.1)

h=0
kde pf |, pq, CFE, resp. CFS | st prvky (zlozky) prislusnych vektorov p?, p% CF?,
resp. CF*. V niektorych pripadoch sa pouziva skrateny zapis vyssie uvedenej defini¢nej
rovnice (4.1) v tvare

t—1
AV; = pirl X CFt{JH — ptS+1 X CFtil + ZAVh X pCi—p X Ithl,tfh (42)
h=0

pret e {1,2,...,T}.

Pozn.: Vsetky vyssie uvedené pojmy sme definovali pre netto-princip, teda pre ten
pripad, ked sme neuvazovali naklady poistovne. Celt teériu by sme mohli skonstruovat
aj pre brutto-princip, napr. miernou modifikiciou vektorov CFF, CF¥, alebo zave-

denim novych cash-flow vektorov na modelovanie nékladov poistovne.

Pozn.: Metédu sparovania aktiv a pasiv zivotnej poistovne sme definovali len pre jed-

noduchy pripad, ked sme uvazovali len jediny typ investicnych aktiv (bezrizikovy
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Standardny dlhopis). Zovseobecnenim metédy by mohol byt model s G typom in-
vesticnych aktiv (napr. 1= bezné uéty, 2 = terminované vklady, 3 = stétne dlho-
pisy, 4 = firemné dlhopisy, 5 = akcie, ..., G = finanéné derivaty) a nasa modelova

zivotna poistoviia v kazdom ¢ase ¢ by mohla investovat do tychto G typov aktiv, ktoré

maji dobu splatnosti (dobu viazanosti) k = 1,2,...,T —t a rozne vynosy ;. Potom
by sme mohli uvazovat matice vynosov JW, ..., 7@ matice vinosovych faktorov
W, ..., I a investicné matice CV, ..., C%) s prvkami +CY.

Pozn.: Cheeli by sme zdoraznit, Ze metéda sparovania aktiv a pasiv neuvazuje mieru
rizikovosti jednotlivych aktiv. Keby sme chceli brat do ivahy aj tento efekt, tak by
sme potrebovali vykonat dalsie modifikdcie metddy, pripadne pouzit iny model z tedrie

spravy aktiv a pasiv (asset-liability management, ALM).

Pozn.: V praktickej, piatej kapitole nasej préace, v ktorej sme modelovali vyplacanie
dochodkov z tspor v druhom dochodkovom pilieri, sme pouzivali vyssie definovant,
jednoduchu verziu metody sparovania aktiv a pasiv s jedinym typom investi¢nych aktiv

(so statnymi/vladnymi Standardnymi dlhopismi). Mali sme nato dva hlavné dévody:

1) nemali sme k dispozicii dostatoéne kvalitné historické udaje, pomocou ktorych
by sme boli schopni nastavit aplikovatené modely pre budice vynosy jednot-
livych typov aktiv,

2) v nasich analyzach sme skumali az 40-ro¢ny budici casovy horizont, ktory
je velmi dlhym obdobim nato, aby sme dokdzali pre fiu spravit relevantné
prognézy; to ani nebolo nasim cielom, my sme chceli skor poukdzat na mozné
negativne vykyvy a vplyv rizikovych faktorov, ktoré sa mozu prejavit pri vypla-
cani dochodkov z druhého piliera (prave preto sme vytvorili vlastné modelové
scenare); v koneénom dosledku sme to posudili tak, ze k dosiahnutiu nasich

cielov by mohol stacit aj model s jednym bezrizikovym investiénym aktivom.

Definicia 4.5. Statickou metédou sparovania aktiv a pasiv rozumieme taku verziu
metédy sparovania, pri ktorej poistoviia celé ¢isté poistné rozloZi v ¢ase podpisu po-
istnej zmluvy (t. j. v ¢ase 0) tak, ze do l-roénych, 2-roénych, ..., (T — 1)-roénych
Standardnych dlhopisov investuje presne tolko prostriedkov technickych rezerv, aka je
vyska ocakavaného poistného plnenia alebo ocakavanej davky v ¢ase maturity daného

dlhopisu.
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Statickd metddu je mozné pouzivat len v tom pripade, ked poistné sa plati jed-
norazovo, v ¢ase podpisu poistnej zmluvy a poistoviia vSetky investicné rozhodnutia
spravi v ¢ase 0. Vyhodou tejto metédy je, Ze modelové Zivotnd poistoviia vo svojich
vypoctoch moze pouzival vynosy ofi,of2,...,ofr—1 zndme v ¢ase podpisu poistnej
zmluvy. V casti 4.1.2 sme uviedli Vetu 4.1, ktora vyslovuje tvrdenie o tom, ako by sme
mohli zvolit jednoduchu investiéni stratégiu, ktord za urcitych predpokladov by bola

optimélnou pre statickd verziu metody sparovania aktiv a pasiv.

Definicia 4.6. Dynamickou metédou sparovania aktiv a pasiv rozumieme taku verziu
, , . . . , . , , . . s ) “ ,
metody sparovania, pri ktorej sparovanie aktiv a pasiv je mozné vykonat vo vSetkych

casovych bodoch t =0,1,..., 7T — 1.

Dynamicka metoda sparovania aktiv a pasiv definovana v Definicii 4.6 teda do-
voluje Zivotnej poistovni, aby spravila investiéné rozhodnutia v kazdom ¢asovom bode
(pri danom delen{ ¢asovych bodov, v nasom pripade v kazdom roku), teda poistoviia
v jednotlivych €asoch moze investovat inkasované poistné (v prvych m rokoch poistenia)
alebo reinvestovat ¢iastotné zisky z prebytkov predchddzajiicich investicii (pocas celej
doby poistenia). Tato metéda je pouzivatelnd aj v tom pripade, ked na (modelovom)
trhu cennych papierov neexistuje plna skédla standardnych dlhopisov s dobou splatnosti
1,2...,7 rokov a k dispozicii st len niektoré dlhopisy s maturitami 77,75, ...,7T ro-

kov,kde 1 < f < T.

4.1.2 Uloha metdody sparovania aktiv a pasiv a jej rieSenie

Ako sme uz spominali v uvode tejto kapitoly (a aj v tretej kapitole), jednym
z hlavnych cielov Zivotnych poistovni je dosiahnut zisk a maximalizovat jeho hodnotu.
Uloha metody sparovania aktiv a pasiv je izko prepojena s touto ideou, jej matematicku

formulaciu sme uviedli v nasledujicej definicii.

Definicia 4.7. Nech platia vSetky oznacenia a predpoklady zavedené v tejto kapito-
le. Ulohou metédy spdrovania aktiv a pasiv je maximalizovaf akumulovani hodnotu

poistenia na konci poistnej doby, teda moézeme pisat

max AVxy (4.3)
C
tE{O,liH].C,T—l}
ke{1,2,...,Y—t}

!Préve takyto pripad sme pouzivali v podkapitole 5.6 pri stresovych testoch vyvoja vynosov

zalozenych na dynamickej metdde sparovania aktiv a pasiv.
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pri podmienkach

AV, >0, Vte{0,1,...,T =1}, (4.4)
T—t
> ien=1,vte{0,1,...,T -1}, (4.5)
h=1

1Cr € <0,1>, VtG{O,l,,T—l}, Vk€{172,,T—t}, T,lclzl. (46)

Podmienku (4.4) pracovne nazyvame pravidlom solventnosti poistovne, pretoze
hovorf o tom, Ze poistoviia v kazdom ¢ase ¢t € {0,1,...,T — 1} musi dodrziavat zdsadu
solventnosti (v tom nasom pripade akumulovand hodnota poistenia nemoéze klesnit do
zépornych &isel). Pravidlo solventnosti by sme mohli zovseobecnit, keby namiesto dol-
nej hranice 0 sme uvazovali pevne stanovenu dolnt hranicu b > 0, pod ktort by akumu-
lovand hodnota poistenia nemohla klesniit v Ziadnom ¢ase. Nasledujica veta Specifikuje
jednoduchu investicnu stratégiu, ktora je za urcitych predpokladov optiméalnou pre sta-

ticki metodu sparovania aktiv a pasiv.

Veta 4.1. Predpokladajme, Ze platia predchéddzajice predpoklady a oznacenia. Nech

realizdcie roénych vynosov platnych v éase nula tvoria rasticu postupnost, t. j. nech

plati o71 < o9 < - -+ < ofy_1. Pre investi¢né koeficienty gci, K = 1,2, ..., T nech platia
vztahy
g x CF?
oG = P+t L p—1,2.. T -1, (4.7)
(pf x CFF —p? x CFF) Tus
T-1
oCy = 1-— Z 0Ck- (48)
k=1

Ak gey > 0, potom prezentovand investicnd stratégia (4.7) zalozend na statickej metdde
sparovania aktiv a pasiv respektuje pravidlo solventnosti pre kazdé ¢t € {0,1,..., T — 1}

a zaroven maximalizuje akumulovani hodnotu poistenia v ¢ase T.

Dokaz. 7 predpokladu o rasticom usporiadani realizacii roénych vynosov o7y < o9 <
.o < ofr_1 vyplyva, Ze aj prvky realizdcie investi¢nej matice Z tvoria rastiicu postup-
nost vzhladom na maturitu k, t. j. plati il,l < i172 << 7:'13- To znamena, ze pre
poistovitu je najvyhodnejsie investovat do Y-ro¢nych dlhopisov, pretoZe tie prindsaji
najvyssi vynos. Z definicie stratégie (vztahy (4.7), (4.8)) je zrejmé, ze AV, = 0 pre

t=1+1,1+2,...,T—1, pretoze poistoviia presne vyrovna ocakdvané zavizky v ¢asoch
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t=101+1,01+2,...,T —1 a zvysok investuje do najvyhodnejsich, T-rocnych dlhopi-
sov. Ak gcxy > 0, potom to eSte neznamend, ze poistoviia skonéi v zisku (v case 1),
pretoze musi eSte vyrovnat posledny ocakdvany zdvizok. Ak po vyplateni posledného
ocakdvaného plnenia ¢i ocakdvanej davky poistoviia eviduje kladny zostatok, tak ten
je jej cistym ziskom (platnym v ¢ase T) a aj maximélnou akumulovanou hodnotou

poistenia pri reSpektovani pravidiel solventnosti. [l

Vratme sa teraz k povodnej maximalizacnej tlohe (4.3). Dosadenim defini¢nej

rovnice AV; do maximaliza¢nej tlohy (4.3) dostaneme

-1
max {P?H X CPL =Py X CFyy + Z AVl X perp X Ih-H,t—h} (4.9)

tCk
tc{0,1,...,Y—1} h=0

ke{1,2,...,T—t}

pri podmienkach

t—1

pfﬂ X CFEH - pfﬂ X CFtil + ZAVh X pCi—p X -’Zh+1,t7h >0,

h=0
vt e {0,1,...,T —1}, (4.10)
T—t
> e =1, vte {0,1,..., T —1}, (4.11)
h=1
o € (0:1), Ve e {0,1,..., T =1}, Vke {1,2,..., T —t}, v ic1 = 1. (4.12)

Pozn.: Z&pis maximalizacnej tilohy v podobe vztahu (4.9) s hraniénymi podmienkami
(4.10), (4.11), (4.12) nie je tuplnym zépisom. Cheeli by sme zdoraznit, ze akumulovand
hodnota AV, zavisi od vektorovych parametrov ci, cs, ..., ¢, ktoré obsahujui hladané

investicné koeficienty ;cs.

Hladanie optimalnych investiénych koeficientov ;¢ je vysokodimenziondlnym op-
timaliza¢nym problémom, ktory (okrem niekolkych trividlnych pripadov) nie je mozné
riesit analytickym sposobom. Préve preto sme hladali vhodni numericki metédu, po-
mocou ktorej by sme boli schopni vyriesit maximaliza¢nt tlohu (4.9) s hrani¢nymi
podmienkami (4.10), (4.11), (4.12). Po vyskusani viacerych postupov sme nakoniec
zvolili penalizac¢nii metédu publikovani v knihe [13] zaloZent na optimalizdcii pomoc-

nej ucelovej funkcie.
Definicia 4.8. Nech platia vsetky predchadzajice predpoklady a oznacenia. Definujme
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penalizacnu funkciu Z,, predpisom
(4.13)

T-1
cr-1, ZVZ [miﬂ{AVQ(ChCQa ,¢t),0}
—0

A
Z, = Z(cy, €1y sChy ey

kde parameter v > 0 §pecifikuje velkost penalty. Dalej, definujme téelovii funkciu F,

vztahom
F, 2 F(ey,cy,...,cy,v) = AVx(ey, ¢, ... ,ex) — Z(ci,Cay ... Cr_1, V)
T-1
=pyy X CFy pasf+1 X OFfng + ZAVh Ci,.-sCh) X nCrop X Ipi1p—h—
h=0
T-1
v [mln{AI/; €1 Coy. ..\ Ct) 0}] (4.14)
t=0
Skrateny zapis ucelovej funkcie F,, ma tvar
T-1
F, =py x CFr p§»+1 X CFT9+1 + ZAVh X nCt—n X Lny1p—n—
h=0
(4.15)

- V§ [min {AV}, O}]

Nasim cielom bolo, aby sme pévodni maximalizactni tlohu (4.9) previedli do
(4.16)

numericky riesitelnej podoby. Sformulovali sme preto nasledujicu tlohu
, C, V)-

max F(ey, e, ...

te{0,1,...,T -1}
Y-t}

ke{l,2...,
T—t

ZtCh: 1

h=1
Hladanie riesenia novej ulohy (4.16) prebiehalo iteracne, v nasom pripade v pros-

tredi statistického softvéru R. Aplikovali sme nasledujici algoritmus odporticany v pub-
€ (0;1),

likdcii [13]:
zvolili sme rozumné Startovacie rozlozenie investi¢nych koeficientov ;c},
t}, ktoré pre vsetky t respektovalo pod-
.2

1 .
te{0,1,....Y—1}, ke {L,2,...,
mienku ), s, = 1 a zvolili sme vhodnt hodnotu parametra v

2Vhodn1 troven parametra v sme hladali skiSanim viacerych hodnét
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2. pomocou funkcie optim() (pozri [94]) sme maximalizovali tcelovi funkciu F,
a vyhladali sme optimélnu stratégiu ,c; € (0;1), ¢t € {0,1,..., Y —1}, k €
{1,2,..., T —t};

3. investi¢nu stratégiu ,c) sme pouzili ako novii vstupni hodnotu maximalizacne;

procedury a opakovali sme body 2. a 3., az do splnenia pravidla zastavenia.

KedZe sme pouzivali numericky itera¢ny algoritmus, dosiahnuté vysledky boli do
urcitej miery nepresné. NajvacsSim problémom bolo mierne porusovanie pravidiel sol-
ventnosti (4.10) a tento nedostatok sa ndm nepodarilo tiplne odstrénit. Této skutocnost
ndm vsak dévala motivaciu k volbe pravidla zastavenia iteracného algoritmu, ktori
sme formélne navrhli nasledovne: ked hodnota maxima pri N-tej iterdcii je “blizko”
k hodnote maxima pri (N — 1)-vej iteracii, a zdroven maximalne porusenie pravidiel
solventnosti (v absolitnej hodnote) nepresahuje danti hodnotu B, tak algoritmus sa
zastavi.® Druhou, jednoduchsou alternativou volby pravidla zastavenia iterdcii bolo

ponechanie preddefinovanych odchylok a tolerancii nastavenych vo funkcii optim().

Pozn.: Prakticku aplikdciu uvedenej optimalizacnej tlohy zalozenej na penalizacénej
metode sme uviedli v podkapitole 5.6 pri stresovych scenaroch vyvoja irokovych mier

pri vyplacani dochodkov z druhého piliera.

4.2 Modely penzijnych schém

Tedria penzijnych schém je bohatou autonémnou oblastou aplikovanej mate-
matiky, ktora vyuziva a spaja poznatky z tedrie finan¢énej a poistnej matematiky, teorie
manazmentu aktiv a pasiv, tedrie portfolia, tedrie stochastickych proces a z mnohych
d'algich okruhov. S modelmi penzijnych schém sa zaoberaju tisicky odbornych pub-
likacii, napr. knihy, vysokoskolské ucebnice, odborné ¢lanky a studie a pod. V ramci
nasho vyskumného procesu sme sa zaoberali len malickym fragmentom tychto pub-
likacii, a to len s tymi, ktoré boli najblizsie k nasej oblasti vyskumu. Poznamenali
by sme, ze prehlad tych odbornych ¢lanok a studif, ktoré sa zaoberaji §pecidlne so
slovenskym penzijnym systémom, sme uviedli v piatej kapitole tejto prace.

Prvou publikaciou, s ktorou sme sa detailne zaoberali, bol ¢lanok [5] od trojice

autorov Battocchio, Menoncin a Scaillet. Ti vo svojej studii skumali akumulaéni aj

3Vzdialenost optimélnych hodnét dosiahnutych pri jednotlivych iterdcidch je mozné meraf

napriklad pomocou danej absolitnej alebo relativnej odchylky.
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dekumula¢nti fazu penzijnych pldnov a tvrdili, Ze tieto dve fazy by sa mali modelovat
spolu, ako jeden celok. Predpokladali existenciu bezarbitrazneho trhu s n rizikovymi
a jednym bezrizikovym aktivom (s deterministickym vynosom), pricom na modelovanie
cien podkladovych rizikovych aktiv pouzivali standardné Itoove procesy (tzv. Mertonov
model). Uvazovali sporitela vo veku y rokov (so stochastickou budicou dizkou zivota
T,), ktory v case 0 vstipi do prispevkovo definovaného penzijného plénu (defined-
contribution pension plan, DC scheme) a prispieva tam konstantnou mierou u(t) = u
(contribution rate). Sporitel na konci akumula¢nej fazy, v pevne uréenom case ¥, odide
do dochodku, pricom dochodkové ddvky potom dostéva pri konstantnej miere v(t) = v
(pension rate). Podla autorov ¢lanku [5] sporitel v akumulacnej, resp. dekumulacne;
faze by mal zvolif tiplne iné investicné stratégie. Na zaciatku prvej etapy si sporitel
moze zvolit aj rizikovej§iu investiénd stratégiu, no postupom éasu, ako sa blizi ku
koncu akumulacnej fazy, pomer rizikovych aktiv v jeho portféliu by mal postupne
klesat v prospech bezrizikového aktiva. V dekumulacnej faze by mal zvolif presne
opac¢nu stratégiu a ako sa krati jeho ocakdvand budica dizka zivota, tym viac by mal
investovat do rizikovych aktiv. Battocchio a kol. “spravodlivost” pomeru prispevkov
a davok merali pomocou tzv. podmienky pripustnosti, ktoré je uvedend v nasledujicej

definicii.

Definicia 4.9. [5] Nech platia predchadzajiice oznacenia a nech r je roény spojity
vynos bezrizikového aktiva. Hovorime, ze miera prispevkov u a miera dochodkovych
davok v spiﬁajli podmienku pripustnosti (feasibility condition), ak plat{ vztah

B 1-E [e_’"TZ]
v 1—E[e T Ijy_y] — e "VPr (T, > V)

—1 prewu,v>0, (4.17)
kde I, je indikatorova funkcia udalosti A.

Podmienku pripustnosti §pecifikovantd v Definicii 4.9 je mozné prepisat aj do

iného, praktickejsiecho tvaru, ktory sme uviedli v nasledujicej vete.

Veta 4.2. Nech platia predpoklady z Definicie 4.9. Potom dvojica (u,v) splita pod-
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mienku pripustnosti (feasibility condition), ak plat{ vztah

/ t*topy eirtdt
_Jo

/ t*topy eirtdt
L

o0

Z Dy et

Y= (4.19)

[e.e]

Z Dy e—rt

t="v

(4.18)

<

Doékaz. Podrobné odvodenie formuly (4.18) sa d& ndjst v [64]. Vztah (4.19) plat{ v pripa-
de klasického diskrétneho netto-principu zivotného poistenia, je Specidlnou diskrétnou

verziou formuly (4.18). O

Pozn.: Vztahy (4.17), (4.18), (4.19) platia v pripade netto-principu, pricom ich zovseo-

becnenie pre pripad brutto-principu by nebolo narocnou tlohou.

Podmienka pripustnosti publikovand v ¢ldnku [5] sa d4 aplikovat predovsetkym
v tych situdcidch, ked penzijny systém tvorf jeden celok a jeho dve fazy (akumulaéna
a dekumulaénd faza) nie si oddelené. Keby stikromnd zlozka slovenského dochodkového
systému (starobné dochodkové sporenie) splialo toto kritérium (napr. v takom pripade,
keby dozivotné dochodky z dspor v druhom pilieri vyplacali dochodkové spravcovské
spolocnosti), tak zovieobecnend podmienka pripustnosti by sa dala pouzivat ako alter-
nativna metéda na urcenie “spravodlivej” vysky dochodkovych dévok (prostrednictvom
odhadu penzijnej miery v). Kedze ale slovenské starobné dochodkové sporenie a vyplé-
canie dochodkov z uspor v starobnom sporeni su nastavené inak (nespfﬁajﬁ tento pred-
poklad), nase vysledky (publikované v podkapitole 5.4 tejto prace) by sa nedali rele-
vantne porovnat s vysledkami zaloZenymi na modeli od autorov Battocchio, Menoncin
a Scaillet. Prdve preto sme sa rozhodli, Ze v rdmci tejto prace nebudeme odhadovat
vysku penzijnej miery, resp. roc¢nej dochodkovej davky prostrednictvom podmienky

pripustnosti.

V origindlnom éldnku [5] autori venovali osobitni pozornost efektu timrtnosti
ucastnika v penzijnej schéme so spojenou akumulacnou a dekumulaénou fazou. Je
zrejmé, ze spravca penzijného planu celi v tychto dvoch fazach diametralne odlisSnym
rizikdm. V prvej etape naitho moze vplyvat riziko skorého dmrtia sporitela, kym v tej

druhej faze spréavca by mal pocitat s moznym neskorym tmrtim (t. j. dlhovekostou)
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ucastnika. Vyskumnici v ¢lanku [5] pouzivali demograficky model zalozeny na pred-
poklade, ze budica dizka 7zivota sporitela sa riadi Weibullovym rozdelenim. Za tohto
predpokladu potom odvodili podmienku pripustnosti a skiimali, ako sa meni pomer u /v
pri roznych nastaveniach penzijnej schémy. Hlavnou ilohou spominanej publikacie vsak
bolo riesenie urcitej optimalizacnej tilohy — maximalizdcia celkovej vysky uspor spori-
tela v penzijnom fonde. Autori élanku zvolili uzitkovi funkciu zaloZent na konstantnej
relativne] averzii voci riziku (constant relative risk aversion preferences, CRRA) a hla-
dali optimalne zlozenie investi¢ného portfélia. Dospeli k zaveru, ze optimélne rozlozenie
investicii do roznych aktiv zavisi od aktualnej trovne celkovych dspor v penzijnom

fonde, a tiez od diZky doby odchodu do déchodku W.

Dalsia odborné publikdcia [71] od Stehlika a kol. v urcitom zmysle nadvizovala
na ¢lanok [5] spominany vyssie. V praci [71] sa tiez pouzivala podmienka pripustnosti,
ale budiica dlzka zivota sporitela sa modelovala gama rozdelenim, zovseobecnenym
gama rozdelenim, Gompertzovym-Makehamovym rozdelenim, resp. logistickym mo-
delom. Autori odvodili podmienku pripustnosti v tych pripadoch, ked sa T, sa sprava
podla uvedenych rozdeleni. Pomer u/v vyéislili pri roznych kombindcidch parametrov
jednotlivych modelov a roznych hodnotach vynosu bezrizikového aktiva, resp. dyna-
mického procesu urokovych mier. Na zaver spravili ilustra¢ni stidiu na pomery slo-
venského dochodkového systému, avsak ich pristup sa lisil toho nésho, ktord sme apliko-
vali v piatej kapitole tejto prace. Stehlik a kol. v élanku [71] totiz nebrali do uvahy via-
cero technickych $pecifik vypldcania dochodkov z druhého piliera (napr. marze zivotnej
poistovne pri vyplacani ddvok alebo podmienku vratenia ¢asti poistného v pripade
umrtia dochodcu v prvych siedmych rokoch vyplacania dochodku), a preto ich vysledky

sme nemohli adekvatne porovnaf s tymi nasimi.

Odbornici Josa-Fombellida a Rincén-Zapatero vo svojom ¢élanku [41] skimali
dévkovo definované penzijné schémy, pricom osobitnti pozornost venovali tzv. riziku
volby miery prispevkov (contribution rate risk) a riziku insolventnosti (solvency risk).
Ich model bol zalozeny na moznosti investovania do n rizikovych aktiv a jedného bez-
rizikového aktiva, pricom vynosy aktiv aj v tomto pripade modelovali Mertonovym
pristupom. Autori vo svojej publikacii ukézali, ze za urcitych predpokladov existuje
explicitné riesenie pre optimalnu investicni stratégiu spravcu fondu, ktorda minima-

lizuje riziko volby miery prispevkov a riziko insolventnosti. Podotkli by sme, Ze na
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rozdiel od nasho vyskumu, Josa-Fombellida a Rincén-Zapatero skimali akumulacni
fazu penzijnych systémov a nevenovali pozornost §pecifikdm vyplécania ddvok z ispor
v dochodkovom systéme.

Dalsou zo zdkladnych publikdcii v oblasti vyskumu penzijnych schém je ¢ldnok
[15] od Cairnsa, ktord sa zaobera vylucne len s akumulacnou fazou prispevkovo de-
finovanych penzijnych schém. Autor uviedol stochasticky model so spojitym ¢asom,
pomocou ktorej popisoval dynamiku penzijného fondu. Porovndval ti¢innost roznych in-
vesticnych stratégii, napr. statickej stratégie s viacerymi ohraniceniami alebo tzv. CPPI
pristup (continuous proportion portfolio insurance, CPPI), pricom pouzival rézne typy
tcelovych a stratovych funkcii. Cairns dospel k zdveru, Ze tloha hladania optimalneho
riadenia penzijnych fondov silne zavisi na volbe ticelovej, resp. stratovej funkcie a od

roznych ohranic¢eni (napr. legislativnych obmedzen).

R4d by sme spomenuli aj dalsie vyskumné stidie venované penzijnym schémam,
ktoré publikovali odbornici Blake, Cairns a Dowd z Velkej Britdnie. Jednd sa o dva
clanky s nédzvom Pensionmetrics 1, resp. Pensionmetrics 2. V prvom ¢lanku [10] au-
tori venovali pozornost akumulaénej faze prispevkovo definovaného penzijného planu,
pricom odhadovali ¢isti sumu v riziku (Value-at-Risk, VaR) pri roznych kombindcidch
modelov vynosov trhovych aktiv a investiénych stratégii. Z nasho hladiska ovela zauji-
mavejsi bol ten druhy z uvedenych ¢lankov [10], v ktorom Blake, Cairns a Dowd sa
zaoberali dekumulacnou fazou prispevkovo definovanych schém a moznostami anu-
itizdcie v ¢ase odchodu do dochodku. Podla autorov doZivotné anuity si prevadzané
viacerymi typmi rizik aj na strane sporitela (budiceho déchodcu), aj na strane zivotne;
poistovne. Napriklad sporitel nesie riziko plyntice z nizkych tirokovych mier a trhovych
vynosov v ¢ase jeho odchodu do dochodku (Zivotnd poistoviia mu moze pontknut
dochodok s nizkou dochodkovou dévkou), alebo aj inflaéné riziko (v pripade, ze si
kupil dochodok bez valorizacie ddvok). Na druhej strane, Zivotnd poistoviia moéze celit
roznych trhovym rizikdm (napr. padu irokovych mier a trhovych vynosov, riziku z ne-
priaznivého re-investovania penaznych tokov), a aj demografickym rizikdm (napr. riziku
dlhovekosti dochodcov). Vyska anuitnych davok (v ¢ase kipy anuity) obvykle zavisi od

nasledujicich faktorov [10]:

e vysky dspor (irovne dochodkového fondu v ¢ase kipy anuity),

e vynosov dlhodobych dlhopisov,
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e typu anuity (napr. déchodok bez valorizacie/s valorizaciou, bez garancie/s ga-
ranciou v pripade skorého tmrtia déchodcu, a pod.),

e veku sporitela,

e nikladov, vydavkov a ziskovej marZe Zivotnej poistovne,

e pohlavia sporitela*,

e zdravotného stavu sporitela*.

Poznamenali by sme, Ze na zaklade nariadenia Eurépskej tinie Zivotné poistovne pri
vypocte ddvok uz nemozu brat do ivahy posledné dva faktory uvedené v predchidza-

jicom zozname.

Autori ¢ldnku [10] podotkli, ze klasické anuity by poskytovali dochodcom pomerne
nizke dochodkové prijmy, a to hlavne kvoli nizkym vynosom bezpecnych dlhodobych
dlhopisov. Prave preto zacali hladat iné rieSenia a nové typy finanénych néstrojov,
ktoré by prindsali budicim dochodcom doéstojnejsie prijmy. Navrhovali investicie na-
pojené na portfélio s kombinovanou bazou dlhopisov a akcii, ktoré by s vysokou prav-
depodobnostou prindsali vyssie vynosy ako ¢isto dlhopisové portfélio, avsak takéto
kombinované portfélio by bolo zaroven aj volatilnejsie a viac rizikovejsie. Blake, Cairns
a Dowd uvadzali dokladnt analyzu a porovnanie troch roznych programov vyplacania

dochodkov (distribution programmes) v dekumulacnej faze penzijného sporenia [10]:

(i) PLA (purchased life annuity) — dochodok zakipeny v dochodkovom veku 65
rokov (podla podmienok vo Velkej Britdnii), bez moznosti dedenia (tento plan

slizil ako zaklad porovnania s ostatnymi modelmi),

(i) ELA (equity-linked annuity) kombinovany s odlozenym dozivotnym dochod-
kom — sporitel vo veku 65 rokov si kiipi dochodok viazany na trhové aktiva
(akcie a dlhopisy) s 10-ro¢nou garanciou nezdporného vynosu a moznostou
dedenia; d'alej si kiipi aj klasicki doZivotnd anuitu s 10-roénym odkladom

(ktord mu prinesie prijem az po veku 75 rokov),

(iii) ELID (equity-linked income-drawdown) kombinovany s odlozenym dozivot-
nym dochodkom — podobny model ako ELA, ale bez moznosti dedenia v pripa-

de umrtia dochodcu pred vekom 75 rokov.

Keby sme cheeli porovnat pristup prezentovany v prdci [10] s nasimi modelmi,

tak by sme nasli niekolko podobnosti aj odlisnosti. N4s model vypldcania dochodkov
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z uspor v druhom déchodkovom pilieri na Slovensku sa asi najviac podobd na PLA
(namiesto veku 65 rokov vsak uvazujme vek 62 rokov), pricom v nasom modeli sme
pocitali aj s moznostou dedenia (vratenim casti poistného) v pripade imrtia dochodcu
v prvych siedmych rokoch vyplacania dochodku. Aj pri porovnani s modelom ELA
by sme nasli podobnost, napriklad v investiciach do trhovych aktiv, avsak pri nasich
trhovych modeloch vypoctu dochodkovej davky sme uvazovali len jediné, bezrizikové
aktivum (standardny dlhopis) a pocitali sme len s jedinou anutiou kiipenou hned v ¢ase
odchodu do déchodku (pre d'alsie podrobnosti pozri piatu kapitolu tejto prace).
Odbornici v spominanej publikécii [10] poukdzali nato, Ze ti¢innost (optimélnost)
programov vyplacania déchodkov silno zavisi od rizikovych preferencii sporitela. Da-
lej zistili, Ze efekt volby suboptimdlneho programu pre daného sporitela je menej
vyznamny ako vplyv nevhodnej struktiry aktiv v portféliu (predovsetkym rizikovych
aktiv). Okrem spominanych skutoc¢nosti autori ukazali aj to, Ze povinnd anuitizacia
v danom veku moze byt ndkladnd predovsetkym pre sporitelov s vysokym rizikovym
apetitom, pricom sporitelia s vysokou averziou voéi riziku mozu byt imtnny voéi po-

vinnej anuitizacii.

Milevsky vo svojom ¢lanku [54] sa venoval otdzke anuitizdcie uspor akumulo-

vanych v penzijnom fonde. Porovnéaval a skiimal nasledujiice moznosti:

(a) okamzitd anuitizdciu v ¢ase odchodu do dochodku (ndkup dozivotného poist-
ného déchodku),

(b) investiciu celého mnozstva tspor do roznych aktiv a nédsledny postupny vyber
VYNOoSsov,

(c) odlozent kiipu anuity podla preferencii sporitela a situdcii na finanénych trhoch.

Milevsky poukézal na vyhody a nevyhody variantov (a), resp. (b), pricom tu tretiu
moznost (c) prezentoval ako kombinéciu tych prvych dvoch obsahujticu ich prednosti.
Pre sporitelov odchadzajtcich do dochodku navrhoval, aby presne dovtedy odkladali
nédkup dozivotnej anuity, kym vynosmi svojich trhovych investicii dokdzu prekonat

mieru navratnosti dozivotného dochodku. Sformuloval optimaliza¢ni tlohu

Ty
max E [/ e PU(CH)dt + e B (Vg,)|, (4.20)
0

Cr,ae,at

kde U(-) je uzitkova funkcia spotreby, C; je miera spotreby v ¢ase ¢, p je diskontnd sa-

dzba pre spotrebu, B(-) je uzitkovd funkcia z dedenia, V; je urovei obchodovatelnych
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zdrojov v cCase t, v je diskontna sadzba v pre prostriedkov dedenia, T, je stochas-
tickd budica dizka zivota osoby vo veku x rokov, a; hodnota dozivotnej anuity a oy
je investiény (aloka¢ny) vektor v ¢ase t. RieSenie tejto tilohy hladal na dvoch réznych
urovniach. Najprv pouzival deterministicky model s nendhodnymi trhovymi vynosmi
a pevnymi imrtnostnymi tabulkami odvodenymi od Gompertzovho-Makehamovho mo-
delu. Potom tento sposob zovSeobecnil pre pripad stochastickych trhovych vynosov
(ceny aktiv modeloval pomocou Itoovho procesu, kym vnidtorni miernu navratnosti
dochodkov popisoval prostrednictvom CIR, procesu) a ndhodnych mier imrtnosti. Au-
tor vo svojich simula¢nych studidch odhadoval pravdepodobnost toho, Ze pri danych
nastaveniach modelu a investi¢ného portfélia odlozenie kipy dochodku bude tspesne,
t. j. prinesie dochodcovi vyssie prijmy (vyssi uzitok). V zdvere préce [54] autor skon-
Statoval, ze na zaklade simulacnych studif 85 az 90%-n4 je Sanca, ze odklad déchodku
by bol pre 65-roéného sporitela vyhodny a kombinovana stratégia (c¢) by mu priniesla
vyssie vynosy do veku 80 rokov, v porovnani s vnutornou mierou navratnosti okamzi-
tych dozivotnych dochodkov. Aj napriek tomu, ze Milevsky svoju studiu spravil pre
kanadski populdciu, jeho vysledky a zdvery by mohli byt pouzitené aj pre slovenské
podmienky a mohli by ndm poskytnit motivaciu do d'alsieho vyskumu. Poznamenali by
sme, ze v ramci nasej prace sme uvazovali len pripad okamzitych dozivotnych dochodkov

(vid piatu kapitolu prdce) a s kombinovanymi stratégiami sme sa nezaoberali.?

V poslednej publikéacii, ktort by sme spomenuli v tejto casti, odbornici Aro a Pen-
nanen skumali tzv. zévizkovo-riadené investicie (liability-driven investments, LDI)
a ich vyuzitie pri takych poistnych produktoch, kde sa moze prejavit efekt dlhove-
kosti. Nejde teda o studiu zaoberajicu sa s penzijnymi schémami, ale o metédu, ktora
by mohla byt pouzitelnd modelovanie dekumula¢nej fazy slovenského dochodkového
sporenia. Kvoli podobnostiam s nasim vyskumom sme sa rozhodli, Ze spomenieme

tito préacu [3], v ktorom autori sformulovali tilohu spravy aktiv a pasiv (asset-liability

4Sicasné znenie zdkona o starobnom dochodkovom sporeni [85] sice pontka moznost tzv. prog-
ramového vyberu, ale tidto opcia sa tyka len minority slovenskych sporitelov. Potom existuje
aj moznost odloZenia kipy dochodku, ked sporitel nechd svoje tspory nadalej v dochodkovej
spravcovskej spolo¢nosti a pripadné d'alsie roéné vynosy sa mu vyplatia na konci jednotlivych ro-

kov (a vyska jeho nasporenej sumy zostane nezmenend).
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management, ALM) v tvare

min p (hr) (4.21)

pri podmienkach Z hoj < w,

JjeJ
> hy <Y Rijhiay—b, pret=1,...T,
JjeJ jeJ

htEDt, pretzl,...,T,

kde p(-) je dana rizikovd miera, wy je vyska zaciatoéného kapitdlu, b; velkost zdviz-
ku poistovne platnd v ¢ase ¢, J je mnozina aktiv obchodovatelnych v ¢asoch ¢ =
1,...,T, Ry; je vynos j-teho aktiva v ¢asovom intervale (t —1;¢t) a h,; Specifikuje
mnozstvo prostriedkov technickych rezerv investovanych v casovom intervale (¢;t + 1) .
Autori predpokladali, ze zavézky {bt}tho a vynosy {Rt,j}tT:o su stochastické procesy
na pravdepodobnostnom priestore (2, S, Pr) s filtraciou {St}thl na S. Mnozina N je
mnozinou {S;},_,-adaptovanych investicnych rozlozeni {h,},_, a mnozina D; sa moze
menit ndhodne, avsak musi byt zndma v case t.

Vsimnime si, Ze tloha (4.21) s danymi hraniénymi podmienkami je do istej miery
podobna tej nasej optimalizacnej tlohe zalozenej na metdde sparovania aktiv a pasiv
zivotnej poistovne (vid v ¢asti 4.1.2). Hlavnym rozdielom je ten, Ze v (4.21) sa minima-
lizuje miera rizika v konecnom ¢ase 7', kym v nasej ilohe sa maximalizuje akumulovana
hodnota zisku v maximdlnom ¢ase vypldcania déchodku. Dalsiu odlisnost najdeme
v investiénych parametroch {h;}, resp. {;cx}, pretoze koeficienty h; su vyjadrené v ab-
solutnych hodnotach, kym ;c, sme uvazovali relativne. Autori Aro a Pennanen nu-
mericky porovnévali ti¢innost viacerych investicnych stratégii (podrobnejsie vid ¢ldnok
[3]) a zistili, ze zavizkovo-riadend investitnd stratégia vyrazne prekonala ostatné, kla-
sické pristupy (napr. continuous proportion portfolio insurance (CPPI), target date
fund (TDF) alebo fixed proportions (FP)). Podla nich zévizkovo-riadend investicna
stratégia je jednou z moznost{, ako sa mozu poistovatelia branit voéi riziku dlhovekosti

vhodnym napldanovanim a rozlozenim svojich investicii.
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5. Modelovanie vyplacania dochodkov z druhého
dochodkového piliera na Slovensku

Dochodkovéa reforma na Slovensku, ktora bola spustend zaciatkom roka 2005,
priniesla so sebou niekolko vyraznych zmien. Z povodného jednopilierového rezimu sa
preslo na dvojpilierovy systém s jednym priebeznym statnym pilierom (prvy pilier)
a jednym fondovanym stikromnym pilierom (druhy pilier).! Podla povodného znenia
Zakona Narodnej rady Slovenskej republiky ¢. 43/2004 Z. z. o starobnom déchodkovom
sporeni do druhého piliera mohli vstupovat len ti sporitelia, u ktorych predpokladana
doba sporenia bola minimélne 10 rokov. Prvé dochodky z druhého piliera sa preto
zacali vyplacat na zaciatku roka 2015 a aj tato skutoénost ndm ddvala motivaciu, aby
sme v ramci tejto prace modelovali vyplacanie dozivotnych dochodkov zo starobného

dochodkového sporenia.

Druhym pilierom slovenského déchodkového systému sa zaoberalo viacero od-
bornych publikécii, vo vécsine z nich sa vSak skimala len akumula¢na faza systému.
Napriklad autori Kilianovéa a kol. v ¢lanku [42] skimali dynamicky model sporenia
v druhom pilieri na Slovensku, pomocou ktorého riesili prepinanie medzi roznymi in-
vesticnymi fondami pri vybranych mierach rizika. Prispevok bol publikovany v roku
2006, zhruba jeden a pol roka po spusteni dochodkovej reformy. Autori v nom brali
do tvahy aj legislativne obmedzenia (pri povodnych nastaveniach druhého piliera)
a v ramci teoretickych a simulaénych §tidif porovnavali stratégie sporitelov s roznymi
uroviami averzie voci riziku. Dospeli k zaveru, ze individualny rizikovy apetit spori-
telov do vyraznej miery ovplyviiuje ich stratégiu a vysku ich tspor v druhom pilieri.

Praca [51] od Melicheréika a Sevéovica riesila otdzku optimélnej alokécie prispev-
kov medzi dlhopisovym a akciovymi fondom v pripevkovo definovanej penzijnej schéme.
Autori v stochastickom dynamickom modeli uvazovali aj vplyv duracie, vysky odvo-

dov a tdrovne podkladovej trokovej miery na vysku akumulovanej hodnoty investicii.

!Na Slovensku existuje aj treti, doplnkovy pilier. Na rozdiel do druhého piliera ale vstup do tretieho

piliera je dobrovolny.
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Vytvoreny model bol testovany pre redlne tidaje a podmienky slovenského starobného
dochodkového sporenia. Poznamenali by sme, ze v ramci spominanej publikdcie sa
neriesila dekumula¢nd faza penzijného systému na Slovensku (t. j. vyplacanie ddvok
z uspor v druhom pilieri).

V ¢lanku [65] Potocky a kol. prezentovali mierne odlisny pristup a skimali, aké
celkové dochodkové naroky budi mat budiici dochodcovia voéi slovenskému penzijnému
systému. Pri hladani odpovede na tito otdzku pouZivali kolektivny model rizika a tes-
tovali niekolko extrémnych scendrov zaloZenych na rozdeleniach s tazkymi chvostami.
Aplikovali rozne investicné schémy pre akumulacnu fazu dochodkového sporenia, po-
tom mesacnu vysku dochodkov pocitali pomocou zndmej rovnice ekvivalencie pri troch
roznych demografickych modeloch a pre rozne prijmové skupiny. Autori ukazali, ze sta-
bilitu dochodkového systému vo vyraznej miere ovplyviiuji osobné preferencie a roz-
hodnutia budtcich dochodcov ohladom prispievania do $tatneho, resp. sikromného
piliera.

Ako sme uz spominali v ¢asti 4.3, Stehlik a kol. v publikacii [71] skimali moznosti
pouzitia zovSseobecnenych dynamickych modelov urokovych mier v akumulacnej faze
dochodkového sporenia. Na modelovanie stochasticky sa meniacich tdrokovych mier
pouzivali diferencidlne rovnice druhého radu (zovseobecnenie povodného Parkerovho
modelu z ¢lanku [61]). Na meranie adekvatnosti dochodkov pouzivali podmienku pri-
pustnosti (feasibility condition), ktora je vlastne podmienkou pre pomer tempa rastu
v procese prispevkov a tempa rastu v procese davok. Umrtnost modelovali prostrednic-
tvom viacerych rozdeleni pre budicu dizku zivota, napr. zovseobecnenym gama roz-
delenim a Gompertzovym-Makehamovym modelom. Autori na zaver uviedli aj prak-
tické pouzitie prezentovanych modelov pre slovensky dochodkovy systém. Na rozdiel od
nasho vyskumu vsak pouzivali klasicky pristup modelovania prispevkovo definovanych
penzijnych schém.

Clénok [50] od nasho kolektivu (Melicheréik, Szfics, Viléek) sa zaoberal jednak
sporivou fazou slovenskej sikromnej penzijnej schémy, ale aj vyplatnou fazou druhého
piliera. V publikacii sme uviedli dynamicky model pre optimélne investi¢né rozhodnu-
tia sporitela, pricom ceny akcii sme modelovali pomocou geometrického Brownovho
pohybu a 1rokové miery prostrednictvom CIR modelu. Hladali sme predovsetkym

optimélny podiel investicii v akciovom, resp. dlhopisovom investi¢nom fonde a prezen-
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tovali sme aj analyzu citlivosti a stresové testovanie. Akumulovani hodnotu investicii
sme merali v roénych platoch a na zaver sme previedli celkovi nasporent sumu na
mesacne vyplacani dozivotnui anuitu. V porovnani s touto zaverecnou pracou mozeme
skonstatovat, ze v ¢ldnku [50] sme neuvazovali ani zdkonné Specifikd vztahujice na

dochodky z druhého piliera, ani mozni dlhovekost budicich déchodcov.

V neposlednom rade by sme spomenuli aj d'alsi nas prispevok [49], v ktorom
sme analyzovali vplyv rizikovych faktorov na zisk Zivotnej poistovne pri dozivotnych
dochodkoch vyplacanych z tspor v druhom dochodkovom pilieri. Doraz sme kladli
predovsetkym na testovanie ziskovosti dozivotnych anuit pri kolisavych turokovych
vynosoch a dlhovekosti dochodcov, pricom sme pouzivali staticki verziu metédy sparo-
vania aktiv a pasiv zivotnej poistovne. Podotkli by sme, Ze stidia prezentovand v ¢lanku
[49] je tzko prepojend s vyskumom tejto zavereénej prace.

Téma dochodkov z druhého piliera dostala novy impulz zaciatkom roka 2015, po
spusteni vyplacania prvych anuit zo starobného dochodkového sporenia. Odbornici sa
zaoberali predovsetkym s rentabilitou tispor v starobnom sporeni, porovnanim vyhod-
nosti Statneho a sikromného piliera, ¢i adekvatnostou prvych dochodkovych dévok
pontikanych Zivotnymi poistoviia. Prave na ttito posledni liniu sme sa snaZili navizovat
a v tejto kapitole sme prezentovali podrobnosti postupov pouzivanych pri modelo-
vani vyplacania dozivotnych dochodkov z druhého dochodkového piliera. Vsetky nase
analyzy sme spravili z uhla pohladu modelovej Zivotnej poistovne, ktord bude vyplacat

starobné dochodky z uispor v druhom pilier.

V pokracovani tejto kapitoly su uvedené modelové predpoklady a zdkonné pred-
pisy vztahujice sa na vyplacanie dozivotnych dochodkov. V ¢asti 5.2 st $pecifikované
nastavenia demografickych modelov, ktoré sme vyuzivali v nasich vypoctoch. V d'alsej
casti su uvedené odhadnuté modely urokovych mier a vynosov dlhopisov, v poradi
Vasickov model, CIR modely, Nelsonove-Siegelove vynosové krivky, Svenssonove vyno-
sové krivky. V podkapitole 5.4 sa nachadzaju vysledky nasich vypoctov — mesacné vysky
dochodkovych davok pri roznych kombinaciach trokovych a demografickych modelov.

Zavery nasich stresovych testov si uvedené v casti 5.5, resp. 5.6.
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5.1 Vyplacanie déchodkov z dspor v druhom déchodkovom
pilieri
Zo zékona o starobnom dochodkovom sporeni [85] je zndme, ze dochodky z tspor
v druhom pilieri budd vyplécat také Zivotné alebo univerzalne poistovne, ktoré o tito
moznost oficidlne poziadali a od Narodnej banky Slovenska dostali licenciu na vykoné-
vanie tejto ¢innosti. Sporitelia po splneni urcitych kritérif mozu poziadat o rozne formy

vyrovnania, napriklad o formu dozivotného starobného déchodku [85]:

e bez zvySovania dochodku a bez pozostalostnych dochodkov,
e so zvySovanim dochodku a bez pozostalostnych déchodkov,

e bez zvySovania dochodku a s pozostalostnymi dochodkami s obdobim vyplaty

jeden rok,

e bez zvySovania dochodku a s pozostalostnymi dochodkami s obdobim vyplaty

dva roky,

e 50 zvySovanim dochodku a s pozostalostnymi dochodkami s obdobim vyplaty

jeden rok,

e so zvySovanim dochodku a s pozostalostnymi dochodkami s obdobim vyplaty dva

roky:.

Ponuku zo strany poistovni na vypldcanie doZivotného dochodku dostane sporitel
(dochodca) cez tzv. centrdlny elektronicky ponukovy systém (CEPS), ktory spravuje
Socidlna poistoviia. Sporitel si z pontik viacerych poistovni moze vybraf tud, ktord je
preitho najvyhodnejsia.

V ramci tejto prace sme zaoberali predovsetkym s okamzitym dozivotnym
polehotnym mesacne vyplacanym starobnym dochodkom bez zvySovania
dochodku a bez pozostalostnych déchodkov, v nasom pripade pre 62-rocni osobu,
pri ktorom poistné sa plati jednorazovo, pri podpise poistnej zmluvy. V tomto pripade
jednorazové poistné sa vlastne rovna peniazom nasporenym na osobnom dochodkovom
ucte v dochodkovej spréavcovskej spolocnosti (teda v druhom déchodkovom pilieri).
Brali sme do tvahy aj ten pripad, keby doéchodca zomrel v prvych siedmych rokoch
sporenia. Podla odseku 2 §32 zdkona o starobnom doéchodkovom sporeni plati, Ze ak

poberatel dozivotného dochodku zomrel skor, ako mu bolo vyplatenych 84 mesa¢nych
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sim dozZivotného dochodku, tak nevyplatend ¢ast prvych 84 ddvok sa vyplati pozos-

talym v jednej sume, po imrti poberatela doZivotného dochodku.

Pozn.: Moznost programového vyberu a predéasne vyplacané starobné dochodky sme

neskimali v ramci nasho vyskumu.

Pozn.: V nasich vypoctoch sme sa nezaoberali s dochodkami vyplacanymi z prvého
(statneho) piliera. Z toho vyplyva, ze sme neriesili komplexnu otdzku o zabezpeceni

dochodcov pocas doby ich dochodku.

Pozn.: Okrem d'alsich inych zdlezitost{, ani moznost odstipenia poisteného (podla od-
seku 10 §46f zdkona [85]), ani vyplacanie podielu poisteného na prebytku z vynosov
z umiestnenia prostriedkov technickych rezerv (podla §42a zékona [85]) sme nebrali do
uvahy v nasich vypoctoch. Na margo vyplacania prebytku z investovania by sme pozna-
menali, Ze poistoviia pri vypocte mesacnej vysky dochodkovej davky moze pouzivat aj
nulovi predpokladant mieru zhodnotenia investicii, t. j. technick trokovi mieru rovni
nule. Poberatela dochodku (pred podhodnotenymi déchodkovymi dévkami) v tomto
pripade chréni prave spominany §42a zdkona [85], pretoze prebytok z vynosov z u-
miestnenia prostriedkov technickych rezerv, ktory vznikne v danom roku vyssim zhod-
notenim prostriedkov, ako sa povodne predpokladalo pri vypocte mesacnej dochodkovej
davky, sa rozdeli medzi poistenych a poistitela. Podla zdkona [85] poistencom musi byt
vyplatenych minimdlne 90% z prebytku z vynosov, a to v nasledujicom roku bud vy-

platenim jednorazovej sumy alebo zvySenim mesacnej sumy vyplacané¢ho dochodku.

5.2 Demografické modely

Jednou z klicovych tloh pocas analyzy vyplacania dochodkov bolo zostavenie
vhodnych demografickych modelov zameranych na prezivanie poistencov — déchodcov
z druhého piliera. Ako sme uz spominali v tivode tejto kapitoly, osobitni pozornost sme
venovali modelovaniu dlhovekosti dochodcov. Je zname, Ze stredna budica dizka zivota
slovenskej populacie rastie. Sposobuje to neustale sa zvysujuci zivotny standard obyva-
telstva, postupné skvalitiiovanie zdravotnej starostlivosti, pokrok v medicine a niekolko
dalsich faktorov. V rdmci tejto podkapitoly st prezentované podrobnosti postupov
vyuzivanych pri kalibracii demografickych modelov. Ako prva je uvedend tzv. metdda

posunutych pravdepodobnosti, potom je prezentovany Leeho-Carterov model.
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5.2.1 Metoda posunutych pravdepodobnosti

Prvotnym postupom, ktory sme pouzivali na modelovanie dlhovekosti, bola me-
téda posunutych pravdepodobnosti timrtia publikovana autormi Pastor a Raucinova
v ¢lanku [60]. Pri tomto postupe sa predpokladd, ze pravdepodobnosti dmrtia do
jedného roka sa znizia v kazdom veku rovnakym koeficientom u, = u € (0;1), Vo €
{0,1,...,w}. Ozna¢me symbolmi ¢y, q1, ..., ¢, povodné pravdepodobnosti imrtia do
jedného roka a nech ¢, qi, ..., ¢, su posunuté pravdepodobnosti imrtia. Analogicky,
nech po, p1, ..., po st zdkladné pravdepodobnosti prezitia jedného roka a pj, pi, ..., pl,

posunuté jednoroéné pravdepodobnosti prezitia. Potom mozeme pisat

¢ = (1 — u)qs, (5.1)

Pe=1-qp=1-(1—-u)g=1-(1-u)(l—ps)=ps+ul—ps) (5.2)
Pri odhade pravdepodobnosti imrtia v modeli dlhovekosti je dolezité, aby sme spravne
nastavili parameter posunu u € (0;1). Existuje viacero moznosti, ako odhadniit tento
koeficient. V tejto casti sme prezentovali jednu z nich, ktord je zalozena na strednej
budiicej dizke Zivota (novonarodenej osoby) é 2 E(Tp), resp. na strednej skratenej
budticej dlzke Zivota (novonarodenej osoby) ey £ E(K,) (dalsie podrobnosti o stred-
nych dizkach zivota st uvedené v podkapitole 3.2 tejto préace). Podla spoloénych timrt-
nostnych tabuliek Statistického tradu Slovenskej republiky za rok 2013 (UT SUSR
2013 (spolu), [95]) strednd budica dizka Zivota novonarodenej osoby bola v roku 2013
€(2013) = 76,37 roka, teda ey(2013) ~ 76,37 — 0,5 = 75,87 roka. Podla stredného
variantu prognézy Instititu informatiky a Statistiky (Infostat, [90]) strednd budica
dizka novonarodenej zeny v roku 2050 bude 84,01 roka, kym strednd budica dizka
novonarodeného muza bude v roku 2050 priblizne 77,13 roka. Ako odhad strednej
budicej diZky zivota osoby v roku 2050, bez $pecifikicie pohlavia, by sme mohli zobrat

aritmeticky priemer vyssie uvedenych hodnot, teda nech

84,01 4 77,13

é(2050) = .

roka = 80,57 roka.

Potom pre odhad strednej skratenej budicej deky novonarodenej osoby v roku 2050

(podla stredného variantu prognézy Infostatu) priblizne plati
€0(2050) = (80,57 — 0,5) roka = 80,07 roka.

Hodnotu neznameho parametra u sme nastavili tak, aby sme dostali prave také posu-

nuté pravdepodobnosti umrtia ¢/, pravdepodobnosti prezitia p/,, resp. faktory prezitia
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kP, pri ktorych plati, ze e, = €,(2050) ~ 80,07 roka. Pri povodnych pravdepodob-
nostiach prezitia q¢,, € {0,1,...,100} z UT SUSR 2013 (spolu) sme dostali od-
had koeficientu @ = 0,32328 (pri strednom variante modelu dlhovekosti). V kone¢nom
dosledku podla vztahu (5.1) sme teda ziskali sibor posunutych pravdepodobnosti ¢,
z € {0,1,...,100}, ktoré mozeme nazvat aj sokovymi pravdepodobnostami timrtia,
pretoze vznikli z origindlnych pravdepodobnosti jednorazovym sokom (posunutim sme-
rom nadol). Pomocou vztahu p!, = 1 — ¢/, sme dostali aj tzv. Sokové pravdepodobnosti
prezitia pre z € {0,1,...,100}. KedZe v nasom vyskume sme modelovali vyplacanie
dochodkov z druhého piliera pre osoby vo veku x = 62, tak z vektoru sokovych prav-

depodobnosti prezitia sme pouzivali len hodnoty pg,, pgs, - - -5 Pioo-

Pouzivanie sokovych pravdepodobnosti prezitia pri modelovani dlhovekosti v zi-

votnom poisteni mé svoje vyhody a opodstatnenie, avSak ovela realistickejsie je pred-

pokladat postupny prechod od sicasnych pravdepodobnosti preZitia pga, ..., Pioo
(z UT SUSR 2013 (spolu)) k budicim pravdepodobnostiam pl,, ..., plg (platnym

az v roku 2050). Pri nasich vypoctoch sme si zvolili jednoduchy prechod definovany
vztahom
t
p/6/2+t = D62+t T % (p/62+t - p62+t) ) t=0,1,...,38. (5-3)

Takymto sposobom sme ziskali tzv. prechodné pravdepodobnosti prezZitia pgy, pis, - - -

Ploo, ktoré sme d'alej vyuzivali pri vypoctoch dédvok vyplacanych z dspor v druhom
pilieri. Poznamenali by sme, ze podobny postup sme pouzivali aj v ¢lanku [49]. Na
nasledujicom Obr. 9. sme graficky znazornili prechod od sicasnych k sokovym prav-

depodobnostiam prezitia.

Pozn.: Predpoklad, ze roéné pravdepodobnosti iimrtia globalne, v kazdom veku sa
znizia rovnakou (konstantnou) mierou u, je umely a mierne nerealisticky. Napriek tomu
je pouzitelny ako akysi ivodny, jednoduchy model dlhovekosti. Presvedéili sme sa o tom
pomocou viacerych dvojic historickych tmrtnostnych tabuliek. Zobrali sme napriklad
dmrtnostné tabulky Ceského statistického dfadu pre rok 1972 pre muzov (UT CSU
1972 muzi, [86]) a slovenské UT SUSR pre rok 2012 pre muzov (UT SUSR 2012 muzi,
[95]). Podotkli by sme, Ze slovenské tmrtnostné tabulky st dostupné v elektronicke;
forme len od roku 1996, prave preto sme pouzili UT CSU a predpokladali sme, ze
medzi ¢eskou a slovenskou populdciou nie st az také vyrazné demografické rozdiely.

Strednd budiica dizka novonarodeného muza v roku 1972 bola 66,92 roka, kym o 40
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pravdepodobnost prezitia jedného roka
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t (v rokoch)

Obr. 9: Pravdepodobnosti prezitia v roku 2013 (pg2¢), Sokové
pravdepodobnosti prezitia (pg,,,) a prechodné pravdepodobnosti prezitia

(Pose) (Zdrog: [95], vlastné spracovanie)

rokov neskor bol tento idaj 72,47 roka. Pomocou vyssie uvedenej metody posunutych
pravdepodobnosti imrtia sme odhadli koeficient posunu medzi UT CSU 1972 muzi
a UT SUSR 2012 muzi (u = 0,3407), zostrojili sme posunuté (projektované) prav-
depodobnosti imrtia a porovnali sme ich so skutoénymi pravdepodobnostami timrtia
v roku 2012. Najlepsiu zhodu sme dosiahli vo vekovom intervale od 62 do 85 rokov,
kde boli relativne rozdiely medzi skutoénymi a projektovanymi pravdepodobnostami
len niekolko percentné. Tento postup sme zopakovali pre viaceré dvojice imrtnostnych
tabuliek a vzdy sme dospeli zhruba k rovnakému vysledku. Této skuto¢nost by teda
mala byt empirickym “dokazom” praktickej pouZitelnosti metddy posunutych pravde-

podobnosti.

Pozn.: Prezentovana metdda posunutych pravdepodobnosti je totozna s odporicanou
metodikou Eurépskeho orgdnu pre poistovnictvo a dochodkové poistenie zamestnan-

cov (European Insurance and Occupational Pensions Authority, EIOPA) pre stresové
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testy dlhovekosti poistenych osob v zivotnom poisteni. V stresovych scendroch orga-
nizacie EIOPA sa obvykle pouziva koeficient zniZenia roénych mier umrtnosti 10%,
resp. 18% s okamzitou platnostou, teda takzvany jednorazovy Sok poklesu pravdepo-

dobnosti tmrtia (pre d'alsie podrobnosti pozri [87]).

Na predchadzajicich stranach sme prezentovali metodiku vytvorenia modelu dl-
hovekosti podla stredného variantu prognézy Infostatu a zostrojili sme dva modely:
jednu so Sokovymi pravdepodobnostami p/, a druhi s prechodnymi pravdepodobnos-
tami p/. Rovnaky postup sme aplikovali aj pre nizky, velmi nizky, resp. vysoky a velmi
vysoky variant prognézy Infostatu pre budiicu dizku novonarodenej osoby v roku 2050
a takto sme vytvorili dalsich 4 x 2 scendrov dlhovekosti?. Podrobnosti o vsetkych
piatich modeloch dlhovekosti, ktoré sme ziskali pomocou metody posunutych pravde-

podobnosti, sme uviedli v nasledujicej Tab. 1.

Tabulka 1: Odhady koeficientov posunu a stredné budtice diZky Zivota novonarodenej
a 62-rotnej osoby (uvedené v rokoch) pri roznych scendroch dlhovekosti (OS znamensd
okamzity Sok v pravdepodobnostiach imrtia, PP oznacuje postupny prechod medzi sticasnymi

a posunutymi pravdepodobnostami timrtia)

modely dlhovekosti (podla variantov Infostatu)

velmi nizky nizky stredny vysoky velmi vysoky
U 0,17172 0,24741 0,32328 0,42122 0,51039
€0(2050) 78,42 79,45 80,57 82,20 83,91

0S PP 0S PP 0S PP 0S PP 0S PP

oo || 20,39 19,43 | 21,15 19,69 | 22,00 19,97 | 23,26 20,36 | 24,60 20,77

(Zdroj: [90], vlastné spracovanie)

5.2.2 Leeho-Carterov model

Jednym najznamejsim dynamickym modelom imrtnostnych kriviek je tzv. Leeho-
Carterov model (Lee-Carter model, LC model) publikovany v roku 1992 v élanku
[45]. Autori ho povodne navrhli pre populdciu v Spojenych statoch americkych (USA),

pricom motivaciu im daval predovsetkym trend predlzovania ocakavanej diZky zivota

2Pri kazdom zo §tyroch modelov sme skonstruovali §okové pravdepodobnosti (okamzity §ok) a pre-

chodné pravdepodobnosti (postupny prechod).
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(novonarodenej osoby), ktord vzrastla medzi rokmi 1900 a 1988 v USA zo 47 na
75 rokov.® Demografov Lee-a a Cartera zaujimala hlavne odpoved na otdzku: ako
sa budi dalej vyvijaf miery dmrtnosti a ocakévans dizka zivota v najblizsich de-
satrociach? V ramci ndsho vyskumu aj my sme sa ¢iastoéne zaoberali s rieSenim tejto
otézky, a prave preto sme sa rozhodli aplikovat Leeho-Carterov model, ktory sa definuje
vztahom

Mgy = exp {a; + bpky + €24}, re X, teT, (5.4)

kde mg; je centralna miera dmrtnosti osoby vo veku z v roku ¢, a, a b, su vekovo
Specifické parametre modelu (nezavislé od ¢asu), k; je ¢asovo premenny dynamicky
faktor a €, ; ndhodny Sum s nulovou strednou hodnotou a disperziou o pre x € X, t €
T, kde X, resp. T st dané mnoziny vekov, resp. ¢asov (rokov). V niektorych pripadoch

sa pouziva iny tvar LC modelu
In (my) = az + bk + €4, reX,teT. (5.5)

Autori Lee a Carter v ¢lanku [45] uviedli, ze model (5.5) nie je mozné fitovat
oby¢ajnou metédou najmensich stvorcov, pretoze na pravej strane rovnice (5.5) sa ne-
nachddzaju ziadne regresori, len parametre (ktoré by sme cheeli odhadnit) a neznamy
dynamicky faktor k;. V prvom kroku preto navrhuji aplikovat metédu singuldrneho roz-
kladu (singular value decomposition, SVD) na maticu logaritmickych centralnych mier
umrtnosti M, M, ; = In (m,,) a pomocou priemernych log-centralnych mier tmrtnosti
odhadnttf parametre a, a b, pre x € X, aj ¢asové koeficienty k;, t € 7. V druhom kroku
sa potom mozu vylepsit odhady faktorov k;, napriklad vhodnou iteracnou metdédou
zameranou na minimalizaciu chyb medzi pozorovanymi a modelovanymi hodnotami
z prvého kroku odhadovacej metédy. Dalsie technické detaily metodiky a podrobna
diskusia o presnosti tychto odhadov v roznych vekovych skupinach si uvedené v pub-
likacii [45].

Pri kalibracii nasho LC modelu zameraného na slovenski populédciu vo vekovej
skupine 62 az 100 rokov sme vyuzivali programovy balik demography [38] v statistickom

softvéri R [67]. V prvej féze kalibracie sme potrebovali vytvorit vhodni databdzu

3Leeho-Carterov model sa stal velmi populdrnym v uplynulych dvoch desatrogiach, vyskumnici
ho pouzivali v stovkdch vedeckych publikacii. Okrem iného bol aplikovany pre francizske, ja-
ponské, argentinske alebo austrdlske obyvatelstvo a v kazdom pripade sa potvrdilo jeho primeranost

a pouzitelnost pre dand populdciu.
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historickych imrtnostnych tabuliek. Ako sme to uz spominal v podkapitole 5.2.1, imrt-
nostné tabulky Statistického tiradu Slovenskej republiky (SUSR) pre Slovensko st do-
stupné v elektronickej podobe len od roku 1996 (vid [95]), pricom medzi rokmi 1996 az
2002 sa zverejiiovali tabulky len pre muzsku, resp. Zenski populdciu selektivne. Tak-
zvané spoloéné timrtnostné tabulky (tabulky bez $pecifikdcie pohlavia) boli prvykrét
publikované v roku 2003 a odvtedy sa vyddvaju kazdorocne. Ked'ze pocas celého nasho
vyskumu sme pracovali so spoloénymi pravdepodobnostami imrtia a prezitia platnymi
pre celé slovenské obyvatelstvo, potrebovali sme vytvorit spoloéné tabulky aj pre roky
1996 az 2002.4 Spoloénti pravdepodobnost imrtia do jedného roka ¢, pre osobu vo veku
x rokov v kazdom pripade (pre kazdy rok) sme odhadli pomocou vazeného priemeru
pravdepodobnosti imrtia pre muzov a pravdepodobnosti imrtia pre Zeny, pricom za
vahy sme zvolili relativne pocty zijicich muzov, resp. zien vo veku x rokov v danom

roku. Mozeme teda pisat

U= gary gz ¥ty gz X% prew=062,63,....100,

kde ZM

M resp. ZZ je pocet Zijlicich muZov, resp. pocet Zijicich Zien vo veku x rokov
a ¢M resp. ¢Z je rotnd pravdepodobnost imrtia z-roéného muza, resp. roéna pravde-
podobnost timrtia z-roénej Zeny. Tento sposob sme osobitne zopakovali pre kazdé UT
od 1996 do 2002. Na Obr. 10, resp. Obr. 11 sme znazornili vyvoj imrtnostnych kriviek
(ro¢nych pravdepodobnosti umrtia bez $pecifikdcie pohlavia) medzi rokmi 1996 a 2013
pre dve vekové skupiny. Na Obr. 10 vidime postupné znizovanie pravdepodobnosti
umrtia medzi rokmi 1996 a 2013 skoro v kazdom veku = € (62; 80), imrtnostné krivky
sa posivaji smerom dole priblizne rovnomernym tempom (“rovnobezne” ). Priblizne vo
veku 86 rokov sa vsak historické timrtnostné krivky pretni (vid Obr. 11) a napriklad
v rokoch 2010-2013 su pravdepodobnosti imrtia pre x > 90 vyrazne vyssSie ako napr.

v rokoch 1996-1999, takze v celej, nami skimanej vekovej skupine (62 az 100 rokov)

historické imrtnostné krivky neklesaju “rovnobezne”.

V dalsom kroku pripravy databdzy timrtnostnych tabuliek roéné pravdepodob-

nosti umrtia sme konvertovali na roéné centralne miery timrtia, kedze LC model (5.4)

4Pri kalibracii LC-modelu pre slovenské obyvatelstvo sme cheeli mat k dispozicii ¢o najbohatsiu
databazu historickych imrtnostnych tabuliek, a preto sme sa neuspokojili s jedenastimi spolo¢nymi

UT SUSR vydanymi pre roky 2003 az 2013.
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Obr. 10: Vyvoj roénych spoloénych pravdepodobnosti imrtia na Slovensku
medzi rokmi 1996 a 2013 vo vekovej skupine 62 az 80 rokov

(Zdroj: [95], vlastné spracovanie)
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Obr. 11: Vyvoj rocnych spolocnych pravdepodobnosti imrtia na Slovensku
medzi rokmi 1996 a 2013 vo vekovej skupine 62 az 100 rokov

(Zdroj: [95], vlastné spracovanie)

je definovany prave pre centralne miery m,. Pri konverzii sme pouzivali priblizny vzfah

My R ————— pre z = 62,63, ...,100,
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ktory plati za predpokladu rovnomerného rozlozenia imrti v intervaloch (z,x + 1),

Vo € {62,63,...,99}. Pri uplnej notdcii by sme mohli pisat

Qx,t
11— %qgc,t

kde X = {62,63,...,100} a T = {1996, 1997, ...,2013}.

Myt =

)

) x€X7tET7

V poslednej etape vytvarania nasej databazy sme ulozili idaje o poc¢toch zijucich
vo vekoch 62 az 100 rokov. V pripade UT SUSR 1996 az 2002 sme séitali pocty Zijtcich
muzov a zien v danom veku (Z¥ + ZZ), kym pri UT SUSR 2003 az 2013 sme pouzili
oficidlne publikované tidaje o pocte zijicich zo spolo¢nych tabuliek.

Podla odporicanych postupov balika demography sme v prostredi softvéru R
vytvorili objekt typu demogdata, ktory obsahoval iidaje o centralnych mierach imrtia
a poctoch zijucich vo vekoch 62 az 100 rokov na Slovensku medzi rokmi 1996 a 2013.
Nésledne sme pomocou prikazu 1ca odhadli parametre Leeho-Carterovho modelu, t. j.
parametre vekového profilu a,, parametre interakcii medzi vekovymi skupinami a ¢a-
sovymi zmenami b, a faktory casovej dynamiky k;. Samotné ¢iselné hodnoty odhadov

parametrov sme uviedli v Prilohe B a znazornili sme ich aj na Obr. 12.
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vek x (v rokoch) vek x (v rokoch) roky (t)

Obr. 12: Odhady parametrov Leeho-Carterovho modelu pre slovensku
populdciu (pre data z rokov 1996-2013 a pre vekové rozpétie 62-100 rokov)

(Zdroj: vlastné spracovanie)

Po tspesnom odhadnuti parametrov LC modelu sme vytvorili modelovii prognézu
budiiceho vyvoja timrtnosti na Slovensku v rokoch 2014 az 2055. Opét sme sa spolie-
hali na balik demography a vyuzivali sme jeho $pecidlnu funkciu forecast, ktora na

zéklade odhadnutého LC modelu dokdzal predpovedat budice logaritmické centrilne
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miery umrtia v danom vekovom rozpéti (v nasom pripade 62 az 100 rokov) a vytvo-
ril k nim aj predikény interval spolahlivosti (s nami zvolenou presnostou 90%). Celd
metodika predikcie bola zalozena na autoregresnom integrovanom modeli kizavych prie-
merov (autoregressive integrated moving average, ARIMA) pre dynamické faktory k;
(pre d'alsie podrobnosti pozri publikdciu [45]). Funkcia forecast okrem log-centrélnych
mier umrtia predpovedal aj stredné budice diZky zivota osoby vo veku 62 rokov v ro-

koch 2014 az 2055 (vid Tab. 2). Pre ilustrdciu by sme dodali, Ze strednd budiica dizka

Tabulka 2: Predikcie strednej budice;j deky zivota osoby vo veku 62 rokov pre roky
2014-2055 (uvedené v rokoch)

rok || 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021 | 2022 | 2023 | 2024

~

€2 || 19,05 | 19,17 | 19,29 | 19,41 | 19,53 | 19,65 | 19,76 | 19,88 | 19,99 | 20,11 | 20,22

rok || 2025 | 2026 | 2027 | 2028 | 2029 | 2030 | 2031 | 2032 | 2033 | 2034 | 2035

~

€ || 20,33 | 20,44 | 20,54 | 20,65 | 20,76 | 20,86 | 20,96 | 21,06 | 21,16 | 21,26 | 21,36

rok || 2036 | 2037 | 2038 | 2039 | 2040 | 2041 | 2042 | 2043 | 2044 | 2045 | 2046
€2 || 21,45 | 21,55 | 21,64 | 21,73 | 21,83 | 21,92 | 22,00 | 22,09 | 22,18 | 22,26 | 22,35

rok || 2047 | 2048 | 2049 | 2050 | 2051 | 2052 | 2053 | 2054 | 2055

éeo || 22,43 | 22,51 | 22,59 | 22,67 | 22,75 | 22,82 | 22,90 | 22,97 | 23,05

(Zdroj: vlastné spracovanie)

zivota 62-rocnej osoby bola v rokoch 2011, 2012, 2013 postupne 18,63, 18,73, resp. 18,92
roka (podla zdroja [95]). V Tab. 2 vidime pokracovanie v rastiicom trende ocakdvane;
budtcej diZky zivota (podla predpovedi ndsho nakalibrovaného LC modelu). Grafické
znazornenie historickych strednych budtcich dizok zivota 62-ro¢nej osoby v rokoch
1996 az 2013 a Leeho-Carterovych predikcii strednych budicich dizok zivota na roky
2014 az 2055 je uvedené v Prilohe B na Obr. 17.

Ako sme uz spominali, pomocou funkcie forecast sme predikovali budice log-
centralne miery umrtia mgs, mgs, - .., Mmigg pre roky 2014, 2015, ..., 2055, ktoré sme

nasledne previedli na centralne miery umrtia m,, a potom sme ich konvertovali po-

ma

T70.55, ha rocné pravdepodobnosti umrtia

mocou spitného priblizného vztahu ¢, ~
0625 63, - - - > qroo (pre kazdy rok 2014 az 2055 zvlast). Analogicky sme postupovali aj

v pripade dolnej, resp. hornej hranice 90%-ného predikéného intervalu spolahlivosti
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pre predikované log-centralne miery. Ziskali sme tak tri matice, kazdi s dimenziami
39 x 42, obsahujuce rocné pravdepodobnosti timrtia, resp. k nimi patriace hodnoty

dolnych, resp. hornych hranic intervalov spolahlivosti.

Pozn.: Na Obr. 18, Obr. 19, Obr. 20, Obr. 21 v Prilohe B sme znézornili dynamiku
budicich predpovedanych imrtnostnych kriviek. Pri Leeho-Carterovych predikciach sa
prejavil podobny efekt, ako v pripade historickych imrtnostnych kriviek z UT SUSR
1996-2013, pretoze krivky sa prekrizovali okolo veku = 86 (pozri aj Obr. 11). To
viak nemozeme povazovat za nedostatok nakalibrovaného LC modelu, pretoZe ten
takymto sposobom “zachytil” dynamiku historickych kriviek a preniesol ju aj do svo-
jich predikcii. V predpovediach LC modelu si méZeme viimnit stale pravdepodobnejsie
prezivanie vo vekoch 62 az 80 rokov (vid Obr. 18 a Obr. 20 v Prilohe B) a ndsledné
vyssie pravdepodobnosti imrtia vo vekoch 90 az 100 rokov (vid Obr. 19 a Obr. 21
v Prilohe B). Na vysoké predpovedané hodnoty pravdepodobnosti imrtia nad vekom
90 rokov vplyva aj horné ohrani¢enie modelu hrani¢cnym vekom x,,,, = 100 rokov. Pri
nasom LC modeli sme totiz neposuvali horni vekovi hranicu tmrtnostnych tabuliek
(nepredlzovali sme maximélny mozny vek dozitia) a nakalibrovany model to kompenzo-
val prave vysokymi pravdepodobnostami imrtia vo vekoch 90 az 100 rokov. Hlavnym
dovodom zafixovania maximéalneho veku v UT bolo stanovenie predpokladu, ktory sme
pouzivali pri vypoc¢toch mesacnych dochodkovych davok z druhého piliera, kde sme
vietky nase vypocty ohranicili maximalnym vekom déchodcov Z,,q, = 100 rokov (vid

podkapitolu 5.4).

Osobitné postavenie sme dali Leeho-Carterovym predikcidm pre rok 2015, ked'ze
v nagich vypoétoch sme chceli modelovat vypldcanie dozivotnych dochodkov z tspor
v druhom dochodkovom pilieri so zaciatkom v roku 2015.° Zakladni vysku dochod-
kovej ddvky sme pocitali aj pomocou Leeho-Carterovych pravdepodobnosti gg2(2015),
Ge3(2015), ..., Gi0o(2015) (vid podkapitolu 5.4). O vhodnosti a pouzitelnosti tychto
pravdepodobnosti svedéi aj Obr. 13, resp. Obr. 22 uvedeny v Prilohe B, na ktorych
sme zobrazili vyvoj historickych imrtnostnych kriviek z rokov 2011, 2012, 2013 a Leeho-
Carterovych predpovedanych imrtnostnych kriviek pre roky 2014 a 2015.

5Oficidlne tmrtnostné tabulky Statistického tradu Slovenskej republiky pre rok 2015 budi pub-
likované az v roku 2016, a prave preto sme potrebovali v ase pisania tejto prace predikovat prav-

depodobnosti umrtia v roku 2015.
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Obr. 13: Porovnanie historickych imrtnostnych kriviek z rokov 2011, 2012,
2013 a Leeho-Carterovych predikovanych imrtnostnych kriviek pre roky
2014, 2015 pre vekové rozpatie 62-80 rokov (Zdroj: vlastné spracovanie)

Na Obr. 23 uvedenom v Prilohe B sme prezentovali Leeho-Carterovu predpove-
danui dmrtnostnu krivku platni pre rok 2015 spolo¢ne s hranicami 90%-ného intervalu
spolahlivosti. Ked'Zze tato timrtnostnd krivka je len druhou v poradi v sibore pred-
povedanych kriviek, k nemu patriaci 90%-ny predikény interval je pomerne tizky. Aj
tento fakt svedéf o tom, Ze pouzitie Sirsej bazy historickych UT (UT SUSR 1996-2013)
mé dobry vplyv na presnost predikovanej imrtnostnej krivky pre rok 2015 a mozeme
ju pouzit s velkou istotou.® V rdmci nasich dalsich vypoctov uvedenych v podkapi-
tolach 5.4 az 5.6 sme pre Leeho-Carterov model pre rok 2015 s dolnou, resp. hornou
hranicou 90%-ného predikéného intervalu spolahlivosti pouzivali skratky LCAZ2015,
LCA2015 DH, resp. LCA2015 HH. Pre tplnost by sme dodali, Ze podla prognézy mo-
delu LCA2015 strednd budica dizka zivota 62-ro¢nej osoby v roku 2015 bude 19,17
roka s 90%-nym intervalom spolahlivosti (18,25; 20,03) roka’.

6Samotné odhady Leeho-Carterovych pravdepodobnost{ gs2(2015), Gg3(2015), ..., G100(2015), ako

aj hranice 90%-ného intervalu spolahlivosti si tiez uvedené v Prilohe B.

"Uvedent dolnt, resp. hornt hranicu intervalu spolahlivosti strednej budiicej diZky zivota sme
pocitali pomocou dolnej, resp. hornej hranice predikéného intervalu pre roéné pravdepodobnosti timrtia

(pozri Prilohu B).
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Na zaver tejto podkapitoly by sme prezentovali postup pouzivany pri vytvoreni
Leeho-Carterovho modelu dlhovekosti. Ako sme uz spominali, jednou z hlavnych
motivacii nasSho vyskumu bolo modelovanie vyplacania dozivotnych dochodkov z dru-
hého piliera pri ohlade na mozni dlhovekost déchodcov. Pomocou vyssie uvedeného LC
modelu sme ziskali predikcie budicich imrtnostnych kriviek (vektorov pravdepodob-
nosti umrtia) pre roky 2014 az 2055 (pozri Prilohu B, Obr. 18 a Obr. 19). Idea nasho
modelu dlhovekosti bola t4, Ze ako dochodca postupne starne, tak jeho tmrtnost sa
mé riadit vidy podla aktudlnych tdmrtnostnych tabuliek. V pripade LC modelu dl-
hovekosti sme teda pouzivali predikcie roénych pravdepodobnosti imrtia §g2(2015),
G63(2016), G64(2017), ..., G100(2055). Na Obr. 24 v Prilohe B sme znazornili Leeho-
Carterovu timrtnostni krivku dlhovekosti a hranice 90%-ného intervalu spolahlivosti
pre predikovani krivku dlhovekosti.® LC model dlhovekosti sme pouzivali na dvojaké
ucely: jednak na vypocet spravodlivej dochodkovej davky za predpokladu, ze sa berie
do tvahy aj moznd dlhovekost dochodcov, a tiez na stresové testovanie vysky dévok
pocitanych pri Standardnych pravdepodobnostiach timrtia (bez uvazovania dlhove-
kosti). V nasich d'alsich vypoctoch sme pre Leeho-Carterov model dlhovekosti s dolnou,
resp. hornou hranicou 90%-ného predikéného intervalu spolahlivosti pouzivali skratky
LCA DL, LCA DL DH, resp. LCA DL HH. Pre tplnost by sme uviedli, Ze podla
prognoz modelu LCA DL stredna budtca dizka zivota 62-roc¢nej osoby bude 20,29 roka
s 90%-nym intervalom spolahlivosti (17,64; 22,64) roka®. Vsimnime si, Ze uvedeny
interval je pomerne §iroky, ¢o je sposobené velkou dizkou predikénej doby (vyse 40
rokov). Prejavenie takého efektu bolo prirodzené, pretoze cely postup bol zalozeny na
ARIMA modeli a jeho predikénych intervaloch. Z hladiska zivotnych poistovni, ktoré
by vyplacali doZivotné dochodky pre 62-roénych sporitelov, moZzeme povazovat hranice
intervalu (17,64; 22,64) napr. za velmi optimisticky, resp. velmi pesimisticky scenar

dlhovekosti (d'alsie podrobnosti st uvedené v podkapitoldch 5.4 a 5.5).

80dhady Leeho-Carterovych pravdepodobnosti g2 (2015), G63(2016), . . ., G100(2055), ako aj hranice
y Y J

90%-ného predikéného intervalu spolahlivosti pre LC model dlhovekosti st uvedené v Prilohe B.

9Dolnt, resp. horni hranicu intervalu spolahlivosti pre strednd budiicu dizku zivota 62-rocnej
osoby sme opif poéitali prostrednictvom dolnej, resp. hornej hranice predikéného intervalu pre roéné

pravdepodobnosti imrtia pri modeli LCA DL (pozri Prilohu B).
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5.3 Odhadnuté modely tirokovych mier a vynosovych kriviek

Dalsimi dolezitymi prvkami nasich analyz boli starostlivo odhadnuté modely tro-
kovych mier, vynosov standardnych dlhopisov a vynosovych kriviek. Pri nastaveni jed-
notlivych modelov a odhade vynosovych kriviek sme sa spoliehali na postupy zadefino-
vané v druhej kapitole tejto prace. Odhadnuté vynosové krivky mali dva iicely pouzitia:
jednak sluzili na tzv. trhovy vypocet vysky mesacnej dochodkovej davky vyplacanej
z druhého piliera (pozri podkapitolu 5.4), a tiez na stresové testovanie dozivotnych
dochodkov s ddvkami pocitanymi pri roznych technickych tirokovych mierach (vid pod-

kapitolu 5.5 a 5.6).

5.3.1 Datové subory

Na zaciatku ndsho vyskumného procesu sme si stanovili ciel, aby vsetky odhad-
nuté modely (¢i uz demografické alebo irokové), ako aj samotné vypocty ¢o najdovery-
hodnejsie a najpresnejsie reflektovali redlnu situaciu na Slovensku. Prave preto sme si
zvolili také podkladové data tirokovych mier a vynosov dlhopisov, ktoré su typické pre
slovensky trh. Ako okamziti trokovi mieru sme pouzivali kratkodobt mieru EONTA
(Euro OverNight Index Average, [88]), pricom sme mali k dispozicii denné historické
data zo stvorroéného obdobia 03.01.2011-31.12.2014. Dalej sme vyuzivali roéné trokové
miery EURIBOR (Euro Interbank Offered Rate, [88]) s jedno- az dvandstmesacnou
splatnostou, pricom denné dita sme cerpali z rovnakého Stvorroéného obdobia ako
v pripade EONIA.1® Okrem spominanych tirokovych mier sme pouzivali aj tidaje z Na-
rodnej banky Slovenska (NBS) o vynosoch slovenskych vladnych dlhopisov (VSVD,
[91]) s 5-, resp. 10-ro¢nou dobou splatnosti z obdobia od januara 2011 do decembra
2014. Poznamenali by sme, ze tieto data boli publikované raz za mesiac a aby sme ich
mohli pouzit spolu s dennymi idajmi EURIBOR, upravili sme ich na dennu frekven-
ciu (pre kazdy pracovny den v danom mesiaci sme pouzili ten isty vynos, ktory platil
v aktudlnom mesiaci).!! Povodné roéné efektivne tirokové miery EURIBOR a rotné

efektivne vynosy sme konvertovali na ro¢né intenzity trokovania (na roéné spojité

100d roku 2009 oficidlnou menou v Slovenskej republike je euro (EUR) a je zndme aj to, Ze slovenské
Zivotné poistovne podstatni ¢ast prostriedkov technickych rezerv investuji v §tdtoch eurozény. Z toho
dovodu sme povazovali za rozumné zvolit prave miery EONIA a EURIBOR ako podkladové tirokové

miery naSich modelov.
1 Prezentovany postup vytvorenia dennych dét VSVD z mesa¢nych mohol viest k malym nepres-

nostiam pri odhadnuti{ parametrov modelov trokovych mier.
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tirokové miery) a v dalsom vyklade pod pojmami trokové miery, resp. vynosy dI-
hopisov sme rozumeli prave tieto konvertované, spojité urokové miery, resp. vynosy.
Vyvoj historickych trokovych mier a vynosov dlhopisov medzi rokmi 2011 a 2014 sme

prezentovali na Obr. 25, Obr. 26 a Obr. 27 v Prilohe C. Poznamendame, Ze trokové

Tabulka 3: Prehlad o stiboroch historickych trokovych mier a vynosov dlhopisov

ndzov suboru frekvencia ddt casovy interval zdroj

EONIA | EONIA dennd 03.01.2011-31.12.2014 | EMMI [88]

EURIBOR 1M
EURIBOR 2M
EURIBOR 3M
EURIBOR dennd 02.01.2011-31.12.2014 | EMMI [8§]
EURIBOR 6M
EURIBOR 9M

EURIBOR 12M

VSVD 5Y
VSVD mesacna jan. 2011 - dec. 2014 | NBS [91]
VSVD 10Y

(Zdroj: vlastné spracovanie)

miery EURIBOR 1M az 12M v skutocnosti nie st viazané na ziadne dlhopisy. Napriek
tomu my sme ich pouzivali na odhad ¢asovej struktiry vynosov standardnych dlho-
pisov. Tiito skutoénost by sme mohli povazovat za d’als{ technicky predpoklad nasich

modelov.

5.3.2 Odhadnuty Vasickov model

Na zdklade datovych stiborov (resp. ich ur¢itych usekov) sme odhadli parametre
podkladového Vasickovho procesu (2.4), ktory sme definovali v druhej kapitole tejto
prace. Pri odhade neznamych parametrov sme aplikovali druhy z prezentovanych postu-
pov (pozri podkapitolu 2.2.2), teda metodiku publikovant v préci [79].1 Dalsie detaily
pouzitych datovych suborov su uvedené v Tab. 4. V prvom kroku odporticaného po-

stupu sme pocitali odhady pomocnych parametov o, £, p, potom sme ich transformovali

12Nezndme parametre Vasickovho modelu sme skisili odhadniif aj pomocou prvého prezentovaného
pristupu, teda metédou prevzatou z ¢lanku [34]. Této metodika vSak dédvala nepripustné parametre

Vasickovho procesu (tento problém sme spomenuli aj v podkapitole 2.2.2).
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Tabulka 4: Déta pouzité pri odhade parametrov Vasickovho modelu

oznacenie modelu pouzité ddtové subory casové obdobie

EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M
VAS1 01.09.2014-31.12.2014
VSVD 10Y

(Zdroj: vlastné spracovanie)

do sveta povodnych parametrov k, 6, o, A\. Na zaver sme urcili kvalitu odhadnutého
modelu, a to pomocou pomeru vierohodnosti M LR a nelinearneho koeficientu deter-
mindcie R? (pre dalsie detaily pozri podkapitolu 2.2.3). Odhady parametrov a hod-
noty ukazovatelov kvality odhadnutého Vasickovho modelu (ozn.: VASI) si uvedené
v Tab. 5. Na tomto mieste by sme poznamenali, ze cely postup odhadnutia parametrov
sme vykonali v §tatistickom softvéri R [67] pomocou nami implementovanych funkecif
a algoritmov (ukdzka programového kédu pre odhad parametrov Vasickovho modelu je

uvedend v Prilohe D). Z Tab. 5. vidime, Ze hodnoty oboch indikatorov kvality st velmi

Tabulka 5: Odhady parametrov modelu VASI a indikatory kvality modelu: pomer

vierohodnost{ M LR a nelinedrny koeficient determindcie R?

ozn. modelu odhady parametrov MLR R?

i = 0,3566745801; 6 = 0,0001206708;
VAS1 ) 0,9462670696 | 0,9911619293
& = 0,0016420135; \ = —4,1153421901;

(Zdroj: vlastné spracovanie)

blizko k jednej, ¢o znamena, ze odhadnuty model VAS? dobre fituje redlne trokové
miery a vynosy, a teda mal by byt pouZitelny na odhad celej ¢asovej struktiiry vynosov
standardnych dlhopisov.

Pomocou odhadnutych parametrov modelu VAS! (uvedenych v Tab. 5) a vztahu
(2.12) sme zostrojili odhadnutii Vasickovu vynosovii krivku R(7,7), pricom za zacia-
toéni okamzitu urokovi mieru ry sme zvolili hodnotu 0,00011937 p. a. Vizudlny fit
(kvalitu) odhadnutej Vasickovej vynosovej krivky mozeme posudit aj pomocou Obr. 14,
na ktorom sme zobrazili odhadnuti vynosovu krivku a hodnoty trokovych mier EURI-

BOR 1M az 12M a vynosov dlhopisov VSVD 10Y v obdobi od 01.09.2014 do 31.12.2014.
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+ data: EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M; VSVD 10Y

RO(Tv "0)

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025

¥
a
¥
I 3 ro = priemer(EONIA) = 0,00011937 — VAS1
I
0 10 20 30 40

T (v rokoch)
Datové obdobie: 01.09.2014-12.31.2014

Obr. 14: Odhadnuta vynosova krivka modelu VAS? a hodnoty irokovych
mier EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M a vynosov dlhopisov VSVD
10Y v obdobi od 01.09.2014 do 31.12.2014 (Zdroj: [88], [91], vlastné

spracovanie)

Odhadnuti krivku modelu VASI sme dalej vyuZivali v rdmci nasich vypoctov uve-

denych v podkapitolach 5.4 a 5.5.

5.3.3 Odhadnuté CIR modely

Pri nastaveni podkladovych Coxovych-Ingersollovych-Rossovych modelov (CIR
modelov) sme postupovali podobne, ako v pripade odhadu Vasickovho modelu. Pomo-
cou nami implementovanych programov v softvéri R sme odhadli trojicu pomocnych
parametrov ¢, (, o, ktoré sme transformovali na poévodné parametre k, 6, o, A, potom
sme overili kvalitu odhadnutych CIR modelov a na zaver sme zostrojili CIR vynosové
krivky é(T, 7). Dalsie podrobnosti st uvedené v Tab. 6 a Tab. 7. Z poslednych dvoch
stipcov Tab. 7 vidime, Ze vSetky §tyri odhadnuté CIR modely by mali byt dostatoc¢ne
presné a pouzitelné na odhad celej ¢asovej struktiry ro¢nych vynosov standardnych
dlhopisov. Na Obr. 28 a Obr. 29, ktoré si uvedené v Prilohe C, sme znazornili fit od-
hadnutych vynosovych kriviek CIR modelov voéi historickych datam trokovych mier a

vynosov dlhopisov. Na Obr. 15 sme zobrazili vSetky styri odhadnuté vynosové krivky
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Tabulka 6: Data pouzité pri odhade parametrov CIR modelov

oznacenie modelu pouZité ddtové subory casové obdobie
CIR1 EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M | 03.01.2011-31.12.2014
EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M
CIR2 03.01.2011-31.12.2014
VSVD 5Y, 10Y
CIR3 EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M | 02.01.2014-31.12.2014
EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M
CIR/ 02.01.2014-31.12.2014
VSVD 5Y, 10Y

Tabulka 7: Odhady parametrov modelov CIR1, CIR2, CIRS3, CIR/ a indikatory kvality

(Zdroj: vlastné spracovanie)

modelov: pomer vierohodnosti M LR a nelinedrny koeficient determindcie R?

ozn. modelu

odhady parametrov

MLR

R2

CIR1

% = 72,16178848; 6 = 0,0001020851;

5 = 0,7317726665; A = —73,34601118;

0,9951716988

0,7993741820

CIR2

% = 10,17456052; 6 = 0,0002870042;
& = 0,2633996146; A = —10,70631829;

0,9999056199

0,9084259715

CIR3

% = 36,20538781; 6 = 0,0002442299;
& = 0,3742869009; A = —35,84052154;

0,9916688734

0,9526628565

CIR4

% = 6,167353185; 6 = 0,0002078876;
& = 0,1648599964; \ = —6,589439288;

0,9975804686

0,9587247731

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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R(7,70) pri pociatocnej hodnote okamzitej irokovej miery ro = 0,001439 p. a., ¢o bola

hodnota miery EONIA dna 31.12.2014.

Ty
o
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o | S s et
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Obr. 15: Porovnanie priebehu odhadnutych vynosovych kriviek modelov

CIR1, CIR2, CIR3 a CIR4 (Zdroj: vlastné spracovanie)

5.3.4 Odhadnuté NS a SV modely

V réamci tejto Casti si prezentované podrobnosti o kalibracii nami pouzivanych
Nelsonovych-Siegelovych, resp. Svenssonovych modelov vynosovych kriviek. V pripade
modelov NS1, SV1 a SV2 sme nastavili tzv. priemernu vynosovu krivku tak, ze sme
v kazdom casovom bode osobitne odhadli parametre kriviek a na zaver sme pocitali
priemerné parametre 5\, BO, Bl, Bg, resp. A1, Ao, Gp, G, G, O3 (pre d'alsie podrobnosti
pozri ¢lanok [28]). Pri odhade parametrov modelu NS2 sme pouzivali jediny ¢asovy bod
(data z posledného dna roku 2014) s 8-zlozkovym vektorom pozorovani trokovych mier
a vynosov dlhopisov. Vizualny fit odhadnutych vynosovych kriviek voci historickym
datam sme znézornili v Prilohe C na Obr. 30, Obr. 31, Obr. 32, Obr. 33, Obr. 34, resp.
Obr. 35. Porovnanie vSetkych styroch vynosovych kriviek NS1, NS1, SVI a SV2 sa
nachadza na Obr. 16. Z Obr. 16 je zrejmé, Ze najoptimistickejsiu vynosovu krivku ndm
pontika model NS1, v ktorom vynosy standardnych dlhopisov so 40-roénou splatnostou

presiahnu 4%-nu hranicu. Naopak, najpesimistickejsimi modelmi si NS2 a SV2, pri
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Tabulka 8: Déta pouzité pri odhade parametrov NS a SV modelov

oznacenie modelu pouzité ddtové subory c¢asové obdobie
EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M
NS1 02.01.2014-31.12.2014
VSVD 5Y, 10Y
EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M
NS2 31.12.2014
VSVD 5Y, 10Y
EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M
SV1 02.01.2014-31.12.2014
VSVD 5Y, 10Y
EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M
SV2 01.12.2014-31.12.2014
VSVD 5Y, 10Y

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 16: Porovnanie priebehu odhadnutych vynosovych kriviek modelov

NS1, NS2, SV1 a SV2 (Zdroj: vlastné spracovanie)

ktorych roéné vynosy 40-roé¢nych dlhopisov dosiahnu len hodnotu zhruba 2%. V Tab. 9
st uvedené odhady parametrov a ukazovatele kvality jednotlivych modelov. Podla koefi-
cientu determindcie a upraveného koeficientu determinécie mozeme postidit, Ze modely

NS2 a SV2 s vysokou pravdepodobnostou by mali byt pouzitelné ako odhad vynosov
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standardnych dlhopisov. Nie ndhodou préave tieto dva modely dostali najlepsie hodno-
tenie kvality. Modely NS2 a SV2 boli totiz kalibrované na najkratsom ¢asovom useku,
a preto dosiahli najlepsi fit voc¢i historickym datam. Trochu horsie dopadli vynosové
krivky NS1 a SV1, ktoré boli odhadnuté na zaklade dat z celého roku 2014. Napriek
niz§fm hodnotam koeficientov determindcie sme ich aplikovali v d'alsich vypoctoch, no

pri stanoveni zaverov zalozenych na modeloch NS1, resp. SV1 sme boli opatrnejsi.

Tabulka 9: Odhady parametrov modelov NSI, NS2, SV1, SV2 a indikdtory kvality
odhadnutych vynosovych kriviek: koeficient determindcie R? a upraveny koeficient de-

. s’ . 2
terminacie R ,;

ozn. modelu odhady parametrov R? Rz dj

~ ~

\ = 0,01493534186; By = 0,0597758414;
NS1 ) ) 0,7931510922 | 0,6380144114
By = —0,0577325591; By = —0,0428869967;

A = 0,0149353419; Sy = 0,0280151458;
NS2 A X 0,9711263891 | 0,9494711811
B = —0,0272740141; B = —0,0115803661;

A1 = 3,903448871; Ay = 22,90247036;
SV1 ap = 0,0387882496; 1 = —0,0374516950; | 0,8082258830 | 0,3287905905
do = —0,0228972760; ciz = —0,0887208802;

A1 = 3,903448871; Ay = 25,09365953;
SV2 oo = 0,0235740747; &1 = —0,0233678509; | 0,9998187156 | 0,9993655046
g = —0,0157794476; a3 = —0,0510926552;

(Zdroj: vlastné spracovanie)

5.4 Modelové vypocty dochodkovych davok

V tejto podkapitole je prezentovana ¢ast hlavnych vysledkov nasho vyskumu, a to
vypocet vysky davky pri dozivotnom mesacne vyplidcanom polehotnom déchodku pri
roznych demografickych predpokladoch a modeloch trokovych mier, ktoré boli defino-

vané v podkapitolach 5.2, resp. 5.3.

5.4.1 Technické predpoklady

V rdmci nasich vypoctoch sme predpokladali, ze osoba (sporitel v druhom pilieri)

vo veku x = 62 rokov, ktora nasporila v starobnom dochodkom sporeni sumu P =
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10000 EUR, poziada nasu modelovii Zivotni poistoviiu o okamzity mesaéne vyplacany
dozivotny dochodok bez valorizdcie a bez pozostalostnych dochodkov. Ako sme uz
spominali v podkapitole 5.1, pri modelovych kalkulaciach vysky dochodkovej davky
sme brali do dvahy aj podmienku o tom, ked dochodca zomrie v prvych siedmych
rokoch sporenia, tak nevyplatend ¢ast prvych 84 ddvok sa vyplati pozostalym v jednej

sume, hned po tmrt{ poberatela dochodku (pozri zékon [85], odsek 2 §32).

Pri vypocte mesacnej davky sme nastavili nasledovné modelové koeficienty brutto-
principu zivotného poistenia: zaciatocné naklady a = 5% pocitané zo sumy urcenej
na vyplacanie davok v prvom roku vyplacania dochodku, bezné naklady spojené pre-
dovsetkym s vyplacanim dochodkovych dévok vo vyske 5 = 4% pocitanej z kazdej
dévky (pocas celej doby poistenia), inkasné naklady v = 1% z prevedenych tspor zo
starobného dochodkového sporenia, marzu poistovne € = 5%, ktort poistovia aplikuje
pri vypldcani ¢asti poistného v pripade dmrtia poberatela dochodku v prvych siedmych

rokoch poistenia.'?

V tretej kapitole tejto prace sme odvodili formulu (3.23), ktort sme pouzivali
na vypocet mesacnej dochodkovej davky pri technickych trokovych mierach vo vyske
0% p. a., 0,5% p. a., 1,2% p. a., 1,9% p. a. (v silade s opatrenim Nérodnej banky
Slovenska [59] o maximélnej vyske technickej trokovej miery). Dalej sme vyuzivali aj
nase odhadnuté modely vynosovych kriviek VAS1, CIR1, CIR2, CIR3, CIR4, NS1,
NS2, SV1, SV2 uvedené v podkapitole 5.3. Kalkuldciu dochodkovej davky zalozent
na diskontovani penaznych tokov vynosmi ziskanymi z vynosovej krivky sme pracovne
pomenovali trhovy vypocet dochodkovej davky. V tomto pripade bolo potrebné vzorec

(3.23) modifikovat pre pripad premenlivej tirokovej miery do nasledujiceho tvaru

s 1 (1-y)P
Sy A —
2~

, (5.6)

(1+5) (gx—£)+a+(1—5)M

13Podla odseku 2 §32 zdkona ¢. 43/2004 poistitel méze znizit vysku vypldcanej sumy o sumu
opravnene vynalozenych nakladov na jej vyplatu v hotovosti. Parameter ¢ vyjadruje prave tiato per-
centualnu marzu, o ktord poistoviia znizi vypldcant sumu v pripade tdmrtia poistenca v prvych sied-

mych rokoch poistenia.
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a ﬁ( 7) je hodnota vynosu v ¢ase j dand odhadnutou vynosovou krivkou é()

V kombinacii s vyssie spominanymi modelmi irokovych mier sme aplikovali rozne
demografické predpoklady systémom “kazdy s kazdym” a dostali sme celi maticu
vysledkov (mesaénych dochodkovych ddvok). Pouzili sme statické imrtnostné tabulky
UT SUSR 2013 (spolu) a Leeho-Carterove predpovede pre rok 2015 (s dolnou a hornou
hranicou predikéného intervalu), resp. modely dlhovekosti ziskané metédou posunutych
pravdepodobnosti (okamzity sok, postupny prechod) a Leeho-Carterov model dlhove-

kosti (s dolnou a hornou hranicou intervalu spolahlivosti pre LC model dlhovekosti).
Do nasich analyz okrem spominaného trokového rizika a rizika dlhovekosti sme

d'alsie rizikd nezahrnuli.'* Skutoéné Zivotné poistovne pri vypldcani dozivotnych do-
chodkov z druhého piliera by skoro urcite uvazovali aj

e investi¢né riziko, pripadne iné trhové rizika,

e poistno-technické riziko (underwriting risk),

e legislativne riziko, politické riziko,

e reputacné riziko,

e riziko plyntice zo $pecifického zlozenia skupiny sporitelov (déchodcov),

e umrtnostné riziko,

e riziko vypovedania poistnych zmliav,

e a dalsie rizikové faktory.

1 7Zahrnutie d'alsich rizikovych faktorov presahovalo moznosti tejto zavereénej prace, a to kvoli dvom
d6vodom: nedostupnost /neexistencia historickych tidajov o danom faktore (napr. o riziku vypovedania

poistnej zmluvy) alebo ndroénd kvantifikdcia rizika (napr. politického alebo legislativneho rizika).
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5.4.2 Vysledky vypoctov — mesacné vysky déchodkovych davok

Vysledky nasich modelovych vypoctov st uvedené v Tab. 10, Tab. 11, Tab. 12,
resp. Tab. 13 na nasledujicich stranach. Tab. 10 obsahuje vysledky vypoctov pri
rocnych technickych urokovych mierach 0%, 0,5%, 1,2%, 1,9% v kombinécii s demo-
grafickymi modelmi zalozenymi na prognoézach Infostatu a metéde posunutych prav-
depodobnosti. Pokracovanim je Tab. 11, v ktorom su prezentované vysky rocénych
dochodkovych davok pri rovnakych demografickych predpokladoch ako v Tab. 10,
ale uz pri trhovych modeloch vynosovych kriviek. Na dalsich strandch st uvedené
Tab. 12 a Tab. 13, v ramci ktorych sme pouzivali Leeho-Carterove predpovede pre rok
2015 a Leeho-Carterov model dlhovekosti v kombinacii s konstantnymi technickymi

tirokovymi mierami, resp. trhovymi modelmi vynosovych kriviek.'®

Povazujeme za dolezité, aby sme poznamenali, Zze modelové dochodkové davky
uvedené v tejto casti nie s findlnymi vysledkami, ktoré by poistovne mali vypldcat
svojim klientom ako “spravodlivy dochodok”. Tie naSe vysledky povazujeme len za
starostlivo nastavené prvotné odhady davky, ktoré uz zohladiiuji vplyv dvoch riziko-
vych faktorov a ktoré by mohli vstupit do d'alsich etdp stanovenia vyslednej dochod-
kovej davky. V tych d'alsich krokoch by sa mohlo uvazovat posobenie dalsich rizik,
mohlo by prebehnit stresové testovanie a analyza ziskovosti poistné produktu a pod.
Pri vécsine rizikovych faktorov spomenutych na konci podkapitoly 5.4.1 plati, ze ich

zapocitanie by v kone¢nom dosledku sposobilo znizenie mesac¢nej dochodkovej davky.

15Vsetky vypocty sme vykonali v Statistickom softvéri R pomocou nami implementovanych algo-
ritmov. Ukédzky programovych kédov na vypocet mesacnej ddvky (pre konkrétny pripad UT SUSR
2013 (spolu) v kombindcii s technickou urokovou mierou 1,9%, resp. s modelom VASI) sme uviedli

v Prilohe E.
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Tabulka 10: Mesa¢nd vyska dochodkovej davky pri vyske tspor 10000 EUR, roznych hodnotdch technickej tirokovej miery a roznych

modeloch dlhovekosti podla prognéz Infostatu a metédy posunutych pravdepodobnosti

historické umrtnostné
tabufky SUSR

modely dlhovekosti podfa prognéz Infostatu a metédy posunutych pravdepodobnosti

UT SUSR 2013 (spolu) velmi nizky variant nizky variant stredny variant vysoky variant velmi vysoky variant
stredna buddca dizka ivota 59 ey okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr.
62-rocnej osoby (uvedena v rokoch) ' 20,39 rokov 19,43 rokov | 21,15rokov 19,69 rokov 22 rokov 19,97 rokov | 23,26 rokov 20,36 rokov | 24,60 rokov 20,77 rokov
mesaéna vyska davky S, okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. | okamZity Sok  postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr.
i ickej miere i = 41,18 €
pri technickej miere i = 0,000 p. a ‘ 8366 40126 | 37046 3961€ | 35676 3007€ | 338le  383BE | 200e  3750€
(uvedena v eurach)
mesaéna vyska davky S, okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr.
pri technickej miere i = 0,005 p. a 4354€ 20706 4249€ 39,38 € 41,99¢€ 37,99 € 4145¢€ 36,12€ 40,72¢€ 3431 € 39,99 €
(uvedena v eurach)
mesaéna vyska davky S, okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr.
pri technickej miere i = 0,012 p. 4694 € 44,08 € 4590 € 4275¢€ 4541€ 41,36 € 44,89 € 3947¢€ 44,17€ 3764 € 4346 €
(uvedena v eurach)
mesacna vyska davky S, okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr.
pri technickej miere i = 0,019 p. 5043¢ 47576 4942e | 46246 4B94E | aagae  4843€ | 4204 4773€ | 4li1e  4704€
(uvedena v eurach)

(Zdroj: [90], [95], viastné spracovanie)
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Tabulka 11: Mesa¢nd vyska dochodkovej ddvky pri vyske tispor 10000 EUR, roznych modeloch vynosovych kriviek a roznych modeloch

dlhovekosti podla prognéz Infostatu a metddy posunutych pravdepodobnosti

historické imrtnostné
tabufky SUSR

modely dlhovekosti podfa progndz Infostatu a metody posunutych pravdepodobnosti

UT SUSR 2013 (spolu) velmi nizky variant nizky variant stredny variant vysoky variant velmi vysoky variant
stredna budtca dizka Zivotal okamzity Sok  postupny pr. [okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
62:10Cnej osoby 18,92 rokov 2039 r0kov 19,43 rokov | 21,15 r0kov 10,69 rokov | 22rokov 19,07 rokov | 23,26 rokov 20,36 rokov | 24,60 rokov 20,77 rokov
(uvedena v rokoch)
mesaénd vyska davky S, 1836 € okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. |okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
poéitand pri modeli VAS1 ’ 45,60 € 47,38 € 44,31 € 46,92 € 42,97 € 46,42 € 41,14 € 45,75 € 39,38 € 45,08 €
mesaénd vyska davky S, 5705 € okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. [okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
poéitand pri modeli CIR1 ’ 55,23 € 57,04 € 53,97 € 56,62 € 52,65 € 56,17 € 50,85 € 55,55 € 49,12 € 54,95 €
mesaénd vyska davky S, 5337 € okamzity Sok  postupny pr. | okamzity Sok postupny pr. [okamzity Sok postupny pr. [ okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
poéitana pri modeli CIR2 ' 55,88 € 57,57 € 54,72 € 57,20 € 53,52 € 56,80 € 51,88 € 56,26 € 50,30 € 55,74 €
mesaénd vyska davky S, 1850 € okamzity Sok  postupny pr. | okamZity Sok postupny pr. [okamzity Sok postupny pr. [ okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
poéitana pri modeli CIR3 ' 45,74 € 4754 € 44,44 € 47,07 € 43,07 € 46,57 € 41,22 € 45,88 € 39,43 € 45,20 €
mesaénd vyska davky S, 53.80 € okamzity Sok  postupny pr. | okamZity Sok postupny pr. [okamzity Sok postupny pr. [ okamZity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
poéitana pri modeli CIR4 ' 51,30 € 52,98 € 50,13 € 52,59 € 48,92 € 52,19 € 47,28 € 51,63 € 45,69 € 51,09 €
mesaénd vyska davky S, 54.06 € okamzity Sok  postupny pr. | okamZity Sok postupny pr. [okamzity Sok postupny pr. [ okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
poéitana pri modeli NS1 ' 51,66 € 53,30 € 50,54 € 52,94 € 49,39 € 52,56 € 47,83 € 52,05 € 46,34 € 51,56 €
mesaéné vyska davky S, 1831 € okamzity Sok  postupny pr. | okamZity Sok postupny pr. [okamzity Sok postupny pr. [ okamzity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
poéitana pri modeli NS2 ' 45,66 € 47,39 € 44,43 € 46,96 € 43,15 € 46,50 € 41,40 € 45,87 € 39,73 € 45,25 €
mesaénd vyska davky S, 5000 € okamzity Sok  postupny pr. | okamZity Sok postupny pr. [okamzity Sok postupny pr. [ okamZity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
poéitana pri modeli SV1 ' 50,37 € 52,07 € 49,18 € 51,67 € 47,95 € 51,25 € 46,27 € 50,67 € 44,66 € 50,11 €
mesaéné vyska davky S, 1824 € okamzity Sok  postupny pr. | okamZity Sok postupny pr. [okamzity Sok postupny pr. [ okamZity Sok postupny pr. | okamzity Sok postupny pr.
poéitana pri modeli SV2 ' 45,57 € 47,30 € 44,32 € 46,86 € 43,02 € 46,39 € 41,26 € 45,75 € 39,56 € 45,12 €

(Zdrog: [90], [95], vlastné spracovanie)
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Tabulka 12: Mesacna vyska dochodkovej davky pri vyske tspor 10000 EUR, roznych hodnotéch technickej trokovej miery a réznych

modeloch dlhovekosti podla Leeho-Carterovho modelu

historické imrtnostné

tabufky SUSR

Leeho-Carterove predpovede pre rok 2015
(bez dlhovekosti)

Leeho-Carterov model dlhovekosti

UT SUSR 2013 (spolu) LCA2015 DH LCA2015 LCA2015 HH LCADL DH LCADL LCADL HH
stredna budtica dizka Zivota 62-roéne postupny prechod postupny prechod postupny prechod
osoby (uvedend v rokoch) 18,92 rokov 18,25 rokov 19,17 rokov 20,03 rokov 17,64 rokov 20,29 rokov 22,64 rokov
mesaéna vyska davky S, postupny prechod postupny prechod postupny prechod
pri technickej miere i = 0,000 p. a. 4118€ 4259¢ 4068¢€ 39,03€ 44.01€ 38,49€ 34,63 €
(uvedend v euréach) ' ' '
mesaéna vyska davky S, postupny prechod postupny prechod postupny prechod
pri technickej miere i = 0,005 p. a. 43,54 € 4497 € 43,03€ 41,35€ 4639 € 4080¢€ 3680€
(uvedend v eurach)
mesaéna vyska davky S, postupny prechod postupny prechod postupny prechod
pri technickej miere i = 0,012 p. a. 46,94 € 48,39€ 46,42 € 44,70 € 4980¢€ 4415€ 4017 €
(uvedena v eurach)
mesacna vyska davky S, postupny prechod postupny prechod postupny prechod
pri technickej miere i = 0,019 p. a. 50,43 € 5191 € 49,90 € 48,16 € 5331¢€ 4760€ 4358¢€
(uvedena v eurach)

(Zdroj: [95], vlastné spracovanie)




Tabulka 13: Mesa¢nd vyska dochodkovej davky pri vyske tspor 10000 EUR, roznych modeloch vynosovych kriviek a réoznych modeloch
dlhovekosti podla Leeho-Carterovho modelu

€cl

hiSt(t):bC: fksnggggStné Leeho-Caner(z\;i zlrsgsgl/ggg)pre rok 2015 Leeho-Carterov model dlhovekosti
UT SUSR 2013 (spolu) LCA2015 DH LCA2015 LCA2015 HH LCADLDH LCADL LCADLHH

g dionon oo | wsee | sover | oames | Cpnel® L
mesacna vyska davky S ostupny prechod ostupny prechod ostupny prechod
pocitand p?li modeli \7Asm1 18:30€ S DS ek i 21?112 € i 25?/62 € i 21?72 €

¢na vySka davky S ostupny prechod ostupny prechod ostupny prechod
posind pri moceli ORL 785¢ 50396 7426 e | "oee | swse | | sioee
mesacna vyska davky S ostupny prechod ostupny prechod ostupny prechod
ociont p?’i N g’lR; 58,37 € 59,71 € 57,87 € 56,26 € P goyygg . P 25?'88 . P Ez,yfé .
mesaéna vyska davky S ostupny prechod ostupny prechod ostupny prechod
poe;t;:é ;’?’ismo d:;i’cle; 4854 € 49,97 € 48,02€ 4632€ P 21?32 . P 25?72 . P z 1?’82 .
mesacna vyska davky S ostupny prechod ostupny prechod ostupny prechod
ociont p?’i N CleI 53,80 € 55,15 € 5331 € 51.71€ P 26?'3[5’ . P E 1,y23 . P 57?'6'[3’ .
mesacna vyska davky S ostupny prechod ostupny prechod ostupny prechod
p(fésit;né ;\)/gismodel\i/ I\TSlm o406 € 20,38 € 53,58¢€ S201€ i 26,52 £ i 21,52 £ i 28,02 £
mesacna vyska davky S postupny prechod postupny prechod postupny prechod
poéitana pyi modeli NySZm 183Le 46.17€ H.BLE 4069¢ 50,99 € 45,66 € 4191¢€
mesaéna vyska davky S ostupny prechod ostupny prechod ostupny prechod
poésit;né r\)?lismodel\i/ SyV1rﬂ 5292€ 5428€ S 20 i 25?/52 € ’ 20?32 € i 26?/62 €
mesacna vyska davky S ostupny prechod ostupny prechod ostupny prechod
ociont p?’i N s</2m 4824 € 19,62€ a7.74€ 146,09€ P Eo,ygg . P 25?'5[7’ . P Z 1?’82 .

(Zdroj: [95], vlastné spracovanie)




Z Tab. 10 a Tab. 11 mézeme vidiet, Ze najvyssiu dochodkovii ddvku pri kazdom
modeli trokovych mier sme dostali pri origindlnych pravdepodobnostiach imrtia z Ur
SUSR 2013 (spolu), teda ked sme neuvazovali mozni dlhovekost poistencov. Vysky
dévok klesajui v kazdom riadku v smere zlava doprava, teda ém vyssi variant dlho-
vekosti berieme do tvahy, tym nizsiu davku dostaneme. Za realistickejsie povazujeme
modely dlhovekosti s postupnym prechodom, pri ktorych starnutim dochodcov sa po-
stupne menia aj rocné pravdepodobnosti imrtia v danom, stéle vyssom veku. Na druhe;j
strane aj modely s okamzitym sokom mozu mat svoje opodstatnenie, napriklad keby sa
objavil sposob liecby rakoviny, ten by mohol prediZit’ zivot dochodcov o niekolko rokov
“s okamzitou platnostou”. Chceli by sme zdoraznit, Ze vetky nase modely sme vytvorili
univerzalne, pre celé slovenské obyvatelstvo a nebrali sme do tivahy $pecifické zlozenie
skupiny poistencov — sporitelov v druhom pilieri. V skutocnosti populdcia sporitelov
zucastnenych v starobnom dochodkovom sporeni nie je reprezentativnou vzorkou celej
slovenskej populdcie. V druhom pilieri totiZ sporia prevazne Iudia s vy$simi prijmami,
ktorym sa odportucalo, aby vstupili, resp. zostali v druhom pilieri. S vy$simi prijmami
je obvykle spojend aj vyssia Zivotnd roven sporitelov, ¢o moze pozitivne vplyvat na
ich budicu dlzku zivota. Z hladiska zivotnej poistovne to moze predstavovaf zvySenie
miery rizika dlhovekosti a motivaciu k tomu, aby pouzivala vysoky alebo velmi vysoky

variant modelu dlhovekosti.

Ked sa pozrieme do Tab. 12 a Tab. 13, tak moZeme spozorovat, Ze vysky davok
pri modeli LCA2015 s mierne nizsie ako v pripade UT SUSR 2013 (spolu), medzi
spominanymi hodnotami vsak nie si vyrazné rozdiely. Ovela zaujimavejsie si vysledky
uvedené v StIpCi LCA DL v Tab. 12 a Tab. 13, tie obsahuji vysky davok pri Leeho-
Carterovom modeli dlhovekosti. Tieto vysledky st zhruba na tej irovni, akd sme do-
stali pri vysokom variante s postupnym prechodom pravdepodobnosti (pozri Tab. 10
a Tab. 11).16 Vsimnime si, 7Ze interval spolahlivosti pre vysku mesa¢nej davky je velmi
Siroky. Plynie to zo skutocnosti, Ze 90%-ny interval spolahlivosti pre pravdepodobnosti
tmrtia pri modeli LCA DL je prili§ siroky (vid Obr. 24 v Prilohe B), pretoze pri vy-
tvoreni modelu vyvoj imrtia sme predpovedali pre dobu vyse 40-tich rokov. Vysledky

A0 Stipcov LCA DL DH resp. LCA DL HH z hladiska modelovej Zivotnej poistovne

16 Aj na tomto mieste by sme poznamenali, Ze LCA DL model sme nakalibrovali pre celi slovenskt
populdciu, pricom skupina sporitelov v druhom pilieri z hladiska demografie sa moze lisif od celej

populéacie.
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by sme mohli pouzit jedine na modelovanie extrémne priaznivého, resp. extrémne ne-
priaznivého vyvoja amrtnosti.

Na zdklade Tab. 10 a Tab. 12 moéZeme porovnat, ako vplyvaji rozne trovne
konstantnej technickej tdrokovej miery na mesacnu vysku dochodkovej davky. Priro-
dzene plati: ¢im vyssia je predpokladana miera zhodnotenia prostriedkov technickych
rezerv, tym vyssia bude dochodkova davka. Na rozdiel od klasického vypoctu zalozenej
na konstantnej technickej tirokovej miere, pri trhovych modeloch tdrokové miery (vynosy
standardnych dlhopisov) sa menia ¢asom do splatnosti. Napr. model VAS7 mozeme
povazovat za pesimisticky, pretoze ani vynosy dlhopisov s najdlhsou, 40-ro¢nou splat-
nostou nedosiahnu troveii 1,9% p. a. Podobne pesimistické predpovede vynosov ndm
dali aj modely CIR3, NS2 a SV2 (pozri Obr. 15 a Obr. 16). Spolo¢nou ¢rtou vsetkych
deviatich modelov je ¢isto rastici trend roénych vynosov v zavislosti od maturity. Za
optimistické mozeme pokladat modely CIR2 a NS1 (vid Obr. 15 a Obr. 16), pretoze
prave tieto modely predpovedali najvyssie vynosy a tento fakt sa odzrkadlil aj na vyske

mesacnych dochodkovych davok.

5.5 Stresové testy dozivotnych déchodkov pomocou statickej

metody sparovania aktiv a pasiv

Pre zivotné poistovne je velmi doleZité, aby spravne odhadli a kvantifikovali ri-
zikéd spojené s ich produktami. Sucastou tohto procesu je aj tzv. stresové testovanie
poistnych produktov, pocas ktorych poistoviia skiiga, ako zareaguje profitabilita testo-
vaného poistenia na zmenu jedného alebo viacerych parametrov. Do nasich prvotnych
vypoctov, ktoré sme prezentovali v podkapitole 5.4, sme zahrnuli len dva typy rizik:
demografické riziko (dlhovekost) a tirokové riziko (nepriaznivy vyvoj tirokovych mier).
Modelové stresové testy sme tiez vykonali len pre tieto dva faktory. Chceli sme po-
mocou nich poukdzat na mozné vykyvy spojené s vypliacanim dozivotnych déchodkov
z druhého piliera. V redlnom svete by poistovne vykonali aj dalsie stresové testy,
napriklad voci tym rizikdam, ktoré sme uviedli v ¢asti 5.4.1.

Pri stresovych testoch sa daji aplikovat rozne pomocné postupu, my sme v tomto
pripade pouZivali aparat statickej metédy sparovania aktiv a pasiv Zivotnej poistovne
(vid podkapitolu 4.1). Pri tejto metéde plati, ze poistoviia celé ¢isté poistné rozlozi

v Case podpisu poistnej zmluvy tak, ze do rocnych, 2-roc¢nych, 3-ro¢nych, ..., 40-
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roénych standardnych dlhopisov investuje presne tolko penazi, kolko bude potrebovat
v case maturity daného dlhopisu na vyplatenie ocakavanej dochodkovej davky. Okrem
toho sme predpokladali, Ze poistoviia v ¢ase 0 investuje aj do polro¢nych, 1,5-ro¢nych,
..., 6,5-roénych dlhopisov presne tolko prostriedkov, kolko bude potrebovat v danom
¢ase na vyplatenie ocakavaného poistného plnenia v pripade imrtia dochodcu v prvych
siedmich rokoch poistenia.'” Poznamename, ze sme predpokladali, ze davka pri tmrti
sa priemere vyplati v polovici roka, ked ze priemerny déchodca zomrie v strede roka (pre
d’alsie podrobnosti pozri tretiu kapitolu). Za predpokladu, Ze vynosy dlhopisov tvoria
rasticu postupnost (vynosové krivka platnd v ¢ase 0 je rasticou krivkou), tak pre-
zentované rozlozenie prostriedkov je optimélne v tom zmysle, Ze maximalizuje aku-
mulovani hodnotu zisku poistovne. Této investicnd stratégia respektuje zarovei
aj pravidlo solventnosti poistovne, pretoze ocakivana strata poistovne bude v kazdom
case vyplacania ocakavanej davky alebo ocakavaného poistného plnenia presne nulova
(okrem posledného ¢asového bodu, v ktorom poistoviia spravi konecné zictovanie; pre

d’alsie podrobnosti pozri podkapitolu 4.1).

Z vyssie uvedenych dovodov (o frekvencii vypldcania poistnych plneni a dochod-
kovych dédvok) staticki metédu sparovania aktiv a pasiv sme aplikovali na polro¢nej
baze. Uvedomovali sme si, ze vyplacanie dochodkov z druhého piliera by mala prebie-
hat na mesacnej baze, ale nemali sme k dispozicii pravdepodobnosti imrtia s mesa¢nou
frekvenciou. Préve preto sme sa rozhodli, ze vysky mesacéne vyplacanych davok (z pod-
kapitoly 5.4, uvedenych v Tab. 10, Tab. 11, Tab. 12, Tab. 13) formdlne prepoc¢itame
pre pripad ro¢ne predlehotne vyplacanej davky. Na tento ucel sme vytvorili analégiu
formuly (3.23), resp. formuly (5.6)

(1-)P
1+ B)iy +a+ (1 —e)M,’

Sy ~ (5.8)

6
1 . . N (i
My = 2 Z [ax+j—1:7—(j—1) + %+j:ﬂ] jPe Gyt (141)70709) 4

1 N
+ B 6Dz Qure (1 41) 05,

17K uvedenému kroku sme potrebovali dodat d’alsi modelovy predpoklad, Ze na trhu existuji dlho-

pisy s polro¢nou, 1,5-ro¢nou, ..., 6,5-rotnou dobou splatnosti.
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resp.

3 A-vP
(1+ B)ig +a+ (1 —e)M,

6
1 - = —(j—0,5)R(j—0,5
M, =5 > [%H’—lz?—(j—n - %+j:ﬂ] 1P Gojr € UTONEITOD 4
1

+ - 6Pz Gz+6 67675§(6’5)7

kde Gy a dgm st definované vzfahom (5.7) a ﬁ( j) je hodnota vynosu v ¢ase j dand
odhadnutou vimosovou krivkou R(-).!8

V aplikécii metody sparovania aktiv a pasiv sa vyskytli dva typy vyplat: v pol-
rokoch prebiehali vyplaty davok pri dmrti poistenca (len v prvych siedmych rokoch
vypldcania dochodku) a v celych rokoch sa formalne vyplacali roéné predlehotné do-
chodkové davky (s ohrani¢enim 40 rokov, maximalnej doby vyplacania davok). Z kon-
strukcie nasho modelového prikladu a z vlastnosti statickej metédy sparovania aktiv
a pasiv vyplyva, Ze poistovita mala prijmy len v ¢ase 0 vo vyske P = 10000 EUR,
pretoze vsetky investiéné prijmy v ¢asoch 1, 2, 3, ..., 79 (uvedenych v polrokoch) sa
okamzite spotrebovali na vyplatenie ocakavaného vyrovnania, resp. ocakavanej dochod-
kovej davky. Keby sme cheeli tiito investiént stratégiu prelozit do reci statickej metédy
sparovania aktiv a pasiv, tak by sme povedali, Ze sa vlastne hladali investié¢né koefi-
cienty oc1, oCa, ..., 0Cr9, Ktoré su pri danych vynosoch deterministicky urcené, a vyska
posledného investicného koeficientu ¢cgy rozhodla o vyske akumulovanej hodnoty zisku
poistovne. Kedze formélnu roéni predlehotni davku S, sme poécitali brutto-princi-
pom, preto aj do metédy sparovania sme zahrnuli nédklady poistovne. Aplikovali sme
rovnaké koeficienty, ako v podkapitole 5.4, teda zaciatotné naklady a = 5% pocitané
z dochodkovej déavky v prvom roku, bezné ndklady 8 = 4% pocitané z kazdej déavky
(pocas celej doby poistenia), inkasné néklady v = 1% z prevedenych tspor P = 10000
EUR a marzu € = 5%, ktord nasa modelovd Zivotna poistoviia aplikuje pri vypldcani

¢iastky v pripade imrtia poistenca v prvych siedmych rokoch poistenia.

8Ak platia vzfahy (3.23), (5.8), tak vtedy hovorfme, Ze dvandstndsobok mesacnej davky S,, je
ekvivalentnd s roénou dévkou S,. Pre nasu modelovi poisfoviiu to znamena rovnaké zaviizky, ked
mesaéne polehotne mé vyplacat davku vo vyske S, alebo ked roéne predlehotne vyplica davku S,.

Prave preto nazyvame tieto davky ekvivalentnymi.
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5.5.1 Stresové testy pre urokové miery

Nase testy pre trokové miery sme vykonali pri predpoklade, ze rocna vyska davky
sa pocitala pri maximadlnej technickej tirokovej miere ¢ = 1,9% p. a. (v stlade s opat-
renim [59]), vyske dspor P = 10000 EUR a koeficientoch brutto-principu «, 3, v,
z ivodu tejto podkapitoly. Dalej sme vyuzivali nasledujicich 6 modelov dmrtnosti:
zékladné pravdepodobnosti z UT SUSR 2013 (spolu), model LCA2015 a modely dl-
hovekosti stredny variant, vysoky variant, velmi vysoky variant a model LCA DL.
Formalne ro¢né vysky roénych dochodkovych davok pri spominanych demografickych
modeloch st uvedené v hornej casti Tab. 14. Pri nasich stresovych testoch sme modelo-
vali, aky vplyv maji premenlivé vynosy dlhopisov na zisk Zivotnej poistovne v pripade
dozivotného dochodku s davkou pocitanou pri konstantnej technickej trokovej miere
i = 1,9% p. a. Vysledky testov st uvedené v Tab. 14. Sticasni a akumulovani hod-
notu zisku nasej modelovej poistovne sme odhadovali pomocou spominanej statickej
metddy sparovania aktiv a pasiv pri odhadnutych trhovych modeloch prezentovanych

v podkapitole 5.3, pricom sme postupovali nasledovne:

(a)  ked prostriedky postacili na vyrovnanie otakdvanych zavizkov v kazdom caso-
vom bode 0, 1, 2, ..., 80, tak poistoviia do polro¢nych, 1-roénych, 1,5-roénych,
2-roénych, ... dlhopisov investovala presne tolko prostriedkov, ktoré aj s tirok-
mi presne vyrovnali ocakavany zavizok v danom casovom bode a zvySok
sa ulozilo do 40-roénych dlhopisov (pretoze tie maji najvyssi vynos pri
kazdom modeli a cielom poistovne je maximalizdcia akumulovanej hodnoty
svojho zisku); odhad sucasnej hodnoty zisku sa potom pocitala diskontovanim

penaznych tokov pri trhovych vynosoch daného modelu,

(b)  ked prostriedky nepostacili na vyrovnanie viektych ocakdvanych zavizkov, tak

poistoviia investovala prostriedky do polroénych, 1-roénych, 1,5-roénych, 2-

roénych, ..., k-roénych dlhopisov, aby vyrovnala svoje ocakavané zavazky voci
dochodcovi v ¢asoch 0, 1, 2, ..., 2k; na zvysné ocakavané zavizky splatné
v ¢asoch 2k + 1, 2k + 2, ..., 80 si poistoviia pozicala pri rovnakych trhovych

trokovych mierach, pri ktorych by ona dokédzala investovat; odhad sicasnej
hodnoty straty poistovne (zisk so zdpornym znamienkom je vlastne stratou) sa
pocitala diskontovanim penaznych tokov (pozi¢anych prostriedkov) pri trhovych

vynosoch daného modelu.
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Odhad akumulovanej hodnoty zisku (straty) poistovne sme poéitali v ¢ase koneéného
zictovania, teda po skonceni maximéalnej doby vyplacania dochodku (40 rokov po
uzavreti zmluvy o vyplacani dozivotného déchodku), pricom pri akumuldcii sme opét
pouzivali trhové vynosy z daného modelu. Ako sme uz uviedli, investi¢nda stratégia
prezentovand v bode (a) je optimalna v tom zmysle, ze maximalizuje akumulovani

hodnotu zisku poistovne (a zdroveni dodrziava aj pravidlo solventnosti).

Pozn.: Uvedomovali sme si, Ze investiéna stratégia prezentovand v pripade (b), teda ked
poistovni nestacia inkasované prostriedky na vykrytie vetkych ocakdvanych dévok, nie
je optimdlna. Ovela lepsie by bolo, keby nasa modelova poistoviia aZ v tom ¢asovom
bode si zacala pozi¢iavat, v ktorom prave vycerpala prostriedky uréené na vyrovnanie
zdvizkov pri dozivotnom ddéchodku. Namiesto toho poistoviia si uz rovno v case 0
pozicala prostriedky na vyrovnanie tych ocakavanych zavizkov, ktoré predpokladane
by nedokézala pokryt z inkasovaného poistného. V tomto pripade ju totiz zviizovali
predpoklady statickej metédy sparovania aktiv a pasiv, podla ktorych poistoviia moze
robit investiéné rozhodnutia len v ¢ase podpisu poistnej zmluvy. Findlne zic¢tovanie
v pripade (b) sa spravi az v ¢ase 40, tak isto, ako v bode (a). Ide o d'alsi modelovy
predpoklad, aby pripady (a) a (b) boli medzi sebou porovnatelné. Aj kvoli uvedenym
modelovym predpokladom sme pouzivali pomenovanie odhad sticasnej hodnoty zisku
(straty) poistovne , resp. odhad akumulovanej hodnoty zisku (straty) poistovne (vid

Tab. 14).

Z Tab. 14 mozeme vidiet, Ze pri pesimistickych modeloch vyvoja trhovych vyno-
sov VAS1, CIR3, NS2 a SV2 by naSa modelova poistoviia utrpela stratu, a to bez
ohladu na to, ktory demograficky model aplikuje. Napriklad posledny vysledok v riad-
ku VASI by znamenal, Ze ak by poistoviia pocitala vysku davky pri technickej miere
1,9% p. a. a pri Leeho-Carterovom modeli dlhovekosti, pricom skutocné trhové vynosy
by sa riadili modelom VASI, tak poistoviia by utrpela stratu 314,16 EUR v stcasnej
hodnote a stratu 638,47 EUR v akumulovanej hodnote (v ¢ase kone¢ného zictovania,

po skonc¢eni doby vypldcania dochodku).

Pri ostatnych stresovych modeloch vynosov by poistoviia dosiahla zisk. Najlepsie
pre 1iu by bolo, keby trhové vynosy sa riadili podla modelu CIR2. VSimnime si, Ze
v tych riadkoch Tab. 14, v ktorych by poistoviia dosiahla zisk, najvyssia sic¢asna hod-

nota zisku vystupuje vzdy pri najpesimistickejSom demografickom modeli dlhovekosti
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Tabulka 14: Odhad sticasnej hodnoty zisku poistovne a odhad akumulovanej hodnoty
zisku poistovne (uvedeny v zdtvorke) pri technickej irokovej miere 1,9% p. a. a roéznych

stresovych modeloch trokovych mier a vynosovych kriviek

modely Umrtnosti
UT SUSR 2013 stredny ve}nant vysoky valrlant velmi vysoll<y var.
(spolu) LCA2015 postupny pr. postupny pr. postupny pr.
P (Infostat) (Infostat) (Infostat)

LCADL
postupny pr.

roéna vyska davky S,
pri i=0,019p. a. 584,84 € 578,91 € 562,31 € 554,42 € 546,64 € 553,09 €
a pri danom modeli imrtnosti

odhad st¢asnej hodnoty -37155€ -379,48 € -340,02 € -397,35€ -368,90 € -314,16 €
(akumulovanej hodnoty) zisku pri

<tresovom modeli VAST (-755,09 €) (-771,22 €) (-691,01 €) (-807,52 €) (-749,70€) (-638,47 €)
odhad stéasnej hodnoty 1238,85¢€ 1251,42 € 1319,04 € 1349,25€ 1380,10 € 131571 €

(akumulovanej hodnoty) zisku pri

stresovom modeli CIR1 (5371,46€) | (542598€) | (5719,16€) | (5850,13€) | (5983,89€) | (5704,73€)

odhad suéasnej hodnoty 1302,76 € 1319,96 € 141509 € 145731¢€ 1500,39 € 1410,14 €

kumulovanej hodnoty) zisku pri
(sir:srgsocxan:ﬁj deﬂ Cnlgtg) ASKUP 1 796407€) | (807012€) | (865L72€) | (8909.88€) | (917323€) | (862145€)

odhad stéasnej hodnoty -286,69 € -292,33 € -346,85 € -319,78 € -377,09 € -319,51 €

kumulovanej h isku pri
Sr:srzs (%ar:i’d eﬂdglgtg) ASKUPI 1 (seo53e) | (57360€) | (68058€) | (627.47%) (739.92€) | (626,93€)

odhad st¢asnej hodnoty 604,11 € 616,57 € 695,07 € 729,68 € 765,20 € 684,58 €

kumulovanej h isku pri
(Sir::;\lj (%ar:gjd eﬂdggz) ASKUPT 1 o 6geeae) | (274226€) | (300138€) | (324531€) | (340328€) | (304473€)

odhad stéasnej hodnoty 646,64 € 660,57 € 758,29 € 801,20 € 845,44 € 738,40 €

kumulovanej h isku pri
(sireusr:;\lj (%ar:z‘d eﬂd,\"‘giy VZSKup | 0s660€) | (412359€) | (473358€) | (500144€) | (527760€) | (4609.39€)

odhad stéasnej hodnoty -338,52 € -34580 € -389,17 € -354,33 € -326,05 € -388,03 €

gf:ggﬂf;i:g’dr;ﬁdﬁgg JZSkupt | esgone) | (85424€) | (96137€) | (87531€) (80543€) | (958,54€)

odhad stéasnej hodnoty 453,90 € 464,41 € 532,51€ 562,53 € 593,38 € 522,12€

gr:srzsg’n‘:an:?dr;d;\%y yaskupr |y 20s0ne) | 1814106 | (08011€) | (219736€) | (231788 | (203954¢)

odhad stéasnej hodnoty -349,74 € -357,24 € -404,35 € -369,69 € -34159 € -400,38 €

gf:srg\‘jman:g‘dr;ﬁd;\gy yaskupt | cos0e) | (81386€) | (92119 | (842226 | (778226 | (91216€)

(Zdroj: vlastné spracovanie)

(velmi vysoky variant). Tento efekt je sposobeny tym, ze pri velmi vysokom variante
dlhovekosti pravdepodobnosti imrtia v prvych siedmych rokoch st najnizsie (v po-
rovnani s ostatnymi demografickymi modelmi), teda pri tomto modeli by sa vyplatili
najnizsie ocakavané vyrovnania v pripade tumrtia poistenca v prvych siedmych rokoch
vyplacania dochodku. Kvoli tymto nizkym ocakavanym vydavkom by viac prostried-
kov zostalo na vyplacanie dochodkovych davok, a tym aj viac prostriedkov by sa mohlo

investovat do dlhopisov s dlhymi dobami splatnosti (pri kazdom nasom odhadnutom
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modeli vynosov dlhopisov plati zdsada: ¢im dlhsia maturita, tym vyssi rotny vynos).
Poznamendme, ze v ramci nasich vypoctov sme zanedbali §42a zdkona [85] o rozde-
lenf prebytku z vynosov medzi poistenymi (prebytky by sa mali rozdelovat kolektivne
a poisteni by mali dostat najmenej 90% z prebytku z vynosov). Sticasné hodnoty zisku
sme totiz v naSom modelovom priklade pocitali inou metodikou, aku predpisuje zakon
[85] pri urcovani prebytku z vynosov z investovania. Aj kvoli tomu modelové vysledky

nasich stresovych testov povazujeme len za ilustrativne.

Pozn.: Odhady sucasnej hodnoty zisku (straty) sme vy¢islili v absolitnych hodnotach
(v eurach), no tie by sa lahko dali previest aj na relativne zisky (straty) pocitané na

jednotku inkasovaného poistného (ked'Ze poistné sa rovnd presne 10000 EUR)."

5.5.2 Stresové testy pre vyvoj umrtnosti

Stresové testovanie nasho modelového poistného produktu — dozivotného dochod-
ku vyplacaného z tispor v druhom pilieri — sme pokracovali analyzou vplyvu modelov
umrtnosti na odhad stcasnej a akumulovanej hodnoty zisku poistovne, pricom sme
vyuzivali predpoklady a postupy z tuvodu tejto podkapitoly, resp. z casti 5.5.1. Na
uvod stresového testovania umrtnosti sme predpokladali, ze nasa modelova zivotna

poistovila nastavila vysku dochodkovej davky pri nasledujiicich modeloch:

{1} zékladnych UT SUSR 2013 (spolu),
{2} strednom variante dlhovekosti (s postupnym prechodom pravdepodobnosti)

podla prognéz Infostatu,
{3} Leeho-Carterovom modeli pre rok 2015 (LCA2015),
{4}  Leeho-Carterovom modeli dlhovekosti (LCA DL),

a pri roznych hodnotdch rocnej technickej trokovej miery vo vyske 0%, 0,5%, 1,2%,
1,9%. Nésledne sme testovali, akii hodnotu by nadobudla sticasna hodnota, resp. aku-
mulovand hodnota zisku poistovne pri roznych stresovych scenaroch vyvoja timrtnosti.
Pri {1} sme pouzivali tri najpesimistickejsie varianty dlhovekosti podla prognéz In-
fostatu (vid podkapitolu 5.2.1) a stresové testy odporticané organizaciou EIOPA [87]
s 10, resp. 18-percentnym okamzitym poklesom roénych pravdepodobnosti imrtia (ozn.
EIOPA10, resp. EIOPA18). V pripade {2} sme aplikovali velmi vysoky variant dlhove-
kosti a stresové testy EIOPA10, EIOPA18. V bode {3} model LCA2015 sme zatazili

YKed'ze poistné sa platilo jednorazovo, si¢asnd hodnota zisku na jednotku poistného by sa mohla

interpretovat ako ziskova marza poistného produktu.
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modelmi LCA DL, LCA DL DH a testami EIOPA10 a EIOPA18. Pri poslednom mo-
deli {4} sme pouzivali stresové scendre LCA DL DH, EIOPA10 a EIOPA18. V kazdom
pripade, ked sme aplikovali stresové testy EIOPA10 a EIOPA1S, nové, znizené rotné
pravdepodobnosti imrtia sme pocitali vzdy z tych pravdepodobnosti imrtia, ktoré sa
pouzivali na vypocet dochodkovej davky v danom pripade {1}, {2}, {3}, {4}. Vysledky
vypoctov — odhady sticasnej, resp. akumulovanej hodnoty zisku poistovne — sme zhr-
nuli v Tab. 15. Odhady sme aj v tomto pripade kalkulovali pomocou statickej metédy

sparovania aktiv a pasiv pri polro¢nej ¢asovej jednotke.

Z Tab. 15 vidime, Ze poistoviia by v kazdom pripade utrpela stratu. Tato skutoc-
nost vyplyva z konstrukcie nagich stresovych modelov, pretoze kazdy z nich obsahuje
pesimistickejsie pravdepodobnosti imrtia ako origindlny model, pri ktorom sa pocitala
formalna ro¢nd dochodkovd dédvka.?® Pri stresovych modeloch by poistoviia sice usetrila
na platbach v pripade tmrtia poistenca v prvych siedmych rokoch, no déchodkové
davky by musela vyplacat v dlhsej ocakdvanej dobe, a ten druhy efekt sa prejavil ako
silnejsi pri kazdom stresovom teste (stredné dIZky zivota 62-ro¢ného dochodcu, teda aj
ocakavané doby vyplacania dochodkov v pripade jednotlivych demografickych modelov

st uvedené v Tab. 10, resp. Tab. 12).

Ciselné hodnoty uvedené v Tab. 15 maju opéf len ilustraény charakter, slizia pre-
dovSetkym na porozumenie suvislosti a porovnavanie demografickych modelov medzi
sebou. MoZeme si napriklad vSimnut, ze ¢im vyssia technickd irokové miera sa pouziva,
tym vyssia je akumulovand hodnota straty. Pre tiplnost by sme dodali, Ze pri poéita-
ni odhadu si¢asnej, resp. akumulovanej hodnoty zisku poistovne sme penazné toky
diskontovali, resp. akumulovali pri danej technickej irokovej miery (pri ktorej sa kalku-
lovala dochodkové davka). Dalej mozeme spozorovat aj to, ze najmenej prisnym streso-
vym scenarom je EIOPA10, kym model LCA DL DH (dolna hranica predikovanych
pravdepodobnosti pri Leeho-Carterovom modeli dlhovekosti) je extrémne pesimisticky.
V neposlednom rade by sme uviedli, Ze keby poistoviia pri vypocte dochodkovej davky
aplikovala Leeho-Carterov model dlhovekosti (bod {3}), tak tento model by bol naj-

odolnejsi vodi stresovym testom organizdcie EIOPA.

20T, 7e pravdepodobnosti st pesimistickejsie, opét berieme z hladiska modelovej zivotnej poistovne
a v tom zmysle, ze pri stresovych modeloch poistenci by sa dozili vyssieho ocakavaného veku ako pri

zékladnych modeloch.
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Tabulka 15: Odhad stcasnej hodnoty zisku poistovne a odhad akumulovanej hod-
noty zisku poistovne (uvedeny v zdtvorke) pri roznych stresovych modeloch imrtnosti

a roznych hodnotach technickej trokovej miery

zakladny demograficky odhad stiéasnej hodnoty (akumulovanej hodnoty) zisku pri danom stresovom
model pouzivany pri modeli dlhovekosti a pri danej roénej vyske technickej Grokovej miere
vypoéte dochodkovej stresovy model
davky dlhovekosti 0,0% 0,5% 1.2% 1,9%
stredny variant -493,98 € -447,46 € -389,02 € -337,67 €
s postupnym prechodom
(Infostat) (-493,98 €) (-546,25 €) (-626,89 €) (-716,91 €)
vysoky variant -590,62 € -659,53 € -575,55 € -501,50 €
s postupnym prechodom
(Infostat) (-590,62 €) (-805,15 €) (-927,48 €) (-1 064,72 €)
0! velmi vysoky variant -844,40 € -765,87 € -667,13 € -580,26 €
P S postupnym prechodom
UT SUSR 2013 (spolu) (Infostat) (-844,40€) (934,97 €) (-1 075,05 €) (1231,03€)
EIOPA 10% -37587€ -341,25€ -297,61 € -259,10 €
(okamzity Sok na pr. z UT
SUSR 2013 (spolu)) (-375,87 €) (-416,60 €) (-479,58 €) (-550,10 €)
EIOPA 18% -602,58 € -687,79 € -605,64 € -532,41 €
(okamzity Sok na pr. z UT
SUSR 2013 (spolu)) (-602,58 €) (-839,65 €) (-975,97 €) (-1130,36 €)
velmi vysoky variant -33747¢€ -302,54 € -259,16 € -22157€
S postupnym prechodom
@ (Infostat) (-337,47 €) (-369,34 €) (-417,63 €) (-470,42 €)
stredny variant EIOPA 10% -368,05€ -331,70€ -286,22 € -319,44 €
s postupnym prechodom |  (okamzity Sok na pr. zo
pravdepodobnosti stredného variantu) (-368,05 €) (-404,93 €) (-461,24 €) (-678,21 €)
(Infostat) EIOPA 18% T1422€ 648,02 € 564,69 € 604,75 €
(okamzity Sok na pr. zo
stredného variantu) (-714,22 €) (-791,21€) (-909,97 €) (-1283,94 €)
-443,68 € -405,87 € -480,80 € -425,18 €
LCADL
(-443,68 €) (-495,48 €) (-774,78 €) (-902,70 €)
-1422,95€ -1577,76 € -1414,90 € -1 266,66 €
LCA DL DH
3} (-1 422,95 €) (-1926,12 €) (-2 280,06 €) (-2 689,24 €)
LCA2015 EIOPA 10% -379.86 € -34509 € 301,21 € 26245¢€
(okamZity Sok na pravdepod.
z LCA2015) (-379,86 €) (-421,28 €) (-485,39 €) (-657,21 €)
EIOPA 18% -608,36 € -554,28 € -613,29 € -539,57 €
(okamZity Sok na pravdepod.
z LCA2015) (-608,36 €) (-676,66 €) (-988,29 €) (-1145,55€)
-870,94 € -1003,71 € -893,58 € -794,05 €
LCA DL DH
(-870,94 €) (-1225,33€) (-1439,97€) (-1685,83€)
“ EIOPA 10% -272,32 € -24755€ -216,22 € -268,98 €
(okamZity Sok na pravdepod.
LCADL
zLCADL) (-272,32 €) (-302,20 €) (-348,43 €) (-571,06 €)
EIOPA 18% -620,08 € -567,60 € -500,62 € -440,68 €
(okamzity Sok na pravdepod.
zLCADL) (-620,08 €) (-692,93 €) (-806,73 €) (-935,61 €)

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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V dalsej faze stresového testovania demografickych predpokladov sme zvolili
trochu iny postup. Predpokladali sme, Ze poistoviia pri vypocte dochodkovej davky
pouzivala stredny variant dlhovekosti (s postupnym prechodom pravdepodobnosti), no
stresové pravdepodobnosti pri EIOPA10, resp. EIOPA18 pocitala z originalnych prav-
depodobnosti z UT SUSR 2013 (spolu). Tymto sme cheeli zistit odolnost nasho modelu
dlhovekosti voci odporticanym stresovym scendrom organizécie EIOPA. Analogicky po-
stup sme zopakovali aj pre dvojicu LCA DL-LCAZ2015 a vysledky sme prezentovali
v Tab. 16.

Tabulka 16: Odhad stcasnej hodnoty zisku poistovne a odhad akumulovanej hod-
noty zisku poistovne (uvedeny v zdtvorke) pri roznych stresovych modeloch imrtnosti

a roznych hodnotach technickej trokovej miery

zakladny demograficky odhad stiéasnej hodnoty (akumulovanej hodnoty) zisku pri danom stresovom
model pouzivany pri modeli dlhovekosti a pri danej roénej vyske technickej Grokovej miere
vypocte dochodkovej stresovy model
davky dlhovekosti 0,0% 0,5% 1.2% 1,9%
EIOPA 10% 120,70 € 106,50 € 88,60 € 72,84€
{1} (okamgzity 3ok na pr. z UT
stredny variant $0SR 2013 (spolu)) (120,70 €) (130,01 €) (142,77 €) (154,64 €)
s postupnym prechodom
pravdepodobnosti EIOPA 18% -183,75 € -165,32 € -198,04 € -171,08 €
(Infostat) (okamzity Sok na pr. z ut
$0SR 2013 (spolu)) (183,75 €) (201,82 €) (-319,13€) (-363,22€)
EIOPA 10% 155,24 € 152,10 € 147,06 € 141,45 €
(okam?Zity Sok na
@ pravdepod. z LCA2015) (155,24 €) (185,68 €) (236,99 €) (300,31 €)
LCADL EIOPA 18% 127,16 € 11381 € 97,29€ -12085€
(okamzZity Sok na
pravdepod. z LCA2015) (-127,16 €) (-138,93 €) (-156,77 €) (-256,56 €)

(Zdroj: vlastné spracovanie)

Mozeme skonstatovat, Ze aj stredny variant dlhovekosti, aj Leeho-Carterov model
dlhovekosti by uspesne presli cez stresovy test organizdcie EIOPA s 10%-nym pokle-
som pravdepodobnosti (pricom Sokové pravdepodobnosti sa pocitali z UT SUSR 2013
(spolu), resp. z LCA2015). To znamen4, Ze keby poistoviia pri pocitani dochodkove;
davky brala do ivahy aj moznt dlhovekost dochodcov, aj napriek okamzitym 10%-nym
poklesom pravdepodobnosti tmrtia by skonéila v zisku. Dalej si mozeme vsimnut, ze
pri prisnejsom stresovom scenari EIOPA18 by uZ poistoviia utrpela stratu. Tymto sme
cheeli ilustrovat, do akej miery mozu chranif poistoviiu starostlivo nastavené modely

dlhovekosti.
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5.5.3 Kombinované stresové testy

V rdmci nagich d’alsich analyz sme spojili vysSie prezentované stresové testy pre
vyvoj trhovych irokovych mier a imrtnosti poistencov a skimali sme, aky spoloény
efekt majui na zisk modelovej Zivotnej poistovne. Aplikovali sme pritom podobné pred-
poklady, aké sme pouzivali aj v predchadzajucich ¢astiach a staticki metodu sparovania

aktiv a pasiv (s polrotnou ¢asovou jednotkou). Formdalnu roéni predlehotni davku

Tabulka 17: Odhad stcasnej hodnoty zisku poistovne a odhad akumulovanej hod-
noty zisku poistovne (uvedeny v zdtvorke) pri roznych stresovych modeloch imrtnosti

a roznych trhovych modeloch trokovych mier

zékladné modely Umrtnosti pouZivané pri vypoéte roénej davky S,
(roéna davka sa pocitala pri technickej Grokovej miere i=0,019 p. a.)
UT SUSR 2013 (spolu) LCA2015
0, 0,
| EIOPALO% | EIOPA 8% EIOPA10% | EIOPA 18%
vysoky variant | (okamzity Sok | (okamzity Sok (okamzity ok | (okamzity Sok
stresové modely umrtnosti| postupny pr. napr.z UT napr.z UT LCADL na pryz na pryz
(nfostaty | $USR2013 | SUSR 2013 Lon01s) LoAn019
(spolu)) (spolu))
odhad stasnej hodnoty 946,08 € 733306 | -103404€ | -74976€ 601,55 € 870,63 €
kumulovanej hodnoty) zisku pri
(Szir::xéxar:z’ o \72\)531) ZSKUPTLY 1 92070€) | (149026€) | (2101446 | (152372€) | (122252€) | (1769:35€)
odhad stasnej hodnoty 880,19 € 1010,48€ 810,35 € 91521 € 102845€ 833,24 €
kumulovanej hodnoty) zisku pri
(Szir::;tg;ar:z’ o VZSKUp | gai6s7e) | (a38127€) | (351356€) | (396820€) | (4459216 | (361280€)
odhad stasnej hodnoty 803,68 € 600,29 € 870,63 € 760,15 € 611,05€ 883,73 €
kumulovanej hodnoty) zisku pri
(Szir::;t;;ar:? oS VZSkupr | cr606€) | (1177.87€) | (170832€) | (149155€) | (119898€) | (173403€)
odhad stasnej hodnoty 302,08 € 413,01 € 210,05 ¢ 31094 € 43287¢ 235,25 €
kumulovanej hodnoty) zisku pri
(Szir::;:;;a;? o £§1y) ASKUPTLYL 1 gengoe) | (257821€) | (131124€) | (194108€) | (270219€) | (L46851€)
odhad stasnej hodnoty 866,51 € 67552€ 956,81 € 866,23 € 688,10 € 97158 €
kumulovanej hodnoty) zisku pri
(Sir::;:%a;? o ﬁé)zy) ASKUPTLY o 14052€) | (166873€) | (2363616 | (213084€) | (1699.81€) | (-2400,09€)

(Zdroj: vlastné spracovanie)

sme opit pocitali pomocou vztahu (5.8) pri technickej tirokovej miere 1,9% p. a.
a zékladnych demografickych modeloch UT SUSR 2013 (spolu), resp. LCA DL. Uve-
dené demografické modely sme stresovali strednym variantom s postupnym precho-
dom, resp. Leeho-Carterovym modelom dlhovekosti a scendarmi EIOPA10, EIOPA1S.
Potom pre kazdu dvojicu modelov iimrtnosti sme odhadli sicasni a akumulovant hod-

notu zisku poistovne pri vybranych trhovych modeloch vimosov (VAS1, CIR1, CIRS,
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NS1, NS2).2t Vysledky tychto testov st prezentované v Tab. 17. Vo vysledkoch kom-
binovanych stresovych testov sa silnejsie prejavil efekt trokovych mier. Napriklad pri
optimistickych modeloch vyvoja trhovych vynosov CIRI a NS1 by poistoviia skoncila
v zisku, a to aj napriek aplikovaniu vybranych scendrov dlhovekosti. Zisk poistovne by
bola v tomto pripade samozrejme nizsia ako pri Cistom stresovom teste pre tirokové
miery, bez uvazovania efektu dlhovekosti (vid rozdiely medzi vysledkami v Tab. 14
a Tab. 17). Pri ostatnych trhovych modeloch by poistoviia utrpela stratu, pricom

velkost straty by zavisela od $pecifik modelu vynosov a prisnosti scendra dlhovekosti.

5.6 Stresové testy dozivotnych dochodkov pomocou dynamickej

metody sparovania aktiv a pasiv

Ako sme to uz spominali v podkapitole 5.5, pri naSich vypoctoch a stresovych
testoch sme pouzival niekol’ko modelovych predpokladov, ktoré nam zjednodusili dané
vypocty. Jeden z tychto umelych predpokladov sme stanovili o existencii celého siboru
Standardnych bezkupénovych dlhopisov s polro¢énou, 1-ro¢énou, 1,5-ro¢énou, atd. az 40-
rocnou splatnostou. Aplikdcia dynamickej metédy sparovania aktiv a pasiv, ktord je
prezentovand v tejto casti, pontika riesenie, ako sa zaobist bez spominaného predpo-
kladu, resp. ako ho trochu pribliZit k realite. V dynamickej metéde sparovania (de-
finovanej vo stvrtej kapitole tejto prace) je totiz pripustné sparovanie aktiv a pasiv
vo vsetkych ¢asovych bodoch (pri danej ¢asovej jednotke). To znamend, ze pri tejto
metdde Zivotnd poistovita moze spravit investiéné rozhodnutia v kazdom éasovom bode
(pri danom deleni ¢asovych bodov, v nasom pripade v kazdom polroku), napr. rein-
vestovat ¢iastoéné zisky z prebytkov investicii. Opét by sme podotkli, Ze ani v tomto

pripade sme neuvazovali zakonné rozdelenie prebytku z vynosov medzi poistenymi.

V nasich d'alsich modelovych vypoctoch sme predpokladali, Ze na trhu existuji
len standardné dlhopisy so 6-mesac¢nou, 1-ro¢nou, 2-rocnou, 5-rocnou, 10-ro¢nou, 15-
ro¢nou, resp. 30-roénou dobou splatnosti. Pri tomto predpoklade by bola staticka
metéda sparovania aktiv a pasiv nedéinng, pretoze poistovita by nedokdzala v case
podpisu poistnej zmluvy “jednym tahom” pokryt vsetky svoje ocakdvané budice

zavizky spojené s vyplacanim dozivotného dochodku s podmienkou vratenia casti po-

21Poznamenali by sme, Ze ani v tomto pripade sme nebrali do ivahy §42a zdkona [85] o rozdelen{

prebytku z vynosov medzi poistenymi.
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istného v prvych siedmych rokoch vyplacania dochodku. V tomto pripade nasa mo-
delovd poistovita moze investovat len do danych dlhopisov a vicsinu ocakivanych
ddvok a poistnych plneni moze vyrovnat len vo viacerych krokoch, viacerymi vhodnymi
investiciami. Ako by mala rozlozit svoje investicie v ¢ase a z hladiska hodnoty investo-
vanych prostriedkov, aby maximalizovala akumulovant hodnotu svojho zisku, a zaroven
dodrziavala aj pravidlo solventnosti? Prave dynamicka metdda sparovania aktiv a pasiv

nam moze dat odpoved na tito otdzku.

Uvazujme opit modelové nastavenia zmluvy o vypldcani dozivotného dochodku
uvedené v podkapitoldch 5.4 a 5.5, nech teda P = 10000 EUR, a = 5%, 8 = 4%, v =
1%, € = 5%, d'alej uvazujme polroénii ¢asovii jednotku, n = 80 polrokov (maximalnu
dobu vyplacania) a formélne roéné predlehotné vyplacanie dochodkovych davok. Za-
kladnd dévku S, sme op#t poécitali brutto-principom, pri technickej irokovej miere
1,9% p. a. a demografickom modeli LCA DL (teda rovno pri vypocte davky sme brali
do tivahy mozni dlhovekost dochodcov). Len pre ilustraciu by sme uviedli, ze roénd
davka mala v tomto pripade vysku S, = 553,09 EUR, kym vysky poistnych plneni
Dy az D; vyplacané v pripade imrtia dochodcu by boli v prvom az siedmom roku
postupne 3280,43; 2818,85; 2343,02; 1852,03; 1344,69; 819,93; 276,54 (uvedené v EUR).
Definovali sme vektory pravdepodobnosti a penaznych tokov, ktoré vstupuju do metédy
sparovania aktiv a pasiv (Specidlne sme ich prisposobili pre nas dozivotny dochodok so

7-rocnou ochranou pre pripad tmrtia a pre polro¢nu ¢asovi jednotku)

-
p’ = (1, 0, 0,...,0) ,
-
CF’ = ((1—7)13, 0, o,...,o) ,
PS = (02962, 0D62 Q62, 1P62; 1D62 63 - - -, 6P62; 6D62 dess P62, U, sDe2, 0,
T
-, 38P62;, 0, 39D62, 0, 0, 0> ; (5.10)
CFS = <OZS+ (1+B)Sv (1 _S)Dly (1+B)S7 (1 _5)D27a(1+5)57 (1 —E)D7,
(14+8)S,0,...,(1+8)S, 0, (1+/)S, 0,0, 0)",
pricom dizka kazdého vektora je 82 a S £ S, je formalna roénd vyska dochodkovej

davky. Pred aplikdciou samotnej dynamickej metédy sparovania sme skonstruovali tri

modelové scenare budiceho vyvoja trhovych vynosov standardnych dlhopisov:

(SC1) jednoduchy scenar zalozeny na CIR1 modeli, pri ktorom sme predpokladali,
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ze vynosy sa riadia pocas celej skimanej 40-ro¢nej doby (v kazdom case)
podla CIR1 vynosovej krivky,

(SC2)  scendr so striedavymi odhadnutymi CIR modelmi, v ramci ktorého jednotlivé
modely sa menia v 5-ro¢nych cyklusoch v poradi CIR1, CIR/, CIR2, CIRS,
CIR4, CIR1, CIR2, CIR1,

(SC3)  scendr zalozeny na ndhodne vybranych NS vynosovych krivkéch.??

Aj na tomto mieste by sme cheeli zdoraznit, ze vytvorené varianty (SC1), (SC2), (SC3)
nepovazujeme za predpovede budiceho vyvoja trhovych vynosov. St to len modelové
scenare, ktoré nam pomozu odhalit ¢ast rizik vyskytujicich pri vypldcani dozivotnych
dochodkov a ilustrovat tc¢innost a detaily fungovania dynamickej metédy sparovania

aktiv a pasiv.
Pri jednotlivych scendroch sme naplnili maticu investiénych vynosov J = {j } ,
tk

resp. maticu vynosovych faktorov 7= {f} . pret=0,1,2,...,80ak =1,2,4, 10, 20,
30, 60. Ndsledne sme hladali optimélne hocinoty investicnych koeficientov ,c, pre t =
0,1,2,...,80, k =1,2,4,10,20, 30,60 také, ze t + £k < 80 a ¢y pret =0,1,2,...,13.
(Z nastaveni modelového dochodku je zndme, ze vyplacanie plneni pri imrti poistenca
skonéi po siedmych rokoch, a preto v d'alsich éasoch sme uz polroéné investicie d'alej
neuvazovali). Ostatné koeficienty ;c; sme polozili rovné nule.?® Spolu sme mali 373
potenciadlne nenulovych investi¢nych koeficientov, pre ktoré sme riesili maximalizacni
tlohu (specidlny pripad dynamickej metédy sparovania aktiv a pasiv)

max AV (5.11)

t€{0,1,2,...,80}
k€{1,2,4,10,20,30,60}; t+k<80

22Uvazovali sme détové obdobie od 03.01.2011 do 31.12.2014 pre sibory EURIBOR 1M-12M,
VSVS 5Y, VSVD 10Y a nakalibrovali sme 118 vybranych NS vynosovych kriviek. Z nich sme potom
v ndhodnom poradi postupne vybrali 80 vynosovych kriviek, pomocou ktorych sme popisali trhové

vynosy platné v ¢asoch 1,2,...,80. Pre zaciatoény ¢asovy bod 0 sme zvolili zékladny model NS2.
23Napr. 5cg = 0, pretoze v ¢ase 2 nasa modelova poistovita neméze investovat do 4-roéného dlho-

pisu (do dlhopisu s 8-polroénou dobou splatnosti), kedze taky cenny papier vobec neexistuje; alebo
54C0 = 0, pretoZe v ase 54 sa uz neoplati investovat do 30-ro¢ného dlhopisu, ked'ze doba vyplacania

déchodkovych davok konéf uz o 13 rokov (o 80 — 54 = 26 polrokov).
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pri podmienkach

AV, >0, Yte{0,1,...,79},

€1+ 1Co + 14 + 1C10 + 1Co0 + 130 + 1co0 = 1, VE € {0,1,2,...,80},

wer € (0,1), V€ {0,1,2,...,80}, Vk € {1,2,4,10,20, 30,60},

e =0, Vte {0,1,2,...,80},Vh € {1,2,...,80}\ {1,2,4,10,20, 30,60} ,
e =0, Vt € {14,15,16,...,80}

772 = 1, 7gco =1,

pricom ¢isti akumulovand hodnotu v ¢ase ¢ sme definovali vzfahom

t—1
A‘/t = pﬁ_l X CF’tI—Di-l — pf—i-l X CFtb_;_l + Z AVh X hCi—p X Ih-i—l,t—h, (512)
h=0

kde pf 1, pf.1, CFL,, CFf | st zlozky prislusnych vektorov p”, p°, CF”, CF? defino-
vanych vztahmi (5.10).2* Maximaliza¢ni tlohu (5.11) sme riesili numericky v prostredi
Statistického softvéru R pomocou vlastnych algoritmov a zabudovanej funkcie optim().
Aplikovali sme optimalizacni metédu L-BFGS-B, ktora je kvazi-Newtonovou iteracnou
metodou s dolnym a hornym ohrani¢enim pre dané premenné. Tato metoda bola pre
nade ucely idedlna, pretoze parametre ;¢ sme potrebovali hladat len v intervale (0; 1).
Nékladovi funkciu vstupujicu do numerického optimalizacného algoritmu sme defino-
vali pomocou rozdielu cielovej funkcie AVy a penalizacnej funkcie Z,,, ktord obsahovala
hrani¢né podmienky typu AV, > 0 pre vSetky ¢ € {0,1,...,79} (dalsie podrobnosti st
uvedené v podkapitole 4.1.2). Technicky najndro¢nejsou ¢astou hladania optimélneho
rozlozenia investicii bolo respektovanie prave tychto nerovnosti — pravidiel solventnosti.
Priame preskisanie vsetkych moznych kombinacii investicnych parametrov a nasledny
vyber najlepsej kombindcie, ktord maximalizuje zisku poistovne, by bolo v tychto roz-
meroch prakticky nemozné. Prave preto sme uprednostnili spominanti iteracni metodu.
Ako pravidlo zastavenia iteracného algoritmu sme pouzivali preddefinovanu toleranciu
metédy L-BFGS-B vo funkcii optim() (detaily si uvedené v [94]). Samotny progra-
movy kod pre odhad investi¢nych koeficientov a akumulovanej hodnoty zisku pri scenari

(SC2) je uvedeny v Prilohe F.

2 Maximaliza¢nd tloha (5.11) je z technického hladiska mierne nepresne formulovana (napr. ko-
eficient 23¢; by nemal vystupovaf v argumente maximalizaénej tlohy). Presné zadanie tlohy sme

upresnili slovne, vid vyssie, nad matematickou formuldciou tlohy.
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Vysledkom numerickej optimalizacie boli odhadnuté (optimélne) investiéné ko-
eficienty ,¢y, pri ktorych by poistoviia maximalizovala akumulovanti hodnotu svojho
zisku (pri danej matici vynosovych faktorov zo scenaru (SC1), (SC2), resp. (SC3)),
a zaroven optimalne pokryla vietky svoje budice zavizky. KedZe islo o numerickd ma-
ximalizacnu metodu, pri vyslednej investi¢nej stratégii danej odhadnutymi investiénymi
koeficientmi ;¢ sme zaznamenali mierne porusenie hrani¢nych podmienok AV; > 0 pre
niektoré ¢t € {1,...,79}, teda nedodrzanie pravidla solventnosti v niektorych ¢asovych
bodoch. Len pre ilustraciu by sme uviedli, ze pri (SC1) najvyraznejsie porusenie malo
vysku —1,37 EUR, pri (SC2) bola minimalna hodnota AV; na trovni —2,81 EUR,
kym v pripade (SC3) to bolo —1,24 EUR. Aj z toho vidime, Ze pri ¢istom poistnom
P = 10000 EUR tieto chyby moZeme povaZovat za zanedbatelné. Na zdver pomo-
cou odhadnutych koeficientov ;¢ sme vypocitali odhad akumulovanej hodnoty zisku

poistovne, vysledky st uvedené v Tab. 18.

Tabulka 18: Odhad akumulovanej hodnoty zisku poistovne pomocou dynamicke;
metody sparovania aktiv a pasiv pri roznych scendroch vyvoja trhovych vynosov

standardnych dlhopisov

scendre vyvoja trhovych odhad akumulovanej hodnoty zisku poistovne pomocou dynamickej metddy
vynosov 3tandardnych sparovania aktiv a pasiv
dihopisov (roénéd davka sa pocitala pri technickej rokovej miere i = 0,019 p. a.
a demografickom modeli LCA DL)
(SC1) 192531€
(SC2) 149384 €
(SC3) 59,35 €

(Zdroj: vlastné spracovanie)

Z definicie (SC1) poznéame, Ze pri tomto scenéri vynosy dlhopisov sa riadia v kaz-
dom ¢ase vyluéne len podla modelu CIRI. V porovnani s testami uvedenymi v podka-
pitole 5.5 vsak mame taky rozdiel, ze pri (SC1) sme zizili pocet existujucich standard-
nych dlhopisov na 7, kym pri statickych testoch sme pouzivali celi sadu dlhopisov
s polro¢nou az 40-roénou dobou splatnosti. Odhad akumulovanej hodnoty zisku pois-
tovne uvedeny v prvom riadku Tab. 18 (1925,30 EUR) je vyrazne nizs{, ako odhad aku-
mulovanej hodnoty prezentovany v Tab. 14 pri kombindcii CIR1 + LCA DL (5704,73

EUR), ¢o je priamym dosledkom neexistencie plného suboru dostupnych standardnych
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dlhopisov. Pri (SC1) totiz poistoviia nemoze investovat napr. do najvyhodnejsich 40-
roénych dlhopisov, alebo napr. ocakivant dochodkovii déavku v ¢ase 26 musi pokryt
minimdlne tromi dlhopismi (napr. s 10-, 2- a l-ro¢nou splatnostou), ¢o prindsa pri
tychto nastaveniach mensi vynos, ako priama investicia do 13-ro¢ného dlhopisu (po-
volend pri statickej metéde sparovania aktiv a pasiv). Z Tab. 18 vidime aj to, ze
pri dalsich dvoch prezentovanych scendroch vyvoja trhovych vynosov by poistoviia
skoncila v zisku, avsak tieto odhady kvoli odlisnosti modelov uz nedokazeme porov-
nat so ziadnymi vysledkami z Tab. 14. Skuto¢nost, Ze nasa modelova poistoviia by
skoncila v zisku pri vSetkych troch scendroch (SC1), (SC2), (SC3), vyplyva z pomerne
optimistického nastavenia modelovych scendrov v porovnani s 1,9%-nou hladinou tech-
nickej urokovej miery, pri ktorej sa pocitala vyska formalnej rocnej dochodkovej davky.

Pomocou dynamickej metédy sparovania aktiv a pasfv sme cheeli poukézat na
d'alsi mozny faktor, ktory moze ovplyvnit ziskovost modelovej Zivotnej poistovne pri
vyplacani dozivotnych dochodkov z tspor v druhom pilieri. Stresové testy trhovych
vynosov prezentované v tejto podkapitole povazujeme za realistickejsie ako analyzy
uvedené v casti 5.5, pricom este aj tie st daleko od redlnych investiénych stratégii
a stresovych testov skutoénych Zivotnych poistovni. Nagim d'alsim cielom bolo ukazat
pouzitelnost dynamickej metédy v redlnej aplikdcii a zvyraznit jeho vyhody v po-
rovnani so statickou metédou spdrovania aktiv a pasiv. Pre kratkost priestoru sme
prezentovali len tri vybrané stresové scendre vynosov dlhopis, pricom efekt dlhovekosti
sme v tomto pripade vobec netestovali. Aplikacia dynamickej verzie sparovania aktiv
a pasiv totiz v ovela vii¢Sej miere vplyva na efekt vynosov ako na demografické pred-
poklady, teda v koneénom dosledku pri d’alsich kombinovanych stresovych testoch by
sme dosiahli podobné vysledky, aké sme dostali v ¢casti 5.5.3 (vid Tab. 17).
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Zaver

V ramci tejto dizertacnej prace sme publikovali vysledky ziskané pocas nasho
vyskumného procesu. Zaoberali sme sa modelovanim trokovych mier a demografického
vyvoja $pecialnej skupiny obyvatelstva s aplikdciou v Zivotnom poisteni. V prvej kapi-
tole prace sme prezentovali teoretické zaklady financnej matematiky, potom sme zhrnuli
Styri zakladné smery finanéného modelovania. Druht kapitolu sme venovali modelom
urokovych mier a vynosovych kriviek a detailne sme skimali Vasickov, resp. CIR mo-
del. V dalsej ¢asti kapitoly sme definovali priame modely vynosovych kriviek, Nelsonov-
Siegelov, resp. Svenssonov model, a ich aplikacie na modelovanie vynosov Standardnych

dlhopisov.

V tretej kapitole sme popisali zaklady poistnej matematiky a definovali sme
zédkladné poistné produkty Zivotného poistenia. Uviedli sme aj niekolko tvrdeni pre
bazické poistenia, ktoré sme potom aplikovali v podkapitole 3.3 pri odvodeni Special-
nych vypoctovych vzorcov pre prvotné ocenovanie dozivotnych dochodkov vyplacanych
z uspor v druhom dochodkovom pilieri. Najprv sme uvazovali pripad dozivotnych
dochodkov bez zvysSovania davok, potom sme brali do uvahy aj zvySovanie dochodkov

konstantnym, resp. meniacim sa tempom.

Definiciu a zakladné oznacenia metédy sparovania aktiv a pasiv zivotnej poistovne
sme sformulovali vo stvrtej kapitole prace. Vymedzili sme aj tilohu metédy sparovania
a moznosti jej rieSenia. Navrhli sme numerické riesenie maximaliza¢nej tlohy pomocou
tzv. penalizacnej metédy. V podkapitole 4.2 sme vytvorili prehlad o ¢asti sivisiacej

odbornej literatury, ktora sa zaobera penzijnymi schémami.

Podstatni ¢ast nasich vysledkov sme publikovali v piatej kapitole. Najprv sme
uviedli modelové predpoklady aplikované pri modelovom vyplacani dozivotnych do-
chodkov zo starobného dochodkového sporenia. V ¢asti 5.2 sme prezentovali demografic-
ké modely, ktoré sme vytvorili Specidlne pre slovenski populédciu. Pri konstrukcii tychto
modelov sme pouzivali imrtnostné tabulky Statistického tiradu Slovenskej republiky
a aplikovali sme metdédu posunutych pravdepodobnosti, resp. Leeho-Carterov model.
Pomocou tychto metéd sme skonstruovali modelové scendre pre mozni dlhovekost
budicich déchodcov. V podkapitole 5.3 sme uviedli devit odhadnutych modelov pre
urokové miery a vynosy Standardnych dlhopisov, pricom aj tieto modely sme nastavili

pre slovenské podmienky. V casti 5.4 sme prezentovali prvotné odhady pre mesacné
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dochodkové davky (pre pripad dochodku bez zvySovania dévok) pri roznych kom-
binaciach demografickych a tirokovych modelov. Ukézali sme, aké rozdiely mozu sposo-
bif pesimistické nastavenia jednotlivych modelov. Potvrdilo sa, Ze ¢fm horsi scendr tr-
hového zhodnotenia zvolime a ¢im prisnejsi variant dlhovekosti berieme do ivahy, tym
bude mesacna davka nizsia. V poslednych dvoch podkapitoldch sme zhrnuli vysledky,
zavery a komentare nasich stresovych testov, ktoré sme vykonali pri roznych nastave-
niach demografickych a trokovych stresovych scendrov. Opif sme sa zameriavali na
mozné negativne vykyvy trhovych vynosov a vplyv dlhovekosti dochodcov. V pripade
testov pre vynosy sme dospeli k zaveru, ze pri pesimistickych modeloch vyvoja trhovych
vynosov by modelové poistoviia utrpela stratu, a to bez ohladu na to, ktory demogra-
ficky model aplikovala pri vypocte mesacnej davky. Dalej, pri analyze scenarov dlho-
vekosti sme prezentovali, akd stratu moze utrpiet poistoviia, ked timrtnost dochodcov
sa riadi inym sposobom, aky predpokladala. Skiimali sme aj odolnost nasich modelov
dlhovekosti voéi odporicanym stresovym scendrom Eurépskeho organu pre poistov-
nictvo a dochodkové poistenie zamestnancov. Zistili sme, ze obe nasSe demografické
modely dlhovekosti by tspesne absolvovali miernejsi stresovy test, no prisnejsim tes-
tom by nepresli.

Na zaver by sme skonstatovali, ze tato dizertacnad praca splnila stanovené ciele.
Pocas jej tvorby sme vybudovali pevnu teoreticku zédkladnu zamerani na modelova-
nie urokovych mier a vynosov dlhopisov v oblasti zivotného poistenia, ktord sme po-
tom tuspesne aplikovali pri analyze a modelovani vyplacania dochodkov zo starobného

dochodkového sporenia na Slovensku.
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Priloha A.

Odvodenie formuly pre mesacnu vysku davky v pripade dozivotného starob-
ného déchodku so zvySovanim déchodku

Uvazujme mesacne vyplacany dozivotny starobny dochodok so zvySovanim dochodku
a bez pozostalostnych déchodkov (podla bodu a) 2. odseku 1 §46 zdkona [85]) pre sporitela
vo veku x rokov. Oznac¢me findlnu vysku tspor v starobnom doéchodkovom sporeni symbolom
P (tato suma sluzi ako jednorazové brutto-poistné pri kiipe dozivotného déchodku). Nech ¢
oznaéuje ro¢ni technicki tdrokovi mieru, v = (1 4 14)~! je roény diskontny faktor, m = 12 je
pocet vyplat v jednom roku (kedZe sa zaoberame s mesacne vypldcanym déchodkom) a nech
maximélna doba vypldcania je n = w — & rokov. Nech S(12) oznacuje zékladni roénid vysku
dévky vypldcanej mesa¢ne v prvom roku a nech S,, = SU?) /12 je mesacna vyska davky
v prvom roku vyplécania dochodku. Predpokladajme, Ze v dalsich rokoch sa ro¢nd davka
zvysuje konstantnym koeficientom g > 0, vzdy vo vyroéi vzniku povinnosti poistitela plnit zo
zmluvy o poisteni dochodku (podla §42 zékona [85]). Potom ro¢né vysky ddvok vyplacanych
mesacne v jednotlivych rokoch st postupne S02), §12)(144), S02)(14¢)2, S0 (149)3,...

Berme do tivahy aj odsek 1 §41 zdkona [85], podla ktorého starobny déchodok, predcas-
ny starobny dochodok a pozostalostny dochodok sa vyplidca mesaéne pozadu (t. j. polehotne).
Uvazujme aj odsek 2 §32 zdkona [85] o vrateni ¢asti poistného, ak dochodca zomrie pred
vyplatenim prvych 84 mesaénych dévok. Podla spominaného paragrafu pozostali dostant
sumu zodpovedajicu rozdielu sumy uréenej na vyplatu tychto 84 mesacnych sim dozivotného
dochodku a sictu vyplatenych mesacnych sim dozivotného déchodku. Predpokladame, ze
poistnd suma sa vyplati na konci mesiaca, v ktorom nastala smrt dochodcu.

Ozna¢me symbolom Dj pre j = 1,2,...,7davku, ktortd dostanti pozostali v j-tom roku,
ak ddchodca zomrie niekedy v j-tom roku (za predpokladu, ze zomrie v prvych 7 rokoch
vyplacania dochodku). Dalej ozna¢me symbolom Dj pre j = 0,1,...,7 nevyplatenu cast
v ¢ase j-tej sumy, ktord sa vyclenila na vyplatenie prvych 84 mesaénych davok. Pri vypocte
hodnét Dy, Dy, ..., Dg aplikujme zovseobecnenie aproximaénej formuly (3.15) uvedenej v tre-
tej kapitole v tvare

my , ..  m+l 1 1 ;
k‘aw:m ~ k|ax;m W (Axm Axm) (podla [64]),

resp. jeho Specialnu verziu

12) . 13 1 1
k|G & k| Gz — ﬂ (Axm o Azm) ’ (1)
Nech

Do = suma, ktora sa vyclenila na vyplatenie prvych 84 davok
12 12 12 12
Do =80 a2+ 511+ g) yay 3 + 51+ 9)? a3 o+ 514 9)° gy

Po dosadeni aproximécie (1) dostaneme

1 1
Dy =~ 5(12) <a1’:1 — ﬂ (1 — Az%)) + 5(12)(1 + g) <1a:v:ﬂ - ﬂ (‘/43311 o Ax%)) +

. 13
+512(1 4 g)? (m%ﬂ — 5y (A - Aﬁ)) +o

. 13
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Pre odlozeny predlehotny dochodok pouzivame vztah jjdzm = AT% Ayt km (podla [64]).
Dalej pozname, 7e i, +&1 = 1. Potom moézeme pisat

13 13
Dy ~ 5(12) <1 B ﬂ (1 o Ag;%)) + 8(12)(1 + g) (Ax% o ﬂ (Aa:% o Aaz%)) +
13
+ 8021 +g)? (Ax;% — 51 Ao~ Axéo o

13
12 6 1 1 1
St )(1 9) (szﬁ 24 (Az:G A:p:?))

11 11
~ §(12) (12) R
Dy~ S <24 24Agﬂ>~|—5 (1—|—g)<24Ax:ﬂ+24Ax7>+

11 11 13
12 9 12 6 1 1
+502(1 + g) (24Aﬂ+ 24Aﬂ> o+ SUI(1 4 g) <24Am+ 24Am>
6 13
—~ a(12) 1
Dy = s(12) E (1+g9) < xT + 24Ax:k+1> : @)
k=0

Analogicky, pre D modzeme pisat rovnicu ekvivalencie a moZeme previest rovnaké tpravy
ako v pripade Dy

Dy 5(12)(1+g) (12) Jr5(12)(1+g)21|a(12) +S(12)(1+g)32|a(12) n

z+1:1] 2+1:1] 2+1:1]
ok S g) el
13
~ q(12 .. 1
Dl ~ S( )(1 +g) (ax—&-l:ﬂ - ﬂ (1 - Am+1:ﬂ>> +
12 g)? 1 1
+ 512 <1|a +1:11 (Ax+1:ﬂ - Ax+1:ﬂ>> Tt
12) )6 1 1
+ S( 1 + g (5 Api1:1 — (Az—s—lzm - Am—i—l:a))
~ q(12) 1
SUD(1 4 g (1 —A, +ﬂ)> +
12 g)? 1 1 1
+ S( ( o111 Ax—i—l:ﬂ - Ax-l—l:ﬂ)) +oet
1 1 1
+512(1+9) ( 24151 A 2+1:5] Az+1;ﬁ))
° 1 13
~ §(12) g)kt! 1, 29 1
Dl ~ S Z (24Aa:+1:m + 24Ax+1:m> ' (3>
k=0
Teda vseobecne pre Dj, j =0,1,2,...,6 teda plati vztah
A 1 13
o~ o(12) k:+ - 1, 12 1
Dj~ 38 Z ’ (24Ax+jzm + 24Ax+j:m) (4)
k=0
a D7 = 0.
Predpokladajme, ze priemerny dochodca zomrie v strede roka, takze davku Dj, 1=12...,7

dostantd pozostali tiez v strede j-teho roka. Za aproximéaciu davky Dj zoberme aritmeticky
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priemer ddvok D;_1 a Dj, teda nech plati

_ Do+ D _ D1+ D _ Ds+ D _ Ds+ D
Dia0tr p Pt p Pat P 5 Pt
2 2 2 2
_ Dy+ D _ D5+ D _ Dg+ D
Ds ~ 4+ 57 Dg ~ 5 + 67 Dy~ 6 + T
2 2 2
Po dosadeni namiesto Dj, j = 0,1,...,7 dostaneme vztahy typu

6—(j—1)

_ 1 . 11 13
o~ 2 q(12) k+j—1 [ =~ 1, 2 1
Dj ~ 25 kz_o (1 +g) ’ <24Aa:+j—lzﬂ + 24A:L’+j—1:k+1> +
6—j
. (11 13
k+ 1 1 S
+ > (1+g)"™ <24Ax+j:ﬂ+24‘4m+j;m>> pre j =1,2,...,6, (5)
k=0

-~ 1 6 (11 1, 13 1 L oz 6 (11 13 1
D7~§S( J(1+g) (24Az+6:m+24Az+6:ﬂ :QS( '(1+9) ﬂ+ﬂA$+6:ﬂ '

Pozerajme sa teraz na podmienku vratenia casti poistného ako na samostatny poistny
produkt, t. j. ako na docasné poistenie pre pripad imrtia na dobu 7 rokov s klesajicou vyskou
davky. Sti¢asni hodnotu tohto produktu méZzeme pocitat z rovnice ekvivalencie

(GA)i:ﬂ =Dy opz o (1 +1)7% + Dy 1pp oy (1+0)7P 4+
+ D7 6Pz qate (1+1)70°

7
(GA):LW - Z Dj j—1Pz Qutj—1 (1 + i)_(1—075)‘
j=1

Po dosadeni namiesto D; zo vzfahu (5) dostaneme

1 502 & Ny kg1 (11 1, 13 1
(GA)m:ﬂ ~ 2 Z Z (1 + g) ’ <Q4A:p+]’1:m + 24Am+j1:m> +
j=1 k=0
6—j
(11 13
k+ 1 1
+ ) (+g) <24Ax+j;m + 24Ax+j:m>> x
k=0
X j—1Pz Qz+j—1 (1+ i)_(j_0’5) +
1 (11 13 N
* 55(12)(1 * 9)6 (24 * 24A:E+6:%> 6Pz qz+6 (1 + Z) 09, (6>
Zavedieme pomocné oznacenie
6 [6-(j—-1)
1 i (11 . 13 .
=3 2ol 2 gt (24Az+j1ﬂ + ﬂA:chjfl:m T
j=1 k=0
o 11 13
i (0,
* (1+9) v <24Ax+j:%+ 24Ax+j:ﬁ\>> j=1Pz Qo+j—1 (1 +1) (=058 4
k=0
1 (11 13 N
+ 5(1 +9) (24 + 24Am+6:%> 6Pz Qure (1+1)7%. (7)
Potom
(GA)L -~ 8" x G. (8)
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Uvazujme koeficientu brutto-principu «, 3, v, € z ¢asti 3.3.1. Potom rovnica ekvivalencie
pre uvazovany mesacne vyplacany dozivotny starobny dochodok so zvySovanim dochodku
a bez pozostalostnych dochodkov pre sporitela vo veku = rokov a moznostou vratenia casti
poistného v pripade timrtia poistenca v prvych siedmych rokoch poistenia mé tvar

1 «— 12 ko (12) 12 1
P = T (1+73) kZOS( V(149 yaly + aSU 4 (1-6)(GA), 4
Pri— |0+8)S S+ <kl%zﬂ—g4(Azzm—szm> +
k=0
+ as 4 (1-¢)sMa
1 — 13
~ (12) 1 1
P |1+5)8 1Y 1+ g ( L1 24(1435:m szm)>+
k=0

+ a8 4 (1-)s1@

Po d'algich tipravich dostaneme

(12) e 19 1
1+ 88" (14 g)F ( ﬂ+24Ax:m>+
k=0

+ aS1? 4 (1-¢)sM2q

Po vyjadreni nezndmej dochodkovej dévky a pouziti vzfahu S, = S0?) /12 pre mesaénit
dochodkovi davku platni v prvom roku dostaneme

-1

P(1- ()

szli

(1+5) ; <24 mT'i' A —‘>+a—|—(1—5)G

kde premenna G je definovand vztahom (7), pricom v d'alsich rokoch budi vypldcané mesacné
davky vo vyske Sp(1+9), Sm(l+9)% Sm(l+9)%, ..., Sm(1+9)™

Cely predosly postup, aj vypoctova formula (9) pre zdkladni mesa¢nu vysku déchod-
kovej davky sa d4 zovseobecnit aj pre ten pripad, ked tempo rastu ddvok nie je konstantné
pocas celej doby vyplacania déchodku. Predpokladajme, ze v case t pre t = 0,1,...,n — 1
(teda na zaciatku (¢ + 1). roku) sa aplikuje valorizaény koeficient g;, pricom nech gy = 0.
Ozna¢me symbolom S, vysku mesacnej dévky vypldcanej v prvom roku poistenia. Potom
mesacné vysky ddvok v d'alsich rokoch vyplacania déchodku st

n—1

J J—
Sm(L+g1), Sm(L+g1)A+g2), - S [JA+ 1) S [T (1 + 90)-
t=1 t=1

Kedze gy = 0, tak vyska mesacnej davky v j-tom roku vyplacania dochodku je rovné

7—1
Sm H(l + gt)‘
t=0
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Potom stucasna hodnota 7-roéného poistenia pre pripad imrtia dochodcu aproximovand vzta-

hom (8) sa d4 pocitat nasledovne

(GA)! -~ s12 x @G,
6 [6-(—1) /k+j—1
1 11 .13 .
kde G = 9 Z ( ( H (1 +gt)) (24Az+j1:m * 24Aa:+j1:m> +
j=1 \ k=0 =0
6—j +7
11 .13 .
+ Z (H (1+ gt ) <24AH]7 + 24Aw+] T\)) j—1Px qotj—1%
k=0 \t=0
6
. 1 11 13
N—(j—0,5) 4 * a5 1 =65
X (1+4)~V +3 (}1)(1 —|—gt)> (24 + 24Az+6:ﬂ) 6Pz Gate (1+4)7.

Pre mesa¢ni vysku davky v prvom roku priblizne plati
-1

— 11 13 -
(1+5) Z (H (1+gt) > (24Ax:5+24,4x:ﬁ> +a+(1-¢e)G
k=0

- P(1-
A

~
~

m 12

(10)
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Priloha B.

Odhady parametrov Leeho-Carterovho modelu pri historickych UT SUSR

1996-2013 pre vekovu skupinu 62 az 100 rokov

#

62 -4
63 -4
64 -3
65 -3
66 -3
67 -3
68 -3
69 -3
70 -3
71 -3
72 -3
73 -3
74 -3
75 -2
76 -2
77 -2
78 -2
79 -2
80 -2
81 -2
82 -2
83 -2
84 -2
86 -1
86 -1
87 -1
88 -1
89 -1
90 -1
91 -1
92 -1
93 -1
94 -0
95 -0
96 -0
97 -0
98 -0
99 -0
100 -0.

ax

.1018776710216729
.0238999831328437
.9446103359834295
.8659999251331709
.7877389532862846
.7068750764037440
.6253324796817159
.5410256617803140
.4517436282417036
.3589576073889380
.2675129787285191
.1754427759855175
.0793368542070434
.9829214228735230
.8857734777191482
.7868404017318436
.6857260956550491
.5809095633811103
.4739770069079161
.3674414409150213
.2606544090207832
.1541596327192845
.0460076483220941
.9382914938174103
.8289847038903828
.7188074554501245
.6080222829240460
.4967611681508615
.3852255248603771
.2737200653255365
.1618353054429080
.0499544339859967
.9387304362833390
.8278706655646036
.7186325590801832
.6122281426074240
.5074924241352283
.4026151751673616

2969448700537589

O O O O O O OO OO OO OO OO0OO0OODOOOOOO OO OO

bx

.05635931276364064943
.0565913576905249585
.0626843772545830763
.0665669752144872756
.0709459497313541104
.0732084217646215285
.0768279201247208665
.0792738713590733501
.0798418180554478635
.0764547038725471861
.0754396811464155964
.0755082035620969899
.0730989891715747020
.0698614251717708246
.0667690304129784917
.0640804035197413829
.05682226460482854272
.0514736522507387925
.0452450973032422626
.0388342211219119063
.0338178333329284542
.0285648736692570328
.0224951989994981658
.0177841883152343866
.0118946807400270287
.00615689383552767066
.0005060015650300819
.0050884352111201896
.0106734532969155436
.0163680012986607837
.0218058132986850596
.0271258923632941712
.0327761013673373292
.0383265425015295591
.0444691357857513805
.0515739670286200561
.05683980211219979964
.0632118994570472770
.0659263246588156354

157

O O OO, NNF NF -

kt

.6213392837951988
.4425682872716006
.0625697177893558
.7889674165825185
.0574671256833876
.3739232137036368
.7935128340344608
.7492409967985095
.2019609613784897
.8242788964104736
.1634837722945043
.4539279694040915
.9298306978327251
.1889256998816755
.5882016887542262
.6503384707018469
.9873717790822032
.9026786953995964



o | = E(Te) v rokoch 1996-2013 (skutocné) -
N 7| = E(Tg,) v rokoch 2014-2055 (predpovedané) -
- - hranice 90%-ného IS pre predpovedané E(Te,) -
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Obr. 17: Historické stredné budtice diiky zivota 62-rocnej osoby v rokoch
1996 az 2013, Leeho-Carterove predikcie strednych buduicich dizok zivota
na roky 2014 az 2055 a hranice 90%-ného predikéného intervalu
spolahlivosti (Zdroj: [95], vlastné spracovanie)
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Obr. 18: Predikované jednoroéné pravdepodobnosti imrtia (imrtnostné
krivky) pre roky 2014-2055, zobrazené pre vekovi skupinu 62 az 80 rokov)
(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 19: Predikované jednoroéné pravdepodobnosti imrtia (imrtnostné
krivky) pre roky 2014-2055, zobrazené pre vekovu skupinu 62 az 100 rokov)
(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 20: Predikované jednoro¢né pravdepodobnosti timrtia (imrtnostné

vek x (v rokoch)

krivky) v rokoch 2015, 2025, 2035, 2045, 2055, zobrazené pre vekovii
skupinu 62 az 80 rokov) (Zdroj: vlastné spracovanie)

159




03

08

07

05

—_—2015

—_—2025
—2035
—2045
——2055

a5

04

03

02

01

T T T
82 86 20

T
78

94

98

vek x (v rokoch)

Obr. 21: Predikované jednoro¢né pravdepodobnosti timrtia (imrtnostné
krivky) v rokoch 2015, 2025, 2035, 2045, 2055, zobrazené pre vekovii
skupinu 62 az 100 rokov) (Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 22: Porovnanie historickych imrtnostnych kriviek z rokov 2011, 2012,
2013 a Leeho-Carterovych predikovanych timrtnostnych kriviek pre roky

2014, 2015 pre vekové rozpitie 62-100 rokov)
(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Leeho-Carterove predikcie roénych pravdepodobnosti timrtia pre rok 2015
vo vekoch 62 az 100 rokov a hranice 90%-ného intervalu spolahlivosti pre
predikované pravdepodobnosti

# predikcie roZnych pravdepodobnosti dmrtia pre rok 2015

# vo vekoch 62 az 100 rokov
c(0.0138700987992,0.0145944444264,0.0155407329614,0.0165155691614,
.0174625056231,0.0188309375380,0.0203387187556,0.0221671318708,
.0238405698279,0.0263667942042,0.0290296638439,0.0320398160820,
.0351078430257,0.0381304421582,0.0415428937665,0.0461173638088,
.0521553659568,0.0591965349470,0.0678645244082,0.0770002234079,
.0863275006430,0.0961115670605,0.1084636041551,0.1196864973319,
.1344897585288,0.1510677837588,0.1695924989211,0.1902351295506,
.2131682136458,0.2385673922851,0.2665253593310,0.2971711126935,
.3306583206946,0.3669453807152,0.4061336440211,0.4482119123223,
.4927023972221,0.53881231256210,0.5859729250151)

O O OO O O O o o

# dolna hranica 90%-ného intervalu spolahlivosti
# pre predikované pravdepodobnosti
c(0.0123030558015,0.0128595516566,0.0135087909488,0.0142330095903,
0.0149034992559,0.0159920012265,0.0171354380567,0.0185769610179,
.01995668254963,0.0222432473465,0.0245501949181,0.0270981230903,
.0298592359776,0.0326708756934,0.0358479155437,0.0400449226235,
.0458940590835,0.0528894327512,0.0614931978873,0.0707812108082,
.0802518622650,0.0903949034769,0.1033833681870,0.1152591114806,
.1311685793749,0.1491423618325,0.1694157389297,0.1882719252995,
.2086341620831,0.2309315685685,0.2553856204892,0.2820463203202,
.3107893083088,0.3417907228333,0.3746861448211,0.4091223694919,
.4455166367582,0.4846507614168,0.5264122878790)

O O OO O O o o

# hornd hranica 90%-ného intervalu spolahlivosti
# pre predikované pravdepodobnosti
c(0.0156351664122,0.0165614423239,0.0178755618279,0.0191606526352,
0.0204563784051,0.0221682171256,0.0241335291281,0.0264418775613,
.0284692521980,0.0312427056442,0.0343122675262,0.0378653945179,
.0412597201344,0.0444817180113,0.0481204392095,0.0530856935810,
.05692450016021,0.0662301802568,0.0748704895261,0.0837419354123,
.0928408636309,0.1021704151743,0.1137785057343,0.1242727363945,
.1378888251049,0.1530160077918,0.1697694262317,0.1922166331833,
.2177888200177,0.2464205278162,0.2780735570010,0.3129592227358,
.3515332313911,0.3935120031741,0.4395068110892,0.4898861848094,
.5431395601486,0.5966434490786,0.6493031496310)

O O O O O O o o
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Obr. 23: Leeho-Carterova predikovana imrtnostna krivka pre rok 2015
a hranice 90%-ného intervalu spolahlivosti pre predikovani krivku
(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 24: Leeho-Carterova imrtnostna krivka dlhovekosti a hranice
90%-ného intervalu spolahlivosti pre predikovant krivku dlhovekosti
(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Leeho-Carterov model dlhovekosti: ro¢cné pravdepodobnosti timrtia a hra-
nice 90%-ného intervalu spolahlivosti pre predikované pravdepodobnosti dl-
hovekosti

# rotné pravdepodobnosti umrtia - dlhovekost’
c(0.0138700987992,0.0143304262401,0.0149249922497,0.0154859201418,
.0159365008933,0.0167368857289,0.0175342171228,0.0185436059335,
.0194155369526,0.0211398534263,0.0227904900844,0.0245541792079,
.0265161043900,0.0285251162578,0.0308284309167,0.0339557475447,
.0387975636302,0.0448746870903,0.0524991886884,0.0610865090096,
.0698901087617,0.0797690962990,0.0931015873476,0.1055767865070,
.1233099427824,0.1442270986263,0.1689301528549,0.1980601480830,
.2323817862100,0.2729244259706,0.3195656503493,0.3731278813116,
.4356835088962,0.5062496126712,0.5880399964426,0.6835710495943,
.7858503185452,0.8817313082807,0.9665734507467)

O O O O O O O o o

# dolnd hranica 90%-ného intervalu spolahlivosti
# pre predikované pravdepodobnosti dlhovekosti
c(0.0123030558015,0.0122230700795,0.0121168289624,0.0120209909649,
0.0117784891916,0.0118634533077,0.0118242653092,0.0119471634157,
.0120680078283,0.0130025494616,0.0136929018603,0.0143157961040,
.0152894830439,0.0164089171955,0.0177192712335,0.0194850592947 ,
.0229337044300,0.0276849491228,0.0338103339178,0.0413350064443,
.0491931841377,0.0587642993794,0.0727165277353,0.0864019604636,
.1075328509549,0.1341880866483,0.1679182085340,0.1862714754647 ,
.2039619708221,0.2229779564987,0.2436525351431,0.2659339884638,
.2893895646365,0.3143853409915,0.3400453461229,0.3656212266627 ,
.3923954114621,0.4227317637224,0.4570195391553)

O O O O O O o o

# hornd hranica 90%-ného intervalu spolahlivosti

# pre predikované pravdepodobnosti dlhovekosti
c(0.0156351664122,0.0167980373103,0.0183779510641,0.0199395628045,
.0215464559308,0.0235885409728,0.0259655006837,0.0287295400427 ,
.0311664273980,0.0342818136989,0.0378174512098,0.0419601279883,
.0457958956587,0.0493651600777,0.0533749329617,0.0588538187533,
.0652725929323,0.0723461265822,0.0810923547836,0.0898431420863,
.0988535484404,0.1078646975271,0.1188489090917,0.1287207570788,
.1412290845182,0.1549547848885,0.1699476298699,0.2105083048447,
.2641791108422,0.3319687441352,0.4135612922619,0.5108021801889,
.6287498900291,0.7622552787532,0.9169856542741,1.0000000000000,
.0000000000000,1.0000000000000,1.0000000000000)

o

= O O O O O O o
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Priloha C.

"] © EONIA
+ EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M
| © VSVD5Y, 10Y

© GmOD O COMm O

om

rocné urokové miery a vynosy
000 O O @o® 00

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

[ I I I I I I I |
EO 1M 2M 3M 6M oM 12M 5Y 10Y

maturita

Obr. 25: Historické tirokové miery (EONIA, EURIBOR) a vynosy dlhopis
(VSVD) medzi rokmi 2011 a 2014 (Zdroj: [88], [91], vlastné spracovanie)
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Obr. 26: Vybrané historické vynosové krivky skonstruované pomocou dat
EONIA, EURIBOR 1M-12M a VSVD 5Y, VSVD 10Y (Zdroj: [88], [91],
vlastné spracovanie)
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Obr. 27: Vyvoj historickych trokovych mier (EONIA, EURIBOR)
a vynosov dlhopisov (VSVD) medzi rokmi 2011 a 2014 (Zdroj: [88], [91],
vlastné spracovanie)
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7 + data: EURIBOR 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 12M: VSVD 5Y, 10Y
[Te}
C)_ —
o — —
~ 8
= o
N
o
5 _
—
O_ —
o
o —— CIR1
S | ro = EONIA(31.12.2014) = 0,001439 — — CIR2
o
[ T T T T T
0 10 20 30 40

T (v rokoch)
Datové obdobie: 03.01.2011 - 31.12.2014

Obr. 28: Vizualny fit odhadnutych vynosovych kriviek CIR1 a CIR2 voci
historickym urokovym mieram a vynosom dlhopisov pouzitym pri odhade

parametrov (Zdroj: [88], [91], vlastné spracovanie)
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Obr. 29: Vizualny fit odhadnutych vynosovych kriviek CIR3 a CIR/ voci
historickym 1urokovym mieram a vynosom dlhopisov pouzitym pri odhade

parametrov (Zdroj: [88], [91], vlastné spracovanie)
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Obr. 30: Vizualny fit odhadnutych vynosovych kriviek modelu NSI voci
historickym urokovym mieram a vynosom dlhopisov pouzitym pri odhade
parametrov (Zdroj: [88], [91], vlastné spracovanie)
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Obr. 31: Vizuélny fit odhadnutych vynosovych kriviek modelu NS2 voci
historickym irokovym mieram a vynosom dlhopisov pouzitym pri odhade
parametrov (Zdroj: [88], [91], vlastné spracovanie)
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Obr. 32: Porovnanie odhadnutych vynosovych kriviek modelov NSI a NS2

Ro(T)

(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 33: Vizudlny fit odhadnutych vynosovych kriviek modelu SV voci
historickym urokovym mieram a vynosom dlhopisov pouzitym pri odhade
parametrov (Zdroj: [88], [91], vlastné spracovanie)
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Obr. 34: Vizualny fit odhadnutych vynosovych kriviek modelu SV2 voci
historickym turokovym mieram a vynosom dlhopisov pouzitym pri odhade
parametrov (Zdroj: [88], [91], vlastné spracovanie)
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Obr. 35: Porovnanie odhadnutych vynosovych kriviek modelov SV1 a SV2
(Zdroj: vlastné spracovanie)
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Priloha D.

Programovy kéd pre odhad neznamych parametrov Vasickovho modelu

# ALGORITMY PRE ODHAD PARAMETROV VASICKOVHO MODELU
# postupy podla prace Urbanova Csajkova (2007)
# a podTa tlanku Sevcovic, Urbdnova Csajkova (2005)

Vasickov short rate model:
drt = kappa*(theta - rt)dt + sigmaxdWt

Vasickova vynosova krivka:
R(tau,r) = (B(tau)*r - 1ln(A(tau)))/tau

H O HF R

=+

# definicia funkcii A(tau) a B(tau) pre Vasitkov model:
B.VAS <- function(tau, phi) {
(-(1-phi~tau)/log(phi)) }

A.VAS <- function(tau, phi, xi, rho) {
exp(xi*(B.VAS(tau,phi)-tau) - rhox*(B.VAS(tau,phi))~2) }

PT.VAS <- function(tau, phi, xi, rho, r) {
A.VAS(tau, phi, xi, rho)*exp(-B.VAS(tau, phi)*r) }

RT.VAS <- function(tau, phi, xi, rho, r) {
-log(PT.VAS(tau, phi, xi, rho, r)) / tau }

# logaritmus funkcie vierohodnosti pre VaSickov model
loglike <- function(theta, kappa, sigma, r=R0) {
suma<-0; N<-length(r);

for(t in 2:N) { suma <- suma + log(

((sigma~2)/(2*kappa)) * (1-exp(-2*kappa)) * r[t-1]"0) +

(r[t] - exp(-kappa)*r[t-1] - thetax(l-exp(-kappa)))~2 /
(((sigma~2)/(2xkappa)) * (l-exp(-2xkappa)) * r[t-1]1"0) }
-(1/2) *suma
}

loglik <- function(par) {
theta <- par[1]; kappa <- par[2]; sigma <- par[3];
suma<-0; N<-length(r);
for(t in 2:N) { suma <- suma + log(
((sigma~2)/(2*kappa)) * (l-exp(-2xkappa)) * r[t-1]70) +
(r[t] - exp(-kappa)*r[t-1] - theta*(l-exp(-kappa)))~2 /
(((sigma~2)/(2xkappa)) * (l-exp(-2xkappa)) * r[t-1]170) }
-(1/2) *suma

# pomocnd funkcia na rieSenie linedrneho systému
LS.VAS <- function(phi)
{

170



model <- function(z) {
x<-z[1]; y<-z[2]; # xi=x, rho=y
C1<-0; Mi1<-0; C2<-0; M2<-0;
for(j in 1:m) {
Cl <- C1 + (taul[jl#*mean(R[,j]) - B.VAS(tauljl,phi)*mean(RO) +
x*(B.VAS(tau[j],phi)-tauljl))*(B.VAS(tauljl,phi)) "2

M1 <- M1 + (B.VAS(tau[jl,phi)) 4
C2 <- C2 + (tauljl#*mean(R[,j]) - B.VAS(tauljl,phi)*mean(RO) +
y*(B.VAS(taulj],phi))~2)*(B.VAS(tauljl,phi)-tauljl)

M2 <- M2 + (B.VAS(taulj],phi)-tauljl)"2

}

F1 <- y - C1/M1

F2 <- x + C2/M2

c(F1 = F1, F2 = F2)

}
res <- multiroot(f = model, start = c(0.1, 0.1))
res$root

# ndkladovy funkciondl pre VaSicCkov model
U <- function(phi)
{
xi<-LS.VAS(phi) [1]; rho<-LS.VAS(phi) [2];
FS<-0
for(j in 1:m)
{
FS <- FS + ((taulj]#*mean(R[,j])-B.VAS(taulj],phi)*mean(RO) +
log(A.VAS(tauljl,phi,xi,rho))) "2+var(tauljl*R[,j]l-B.VAS(taulj],phi)*R0))

# min-max tdelova funkcia
FF <- function(lambda)
{
kappa <- -log(phi)
sigma <- 2#*sqrt(rhoxkappa)
theta <- xi + sigma~2/(2xkappa”2) + sigmaxlambda/kappa
loglike(theta=theta, kappa=kappa, sigma=sigma, r=R0O)

# Nacitanie datovych siborov: VAS1 model
t0 <- 937; n0 <- 1023;

RR.data <- read.table("D:\\data\\euribor20112014.txt", header=TRUE)
RR.master <- log(l+as.matrix(cbind(RR.data$EURIBOR1M, RR.data$EURIBOR2M,
RR.data$EURIBOR3M, RR.data$EURIBOR6M,

RR.data$EURIBOROM, RR.data$EURIBOR12M))/100)
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RR.data2 <- read.table("D:\\data\\vsvd20112014d.txt", header=TRUE)
RR2 <- log(l+as.matrix(cbind(RR.data2$VSVD10Y))/100)

R <- cbind(RR.master[t0:n0,], RR2[t0:n0,]); RR <- R

R.E.data <- read.table("D:\\data\\eonia20112014.txt", header=TRUE)
R.E <- log(1l + as.vector(R.E.data$EONIA)/100)
RO <- R.E[t0:n0]

# maturity uvedené v rokoch
tau <- c(1/12,2/12,3/12,6/12,9/12,12/12,10)
n <- length(RO); m <- length(tau)

# dprava siboru okamZitych udrokovych mier
for(t in 1:n) { if(RO[t]<=0) RO[t]<-1 }

for(t in 1:n) { if(RO[t]==1) RO[t]<-min(RO) }
#

options(digits=16)

phi <- NULL; xi<-NULL; rho<-NULL; lambda<-NULL;

# minimalizacia ndkladového funkciondlu

library(rootSolve)

OPT <- optim(c(0.7), U, lower=c(le-8), upper=c(1-1e-8), method="L-BFGS-B")

phi <- OPT$par[1]; xi<-LS.VAS(phi) [1]; rho<-LS.VAS(phi) [2];

# Odhad parametra lambda

LAMB.OPT <- NULL

LAMB.OPT <- optim(c(-1), FF, lower=c(-Inf), upper=c(Inf),
method="L-BFGS-B", control=list(fnscale=-1))

lambda <- LAMB.OPT$par[1]

# spatnd transformdcia na pdvodné parametre: theta, kappa, sigma
kappa <- -log(phi)

sigma <- 2%sqrt(rhoxkappa)

theta <- xi + sigma~2/(2*kappa”2) + sigmaxlambda/kappa

# VYSLEDNE ODHADNUTE PARAMETRE
c(theta, kappa, sigma, lambda)
# 0.0001206708099604874 0.3566745809140577372
# 0.0016420135278958341 -4.1153421900880742257

# POSUDENIE KVALITY VAS1 modelu

#

# MLR = 1n(Lr) / 1n(Lu)

r<-RO

OPT_u <- optim(c(0.1,0.2,0.05), loglik, lower=c(-Inf,-Inf,le-16),
upper=c(Inf,Inf,Inf), method="L-BFGS-B",
control=list(fnscale=-1, maxit=100000))
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MLR.VAS1 <- loglike(theta, kappa, sigma, r=RO) /

loglike (OPT_u$par[1], OPT_u$par[2], OPT_u$par[3], r=RO)
MLR.VAS1
# MLR.VAS1 = 0.9462670695833679

# Nelinedrny koeficient R™2

# R°2 = 1 - U(phi)/U(1,1,1)

U111 <- 0; SU111 <- 0;

for(j in 1:m){

SU111 <- SU111 + (taul[jl~2)*(mean(R[,j] - RO)"2) }
U111 <- 1/m * SU111

VAS1.R2 <- 1 - U(phi) / U111

VAS1.R2
# VAS1.R2 = 0.9911619292736735
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Priloha E.

Programovy koéd pre vypocet nuﬁaénqjdéchodkovqjdévky:kmnbhﬁcm/UT
SUSR 2013 (spolu) s technickou trokovou mierou 1,9%

NACITANIE DAT

#
#
# pravdepodobnosti Umrtia do jedného roka

# vo veku 62, 63, ..., 101 rokov (zdroj: UT SUSR 2013 (spolu))

q <- c(
0.0143581673431376,0.0151370509512284,0.0161816693852722,0.0172394325621499,
0.0182789624778921,0.0197394557652727,0.0213688695106597,0.0233254186787697,
0.0250943333098687,0.0276913693339128,0.0304661486568316,0.0336241845373200,
0.0367845078963094,0.0398662327924588,0.0433452835667935,0.0480313692119067,
0.0541122144804971,0.0611486983596026,0.0698189502642189,0.0788906363385238,
0.0881612226690605,0.0978243489893087,0.1099730808558690,0.1209936482542400,
0.1354627272518600,0.1516277253524830,0.1696435460837480,0.1896666408707070,
0.2118507703366440,0.2363414207764870,0.2632686724353270,0.2927383500858470,
0.3248213587027550,0.3595412324153440,0.3968601192488090,0.4366637020362650,
0.4787459261350640,0.5227948632475310,0.5683815610904700,1)

# pravdepodobnosti preZitia jedného roka a faktory prezZitia
pp <- 1-q; ppp <- rep(l, times=(length(pp)+1))
for(i in 2:(length(pp)+1))

{ ppp[i]l <- pppli-1]*pp[i-1] 2}

#

# FUNKCIE
# sifasnd hodnota predlehotného déchodku
dxn <- function(x,n,i)
{ v<=(1+1)~(-1)
if(n==0) { SHD <- 1; SHD }
else{
pppx <- rep(l, times=(n+1)); SHD <- rep(0, times=n);
for(k in 2:(n+1)){ pppx[k] <- pppx[k-1]*pp[x-62+k-1] }
for(t in 1:n) { SHD[t] <- pppx[tl*v~(t-1) }
sum (SHD)

# siCasnd hodnota poistenia na doZitie
Axnl <- function(x,n,i)
{ v<=(1+i)~(-1);
if (n==0) { SHD <- 1; SHD }
elseq
pppx <- rep(l, times=(n+1)); SHD <- O;
for(k in 2:(n+1)){ pppxl[k] <- pppx[k-1]*pp[x-62+k-1] }
SHD <- pppx[n+1]*v°n
SHD
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# PARAMETRE MODELU

n<-40 # maximdlna doba vyplacania ddchodku
i<-0.019 # technicka trokova miera

v<-1/(1+1) # diskontny faktor

P<-10000 # jednorazové poistné

alfa <- 0.05 # zafiatocné ndaklady

beta <- 0.04 # beZné ndklady spojené s vyplacanim davok

gamma <- 0.01 # inkasné ndklady, marZa z prineseného poistného

e <- 0.05 # marza poist’ovne pri vyplateni davky pri udmrti ddchodcu
#

# POMOCNY VYPOCET

M <- 0; DDN <- rep(0, times=7);

for(j in 1:6)

{

DDN[j] <- (((8xn(62+(j-1),7-(j-1),i)-13/24*(1-Axn1(62+(j-1),7-(j-1),1))) +
(8xn(62+3,7-j,1)-13/24%(1-Axn1(62+3,7-5,1)))))/2

M <= M + DDN[jl*ppp[jl*(1-pp[jl1)*(1+i)~(-(j-0.5))

}

DDN[7] <- (4xn(68,1,i)-13/24*(1-Axn1(68,1,1)))/2

M <~ M + DDN[7]*ppp[7]*(1-pp[71)*(1+i)~(-6.5)

# VYPOCET MESACNEJ DOCHODKOVEJ DAVKY

Sm <- (1/12)*(1-gamma)*P / ((&xn(62,n,i)-13/24)*(1+beta)+alfa+(1-e)*M)
options(digits=4)

Sm # mesacnd vysSka davky = 50.43

4 = e

Programovy koéd pre vypocet mesacnej dochodkovej davky: kombinacia Ur
SUSR 2013 (spolu) s modelom VASI

NACITANIE DAT

pravdepodobnosti tdmrtia do jedného roka

vo veku 62, 63, ..., 101 rokov (zdroj: UT SUSR 2013 (spolu))
<= c(

.0143581673431376,0.0151370509512284,0.0161816693852722,0.0172394325621499,
.0182789624778921,0.0197394557652727,0.0213688695106597,0.0233254186787697,
.0250943333098687,0.0276913693339128,0.0304661486568316,0.0336241845373200,
.0367845078963094,0.0398662327924588,0.0433452835667935,0.0480313692119067,
.0541122144804971,0.0611486983596026,0.0698189502642189,0.0788906363385238,
.0881612226690605,0.0978243489893087,0.1099730808558690,0.1209936482542400,
.13564627272518600,0.1516277253524830,0.1696435460837480,0.1896666408707070,
.2118507703366440,0.2363414207764870,0.2632686724353270,0.2927383500858470,
.3248213587027550,0.3595412324153440,0.3968601192488090,0.4366637020362650,
.4787459261350640,0.5227948632475310,0.5683815610904700,1)

O O O O OO OO0 OO0 H H H H=
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# pravdepodobnosti preZitia jedného roka a faktory prezitia
pp <- 1-q; ppp <- rep(l, times=(length(pp)+1))
for(i in 2:(length(pp)+1))

{ pppli] <- pppli-1]l*ppl[i-1] }

#_

# FUNKCIE
# suCasnd hodnota predlehotného déchodku pri trhovom vypolte
dxn.MV <- function(x,n,I)
{ if(n==0) { SHD <- 1; SHD }
elseq
if(n==1) { SHD <- 1; SHD }
elseq
pppx<-rep(l,times=(n+1)); SHD<-rep(0, times=(n+1)); SHD[1]<-1;
for(k in 2:(n+1)){ pppx[k] <- pppx[k-1]*pp[x-62+k-1] }
for(T in 1:(n-1)) { SHD[T+1] <- pppx[T+1]1/I[1,T] %}
sum (SHD)

# sufasnd hodnota poistenia na doZitie pri trhovom vypolte
Axnl.MV <- function(x,n,I)
{ if(n==0) { SHD <- 1; SHD }
else{
pppx <- rep(l, times=(n+1)); SHD <- 0;
for(k in 2:(n+1)){ pppx[k] <- pppx[k-1]*pp[x-62+k-1] }
SHD <- pppx[n+1]/I[1,n]
SHD

# pomocné funkcie VaSickovho modelu
B.VAS <- function(tau, phi)
{ (-(1-phi~tau)/log(phi)) }

A.VAS <- function(tau, phi, xi, rho)
{ exp(xi*(B.VAS(tau,phi)-tau) - rho*(B.VAS(tau,phi))~2) }

PT.VAS <- function(tau, phi, xi, rho, r)
{ A.VAS(tau, phi, xi, rho)*exp(-B.VAS(tau, phi)*r) }

RT.VAS <- function(tau, phi, xi, rho, r)
{ -log(PT.VAS(tau, phi, xi, rho, r)) / tau }
#

# PARAMETRE MODELU

n<-40 # maximdlna doba vyplacania ddchodku
i<-0.019 # technickad trokova miera
v<-1/(1+1) # diskontny faktor
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P<-10000 # jednorazové poistné

alfa <- 0.05 # zaZiatoZné naklady

beta <- 0.04 # beZné nadklady spojené s vyplacanim davok

gamma <- 0.01 # inkasné ndklady, marZa z prineseného poistného

e <- 0.05 # marza poist’ovne pri vyplateni davky pri tmrti ddchodcu
# =

# NAPLNENIE MATICE UROKOVYCH FAKTORQV

# parametre VAS1 modelu

phi <- 7.000002541173184e-01

xi <= 1.905576812799110e-02

rho <- 1.889823784809175e-06

r00 <- 0.00011937 # zaCiatoCnd okamZitd drokova miera

# matica investiZnjch vynosov (obsahuje prvky R(tau))
J <- matrix(rep(0, times=(n"2)), ncol=n)

for(t in 1:n)

{ for(T in 1:n)

{ J[t,T] <- RT.VAS(T, phi, xi, rho, r00) 1}

}

# matica vynosovych faktorov (obsahuje prvky exp(R(tau)*tau))
I <- matrix(rep(0, times=(n"2)), ncol=n)

for(t in 1:n)

{ for(T in 1:n)

{ I[t,T] <= exp(J[t,TI*T) 2}

}

# POMOCNY VYPOCET

M <- 0; DDN <- rep(0, times=7)

DDN[1] <- (((&8xn.MV(62,7,I)-13/24*(1-Axnl1.MV(62,7,I))) +
(4xn.MV(63,6,1)-13/24%(1-Axn1.MV(63,6,1)))))/2

M <- M + DDN[1]*ppp[1]*(1-pp[1])/(exp(RT.VAS(0.5, phi, xi, rho, r00)*0.5))

for(j in 2:6){
DDN[j] <- (((&xn.MV(62+(j-1),7-(j-1),I) -
13/24*(1-Axnl1 . MV(62+(j-1),7-(j-1),I))) +
(8xn.MV(62+j,7-j,I) -
13/24% (1-Axn1.MV(62+j,7-5,1)))))/2
M <- M + DDN[jl*ppp[jl*(1-ppl[jl)/
(exp(RT.VAS(j-0.5, phi, xi, rho, r00)*(j-0.5)))
}
DDN[7] <- (&xn.MV(68,1,I)-13/24%(1-Axnl1.MV(68,1,1)))/2
M <= M + DDN[7]*ppp[7]1*(1-pp[71)/
(exp(RT.VAS(6.5, phi, xi, rho, r00)*6.5))

# TRHOVY VYPOCET MESACNEJ DOCHODKOVEJ DAVKY

Sm <- (1/12)*(1-gamma)*P / ((&xn.MV(62,n,I)-13/24)*(1l+beta)+alfa+(1l-e)*M)
options(digits=4)

Sm # mesacnd vyska davky = 48.36

#
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Priloha F.

Programovy kod pre stresové testy trokovych mier pomocou dynamickej
metody sparovania aktiv a pasiv

# Stresové testy turokovyjch mier
# Dynamicka metdéda sparovania aktiv a"pasiv
# striedavé CIR model + LCA DL

# formdlna vysSka davky

S <- 553.0874482693401

# priemerné davky vyplacané pri dmrti v prvych siedmych rokoch

DDN <- c(3280.4300352936375, 2818.8547669616319, 2343.0180724602619,
1852.0303171009818, 1344.6914076770895, 819.9326331808060,
276.5437241346701)

# FUNKCIE
A.CIR <- function(T)
{ (2xetaxexp((kappa+lambdat+eta)*T/2) /
((kappat+lambdateta)* (exp(etaxT)-1)+2xeta)) ~ (2*kappa*theta/sigma~2) }

B.CIR <- function(T)
{ 2« (exp(eta*T)-1) / ((kappa+lambda+eta)*(exp(eta*T)-1)+2*eta) }

PT.CIR.curve <- function(T)
{ A.CIR(T)*exp(-B.CIR(T)*r00) }

RT.CIR.curve <- function(T)
{ -log(PT.CIR.curve(T)) / T }

# globadlne parametre

n<-80; # maxim&lna doba vyplacania d&chodku

m<-1; # doba platenia poistného; poistné sa plati jednorazovo
1<-0; # doba odkladu

#

# ddaje o umrtnosti (pri tjchto pravdepodobnostiach sa poZitala roZnad davka)
# model LCA DL

q <- c(

0.0138700987992, 0.0143304262401, 0.0149249922497, 0.0154859201418,
0.0159365008933, 0.0167368857289, 0.0175342171228, 0.0185436059335,
0.0194155369526, 0.0211398534263, 0.0227904900844, 0.0245541792079,
0.0265161043900, 0.0285251162578, 0.0308284309167, 0.0339557475447,
0.0387975636302, 0.0448746870903, 0.0524991886884, 0.0610865090096,
0.0698901087617, 0.0797690962990, 0.0931015873476, 0.1055767865070,
0.1233099427824, 0.1442270986263, 0.1689301528549, 0.1980601480830,
0.2323817862100, 0.2729244259706, 0.3195656503493, 0.3731278813116,
0.4356835088962, 0.5062496126712, 0.5880399964426, 0.6835710495943,
0.7858503185452, 0.8817313082807, 0.9665734507467, 1)
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# pravdepodobnosti preZitia jedného roka
Pp <=~ 1-q

# faktory preZitia

ppp <- rep(l, times=(length(pp)+1))
for(i in 2:(length(pp)+1))

{ ppplil <- pppli-1l*ppl[i-1]1 }

# =
P<-10000 # poistné, ktoré klient doniesol z II. piliera
alfa <- 0.05 # zaCiatoZné naklady

beta <- 0.04 # bezZné naklady spojené s vyplacanim davok
gamma <- 0.01 # inkasné naklady, marZa z prineseného poistného
e <- 0.05 # marza poist’ovne pri vyplacani ZCasti poistného
# =

# DYNAMICKA METODA SPAROVANIA AKTIV A PASIV
# Casovd jednotka = 1 polrok

# vektory pravdepodobnosti
ppP <- c(pppl[1], rep(0, times=(n+l+1)))
ppS <- as.vector (rbind (ppp,ppp*c(q,1)))

# Cash-flow vektory

CFP <- c(rep((1-gamma)*P, times=m), rep(0, times=(n+1+1)))

CFS <- as.vector(rbind(c(rep(8, times=(n/2)), 0),
c((1-e)*DDN,rep(0,times=(41-7))))) + c(alfa*S,rep(0,times=(n+1))) +
as.vector(rbind(c(rep(beta*S, times=(n/2)), 0), rep(0,times=41)))

# funkcia akumulovanej hodnoty poistenia
AH.rekurent <- function(CX, I, cas)
{
AH <- rep(0, times=(cas+1))
AH[1] <- CFP[1]#*ppP[1] - CFS[1]*ppS[1]
if (cas>0) {
for(k in 2:(cas+1)) { GL <- 0;
for(o in 1:(k-1)) { GL <- GL + AH[o]*CX[o,k-o]l*I[o,k-0] }
AH[k] <- GL + CFP[k]*ppP[k] - CFS[k]#*ppS [k]
}
}
AH[cas+1]
}
T

# matica investiZnjch vynosov (striedavé CIR modely)

J <- matrix(rep(0, times=((1+n)"2)), ncol=(1+n))

for(t in 1:(1+n))

{
if (t<=9) { # CIR1
theta <- 1.020850925978414e-04; kappa <- 7.216178848084256e+01;
sigma <- 7.317726664919095e-01; lambda<- -73.346011180566805;
eta <- 1.572693826970634; r00 <- 0.001438964;
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for(T in 1:(1+n)) { J[t,T] <- RT.CIR.curve(T/2)} }
if (£>9 && t<=19) { # CIR4
theta <- 0.0002078876133594524; kappa <- 6.1673531847063998157;
sigma <- 0.1648599964471293700; lambda<- -6.5894392883615538;
eta <- 0.4821973825684711; r00 <- 0.001438964;

for(T in 1:(1+n)) { J[t,T] <- RT.CIR.curve(T/2)} }
if(£>19 && t<=29) { # CIR2
theta <- 2.870041901112366e-04; kappa <- 1.017456052309447e+01;
sigma <- 2.633996146058024e-01; lambda<- -10.7063182864766073;
eta <- 0.6492495921185776; r00 <- 0.001438964;

for(T in 1:(1+n)) { J[t,T] <- RT.CIR.curve(T/2)} }
if(t>29 && t<=39) { # CIR3
theta <- 2.442298561689059e-04; kappa <- 3.620538781142688e+01;
sigma <- 3.742869009281550e-01; lambda<- -35.8405215462492635;
eta <- 0.6428909393337791; r00 <- 0.001438964;

for(T in 1:(1+n)) { J[t,T] <- RT.CIR.curve(T/2)} }
if (t>39 && t<=49) { # CIR4
theta <- 0.0002078876133594524; kappa <- 6.1673531847063998157;
sigma <- 0.1648599964471293700; lambda<- -6.5894392883615538;
eta <- 0.4821973825684711; r00 <- 0.001438964;

for(T in 1:(Q1+n)) { J[t,T] <- RT.CIR.curve(T/2)} }
if (£>49 && t<=59) { # CIR1
theta <- 1.020850925978414e-04; kappa <- 7.216178848084256e+01;
sigma <- 7.317726664919095e-01; lambda<- -73.346011180566805;
eta <- 1.572693826970634; r00 <- 0.001438964;

for(T in 1:(1+n)) { J[t,T] <- RT.CIR.curve(T/2)} }
if (£>59 && t<=69) { # CIR2
theta <- 2.870041901112366e-04; kappa <- 1.017456052309447e+01;
sigma <- 2.633996146058024e-01; lambda<- -10.7063182864766073;
eta <- 0.6492495921185776; r00 <- 0.001438964;

for(T in 1:(1+n)) { J[t,T] <- RT.CIR.curve(T/2)} }
if (£>69 && t<=80) { # CIR1
theta <- 1.020850925978414e-04; kappa <- 7.216178848084256e+01;
sigma <- 7.317726664919095e-01; lambda<- -73.346011180566805;
eta <- 1.572693826970634; r00 <- 0.001438964;

for(T in 1:(1+n)) { J[t,T] <- RT.CIR.curve(T/2)} }

# matica vynosovych faktorov
I <- matrix(rep(1, times=((1+n)"2)), ncol=(1l+n))
for(t in 1:(1+n))

if (t<=15) { for(T in c(1,2,4,10,20,30,60))
{I[t,TI<-exp(J[t,T1*T/2)} }

if (¢>15 && t<=21) { for(T in c(2,4,10,20,30,60))
{I[t,Tl<-exp(J[t,TI1*T/2)} }

if (£>21 && t<=51) { for(T in c(2,4,10,20,30))
{I[t,TI<-exp(J[t,TI1*T/2)} }

if (£>51 && t<=61) { for(T in c(2,4,10,20))
{I[t,Tl<-exp(J[t,T1*T/2)} }

if (£>61 && t<=71) { for(T in c(2,4,10))
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{I0t,T1<-exp(J[t,TI*T/2)} }
if(e>71 && t<=77) { for(T in c(2,4))
{I[t,TI<-exp(J[t,T1*T/2)} }
if(e>77 && t<=79) { for(T in c(2))
{I[t,Tl<-exp(J[t,T1*T/2)} }
}
4 =

# pravidlo solventnosti
border.cond <- function(CX, cas)
{ AH.rekurent(CX, I, cas) }

# penalizaZna funkcia

penalize <- function(CX, nu)

{ PEN <- 0;
for(i in 1:(14n-1)) { PEN <- PEN + nu*(min(border.cond(CX,i),0))"2 }
return (PEN)

}

# = ——e

options(digits=16)

# inicidlny vektor investiénych koeficientov

init <- c(rep(rep(1/7,7),15), rep(rep(1/6,6),6), rep(rep(1/5,5),30),
rep(rep(1/4,4),10), rep(rep(1/3,3),10), rep(rep(1/2,2),6))

# pomocna tulelova funkcia
F.AH.REK <- function(dd, nu)
{ CX <- matrix(rep(0, times=((1+n+1)~2)), ncol=(1l+n+1)); j <- 1;
for(t in 1:(1+n+1)) {
if (t<=15) { for(k in c(1,2,4,10,20,30,60)) {CX[t,k]1<-dd[j]; j<-j+1;} }
elseq{
if (t<=21) { for(k in c¢(2,4,10,20,30,60)) {CX[t,k]<-dd[jl; j<-j+1;} }
elseq{
if (t<=51) { for(k in c(2,4,10,20,30)) {CX[t,kl<-dd[j]; j<-j+1;} }
elsed{
if (t<=61) { for(k in c(2,4,10,20)) {CX[t,k]l<-dd[j]; j<-j+1;} %}
else{
if(t<=71) { for(k in c(2,4,10)) {CX[t,kl<-dd[jl; j<-j+1;} }
else{
if(£<=77) { for(k in c(2,4)) {CX[t,kl<-dd[jl; j<-j+1;} }
}F33}
CX[78,2]<-1; CX[79,2]<-1;

for(t in 1:(1+n-1))
{ M <~ sum(CX[t,])
if(M>0) { for(k in c(1,2,4,10,20,30,60)) CX[t,k] <- CX[t,k]/M }}

AH.rekurent(CX, I, cas=n) - penalize(CX,nu)
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# OPTIMALIZACIA

res <- NULL; eps <- 1le-17; cc <- NULL;

res <- optim(init, F.AH.REK, nu=0.7, lower = rep(eps,times=373),
upper = rep(l,times=373), method="L-BFGS-B",
control=list(fnscale=-1))

cc <- res$par

CX.res.norm <- matrix(rep(0, times=((1+n+1)72)), ncol=(1l+n+1))
j <=1
for(t in 1:(1+n+1))
{
if (t<=15) { for(k in ¢(1,2,4,10,20,30,60))
{CX.res.norm[t,k]<-cc[jl; j<-j+1;} }
if (£>15 && t<=21) { for(k in c(2,4,10,20,30,60))
{CX.res.norm[t,k]<-cc[jl; j<-j+1;} }
if (£>21 && t<=51) { for(k in c(2,4,10,20,30))
{CX.res.norm[t,k]<-cc[jl; j<-j+1;} }
if (£>51 && t<=61) { for(k in c(2,4,10,20))
{CX.res.norm[t,kl<-cc[jl; j<-j+1;} }
if (t>61 && t<=71) { for(k in c(2,4,10))
{CX.res.norm[t,k]l<-cc[j]; j<-j+1;} %}
if(e>71 && t<=77) { for(k in c(2,4))
{CX.res.norm[t,k]<-cc[jl; j<-j+1;} %}

# normovanie
for(t in 1:(1+n-2))
{ M <- sum(CX.res.norm[t,])
if (M>0) { for(k in 1:(1+n+1))
CX.res.norm[t,k] <- CX.res.norm[t,k]/M }}
# hladand investiZna matica: CX.res.norm

AH <- rep(0, times=(n+2))

for(i in 0:n) { AH[i+1]<-AH.rekurent(CX=CX.res.norm, I, cas=i) }
AH

# akumulovani hodnota poistenia v &asoch 0,1,...,80: AH

#
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