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1 Uvod

Semidefinitné programovanie (SDP) je Specidlnou triedou matematického programova-
nia. Ulohu SDP mozno charakterizovat ako optimaliza¢nii tlohu s linedrnou ucelovou
funkciou a linedrnymi ohraniceniami, kde premennou je symetricka matica, od ktorej
pozadujeme kladnti semidefinitnost, alebo alternativne, ako tilohu s linedrnou ucelovou
funkciou a vektorovou premennou, ktort optimalizujeme za podmienky, zZe afinna kom-
binacia danych matic je kladne semidefinitna. Hlavny rozdiel medzi semidefinitnym a
linedrnym programovanim spociva v tom, Ze mnozina pripustnych rieseni v SDP je
sice konvexna, ale uz nie polyedricka a napriek tomu, Ze tedria duality v SDP vykazuje
podobné symetrické ¢rty ako tedria duality v linearnom programovani, predsa len nie
je taka silna.

Uloha semidefinitného programovania bola pravdepodobne prvy krat naformulo-
vand Bellmanom a Fanom [3] za¢iatkom Sesfdesiatych rokov ako zovSeobecnenie tlohy
linedrneho programovania. AvSak pozitivny rozvoj v SDP zacal po roku 1984, ked
Karmarkar publikoval svoj projektivny algoritmus pre linedrne programovanie [15],
ktory bol nie len polynomidlny, ale navySe vykazoval vynikajice vysledky v praxi.
Prekvapujticim bolo neskorsie zistenie, Ze tento algoritmus tzko stvisi s (logaritmic-
kou) bariérovou metédou (alebo inak metédou vniatorného bodu - MVB) vyvinutou v
roku 1968 Fiaccom a McCormickom [8] pre nelinedarne ulohy matematického progra-
movania. Nasledne sa mnoho matematikov pokusalo rozsirit MVB na vSeobecné tlohy
konvexného programovania. AvSak pri aplikovani novej metédy sa vyskytli problémy
s analyzou Newtonovej metody. Tieto boli vyriesené v roku 1988 Nesterovom a Nemi-
rovskim definovanim tzv. vlastnosti self-concordance [25], [26]. Tento vysledok viedol
k zovSeobecneniu MVB pre linearne programovanie na MVB pre semidefinitné progra-
movanie [2], [27].

V dosledku tohto zovSeobecnenia sa v priebehu devitdesiatych rokov SDP stalo po-
pularnym a zaujalo odbornikov z mnohych oblasti matematiky, ako st konvexné prog-
ramovanie, linedarna algebra, numerickd optimalizacia, kombinatorickd optimalizacia,
tedria riadenia ¢i Statistika. Tento zdujem mal niekolko pric¢in: Specidlnym pripadom
semidefinitného programovania st niektoré dolezité triedy konvexnej optimalizacie ako
linearne, kvadratické programovanie alebo tzv. programovanie nad kuzelmi druhého
radu; ohranicenia v tvare podmienky semidefinitnosti sa objavuji v mnohych apli-
kaciach, nielen v oblastiach, ktoré sme spomenuli vyssie, ale aj v tedrii aproximaécie,
spektréalnej analyze alebo Strukturdlnom dizajne (pozri napr. [34]); a napokon, semide-
finitné tlohy sa daju efektivne riesit pomocou metéd vntatorného bodu.

Okrem algoritmickych aspektov metéd vnutorného bodu sa Studovali aj teoretické
aspekty, ktoré v sebe zahinaju centralnu trajektoriu - analytickt krivku optiméalnych
rieSeni parametrizovanych bariérovych tloh. Téato krivka lezi vo vnutri mnoziny pri-
pustnych rieseni a vedie k optimalnemu rieseniu pévodnej tlohy. Vécésina algoritmov
MVB sleduje centralnu trajektoriu a jej vlastnosti st dolezité pre analyzu konvergencie.
V désledku niektorych implementac¢nych problémov pri navrhovani algoritmov vzikol
zdujem o tzv. vazené centralne trajektorie. Avsak zatial ¢o v linedrnom programovani sa



d4 pojem centralnej trajektdrie Tahko rozsirit na pojem vazenej centrélnej trajektorie
- definovanim vazenej logaritmickej bariérovej funkcie, v semidefinitnom programo-
vani takéto zovSeobecnenie nie je zrejmé. Preto vzniklo niekolko pristupov definovania
centralnej trajektorie. V dizertacnej praci sa studuju typy vazenych centralnych trajek-
toril uvazované v [24]. Tu je centralna trajektoria definovana ako mnozina optimalnych
rieSeni vazeného centrujiceho systému a podla typu symetrizacie tzv. podmienky kom-
plementarity sa rozliSuje niekolko typov vazenych trajektdrii.



2 Prehlad sudasného stavu problematiky

2.1 Zakladné fakty o semidefinitnom programovani

V tejto casti podame stthrn najdolezitejsich poznatkov z oblasti semidefinitného prog-
ramovania.

Ozna¢me S™ vektorovy priestor symetrickych matic n x n. Budeme pisat X > 0
alebo X € S%, ak X je kladne semidefinitna symetrickd matica a X > 0 alebo X € S7_,
ak X je kladne definitna symetrickd matica. Na S™ definujeme skalarny sucin ”e” ako

X oY = tr(XY).

Nech Aq,...,A,,,C € §" a b € R™ st dané. Uvazujeme nasledujiicu primarnu
ulohu semidefinitného programovania

min XeC
AZ'.X = bi, ’i:l,...,m, (1)
X = 0,

kde X € S™ je premennéa. Duélnu Glohu semidefinitného programovania mozno vyjadrit
v tvare

max by
i Aiyi+S = C, (2)
S = 0,

kde (S,y) € S™ x R™ st premenné. Ozna¢me
P={Xes"|AeX=0b,i=1...,m; X=0},
PP={XeS"|AjeX=b,i=1,....m X0}

primarnu mnozinu pripustnych rieSeni, resp. primarnu mnozinu ostro pripustnych rie-
Seni a

D:{(y,S)eRmxS" S Ay +S=C, sto},

i=1

DO:{(y,S)GRmxS” > Awi+S=C, S>0}

i=1
duéalnu mnozinu pripustnych rieseni, resp. dualnu mnozinu ostro pripustnych rieseni.
Nech p*, d* je primarna a dualna optimalna hodnota, t.j.

p* € (=00, ), p" =inf{CeX | X € P},

d* € (—o0,00), d* = sup{b’y | y € D},

a definujme p* = 400, ak P =) a d* = —o0, ak D = ).
Oznac¢me

P ={XecP|CeX=p},
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D'={yeD|by=d}

primarnu a dualnu mnozinu optimalnych rieseni.

Tedria duality v semidefinitnom programovani nie je taka silnd ako v linedrnom
programovani. Je zname, Ze v linedrnom programovani bud existuju optimélne riesenia
primarnej a dualnej tlohy a p* = d*, alebo jeden z problémov je neohranic¢eny a druhy
nepripustny, alebo obe tlohy st nepripustné. AvSak v SDP moze nastat, ze p* > d* aj
v pripade ked optimélne rieSenia existuju, alebo, Ze jedna z tiloh ma prazdnu mnozinu
optimalnych rieseni, hoci optimalna hodnota je konecna.

V nasledujtcej vete st naformulované zakladné poznatky o dualite v SDP.

Veta 2.1. (Veta o dualite)

a) Ak D° # 0, tak d* = p*. Navyse, ak p* je konecénd, tak P* # ().
b) Ak P° #£ 0, tak d* = p*. Navyse, ak d* je koneénd, tak D* # ().
c) Ak PO £ (0, D° £ 0, tak d* =p* a P* #0,D* # 0.

Nasledujuca veta uvadza nutné a postacujice podmienky optimality.

Veta 2.2. Ak P° # (),D° # 0, potom (X,y,S) je optimdlnym riesenim (1), (2) vtedy
a len vtedy, ked splia nasledujici systém.:

AZ.X:bz z:l,,m, X>_'O
ity Ay +8S =C, S =0, (3)
XS =0.

Prva podmienka je priméarna pripustnost, druhé je dudlna pripustnost a posledna
podmienka sa nazf§va podmienka komplementarity. Optimalne rieSenia, ktoré spliiaju
podmienku komplementarity sa nazyvaju komplementarne.

Definicia 2.1. (Ostro komplementdrne riesenie)
Komplementdrne riesenie (X*,y*,S*) dvojice uloh (P),(D) je ostro komplementdrne
ak

X*+8" >~ 0.

Hoci v linearnom programovani z existencie optiméalneho riesenia vyplyva exis-
tencia ostro komplementarneho optimalneho riesenia, v semidefinitnom programovani
existencia ostro komplementarneho riesenia nie je zarucena.

V tedrii metéd vnutorného bodu pre SDP sa uvazuju nasledujtice dva predpoklady:

Predpoklad 1: Matice A4,..., A,, st linedrne nezavislé.

Predpoklad 2: P° # (), D° # ().

Predpoklad 1 zarucuje jednoznac¢ni korespondenciu medzi dudlnymi premennymi
y a S. Predpoklad 2 je nevyhnutny pre teériu metéd vnitorného bodu a navyse za-

bezpecuje také primarno-dualne vlastnosti aké platia v linedrnom programovani (vid.
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Veta 2.1.). Navyse, oba tieto predpoklady st ekvivalentné s tym, ze priméarna i duélna
mnozina optimalnych rieSeni je neprazdna a ohranic¢ené (pozri [1 *]). V celej tejto casti
budeme dalej uvazovat, Ze tieto predpoklady s splnené.

Pre fixné p € R, definujme bariérové funkcie:

freSt, =R, fY(X) = CeX — plndet(X)

fMD :R™x ST, — R, ff(y, S) = b"y + pIndet(S).

Prislusné bariérové tlohy st dané nasledovne

min £ (X)
Ai.X:bi, izl,...,m, (4)
X >0

max  f(y,S)
Y Ay +S =C, (5)
S >0,

kde X € S™ a (y,S) € R™ x S™ st premenné.
Veta 2.3. Pre lubovolné 11 > 0 md dvojica uloh (4), (5) jedin€ riesenie.
Oznacme (X (u),y(p),S(p)) optimalne riesenie dvojice tloh (4), (5).

Definicia 2.2. Mnozina

{(X(1), y(u), S(w)) | >0}

sa nazyva centralna trajektoria.

Poznamka. V tedrii metéd vnatorného bodu sa centralna trajektoria alternativne
definuje ako zobrazenie

fcp : R—H— - Si-f- X R™ x 5-7--1-7 fcp(,u) = (X(:u)vy(:u)a S(:u))

V nasledujicej vete st naformulované nutné a postacujiice podmienky optimality
pre dvojicu tloh (4), (5).

Veta 2.4. Nech p > 0. Potom (X,y,S) je optimdlnym riesenim dloh (4), (5) vtedy a
len vtedy, ak spliia systém

Ai.X:bi, 'l.Zl,...,m, X>‘O,
YAy +8S=C, S >0, (6)
XS = ul.



Z Vety 2.4 vyplyva, ze centralna trajektoria moze byt ekvivalentne definovand ako
implicitné rieSenie systému (6). Tato vlastnost sa vyuziva pri skimani jej analytickych
vlastnosti.

Fakt, ze stc¢in dvoch symetrickych matic vo vSeobecnosti nie je symetrickd matica,
sposobuje problémy v algoritmoch metéd vnitorného bodu, ktoré st zalozené na rieseni
systému (6). Preto sa matica XS nahrddza nejakym typom symetrizovanej matice
®(X,S) € 5", od ktorej sa pozaduje splnenie nasledujicej vlastnosti:

Ak X = 0,S = 0, potom XS = 0 vtedy a len vtedy ked ®(X,S) = 0.

V predkladanej praci sa uvazuju nasledovné symetrizacie:

$(X,S) = (XS+SX)/2,

Py(X,S) = X3SXz,

®3(X,S) = LLSLy, (7)
$,(X,S) = (X283 +83X32)/2,

®5(X,S) = (ULLx +L%Ug)/2.

Najbeznejsia z tychto symetrizacii je symetrizacia @, ktora sa v literatire oznacuje
ako AHO-symetrizacia (podla autorov Alizadeh, Haeberly, Overton). Symetrizaciu ®,
budeme niekedy oznacovat aj ako ”odmocninova” (square-root) symetrizacia a symet-
rizaciu @3 ako Choleského symetrizacia. Tieto dve symetrizacie sa tiez casto vyskytuju
v algoritmoch. V praci [24] sa uvadzaji aj symetrizacie @4, 5, ktoré su vsak zatial
malo studované a pouzivané.

Nahradme v poslednej rovnici systému (6) st¢in XS symetrizovanou maticou ®(X, S)
a identicktl maticu nejakou kladne definitnou maticou W:

Ai.X:bi, 1=1,...,m, X>‘O,
P(X,S) =uW.

Vézenu centralnu trajektoriu potom mozeme definovat ako mnozinu rieSeni systému
(8). Zrejme nie pre Tubovolnt vdhu W existuje jediné rieSenie tohto systému. Aby
sa zabezpecila dobra definovanost vazenej centralnej trajektdrie vahova matica W sa
hlada tak, aby Jakobian systému (8) bol regularny v bode (X, y, S) takom, ze (X, S) =
WV désledku spésobu definovania navyse mame, ze vazena trajektoria je analytickou
funkciou parametra p pre kazdé p > 0. AvSak kedze Jakobidn systému (8) moze stratit
na hranici vlastnost regularity, vznikaji problémy s dokazom analytickosti vazenej
trajektérie v hrani¢nom bode.

2.2 Prehlad doterajsich vysledkov o centralnych trajektdriach

Ako bolo spomenuté vyssie, vlastnosti centralnych trajektorii su intenzivne studované
pre ich hlboky suvis s algoritmami MVB. Tieto vlastnosti sa prevazne tykaji konver-
gencie, limitného spravania a analytickosti.



Centralna trajektoria sa zo zaciatku Studovala v kontexte linearneho programova-
nia. Jednou z prvych préc, ktoré sa zaoberali limitnymi vlastnostami, bola napr. [1].
Konvergencia derivacii centralnej trajektorie bola dokazand v [10] a v pracach [11] a [33]
bolo nezéavisle ukidzané, Ze centralna trajektoria sa da analyticky rozsirif na hranicény
bod.

Analyza vlastnosti centralnej trajektorie v tilohach linearnej komplementarity sa
ukézala byt ovela zlozitejsia. V praci [17] bolo dokdzané, Ze centralna krajektoéria kon-
verguje k rieseniu. Tu vsak asymptotické spravanie trajektorii zavisi od existencie tzv.
ostro komplementarneho rieSenia (pozri [22], [23]). Vysledky o analytickom rozsireni
trajektorie mozno najst v ¢lankoch [30], [31].

Spravanie centralnej trajektorie v SDP tiez zavisi na existencii ostro komplemen-
tarneho riesenia, ale je este komplikovanejsie ako v pripade tloh linearnej komple-
mentarity. Za predpokladu existencie ostro komplementarneho riesenia bola podana
charakterizacia limitného bodu centralnej trajektoérie a bolo ukazané, ze centralna
trajektoria konverguje k tzv. analytickému stredu mnoziny optimalnych rieSeni (po-
zri 9], [16], [21]). Za tohto predpokladu bolo v [12] tiez ukdzané, ze centralnu trajek-
tériu je mozné analyticky predizif na hrani¢ny bod. Bez predpokladu existencie ostro
komplementarneho riesenia bolo v pracach [7] a [9] ukdzané, Ze kazdy limitny bod cen-
tralnej trajektérie je maximalne komplementarne rieSenie. Tato vlastnost bola vyuzita
na dokaz konvergencie centralnej trajektdrie. Tento vysledok je zahrnuty v pracach [14]
(tu bol dokaz zalozeny na hlbsich vysledkoch z algebraickej geometrie) a [18] (kde sa
uvazovala centralna trajektoria v tilohach semidefinitenj komplementarity, ktoré st ek-
vivalentné SDP). V ¢lanku [13] bolo ukdzané, ze limitny bod centrélnej trajektdrie
mozno charakterizovat ako analyticky stred urcitej konvexnej podmnoZziny mnoziny
optimélnych rieSeni. Analytickost centralnej trajektérie v hraniénom bode bola doka-
zand len pre ur¢iti podtriedu tloh SDP (pozri [6]), avSak nie pre vSeobecné tulohy
SDP.

Ako bolo spomenuté vyssie, v linedrnom programovani je mozné pojem centralnej
trajektorie lahko rozsirif na pojem véazenej centralnej trajektorie. AvSak tato charak-
terizacia pomocou logaritmickych bariérovych funkcii sa nezda byt moZznou pre defi-
novanie vazenych trajektérii v SDP (tato metdda sa dala pouzit len pri Specidlnom
type vazenych trajektorii v SDP, asociovanych s Choleského typom symetrizacie a
kladnou diagonalnou vahou, pozri [4]). Preto vzniklo niekolko inych pristupov - vid
prace [4], [22], [24], [28], [32].

Existencia vazenych centralnych trajektorii v SDP bola Studovana viacerymi au-
tormi. VSeobecny pristup prezentovany v praci [24] vyuziva vysledky z nelinearnej
analyzy a tedriu lokdlne homeomorfnych zobrazeni. Dokaz existencie uvedeny v [28]
bol elementarnejsi, zaloZzeny na vete o implicitnej funkcii. AvSak tu autori uvazovali len
jeden typ vazenych trajektorii - asociovany s AHO-symetrizaciou. Vazené trajektorie
asociované s Choleského typom symetrizacie a kladnou diagonalnou vahou bola studo-
vana v ¢lanku [4] a ich existencia bola ukdzana definovanim vazenych logaritmickych
bariérovych funkcii. Jednotny dokaz pre vsetky typy vysSie uvazovanych trajektorii,
pomocou zovSeobecnenia ddkazu [28] je uvedeny v [3 *| a v podrobnejsej verzii je aj



sucastou 2. kapitoly predkladanej dizertac¢nej prace.

Limitné spravanie a analytickost v hrani¢nom bode vaZzenych centralnych trajektorii
v SDP bolo tiez studované niekolkymi autormi a vSetky zname vysledky boli dosiahnuté
za predpokladu existencie ostro komplementarneho riesenia. Tieto vysledky si zahr-
nuté v pracach [5], [19], [20], [29]. Dalsie nové vysledky sa nachddzaji v predkladanej
dizertacnej praci.



3 Vysledky dizertacnej prace

Vysledky dizertacnej prace by sme mohli zhrnit do troch casti.

Prva ¢ast pozostava zo vieobecného dokazu existencie v8etkych typov vazenych tra-
jektorii, asociovanych so symetrizaciami uvedenymi vyssie. Spominané typy vazenych
trajektorii v SDP boli skiimané pre tlohy nelinearnej komplementarity [24], kde dokaz
existencie vyuzival vysledky tedrie lokdlne homeomorfnych zobrazeni. V praci [28] boli
skiimané vazené trajektérie pre tlohy linearnej komplementarity, avsak asociovené len s
AHO-symetrizaciou ®,. V ¢lanku [4] bola pomocou definovania logaritmickych bariéro-
vych funkcii dokdzand existencia vazenych trajektorii pre Choleského typ symetrizacie
®; a kladné diagonalne vahy. V predkladanej praci je podany novy, relativne jednodu-
chy dokaz existencie vSetkych vyssie spomenutych typov vazenych trajektérii v SDP.
Tento dokaz je zalozeny na zovSeobecneni vysledkov [28] pre vSetky typy symetrizacie,
pricom predpoklady pre existenciu trajektorii st naformulované priamo v terminoch
uloh SDP. Spracovanie tejto ¢asti sme povazovali za potrebné pre skiimanie dalsich
vlastnosti vazenych trajektérii v SDP.

Druhé cast pozostava z vysledkov o asymptotickom spravani spominanych typov
trajektdrii. Tieto vysledky boli dosiahnuté za predpokladu existencie ostro komplemen-
tarneho riesenia a st zovSeobecnenim vysledkov z [29] (AHO-symetrizacia) pre vsetky
typy skimanych symetrizacii a k nim prislachajucich trajektorii. Bolo ukazané, ze toto
spravanie zavisi nielen od typu symetrizacie, ale v Specialnych pripadoch aj od typu
uvazovanej vahy.

Tretia cast obsahuje nové vysledky tykajice sa analytickosti uréitych typov va-
zenych trajektdrii v hrani¢cnom bode, pricom sa vyuzili niektoré poznatky o asymp-
totickom spravani. Tu sme nadvizovali na zname vysledky z tejto oblasti: v ¢lan-
koch [29], [19] bolo ukadzané, ze vazena trajektdria asociovand s AHO-symetrizaciou @,
je analytickd v bode p = 0 ako funkcia p. Autori [20] dokézali, Ze vazena trajektodria
asociovand s “odmocninovou” symetrizaciou ®, je analytickd v u = 0 ako funkcia \/pu
a napokon v praci [5] bolo ukazané, Ze vazena trajektdéria asociovana s Choleského
symetrizaciou ®3 a kladnou diagonélnou vahou je analyticka v u = 0 ako funkcia pu. V
predkladanej praci sme skiimali analytickost v u = 0 vaZenych trajektérii asociovanych
s ®3 a Tubovolnou vhodnou kladne definitnou (av8ak nie nutne diagonélnou) vahou.
Ukézali sme, ze takito trajektdria je analytickd v p = 0 ako funkcia /i a navyse, je
analytickd v ;. = 0 ako funkcia p préave vtedy ked vaha je blokovo diagonalna. Analytic-
kost v u = 0 ako funkcia i pre blokovo diagonalne vahy sme ukéazali aj pre trajektorie
asociované s ®, ako rozsirenie vysledku [20] (tu bola ukdzana len analytickost ako

funkcia \/t).



3.1 Existencia vazenych trajektorii v SDP
Uvazujeme systém

A e X =0+ pulb;, i=1,...,m, X >0,
Sl Ay +8S=C+ulC, S0, (9)
?;(X,8) = ¢;(1)W,

kde Ab e R™, AC € S" st pevne zvolené, W > 0 je vaha, ®,;(X,S) jedna zo symetri-
zacii (7) a
¢](:u) =W, Jj= 1,2,3; ¢](M) = \/ﬁ7 J= 4,5.

Véazena centralna trajektoria s vahou W sa definuje ako mnozina

{ (X (), y(), S()) | i € (0, po) }

rieSeni systému (9), kde 1 je nejaké pevne zvolené. Aby bola tato definicia korektna,
je potrebné dokézat existenciu a jednoznacnost rieSeni tohto systému.

Pre pevne zvolené Ab € R™, AC € S" uvazujme zobrazenia Fiw ST X RMx ST —
R™ x S™ x S™ s parametrami p >0a W >0 (j =1,..,5):

| A(X) — b — plsb
FI (X, 5,8) = | A*(y)+8 —C—puAC |, (10)
0,(X.S) — ¢, ()W

kde zobrazenie A je dané ako
A:S"— R™, AX)=(A;eX,... A, ¢X), (11)

a k nemu adjungované zobrazenie je
A R™ — S", A*(y) = ZAiyi.
i=1

Zrejme, systém (9) je ekvivalentny
Flw(X,y,8)=0, X>0,S>0.

Prvym krokom v dokaze existencie je pre kazda zo symetrizacii danych (7) najst
mnozinu vhodnych vah. Tato mnozina je urcend nasledovnou vlastnostou

X>0,S>0= [2,(X,95)eW, = DFiW(X,y, S) je regularne linedrne zobrazenie. |

Je zndme, Zze W, = S a z vysledkov [24] vyplyva, Ze je mozné zvolit Wy = W; = /\/l%
2
a Wy =W; :M%, kde
2

M. ={WeS! ;v: [[W-—-1l <ev}.

V predkladanej dizertacnej praci je ukazané, Ze je mozné zvolit W5 = D’} | a je podand
nasledujtca charakterizacia mnozin M.:
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Tvrdenie 3.1. Mnozina M. je konvexny kuZel, navyse ak ¢ € (0,1) potom

1+e¢
1—¢’

WeM., & k(W)<

(kde k(W) je cislo podmnienenosti W ).
Dalej bolo v praci ukdzané, Ze symetrizacie (7) maji nasledujice vlastnosti:

Lema 3.1. Ak X = 0,S > 0, potom
a) XeS=1tr(®;(X,8S)), j=1,2,3;
b) XeS <2itr(®;(X,8)?), j=4,5.

Lema 3.2. Nech j € {1,...,5} je lubovolné, X = 0, S = 0 a ®;(X,S) = 0. Potom
X>=0,S>0.

Lema 3.3. Nech j € {1,...,5} je lubovolné, v >0 a X =0, S > 0. Potom XS = vI
prave vtedy, ked ®;(X,S) = ¢(v)1.

Dalej sa v tejto ¢asti sa okrem vyssie uvedeného Predpokladu 1 uvazuje platnost
nasledujucich predpokladov:

Predpoklad 3: Systém (3) ma rieSenie.

Predpoklad 4: Pre lubovolné j € {1,...,5} nech Ab, AC st také pre ktoré exis-
tuje W2 € W; a o > 0 tak, Ze systém (9) je riesitelny pre W = W0 a 1 = .

Pre > 0 a W > 0 budeme oznacovat

(X, w)s Y(u, W) S, w))

rieSenie systému (9) (pre nejaké j € {1,...,5}).

Hlavny vysledok tejto ¢asti vyplyva z nasledujucich Siestich tvrdeni, ktoré su zovse-
obecnenim tvrdeni z [28] pre ®; a W; = ST, na vSetky typy uvedenych symetrizacii
(7) a vysSie spomenutych mnozin pripustnych vah. MoZnost takého zovSeobecnenia
vyplyva z Lemy 4.1, Lemy 4.2 a Lemy 4.3.

Lema 3.4. Nech O(W°) C S, je ohranicené okolie W°. Potom je mnoZina
M = {(X (W) Yuw), Suw)) | 0 < p1 < o, W € O(W?)}

ohranicend.

Lema 3.5. Nech j € {1,2,...,5} a

Gj:S"xR"xS"<xRxS"— R"xS5"x8"

11



je zobrazenie take, Ze

GJ(X7 Y, S7 M, W) = F57W(X7 Y, S)
Predpokladajme, Ze pq € (0, o), W' € W, a nech

’QD : <O> 1> - (07,u0> X Wj> ,lvb(t) = (:ubwt)

je spojitd cesta z ¥(0) = (uo, WO) do ¥(1) = (1, W1). Potom pre lubovolné t € (0,1)
ma systém

Gj(X> Y, S> Mot Wt) =0
lokdlne jediné riesenie (X', 4", S"), kde X' = 0,S" = 0. Navyse existuje funkcia
gj - Ryy xSy — SY X R" xSY_,
ktord je definovand a analytickd na nejakom okoli (t), spliagica g;(¢(t)) = (X!, y', S")
a
Gi(g;(¥ (1), ¥(t)) = 0.
Daésledok 3.1. Pre lubovolné € (0, o) a W € W; existuje riesenie systému (9).

Désledok 3.2. Pre lubovolné t € (0,1) je funkcia g(1(t)) jednoznacne urcéend cestou
Y a zaciatocnou hodnotou g(1(0)).

Lema 3.6. Nech j € {1,2,...,5} je lubovolné. Ak ma systém

AX) =b+ pulb, X >0,
A*(y) +S=C+ ulAC, S0,
®;(X,8) = ¢;(m)1
nejake riesenie pre > 0 tak toto riesenie je jediné.
Lema 3.7. Nech j € {1,2,...,5} je lubovolné. Ak ma systém
A(X) =b+ pulb, X =0,
A*(y) +S=C+ uAC, S>>0,
0;(X,8) = ¢;(W)W
nejake riesenie pre > 0, tak toto riesenie je jediné.
Napokon, hlavny vysledok tejto ¢asti mozno zhrnit v nasledujicichh tvrdeniach:

Veta 3.1. Nech j € {1,2,...,5}. Potom pre lubovolné 1 € (0, p19) a W € W; existuge
jediné riesenie systému (9).
Désledok 3.3. Nech plati Predpoklad 1 a Predpoklad 2 a nech j € {1,2,...,5}. Potom
pre lubovolné 1 >0 a W € W; ezistuje jediné riesenie systému
AX)=b, X >0,
A (y)+S=C, S>>0, (12)
3,(X.8) = 6, ()W,

12



3.2 Asymptotické spravanie vazenych centralnych trajektorii
Uvazujme pit spominanych typov vazenych trajektorii, asociovanych so symetrizaciami
?,(X,S) (j=1,....5).

V tejto Casti sme skiimali moznost zovseobecnenia vysledkov z [29] pre ®; a W, =

St . na vSetky typy uvedenych symetrizacii (7). NavySe sme uvazovali platnost nasle-
dujtceho predpokladu:

Predpoklad 5: Existuje ostro komplementarne optimalne riesenie systému (3).

Bez ujmy na vSeobecnosti (ak je nutné, aplikujeme ortogondlnu transforméciu)
mozno predpokladat, ze kazdé optimélne riesenie je v tvare

(X5 0 (0 0
x=(% 1) s=(0s)
kdeXBEO,SNEO.

V dalsom budeme uvazovat, Ze Tubovolnd symetricka, dolné trojuholnikova, resp.
horna trojuholnikova matica ma nasledovné blokové rozdelenie:

_( My My ([ Lg O
M- (nef ) ()

Ukazali sme, ze prislusné trajektérie vykazuju dva typy asymptotického spravania:

(e olym) (e olyh)
X“‘)‘(owm o) ) S“‘)‘(o(m @(1)) (13)

o) o ) (S0 o%m)
X () = . S(p) = 14
0= om oo W=\ otym e (14
Konkrétne,

- ak j = 2, 3, spravanie zavisi od toho, ¢i je vahova matica W blokovo diagonalna,
ak ano, tak prislusné bloky trajektdrie maju vlastnost (13), inak ich spravanie
mozno popisat ako (14);

- ak j = 4,5, tak prislusné bloky trajektérie majua vlastnost (14).

Tiez bolo skimané asymptotické spravanie odmocnin a Choleského faktorov tra-
jektdrie. Podobne, aj tieto funkcie vykazuju dva typy asymptotického spravania:

1oy ©@d) olyp) _( @ o
X “”‘(owm o)) ) LXW(ow) @wﬁ)) (15)

(e oW [ e(yi) O(y)
“”‘(0(@ @wm)’ “”‘(cwm o(1) )

(ot ocm ) U= 5" I

n=
SIS

X
(16)

L, =

13



Tu

- ak j = 2, 3, spravanie zavisi od toho, ¢i je vahova matica W blokovo diagonalna,
ak ano, tak prislusné bloky trajektdrie maju vlastnost (15), inak ich spravanie
mozno popisat ako (16);

- ak j = 4,5, tak prislusné bloky trajektérie majua vlastnost (16).

3.3 Analytickost vaZenych trajektdrii v bode p =0

V tejto Casti dizertacnej prace sa Studovali v stvislosti s analytickostou uz len vazené
trajektdrie asociované so symetrizaciami @, @5, 3, pricom nové vysledky sa dosiahli
len pre symetrizacie ®,, 3. Okrem predpokladov potrebnych pre existenciu trajektorii
budeme uvazovat platnost Predpokladu 5.

Nové vysledky mozno zhrnit do nasledujtcich viet.

Veta 3.2. Nech j = 3. Potom wvdZena trajektoria (X(u),y(n),S(p)) je analytickou
funkciou p = /i pre kazdé > 0 (dostatocne malé).

Podotykame, Ze tento vysledok bol dokdzany pre j = 2 v [20].

Ako dosledok je tiez v predkladanej dizertacnej praci ukazané, ze ak vahova matica
je blokovo diagonalna, konktrétne ak Wy = 0, tak vazené trajektérie (pre j = 2,3)
maju nasledovné asymptotické spravanie

(o) oy B
XW‘(OW)WM)’SW_(OW mm)' (17)

Navyse, pre Choleského faktor Lx(,) a odmocninu X(,u)% mame

(e o . (e oy
hw_<OM)WWD)’XW)_<OW mwn) (18)

Nasledujuca lema je dosledkom (13) a Tvrdenia 3.2.

Lemg 3.8. Nech j € {2,3} a Wy # 0. Potom de(u) a dsgu(”) nie st ohranicené pre
p— 0.

Nasledujtuca veta zuplinuje vysledok o analytickosti vazenych trajektérii asociova-
nych so symetrizaciami ®,, 3. Jedna implikacia je priamym dosledkom Lemy 3.8.

Veta 3.3. Nech j € {2,3}. Potom vdzend trajektoria X(u),y(un), S(u)) je analytickou
funkciou p pre kazdé p > 0 vtedy a len vtedy, ked Wy = 0.

Poznamenavame, ze vysledok [5] tykajuci sa analytickosti vazenej trajektdrie aso-
ciovanej s ®3 a kladnou diagonalnou vahou je obsiahnuty v predchadzajicej vete ako
Specialny pripad.
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4 Zaver
Hlavné prinosy dizertacnej prace si:

1. Podanie nového, relativne jednoduchého dokazu existencie vazenych centralnych
trajektorii v semidefinitnom programovani, pricom predpoklady pre existenciu st
naformulované v terminoch SDP.

2. Charakterizacia asymptotického spravania vsetkych typov vazenych centralnych
trajektdrii, pre ktoré este neboli asymptotické vlastnosti skiimané. Tato charakte-
rizacia bola dolezita pre skiimanie analytickosti vazenych trajektorii v hrani¢cnom
bode.

3. Uplné analyza analytickosti v hrani¢nom bode pre dva $pecidlne typy vaZenych
trajektorii.

Technika dokazu existencie trajektorii sa ukazuje byt pouzitelna na korektné defino-
vanie dalSich typov vazenych centralnych trajektérii. Charakterizicia asymptotického
spravania trajektorii, ktoré vykazovali lepsSie asymptotické vlastnosti, bola vyuzita pri
skiimani ich analytickosti v hrani¢nom bode. Avsak je mozné, ze pri ostatnych ty-
poch vazenych trajektorii buda vysledky o ich asymptotickom spravani uzitoc¢né na
ukazanie podobnych, hoci pravdepodobne slabsich vysledkov. Vlastnosti tykajice sa
analytickosti v hrani¢nom bode by mohli byt doélezité pre analyzu chyb a superlinear-
nej konvergencie algoritmov metéd vnitorného bodu pre SDP.
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6 Summary

In this thesis we study the weighted interior point paths in semidefinite programming.
In the concrete, we focused on the existence, the asymptotic behavior and the analy-
ticity of the weighted paths at the boundary point. The main results included in this
thesis could be summarized as follows.

We presented a new and relatively simple proof of the existence of weighted central
paths associated with certain type of symmetrization map. These types of weighted
paths were studied for the nonlinear complementarity problems [24] where the result
was proved using the theory of local homeomorphic maps. In the work [28] the weigh-
ted paths with linear complementarity problems were studied,however only the ones,
associated with the AHO-symmetrization. The weighted path in SDP associated with
the Cholesky-type-symmetrization and positive diagonal weight was studied in the pa-
per [4] and the existence was shown by defining weighted logarithmic barrier functions.
The proof presented in the thesis is based on generalization of the result of [28] to
all five symmetrization maps and the assumptions for the existence are formulated in
terms of semidefinite programming.

The second part consists of the results concerning the asymptotic behavior of the
weighted paths. These results were obtained under the assumption of the existence of
the strict complementary optimal solution and can be considered as the generalization
of the results of [29] (for the AHO-symmetrization) to all types of symmetrization
maps. It was shown that this behavior depends not only on the symmetrization type
but also on the type of the weight matrix.

The results about the asymptotic behavior were useful for analyzing the analyticity
of the weighted paths at the boundary point. We followed the known results from this
area: in the papers [29], [19] it was shown that the weighted central path associated
with AHO-symmetrization is an analytic function of p at 1 = 0. The authors of [20]
proved that the weighted path associated with the square-root-type symmetrization is
analytic at p = 0 as a function of /z. Finally, in the work [5] it was shown that the
weighted path associated with the Cholesky-type symmetrization and positive diagonal
weight is an analytic function of 1 at © = 0. In the dissertation thesis the weighted
path associated with Cholesky type symmetrization and a suitable symmetric positive
definite weight was studied and it was proved that this path is an analytic at © = 0
as a function of ,/i. Moreover it was shown that it is an analytic function of ;1 (at
the boundary point) if and only if the weight matrix is block diagonal. The analyticity
at i = 0 as a function of u for block diagonal weights was shown also for the square-
root-type symmetrization as a completeness of the result [20]. These results could be
useful for the error bound and superlinear convergence analysis of the interior point
algorithms for SDP.
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