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1 Úvod

Semidefinitné programovanie (SDP) je špeciálnou triedou matematického programova-
nia. Úlohu SDP možno charakterizovať ako optimalizačnú úlohu s lineárnou účelovou
funkciou a lineárnymi ohraničeniami, kde premennou je symetrická matica, od ktorej
požadujeme kladnú semidefinitnosť, alebo alternatívne, ako úlohu s lineárnou účelovou
funkciou a vektorovou premennou, ktorú optimalizujeme za podmienky, že afinná kom-
binácia daných matíc je kladne semidefinitná. Hlavný rozdiel medzi semidefinitným a
lineárnym programovaním spočíva v tom, že množina prípustných riešení v SDP je
síce konvexná, ale už nie polyedrická a napriek tomu, že teória duality v SDP vykazuje
podobné symetrické črty ako teória duality v lineárnom programovaní, predsa len nie
je taká silná.
Úloha semidefinitného programovania bola pravdepodobne prvý krát naformulo-

vaná Bellmanom a Fanom [3] začiatkom šesťdesiatych rokov ako zovšeobecnenie úlohy
lineárneho programovania. Avšak pozitívny rozvoj v SDP začal po roku 1984, keď
Karmarkar publikoval svoj projektívny algoritmus pre lineárne programovanie [15],
ktorý bol nie len polynomiálny, ale navyše vykazoval vynikajúce výsledky v praxi.
Prekvapujúcim bolo neskoršie zistenie, že tento algoritmus úzko súvisí s (logaritmic-
kou) bariérovou metódou (alebo inak metódou vnútorného bodu - MVB) vyvinutou v
roku 1968 Fiaccom a McCormickom [8] pre nelineárne úlohy matematického progra-
movania. Následne sa mnoho matematikov pokúšalo rozšíriť MVB na všeobecné úlohy
konvexného programovania. Avšak pri aplikovaní novej metódy sa vyskytli problémy
s analýzou Newtonovej metódy. Tieto boli vyriešené v roku 1988 Nesterovom a Nemi-
rovskim definovaním tzv. vlastnosti self-concordance [25], [26]. Tento výsledok viedol
k zovšeobecneniu MVB pre lineárne programovanie na MVB pre semidefinitné progra-
movanie [2], [27].
V dôsledku tohto zovšeobecnenia sa v priebehu deväťdesiatych rokov SDP stalo po-

pulárnym a zaujalo odborníkov z mnohých oblastí matematiky, ako sú konvexné prog-
ramovanie, lineárna algebra, numerická optimalizácia, kombinatorická optimalizácia,
teória riadenia či štatistika. Tento záujem mal niekoľko príčin: špeciálnym prípadom
semidefinitného programovania sú niektoré dôležité triedy konvexnej optimalizácie ako
lineárne, kvadratické programovanie alebo tzv. programovanie nad kužeľmi druhého
rádu; ohraničenia v tvare podmienky semidefinitnosti sa objavujú v mnohých apli-
káciách, nielen v oblastiach, ktoré sme spomenuli vyššie, ale aj v teórii aproximácie,
spektrálnej analýze alebo štrukturálnom dizajne (pozri napr. [34]); a napokon, semide-
finitné úlohy sa dajú efektívne riešiť pomocou metód vnútorného bodu.
Okrem algoritmických aspektov metód vnútorného bodu sa študovali aj teoretické

aspekty, ktoré v sebe zahŕňajú centrálnu trajektóriu - analytickú krivku optimálnych
riešení parametrizovaných bariérových úloh. Táto krivka leží vo vnútri množiny prí-
pustných riešení a vedie k optimálnemu riešeniu pôvodnej úlohy. Väčšina algoritmov
MVB sleduje centrálnu trajektóriu a jej vlastnosti sú dôležité pre analýzu konvergencie.
V dôsledku niektorých implementačných problémov pri navrhovaní algoritmov vzikol
záujem o tzv. vážené centrálne trajektórie. Avšak zatiaľ čo v lineárnom programovaní sa
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dá pojem centrálnej trajektórie ľahko rozšíriť na pojem váženej centrálnej trajektórie
- definovaním váženej logaritmickej bariérovej funkcie, v semidefinitnom programo-
vaní takéto zovšeobecnenie nie je zrejmé. Preto vzniklo niekoľko prístupov definovania
centrálnej trajektórie. V dizertačnej práci sa študujú typy vážených centrálnych trajek-
tórií uvažované v [24]. Tu je centrálna trajektória definovaná ako množina optimálnych
riešení váženého centrujúceho systému a podľa typu symetrizácie tzv. podmienky kom-
plementarity sa rozlišuje niekoľko typov vážených trajektórií.
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2 Prehľad súčasného stavu problematiky

2.1 Základné fakty o semidefinitnom programovaní

V tejto časti podáme súhrn najdôležitejších poznatkov z oblasti semidefinitného prog-
ramovania.
Označme Sn vektorový priestor symetrických matíc n × n. Budeme písať X � 0

aleboX ∈ Sn
+, akX je kladne semidefinitná symetrická matica aX ≻ 0 aleboX ∈ Sn

++,
ak X je kladne definitná symetrická matica. Na Sn definujeme skalárny súčin ”•” ako

X •Y = tr(XY).

Nech A1, . . . ,Am,C ∈ Sn a b ∈ Rm sú dané. Uvažujeme nasledujúcu primárnu
úlohu semidefinitného programovania

min X •C
Ai •X = bi, i = 1, . . . , m,

X � 0,
(1)

kde X ∈ Sn je premenná. Duálnu úlohu semidefinitného programovania možno vyjadriť
v tvare

max bT y
∑m

i=1Aiyi + S = C,
S � 0,

(2)

kde (S, y) ∈ Sn × Rm sú premenné. Označme

P =
{

X ∈ Sn
∣

∣ Ai •X = bi, i = 1, . . . , m; X � 0
}

,

P0 =
{

X ∈ Sn
∣

∣ Ai •X = bi, i = 1, . . . , m; X ≻ 0
}

primárnu množinu prípustných riešení, resp. primárnu množinu ostro prípustných rie-
šení a

D =
{

(y,S) ∈ Rm × Sn
∣

∣

∣

m
∑

i=1

Aiyi + S = C, S � 0
}

,

D0 =
{

(y,S) ∈ Rm × Sn
∣

∣

∣

m
∑

i=1

Aiyi + S = C, S ≻ 0
}

duálnu množinu prípustných riešení, resp. duálnu množinu ostro prípustných riešení.
Nech p∗, d∗ je primárna a duálna optimálna hodnota, t.j.

p∗ ∈ 〈−∞,∞), p∗ = inf{C •X | X ∈ P},

d∗ ∈ (−∞,∞〉, d∗ = sup{bT y | y ∈ D},
a definujme p∗ = +∞, ak P = ∅ a d∗ = −∞, ak D = ∅.
Označme

P∗ = {X ∈ P | C •X = p∗},
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D∗ = {y ∈ D | bT y = d∗}
primárnu a duálnu množinu optimálnych riešení.
Teória duality v semidefinitnom programovaní nie je taká silná ako v lineárnom

programovaní. Je známe, že v lineárnom programovaní buď existujú optimálne riešenia
primárnej a duálnej úlohy a p∗ = d∗, alebo jeden z problémov je neohraničený a druhý
neprípustný, alebo obe úlohy sú neprípustné. Avšak v SDP môže nastať, že p∗ > d∗ aj
v prípade keď optimálne riešenia existujú, alebo, že jedna z úloh má prázdnu množinu
optimálnych riešení, hoci optimálna hodnota je konečná.
V nasledujúcej vete sú naformulované základné poznatky o dualite v SDP.

Veta 2.1. (Veta o dualite)
a) Ak D0 6= ∅, tak d∗ = p∗. Navyše, ak p∗ je konečná, tak P∗ 6= ∅.
b) Ak P0 6= ∅, tak d∗ = p∗. Navyše, ak d∗ je konečná, tak D∗ 6= ∅.
c) Ak P0 6= ∅,D0 6= ∅, tak d∗ = p∗ a P∗ 6= ∅,D∗ 6= ∅.

Nasledujúca veta uvádza nutné a postačujúce podmienky optimality.

Veta 2.2. Ak P0 6= ∅,D0 6= ∅, potom (X, y,S) je optimálnym riešením (1), (2) vtedy
a len vtedy, keď spĺňa nasledujúci systém:

Ai •X = bi i = 1, . . . , m, X � 0
∑m

i=1Aiyi + S = C, S � 0,
XS = 0.

(3)

Prvá podmienka je primárna prípustnosť, druhá je duálna prípustnosť a posledná
podmienka sa nazýva podmienka komplementarity. Optimálne riešenia, ktoré spĺňajú
podmienku komplementarity sa nazývajú komplementárne.

Definícia 2.1. (Ostro komplementárne riešenie)
Komplementárne riešenie (X∗, y∗,S∗) dvojice úloh (P ), (D) je ostro komplementárne
ak

X∗ + S∗ ≻ 0.

Hoci v lineárnom programovaní z existencie optimálneho riešenia vyplýva exis-
tencia ostro komplementárneho optimálneho riešenia, v semidefinitnom programovaní
existencia ostro komplementárneho riešenia nie je zaručená.
V teórii metód vnútorného bodu pre SDP sa uvažujú nasledujúce dva predpoklady:

Predpoklad 1: Matice A1, . . . ,Am sú lineárne nezávislé.

Predpoklad 2: P0 6= ∅,D0 6= ∅.

Predpoklad 1 zaručuje jednoznačnú korešpondenciu medzi duálnymi premennými
y a S. Predpoklad 2 je nevyhnutný pre teóriu metód vnútorného bodu a navyše za-
bezpečuje také primárno-duálne vlastnosti aké platia v lineárnom programovaní (viď.
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Veta 2.1.). Navyše, oba tieto predpoklady sú ekvivalentné s tým, že primárna i duálna
množina optimálnych riešení je neprázdna a ohraničená (pozri [1 *]). V celej tejto časti
budeme ďalej uvažovať, že tieto predpoklady sú splnené.
Pre fixné µ ∈ R++ definujme bariérové funkcie:

fP
µ : S

n
++ → R, fP

µ (X) = C •X− µ ln det(X)

a
fD

µ : R
m × Sn

++ → R, fD
µ (y,S) = b

T y + µ ln det(S).

Príslušné bariérové úlohy sú dané nasledovne

min fP
µ (X)
Ai •X = bi, i = 1, . . . , m,
X ≻ 0

(4)

a
max fD

µ (y,S)
∑m

i=1Aiyi + S = C,
S ≻ 0,

(5)

kde X ∈ Sn a (y,S) ∈ Rm × Sn sú premenné.

Veta 2.3. Pre ľubovoľné µ > 0 má dvojica úloh (4), (5) jediné riešenie.

Označme (X(µ), y(µ),S(µ)) optimálne riešenie dvojice úloh (4), (5).

Definícia 2.2. Množina

{(X(µ), y(µ),S(µ)) | µ > 0}

sa nazýva centrálna trajektória.

Poznámka. V teórii metód vnútorného bodu sa centrálna trajektória alternatívne
definuje ako zobrazenie

fcp : R++ → Sn
++ ×Rm × Sn

++, fcp(µ) = (X(µ), y(µ),S(µ)).

V nasledujúcej vete sú naformulované nutné a postačujúce podmienky optimality
pre dvojicu úloh (4), (5).

Veta 2.4. Nech µ > 0. Potom (X, y,S) je optimálnym riešením úloh (4), (5) vtedy a
len vtedy, ak spĺňa systém

Ai •X = bi, i = 1, . . . , m, X ≻ 0,
∑m

i=1Aiyi + S = C, S ≻ 0,
XS = µI.

(6)
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Z Vety 2.4 vyplýva, že centrálna trajektória môže byť ekvivalentne definovaná ako
implicitné riešenie systému (6). Táto vlastnosť sa využíva pri skúmaní jej analytických
vlastností.
Fakt, že súčin dvoch symetrických matíc vo všeobecnosti nie je symetrická matica,

spôsobuje problémy v algoritmoch metód vnútorného bodu, ktoré sú založené na riešení
systému (6). Preto sa matica XS nahrádza nejakým typom symetrizovanej matice
Φ(X,S) ∈ Sn, od ktorej sa požaduje splnenie nasledujúcej vlastnosti:

Ak X � 0,S � 0, potom XS = 0 vtedy a len vtedy keď Φ(X,S) = 0.

V predkladanej práci sa uvažujú nasledovné symetrizácie:

Φ1(X,S) = (XS+ SX)/2,
Φ2(X,S) = X

1

2SX
1

2 ,
Φ3(X,S) = LT

X
SLX,

Φ4(X,S) = (X
1

2S
1

2 + S
1

2X
1

2 )/2,
Φ5(X,S) = (UT

S
LX + LT

X
US)/2.

(7)

Najbežnejšia z týchto symetrizácií je symetrizácia Φ1, ktorá sa v literatúre označuje
ako AHO-symetrizácia (podľa autorov Alizadeh, Haeberly, Overton). Symetrizáciu Φ2
budeme niekedy označovať aj ako ”odmocninová” (square-root) symetrizácia a symet-
rizáciu Φ3 ako Choleského symetrizácia. Tieto dve symetrizácie sa tiež často vyskytujú
v algoritmoch. V práci [24] sa uvádzajú aj symetrizácie Φ4,Φ5, ktoré sú však zatiaľ
málo študované a používané.
Nahraďme v poslednej rovnici systému (6) súčinXS symetrizovanou maticou Φ(X,S)

a identickú maticu nejakou kladne definitnou maticouW:

Ai •X = bi, i = 1, . . . , m, X ≻ 0,
∑m

i=1Aiyi + S = C, S ≻ 0,
Φ(X,S) = µW.

(8)

Váženú centrálnu trajektoriu potom môžeme definovať ako množinu riešení systému
(8). Zrejme nie pre ľubovolnú váhu W existuje jediné riešenie tohto systému. Aby
sa zabezpečila dobrá definovanosť váženej centrálnej trajektórie váhová matica W sa
hľadá tak, aby Jakobián systému (8) bol regulárny v bode (X, y,S) takom, že Φ(X,S) =
µW. V dôsledku spôsobu definovania navyše máme, že vážená trajektória je analytickou
funkciou parametra µ pre každé µ > 0. Avšak keďže Jakobián systému (8) môže stratiť
na hranici vlastnosť regularity, vznikajú problémy s dôkazom analytickosti váženej
trajektórie v hraničnom bode.

2.2 Prehľad doterajších výsledkov o centrálnych trajektóriách

Ako bolo spomenuté vyššie, vlastnosti centrálnych trajektórií sú intenzívne študované
pre ich hlboký súvis s algoritmami MVB. Tieto vlastnosti sa prevažne týkajú konver-
gencie, limitného správania a analytickosti.
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Centrálna trajektória sa zo začiatku študovala v kontexte lineárneho programova-
nia. Jednou z prvých prác, ktoré sa zaoberali limitnými vlastnosťami, bola napr. [1].
Konvergencia derivácií centrálnej trajektórie bola dokázaná v [10] a v prácach [11] a [33]
bolo nezávisle ukázané, že centrálna trajektória sa dá analyticky rozšíriť na hraničný
bod.
Analýza vlastností centrálnej trajektórie v úlohách lineárnej komplementarity sa

ukázala byť oveľa zložitejšia. V práci [17] bolo dokázané, že centrálna krajektória kon-
verguje k riešeniu. Tu však asymptotické správanie trajektórií závisí od existencie tzv.
ostro komplementárneho riešenia (pozri [22], [23]). Výsledky o analytickom rozšírení
trajektórie možno nájsť v článkoch [30], [31].
Správanie centrálnej trajektórie v SDP tiež závisí na existencii ostro komplemen-

tárneho riešenia, ale je ešte komplikovanejšie ako v prípade úloh lineárnej komple-
mentarity. Za predpokladu existencie ostro komplementárneho riešenia bola podaná
charakterizácia limitného bodu centrálnej trajektórie a bolo ukázané, že centrálna
trajektoria konverguje k tzv. analytickému stredu množiny optimálnych riešení (po-
zri [9], [16], [21]). Za tohto predpokladu bolo v [12] tiež ukázané, že centrálnu trajek-
tóriu je možné analyticky predĺžiť na hraničný bod. Bez predpokladu existencie ostro
komplementárneho riešenia bolo v prácach [7] a [9] ukázané, že každý limitný bod cen-
trálnej trajektórie je maximálne komplementárne riešenie. Táto vlastnosť bola využitá
na dôkaz konvergencie centrálnej trajektórie. Tento výsledok je zahrnutý v prácach [14]
(tu bol dôkaz založený na hlbších výsledkoch z algebraickej geometrie) a [18] (kde sa
uvažovala centrálna trajektória v úlohách semidefinitenj komplementarity, ktoré sú ek-
vivalentné SDP). V článku [13] bolo ukázané, že limitný bod centrálnej trajektórie
možno charakterizovať ako analytický stred určitej konvexnej podmnožiny množiny
optimálnych riešení. Analytickosť centrálnej trajektórie v hraničnom bode bola doká-
zaná len pre určitú podtriedu úloh SDP (pozri [6]), avšak nie pre všeobecné úlohy
SDP.
Ako bolo spomenuté vyššie, v lineárnom programovaní je možné pojem centrálnej

trajektórie ľahko rozšíriť na pojem váženej centrálnej trajektórie. Avšak táto charak-
terizácia pomocou logaritmických bariérových funkcií sa nezdá byť možnou pre defi-
novanie vážených trajektórií v SDP (táto metóda sa dala použiť len pri špeciálnom
type vážených trajektórií v SDP, asociovaných s Choleského typom symetrizácie a
kladnou diagonálnou váhou, pozri [4]). Preto vzniklo niekoľko iných prístupov - viď
práce [4], [22], [24], [28], [32].
Existencia vážených centrálnych trajektórií v SDP bola študovaná viacerými au-

tormi. Všeobecný prístup prezentovaný v práci [24] využíva výsledky z nelineárnej
analýzy a teóriu lokálne homeomorfných zobrazení. Dôkaz existencie uvedený v [28]
bol elementárnejší, založený na vete o implicitnej funkcii. Avšak tu autori uvažovali len
jeden typ vážených trajektórií - asociovaný s AHO-symetrizáciou. Vážené trajektórie
asociované s Choleského typom symetrizácie a kladnou diagonálnou váhou bola študo-
vaná v článku [4] a ich existencia bola ukázaná definovaním vážených logaritmických
bariérových funkcií. Jednotný dôkaz pre všetky typy vyššie uvažovaných trajektórií,
pomocou zovšeobecnenia dôkazu [28] je uvedený v [3 *] a v podrobnejšej verzii je aj
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súčasťou 2. kapitoly predkladanej dizertačnej práce.
Limitné správanie a analytickosť v hraničnom bode vážených centrálnych trajektórií

v SDP bolo tiež študované niekoľkými autormi a všetky známe výsledky boli dosiahnuté
za predpokladu existencie ostro komplementárneho riešenia. Tieto výsledky sú zahr-
nuté v prácach [5], [19], [20], [29]. Ďalšie nové výsledky sa nachádzajú v predkladanej
dizertačnej práci.
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3 Výsledky dizertačnej práce

Výsledky dizertačnej práce by sme mohli zhrnúť do troch častí.
Prvá časť pozostáva zo všeobecného dôkazu existencie všetkých typov vážených tra-

jektórií, asociovaných so symetrizáciami uvedenými vyššie. Spomínané typy vážených
trajektórií v SDP boli skúmané pre úlohy nelineárnej komplementarity [24], kde dôkaz
existencie využíval výsledky teórie lokálne homeomorfných zobrazení. V práci [28] boli
skúmané vážené trajektórie pre úlohy lineárnej komplementarity, avšak asociovené len s
AHO-symetrizáciou Φ1. V článku [4] bola pomocou definovania logaritmických bariéro-
vých funkcií dokázaná existencia vážených trajektórií pre Choleského typ symetrizácie
Φ3 a kladné diagonálne váhy. V predkladanej práci je podaný nový, relatívne jednodu-
chý dôkaz existencie všetkých vyššie spomenutých typov vážených trajektórií v SDP.
Tento dôkaz je založený na zovšeobecnení výsledkov [28] pre všetky typy symetrizácie,
pričom predpoklady pre existenciu trajektórií sú naformulované priamo v termínoch
úloh SDP. Spracovanie tejto časti sme považovali za potrebné pre skúmanie ďalších
vlastností vážených trajektórií v SDP.
Druhá časť pozostáva z výsledkov o asymptotickom správaní spomínaných typov

trajektórií. Tieto výsledky boli dosiahnuté za predpokladu existencie ostro komplemen-
tárneho riešenia a sú zovšeobecnením výsledkov z [29] (AHO-symetrizácia) pre všetky
typy skúmaných symetrizácií a k nim prislúchajúcich trajektórií. Bolo ukázané, že toto
správanie závisí nielen od typu symetrizácie, ale v špeciálnych prípadoch aj od typu
uvažovanej váhy.
Tretia časť obsahuje nové výsledky týkajúce sa analytickosti určitých typov vá-

žených trajektórií v hraničnom bode, pričom sa využili niektoré poznatky o asymp-
totickom správaní. Tu sme nadväzovali na známe výsledky z tejto oblasti: v člán-
koch [29], [19] bolo ukázané, že vážená trajektória asociovaná s AHO-symetrizáciou Φ1
je analytická v bode µ = 0 ako funkcia µ. Autori [20] dokázali, že vážená trajektória
asociovaná s ”odmocninovou” symetrizáciou Φ2 je analytická v µ = 0 ako funkcia

√
µ

a napokon v práci [5] bolo ukázané, že vážená trajektória asociovaná s Choleského
symetrizáciou Φ3 a kladnou diagonálnou váhou je analytická v µ = 0 ako funkcia µ. V
predkladanej práci sme skúmali analytickosť v µ = 0 vážených trajektórií asociovaných
s Φ3 a ľubovolnou vhodnou kladne definitnou (avšak nie nutne diagonálnou) váhou.
Ukázali sme, že takáto trajektória je analytická v µ = 0 ako funkcia

√
µ a navyše, je

analytická v µ = 0 ako funkcia µ práve vtedy keď váha je blokovo diagonálna. Analytic-
kosť v µ = 0 ako funkcia µ pre blokovo diagonálne váhy sme ukázali aj pre trajektórie
asociované s Φ2 ako rozšírenie výsledku [20] (tu bola ukázaná len analytickosť ako
funkcia

√
µ).
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3.1 Existencia vážených trajektórií v SDP

Uvažujeme systém

Ai •X = bi + µ△bi, i = 1, . . . , m, X ≻ 0,
∑m

i=1Aiyi + S = C+ µ△C, S ≻ 0,
Φj(X,S) = φj(µ)W,

(9)

kde △b ∈ Rm,△C ∈ Sn sú pevne zvolené,W ≻ 0 je váha, Φj(X,S) jedna zo symetri-
zácií (7) a

φj(µ) = µ, j = 1, 2, 3; φj(µ) =
√
µ, j = 4, 5.

Vážená centrálna trajektória s váhouW sa definuje ako množina

{ (X(µ), y(µ),S(µ)) | µ ∈ (0, µ0〉}

riešení systému (9), kde µ0 je nejaké pevne zvolené. Aby bola táto definícia korektná,
je potrebné dokázať existenciu a jednoznačnosť riešení tohto systému.
Pre pevne zvolené △b ∈ Rm,△C ∈ Sn uvažujme zobrazenia F j

µ,W : S
n×Rm×Sn →

Rm × Sn × Sn s parametrami µ > 0 aW ≻ 0 (j = 1, .., 5) :

F j
µ,W(X, y,S) =





A(X)− b− µ△b
A∗(y) + S−C− µ△C
Φj(X,S)− φj(ν)W



 , (10)

kde zobrazenie A je dané ako

A : Sn → Rm, A(X) = (A1 •X, . . . ,Am •X), (11)

a k nemu adjungované zobrazenie je

A∗ : Rm → Sn, A∗(y) =
m

∑

i=1

Aiyi.

Zrejme, systém (9) je ekvivalentný

F j
µ,W(X, y,S) = 0, X ≻ 0, S ≻ 0.

Prvým krokom v dôkaze existencie je pre každú zo symetrizácií daných (7) nájsť
množinu vhodných váh. Táto množina je určená nasledovnou vlastnosťou

X ≻ 0,S ≻ 0 ⇒ [Φj(X,S) ∈ Wj ⇒ DF j
µ,W(X, y,S) je regulárne lineárne zobrazenie.]

Je známe, žeW1 = Sn
++ a z výsledkov [24] vyplýva, že je možné zvoliťW2 =W3 =M 1

√

2

a W4 =W5 =M 1
√

2

, kde

Mε = {W ∈ Sn
++; ∃ν : ‖W − νI‖2 < εν}.

V predkladanej dizertačnej práci je ukázané, že je možné zvoliťW3 = Dn
++ a je podaná

nasledujúca charakterizácia množínMε:

10



Tvrdenie 3.1. MnožinaMε je konvexný kužeľ, navyše ak ε ∈ (0, 1) potom

W ∈ Mε ⇔ κ(W) <
1 + ε
1− ε

,

(kde κ(W) je číslo podmnienenostiW).

Ďalej bolo v práci ukázané, že symetrizácie (7) majú nasledujúce vlastnosti:

Lema 3.1. Ak X � 0,S � 0, potom
a) X • S = tr(Φj(X,S)), j = 1, 2, 3;
b) X • S ≤ 2 tr(Φj(X,S)2), j = 4, 5.

Lema 3.2. Nech j ∈ {1, . . . , 5} je ľubovoľné, X � 0, S � 0 a Φj(X,S) ≻ 0. Potom
X ≻ 0, S ≻ 0.

Lema 3.3. Nech j ∈ {1, . . . , 5} je ľubovoľné, ν > 0 a X ≻ 0, S ≻ 0. Potom XS = νI
práve vtedy, keď Φj(X,S) = φ(ν)I.

Ďalej sa v tejto časti sa okrem vyššie uvedeného Predpokladu 1 uvažuje platnosť
nasledujúcich predpokladov:

Predpoklad 3: Systém (3) má riešenie.

Predpoklad 4: Pre ľubovoľné j ∈ {1, . . . , 5} nech △b,△C sú také pre ktoré exis-
tujeW0 ∈ Wj a µ0 > 0 tak, že systém (9) je riešiteľný preW =W0 a µ = µ0.

Pre µ > 0 aW ≻ 0 budeme označovať

(X(µ,W), y(µ,W),S(µ,W))

riešenie systému (9) (pre nejaké j ∈ {1, . . . , 5}).
Hlavný výsledok tejto časti vyplýva z nasledujúcich šiestich tvrdení, ktoré sú zovše-

obecnením tvrdení z [28] pre Φ1 a W1 = Sn
++ na všetky typy uvedených symetrizácií

(7) a vyššie spomenutých množín prípustných váh. Možnosť takého zovšeobecnenia
vyplýva z Lemy 4.1, Lemy 4.2 a Lemy 4.3.

Lema 3.4. Nech O(W0) ⊂ Sn
++ je ohraničené okolieW

0. Potom je množina

M = {(X(µ,W), y(µ,W),S(µ,W)) | 0 < µ ≤ µ0,W ∈ O(W0)}

ohraničená.

Lema 3.5. Nech j ∈ {1, 2, . . . , 5} a

Gj : S
n × Rm × Sn × R× Sn → Rm × Sn × Sn

11



je zobrazenie také, že
Gj(X, y,S, µ,W) = F

j
µ,W(X, y,S)

Predpokladajme, že µ1 ∈ (0, µ0〉,W1 ∈ Wj a nech

ψ : 〈0, 1〉 → (0, µ0〉 ×Wj , ψ(t) = (µt,W
t)

je spojitá cesta z ψ(0) = (µ0,W0) do ψ(1) = (µ1,W1). Potom pre ľubovoľné t ∈ 〈0, 1〉
má systém

Gj(X, y,S, µt,W
t) = 0

lokálne jediné riešenie (Xt, yt,St), kde Xt ≻ 0,St ≻ 0. Navyše existuje funkcia

gj : R++ × Sn
++ → Sn

++ × Rm × Sn
++,

ktorá je definovaná a analytická na nejakom okolí ψ(t), spĺňajúca gj(ψ(t)) = (Xt, yt,St)
a

Gj(gj(ψ(t)), ψ(t)) = 0.

Dôsledok 3.1. Pre ľubovoľné µ ∈ (0, µ0〉 aW ∈ Wj existuje riešenie systému (9).

Dôsledok 3.2. Pre ľubovoľné t ∈ 〈0, 1〉 je funkcia g(ψ(t)) jednoznačne určená cestou
ψ a začiatočnou hodnotou g(ψ(0)).

Lema 3.6. Nech j ∈ {1, 2, . . . , 5} je ľubovoľné. Ak má systém

A(X) = b+ µ△b, X ≻ 0,
A∗(y) + S = C+ µ△C, S ≻ 0,

Φj(X,S) = φj(µ)I

nejaké riešenie pre µ > 0 tak toto riešenie je jediné.

Lema 3.7. Nech j ∈ {1, 2, . . . , 5} je ľubovoľné. Ak má systém

A(X) = b+ µ△b, X ≻ 0,
A∗(y) + S = C+ µ△C, S ≻ 0,
Φj(X,S) = φj(µ)W

nejaké riešenie pre µ > 0, tak toto riešenie je jediné.

Napokon, hlavný výsledok tejto časti možno zhrnúť v nasledujúcichh tvrdeniach:

Veta 3.1. Nech j ∈ {1, 2, . . . , 5}. Potom pre ľubovoľné µ ∈ (0, µ0〉 a W ∈ Wj existuje
jediné riešenie systému (9).

Dôsledok 3.3. Nech platí Predpoklad 1 a Predpoklad 2 a nech j ∈ {1, 2, . . . , 5}. Potom
pre ľubovoľné µ > 0 a W ∈ Wj existuje jediné riešenie systému

A(X) = b, X ≻ 0,
A∗(y) + S = C, S ≻ 0,

Φj(X,S) = φj(µ)W.
(12)
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3.2 Asymptotické správanie vážených centrálnych trajektórií

Uvažujme päť spomínaných typov vážených trajektórií, asociovaných so symetrizáciami
Φj(X,S) (j = 1, . . . , 5).
V tejto časti sme skúmali možnosť zovšeobecnenia výsledkov z [29] pre Φ1 a W1 =

Sn
++ na všetky typy uvedených symetrizácií (7). Navyše sme uvažovali platnosť nasle-
dujúceho predpokladu:

Predpoklad 5: Existuje ostro komplementárne optimálne riešenie systému (3).

Bez ujmy na všeobecnosti (ak je nutné, aplikujeme ortogonálnu transformáciu)
možno predpokladať, že každé optimálne riešenie je v tvare

X =
(

XB 0
0 0

)

, S =
(

0 0
0 SN

)

,

kde XB � 0, SN � 0.
V ďalšom budeme uvažovať, že ľubovoľná symetrická, dolná trojuholníková, resp.

horná trojuholníková matica má nasledovné blokové rozdelenie:

M =
(

MB MV

MT
V MN

)

, L =
(

LB 0
LT

V LN

)

.

Ukázali sme, že príslušné trajektórie vykazujú dva typy asymptotického správania:

X(µ) =

(

Θ(1) o(
√
µ)

o(
√
µ) Θ(µ)

)

, S(µ) =

(

Θ(µ) o(
√
µ)

o(
√
µ) Θ(1)

)

(13)

a

X(µ) =
(

Θ(1) O(√µ)
O(√µ) Θ(µ)

)

, S(µ) =
(

Θ(µ) O(√µ)
O(√µ) Θ(1)

)

(14)

Konkrétne,

- ak j = 2, 3, správanie závisí od toho, či je váhová maticaW blokovo diagonálna,
ak áno, tak príslušné bloky trajektórie majú vlastnosť (13), inak ich správanie
možno popísať ako (14);

- ak j = 4, 5, tak príslušné bloky trajektórie majú vlastnosť (14).

Tiež bolo skúmané asymptotické správanie odmocnín a Choleského faktorov tra-
jektórie. Podobne, aj tieto funkcie vykazujú dva typy asymptotického správania:

X
1

2 (µ) =

(

Θ(1) o(
√
µ)

o(
√
µ) Θ(µ)

)

, LX(µ) =

(

Θ(1) 0
o(
√
µ) Θ(

√
µ)

)

(15)

a

X
1

2 (µ) =
(

Θ(1) O(√µ)
O(√µ) Θ(√µ)

)

, S
1

2 (µ) =
(

Θ(
√
µ) O(√µ)

O(√µ) Θ(1)

)

LX(µ) =
(

Θ(1) 0
O(√µ) Θ(√µ)

)

, US(µ) =
(

Θ(
√
µ) O(√µ)
0 Θ(1)

)

(16)
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Tu

- ak j = 2, 3, správanie závisí od toho, či je váhová maticaW blokovo diagonálna,
ak áno, tak príslušné bloky trajektórie majú vlastnosť (15), inak ich správanie
možno popísať ako (16);

- ak j = 4, 5, tak príslušné bloky trajektórie majú vlastnosť (16).

3.3 Analytickosť vážených trajektórií v bode µ = 0

V tejto časti dizertačnej práce sa študovali v súvislosti s analytickosťou už len vážené
trajektórie asociované so symetrizáciami Φ1,Φ2,Φ3, pričom nové výsledky sa dosiahli
len pre symetrizácie Φ2,Φ3. Okrem predpokladov potrebných pre existenciu trajektórií
budeme uvažovať platnosť Predpokladu 5.
Nové výsledky možno zhrnúť do nasledujúcich viet.

Veta 3.2. Nech j = 3. Potom vážená trajektória (X(µ), y(µ),S(µ)) je analytickou
funkciou ρ =

√
µ pre každé µ ≥ 0 (dostatočne malé).

Podotýkame, že tento výsledok bol dokázaný pre j = 2 v [20].
Ako dôsledok je tiež v predkladanej dizertačnej práci ukázané, že ak váhová matica

je blokovo diagonálna, konktrétne ak WV = 0, tak vážené trajektórie (pre j = 2, 3)
majú nasledovné asymptotické správanie

X(µ) =

(

Θ(1) O(µ)
O(µ) Θ(µ)

)

, S(µ) =

(

Θ(µ) O(µ)
O(µ) Θ(1)

)

. (17)

Navyše, pre Choleského faktor LX(µ) a odmocninu X(µ)
1

2 máme

LX(µ) =
(

Θ(1) 0
O(µ) Θ(√µ)

)

, X(µ)
1

2 =
(

Θ(1) O(µ)
O(µ) Θ(√µ)

)

. (18)

Nasledujúca lema je dôsledkom (13) a Tvrdenia 3.2.

Lema 3.8. Nech j ∈ {2, 3} a WV 6= 0. Potom dXV (µ)
dµ

a dSV (µ)
dµ

nie sú ohraničené pre
µ→ 0.

Nasledujúca veta zúplňuje výsledok o analytickosti vážených trajektórií asociova-
ných so symetrizáciami Φ2,Φ3. Jedna implikácia je priamym dôsledkom Lemy 3.8.

Veta 3.3. Nech j ∈ {2, 3}. Potom vážená trajektória X(µ), y(µ),S(µ)) je analytickou
funkciou µ pre každé µ ≥ 0 vtedy a len vtedy, keď WV = 0.

Poznamenávame, že výsledok [5] týkajúci sa analytickosti váženej trajektórie aso-
ciovanej s Φ3 a kladnou diagonálnou váhou je obsiahnutý v predchádzajúcej vete ako
špeciálny prípad.
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4 Záver

Hlavné prínosy dizertačnej práce sú:

1. Podanie nového, relatívne jednoduchého dôkazu existencie vážených centrálnych
trajektórií v semidefinitnom programovaní, pričom predpoklady pre existenciu sú
naformulované v termínoch SDP.

2. Charakterizácia asymptotického správania všetkých typov vážených centrálnych
trajektórií, pre ktoré ešte neboli asymptotické vlastnosti skúmané. Táto charakte-
rizácia bola dôležitá pre skúmanie analytickosti vážených trajektórií v hraničnom
bode.

3. Úplná analýza analytickosti v hraničnom bode pre dva špeciálne typy vážených
trajektórií.

Technika dôkazu existencie trajektórií sa ukazuje byť použiteľná na korektné defino-
vanie ďalších typov vážených centrálnych trajektórií. Charakterizácia asymptotického
správania trajektórií, ktoré vykazovali lepšie asymptotické vlastnosti, bola využitá pri
skúmaní ich analytickosti v hraničnom bode. Avšak je možné, že pri ostatných ty-
poch vážených trajektórií budú výsledky o ich asymptotickom správaní užitočné na
ukázanie podobných, hoci pravdepodobne slabších výsledkov. Vlastnosti týkajúce sa
analytickosti v hraničnom bode by mohli byť dôležité pre analýzu chýb a superlineár-
nej konvergencie algoritmov metód vnútorného bodu pre SDP.
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6 Summary

In this thesis we study the weighted interior point paths in semidefinite programming.
In the concrete, we focused on the existence, the asymptotic behavior and the analy-
ticity of the weighted paths at the boundary point. The main results included in this
thesis could be summarized as follows.
We presented a new and relatively simple proof of the existence of weighted central

paths associated with certain type of symmetrization map. These types of weighted
paths were studied for the nonlinear complementarity problems [24] where the result
was proved using the theory of local homeomorphic maps. In the work [28] the weigh-
ted paths with linear complementarity problems were studied,however only the ones,
associated with the AHO-symmetrization. The weighted path in SDP associated with
the Cholesky-type-symmetrization and positive diagonal weight was studied in the pa-
per [4] and the existence was shown by defining weighted logarithmic barrier functions.
The proof presented in the thesis is based on generalization of the result of [28] to
all five symmetrization maps and the assumptions for the existence are formulated in
terms of semidefinite programming.
The second part consists of the results concerning the asymptotic behavior of the

weighted paths. These results were obtained under the assumption of the existence of
the strict complementary optimal solution and can be considered as the generalization
of the results of [29] (for the AHO-symmetrization) to all types of symmetrization
maps. It was shown that this behavior depends not only on the symmetrization type
but also on the type of the weight matrix.
The results about the asymptotic behavior were useful for analyzing the analyticity

of the weighted paths at the boundary point. We followed the known results from this
area: in the papers [29], [19] it was shown that the weighted central path associated
with AHO-symmetrization is an analytic function of µ at µ = 0. The authors of [20]
proved that the weighted path associated with the square-root-type symmetrization is
analytic at µ = 0 as a function of

√
µ. Finally, in the work [5] it was shown that the

weighted path associated with the Cholesky-type symmetrization and positive diagonal
weight is an analytic function of µ at µ = 0. In the dissertation thesis the weighted
path associated with Cholesky type symmetrization and a suitable symmetric positive
definite weight was studied and it was proved that this path is an analytic at µ = 0
as a function of

√
µ. Moreover it was shown that it is an analytic function of µ (at

the boundary point) if and only if the weight matrix is block diagonal. The analyticity
at µ = 0 as a function of µ for block diagonal weights was shown also for the square-
root-type symmetrization as a completeness of the result [20]. These results could be
useful for the error bound and superlinear convergence analysis of the interior point
algorithms for SDP.
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