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1. ZAKLADNE POJMY A
VLASTNOSTI



Primarna a dualna uloha semidefinitného programovania
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Vyznam semidefinitného programovania

e Semidefinitné programovanie (SDP) v sebe zahrha dolezité
triedy matematického programovania ako Specialny pripad
(linearne, kvadratické konvexné proramovanie, optimalizacia
nad kuzelmi 2. radu)

e Ulohy semidefinitného programovania sa daju v polynomial-
nom case vyrieSit pomocou metod vnutorného bodu

e Priame aplikacie SDP: kvazikonvexné programovanie, ulohy
70 spektralne) analyzy, teodria riadenia, Statistika

e Relaxacie pomocou SDP: kombinatoricka optimalizacia, ne-
konvexné kvadratické programovanie



Predpoklad 1: Matice Aq,..., A SO linedarne nezavislé
Predpoklad 2: 3(X,y,S)e S x R" x S} :

AjeX=0bji=1,...,n; 2" Ajy; +S =C

Podmienky optimality: (X, y,S) je optimalne rieSenie (P) a (D)
vtedy a len vtedy, ked

A,eX=0b;;i=1,...,n; X >0 (primarna pripustnost)
Y Ay +S=C; S>0 (dualna pripustnost)

XS =0 (komplementarita)



Perturbovaneé podmienky optimality:
A,eX=0b;;i=1,...,n; X >0 (primarna pripustnost)
> Ay, +5S=C; S=0 (dudlna pripustnost)

XS = ul (perturbovana komplementarita)

Pre kazdé u > 0 existuje jediné riesenie tohto systému,
ozn. (X(u),y(u),S(w)).

Centralna trajektoria sa definuje ako zobrazenie

Riy — S™ x R™ x S™, p— (X(p),y(p), S(p))-



Viastnosti centralnej trajektorie

e Centralna trajektoria je analytickou funkciou pre pu > 0.

e Predpoklad 3: Existuje ostro komplementarne rieSenie
(X*,y*,S*) aloh (P), (D), t.j. také, ze X* +S* » 0.

e Limitné spravanie centralnej trajektorie zavisi na splneni
Predpokladu 3.



Za Predpokladu 3 bolo ukazané:

- Centralna trajektoria konverguje k analytickému stredu
mnoziny optimalnych rieseni.
deKlerk, Roos, Terlaky-Topics in SD&IPM (1997);
Luo, Sturm, Zhang - SIAM J. Opt. 8 (1998);
Goldfarb, Scheinberg - SIAM J. Opt. 8 (1998)

- Centralna trajektora je analyticka v u = 0.
Halickd - EJOR 143 (2002)
Bez Predpokladu 3 bolo ukazané:
- Centralna trajektoria konverguje pre u — 0.
Halicka, de Klerk, Roos - SIAM J. Opt. 12 (2002)
- Centralna trajektora je pre istd podtriedu uloh analyticka
vV u=0.
da Cruz Neto, Ferreira, Monteiro - Math. Prog. 103 (2005)



Motivacia pre definovanie (nepripustnych) vazenych tra-
jektorii

o
Vo vSeobecnosti XS ¢ S — symetrizacia podmienky

ak X,S € §" komplementarity

XS = ul —  D4(X,S) = ul

Typy Symetrizacii



Vnutorny bod neexistuje —— perturbacia podmienok

alebo nie je znamy pripustnosti
DAy +5=0C — DAy +5=C+ uAC

e Niektoré numerické pristupy preferuju pracovat s kladne defi-
nitnou maticou W namiesto identickej matice I v podmienke
komplementarity

(X, 8)=pl — O4X,S)=uW



Vazena centralna trajektoria je definovana ako zobrazenie

Rip — S"x R™x S", p— (X(p), y(p), S(p))
kde (X(u),y(u),S(w)) je riedenie systému

A,e X =b;+ulb;; i=1,...,n;, X =0
N Ay +S =C+ puAG; S >0

D;(X,S) = ()W

Ab, AC su fixnég,W je véha,CDj je symetrizacia a

¢j(p) =p, j=12,3 ¢j(k) = /by J=4,5.



EXistencia vazenych centralnych trajektorii bola skimana

B pre (semidefinitné) Glohy nelinearnej komplementarity

- Monteiro, Zanjacomo - Math. Oper. Res. (2000)
- nelinearna analyza - teodria lokalne homeomorfnych zobrazeni

- vSetky symetrizacie

B pre (semidefinitné) Glohy linedrnej komplementarity

- Preiss, Stoer - working paper (2003)
- metdoda analytickej kontinuacie, veta o implicitnej funkcii
- AHO-symetrizacia (XS + SX)/2

B pre ulohu SDP

- Chua - SIAM J. Opt. 16 (2006)
- pomocou definovania vazenych bariérovych funkcii

- Choleskeho symetrizacia Lx’ SLx



Limitné spravanie a analytickost vazenych trajektorii sa ski-
malo jednotlivo pre rbzne typy symetrizacii:

B (XS + SX)/2: Trajektoria je ako funkcia p analytickd v bode
w = 0.
- Preiss, Stoer, Math. Prog. 99 (2004)
- Lu, Monteiro, Optim. Meth.& Soft. 22 (2007)
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B X2SX2: Trajektoria ako funkcia ,/p je analyticka v bode
p = 0.
- Lu, Monteiro, SIAM J. Opt. 15 (2004)

m Ly/SLx: Trajektdria ako funkcia u je analytickd v bode =0
pre W e D", .

- Chua, Math. Prog. 111 (2007)



2. VYSLEDKY A PRINOS
DIZERTACNEJ PRACE

A. EXistencia vazenych trajektorii
B. Limitné spravanie vazenych trajektorii



A.EXxistencia vazenych centralnych
trajektorii

e v dizertaCnej praci je podany novy dbkaz existencie (vSetkych

5 typov) vazenych centralnych trajektorii

e zovSeobecnenie techniky autorov Preiss, Stoer (2003) pre
vSetky typy symetrizacii

e formulacia v terminoch semidefinitného programovania



B PriurCeni mnozin vhodnych vah sme vyuzili vysledky: Monte-
iro, Tsuchiya (1999) a Monteiro, Zanjacomo (2000); navyse
sme ukazali, ze tieto mnoziny je mozné ekvivalentne defino-
vat pomocou Cisla podmienenosti vahovej matice.

B Specidlne pre Choleskeho symetrizaciu (®3) sme ukazali, Ze
alternativnou mnozinou vah je D, .

B Zistili a dokazali sme vlastnosti symetrizacii &9 — o5 potrebné
na to, aby dokaz existencie vazenych trajektorii asociovanych
s AHO symetrizaciou ®; mohol byt zovseobecneny pre vietky
typy symetrizacii.



B.Limitneé spravanie vazenych
centralnych trajektorii

I. Skimali sme asymptotické spravanie vSetkych typov trajek-
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torii, konkrétne funkcii X(u),S(u) a tiez funkcii X(u)2,S(u)2,
L) Us(u):

II. Tieto vysledky sa pouzili na analyzu analytickosti vazenych
trajektorii v_hraniCnom bode.

VSetky vysledky boli dosiahnuté za predpokladu existencie ostro
komplementarneho riesenia.



B.I. Asymptotickeé spravanie

B V dizertaCnej praci je podana jednotna a uplna analyza asymp-
totického spravania vazenych trajektorii pre vSetky symet-
rizéclie. Nalvyée sU skumane asymptotické vlastnosti funkcii
X(u)2,S(pn)2, Lx (), Ug(u) Ktoré st zaujimavé v pripade sy-
metrizacii &9 — Ps.

B Vysledky zahrnaju ako Specialny pripad zname vysledky au-
torov Preiss, Stoer (2004) o vazenych trajektoriach asoci-
ovanych s AHO symetrizaciou ®; a autorov Lu, Monteiro
(2004) o spravani trajektorii asociovanej s "odmocninovou”
symetrizaciou ®,.



B Tiez sa skumalo asymptotické spravanie v o-notacii. Bolo
ukazané, ze v pripade symetrizacii ¢, 3 toto spravanie zavisi
od toho, Ci je vahova matica blokovo diagonalna.

B Dokdzané vlastnosti boli uzito€né na dokazanie (novych) vy-

sledkov tykajucich sa analytickocti vazenych trajektorii v hra-
nichom bode.



B.II. Analytickost v hranichom bode

Zname vysledky Symetrizacia Nové vysledky

Vazena centralna
trajektoria je
analyticka v ¢y =0

Vazena centralna
trajektoria je
analyticka v ¢y =10

1 1
m ako funkcia /p. X25X2

B ako funkcia u

< vahova matica je
blokovo diagonalna.

B ako funkcia u,
ak je vahova matica Ly ! SLx
(kladna) diagonalna.

B ako funkcia /u.
B ako funkcia u

< vahova matica je
blokovo diagonalna.




B Technika dokazu je CiastoChym zovSeobecnenim techniky po-
uzitej autormi Preiss, Stoer (2004), ktrori skumali analytic-
kost vazenych trajektorii asociovanych s AHO symetrizaciou
v ulohe linearnej) komplementarity a dokazali, ze vazena tra-
jektoria je analyticka v u =0 ako funkcia pu.

B Vysledky o analytickosti vazenych trajektorii sa ukazuju byt
uzito€Cné na navrhovanie a analyzu algoritmov metod vnu-
torného bodu (algoritmy vysSich radov, superlinedrne kon-
vergentné algoritmy).

-Preiss, Stoer (2003), Control and Cybernetics
-Lu, Monteiro (2004), SIAM J. Opt. 15

B Rovnakym spdsobom je mozné ukazat podobné, hoci slabSie
vysledky o analytickosti v hraniChom bode vazenych trajek-
torii asociovanych so symetrizaciami & 4, $s.



