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1. ZÁKLADNÉ POJMY AVLASTNOSTI



Primárna a duálna úloha semide�nitného programovania
(P ) minX∈Sn {C •X | Ai •X = bi; i = 1, . . . , n;X � 0}

(D) max(y,S)∈Rm×Sn

{

bTy | ∑m
i=1Aiyi + S = C;S � 0

}

kde A1, . . . ,Am,C ∈ Sn, b ∈ Rm;
Sn vektorový priestor n × nreálnyh symetrikýh matí

• : Sn × Sn → R skalárny súèin de�novaný na Sn

Y � 0 (Y ∈ Sn
+) Y je symetriká kladne semide�nitná

Y ≻ 0 (Y ∈ Sn
++) Y je symetriká kladne de�nitná



Význam semide�nitného programovania
• Semide�nitné programovanie (SDP) v sebe zahàòa d�le¾itétriedy matematikého programovania ako ¹peiálny prípad(lineárne, kvadratiké konvexné proramovanie, optimalizáianad ku¾eµmi 2. rádu)

• Úlohy semide�nitného programovania sa dajú v polynomiál-nom èase vyrie¹i» pomoou metód vnútorného bodu

• Priame aplikáie SDP: kvázikonvexné programovanie, úlohyzo spektrálnej analýzy, teória riadenia, ¹tatistika

• Relaxáie pomoou SDP: kombinatoriká optimalizáia, ne-konvexné kvadratiké programovanie



Predpoklad 1: Matie A1, . . . ,Am sú lineárne nezávisléPredpoklad 2: ∃(X, y,S) ∈ Sn
++ × Rn × Sn

++ :

Ai •X = bi; i = 1, . . . , n;
∑m

i=1Aiyi + S = CPodmienky optimality: (X, y,S) je optimálne rie¹enie (P) a (D)vtedy a len vtedy, keï

Ai •X = bi; i = 1, . . . , n; X � 0 (primárna prípustnos»)

∑m
i=1Aiyi + S = C; S � 0 (duálna prípustnos»)

XS = 0 (komplementarita)



Perturbované podmienky optimality:

Ai •X = bi; i = 1, . . . , n; X � 0 (primárna prípustnos»)
∑m

i=1Aiyi + S = C; S � 0 (duálna prípustnos»)
XS = µI (perturbovaná komplementarita)

Pre ka¾dé µ > 0 existuje jediné rie¹enie tohto systému,ozn. (X(µ), y(µ),S(µ)).Centrálna trajektória sa de�nuje ako zobrazenie

R++ → Sn × Rm × Sn, µ → (X(µ), y(µ),S(µ)).



Vlastnosti entrálnej trajektórie

• Centrálna trajektória je analytikou funkiou pre µ > 0.

• Predpoklad 3: Existuje ostro komplementárne rie¹enie

(X∗, y∗,S∗) úloh (P), (D), t.j. také, ¾e X∗ + S∗ ≻ 0.

• Limitné správanie entrálnej trajektórie závisí na splneníPredpokladu 3.



Za Predpokladu 3 bolo ukázané:- Centrálna trajektória konverguje k analytikému stredumno¾iny optimálnyh rie¹ení.deKlerk, Roos, Terlaky-Topis in SD&IPM (1997);Luo, Sturm, Zhang - SIAM J. Opt. 8 (1998);Goldfarb, Sheinberg - SIAM J. Opt. 8 (1998)- Centrálna trajektóra je analytiká v µ = 0.Haliká - EJOR 143 (2002)Bez Predpokladu 3 bolo ukázané:- Centrálna trajektória konverguje pre µ → 0.Haliká, de Klerk, Roos - SIAM J. Opt. 12 (2002)- Centrálna trajektóra je pre istú podtriedu úloh analytikáv µ = 0.da Cruz Neto, Ferreira, Monteiro - Math. Prog. 103 (2005)



Motiváia pre de�novanie (neprípustnýh) vá¾enýh tra-jektórii

• Vo v¹eobenosti XS /∈ Sn −→ symetrizáia podmienkyak X,S ∈ Sn komplementarity
XS = µI −→ Φj(X,S) = µITypy Symetrizáií
Φ1(X,S) = (XS + SX)/2

Φ2(X,S) = X
1

2SX
1

2

Φ3(X,S) = LX
T
SLX

Φ4(X,S) = (X
1

2S
1

2 + S
1

2X
1

2)/2

Φ5(X,S) = (LX
T
US +US

T
LX)/2



• Vnútorný bod neexistuje −→ perturbáia podmienokalebo nie je známy prípustnosti
Ai •X = bi −→ Ai •X = bi + µ△bi

∑m
i=1Aiyi + S = C −→ ∑m

i=1Aiyi + S = C + µ△C

• Niektoré numeriké prístupy preferujú praova» s kladne de�-nitnou matiouW namiesto identikej matie I v podmienkekomplementarity
Φj(X,S) = µI −→ Φj(X,S) = µW



Vá¾ená entrálna trajektória je de�novaná ako zobrazenie
R++ → Sn × Rm × Sn, µ → (X(µ), y(µ),S(µ))kde (X(µ), y(µ),S(µ)) je rie¹enie systému
Ai •X = bi + µ△bi; i = 1, . . . , n; X ≻ 0
∑m

i=1Aiyi + S = C + µ△C; S ≻ 0

Φj(X,S) = φj(µ)W

△b,△C sú �xné,W je váha,Φj je symetrizáia a

φj(µ) = µ, j = 1, 2, 3; φj(µ) =
√

µ, j = 4, 5.



Existenia vá¾enýh entrálnyh trajektórií bola skúmaná
� pre (semide�nitné) úlohy nelineárnej komplementarity- Monteiro, Zanjaomo - Math. Oper. Res. (2000)- nelineárna analýza - teória lokálne homeomorfnýh zobrazení- v¹etky symetrizáie

� pre (semide�nitné) úlohy lineárnej komplementarity- Preiss, Stoer - working paper (2003)- metóda analytikej kontinuáie, veta o impliitnej funkii- AHO-symetrizáia (XS + SX)/2
� pre úlohu SDP- Chua - SIAM J. Opt. 16 (2006)- pomoou de�novania vá¾enýh bariérovýh funkii- Choleskeho symetrizáia LXT

SLX



Limitné správanie a analytikos» vá¾enýh trajektórií sa skú-malo jednotlivo pre r�zne typy symetrizáií:
� (XS + SX)/2: Trajektória je ako funkia µ analytiká v bode

µ = 0.- Preiss, Stoer, Math. Prog. 99 (2004)- Lu, Monteiro, Optim. Meth.& Soft. 22 (2007)
� X

1

2SX
1

2: Trajektória ako funkia √
µ je analytiká v bode

µ = 0.- Lu, Monteiro, SIAM J. Opt. 15 (2004)
� LX

T
SLX: Trajektória ako funkia µ je analytiká v bode µ = 0pre W ∈ Dn

++.- Chua, Math. Prog. 111 (2007)



2.VÝSLEDKY A PRÍNOSDIZERTAÈNEJ PRÁCE

A. Existenia vá¾enýh trajektóriíB. Limitné správanie vá¾enýh trajektórií



A. E x i s t e n  i a v á ¾ e n ý  h  e n t r á l n y  ht r a j e k t ó r i í

• v dizertaènej prái je podaný nový d�kaz existenie (v¹etkýh5 typov) vá¾enýh entrálnyh trajektórii
• zov¹eobenenie tehniky autorov Preiss, Stoer (2003) prev¹etky typy symetrizáii
• formuláia v termínoh semide�nitného programovania



� Pri urèení mno¾ín vhodnýh váh sme vyu¾ili výsledky:Monte-iro, Tsuhiya (1999) a Monteiro, Zanjaomo (2000); navy¹esme ukázali, ¾e tieto mno¾iny je mo¾né ekvivalentne de�no-va» pomoou èísla podmienenosti váhovej matie.
� ©peiálne pre Choleskeho symetrizáiu (Φ3) sme ukázali, ¾ealternatívnou mno¾inou váh je Dn

++.
� Zistili a dokázali sme vlastnosti symetrizáií Φ2−Φ5 potrebnéna to, aby d�kaz existenie vá¾enýh trajektórií asoiovanýhs AHO symetrizáiou Φ1 mohol by» zov¹eobenený pre v¹etkytypy symetrizáií.



B. L i m i t n é s p r á v a n i e v á ¾ e n ý  h e n t r á l n y  h t r a j e k t ó r i í

I. Skúmali sme asymptotiké správanie v¹etkýh typov trajek-tórií, konkrétne funkií X(µ),S(µ) a tie¾ funkií X(µ)12,S(µ)12,

LX(µ),US(µ).II. Tieto výsledky sa pou¾ili na analýzu analytikosti vá¾enýhtrajektórií v hraniènom bode.

V¹etky výsledky boli dosiahnuté za predpokladu existenie ostrokomplementárneho rie¹enia.



B.I. Asymptotiké správanie

� V dizertaènej prái je podaná jednotná a úplná analýza asymp-totikého správania vá¾enýh trajektórií pre v¹etky symet-rizáie. Navy¹e sú skúmane asymptotiké vlastnosti funkií

X(µ)
1

2,S(µ)
1

2, LX(µ),US(µ), ktoré sú zaujímavé v prípade sy-metrizáií Φ2 − Φ5.

� Výsledky zahàòajú ako ¹peiálny prípad známe výsledky au-torov Preiss, Stoer (2004) o vá¾enýh trajektóriáh asoi-ovanýh s AHO symetrizáiou Φ1 a autorov Lu, Monteiro(2004) o správaní trajektórií asoiovanej s "odmoninovou"symetrizáiou Φ2.



� Tie¾ sa skúmalo asymptotiké správanie v o-notáii. Boloukázané, ¾e v prípade symetrizáií Φ2,Φ3 toto správanie závisíod toho, èi je váhová matia blokovo diagonálna.
� Dokázané vlastnosti boli u¾itoèné na dokázanie (novýh) vý-sledkov týkajúih sa analytikoti vá¾enýh trajektórií v hra-niènom bode.



B.II. Analytikos» v hraniènom bode

Známe výsledky Symetrizáia Nové výsledkyVá¾ená entrálna Vá¾ená entrálnatrajektória je trajektória jeanalytiká v µ = 0 analytiká v µ = 0
� ako funkia µ

� ako funkia √
µ. X

1

2SX
1

2 ⇔ váhová matia jeblokovo diagonálna.

� ako funkia µ, � ako funkia √
µ.ak je váhová matia LX

T
SLX � ako funkia µ(kladná) diagonálna. ⇔ váhová matia jeblokovo diagonálna.



� Tehnika d�kazu je èiastoèným zov¹eobenením tehniky po-u¾itej autormi Preiss, Stoer (2004), ktrorí skúmali analyti-kos» vá¾enýh trajektórií asoiovanýh s AHO symetrizáiouv úlohe lineárnej komplementarity a dokázali, ¾e vá¾ená tra-jektória je analytiká v µ = 0 ako funkia µ.
� Výsledky o analytikosti vá¾enýh trajektórií sa ukazujú by»u¾itoèné na navrhovanie a analýzu algoritmov metód vnú-torného bodu (algoritmy vy¹¹íh rádov, superlineárne kon-vergentné algoritmy).-Preiss, Stoer (2003), Control and Cybernetis-Lu, Monteiro (2004), SIAM J. Opt. 15
� Rovnakým sp�sobom je mo¾né ukáza» podobné, hoi slab¹ievýsledky o analytikosti v hraniènom bode vá¾enýh trajek-tórií asoiovanýh so symetrizáiami Φ4,Φ5.


